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Introduction

La notion permutation de groupe joue un role fondamental en mathématiques. C’est
I'une des principales structures algébriques, avec celles d’anneau, de corps, modules, et
espaces vectoriels. Elle formalise les propriétés de plusieurs des opérations bien connues
entre des objets mathématiques divers. Bref, c’est I'une des notions les plus intéressantes
parmi celles élaborées par les

mathématiciens.

Notre these se compose de trois chapitres :

Le premier chapitre aborde des notions sue les espaces vectoriel, défénition et
théorémes.

Le deuxiéme chapitre nous présentons les permutaions des groupes.

Le troixiéme chapitre est consacré quelque exemples sur les permutaion de cofits.



Chapitre 1

Espace vectoriel R"

1.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’introduire les espaces vectoriels et de revoir en détail
les opérations elémentaires associées a I’espace euclidien R”. La matiére dans cette
section est presentée dans le livre Analyse de Stewart. En revanche, notre cadre

conceptuel sera un peu plus large.

1.2 Espace R"

L’ensemble R™ est défini comme l’ensemble des n-tuplets ordonnés (zy,...,x,) de
nombres réels. Ces n-tuplets sont appelés points de R". En méme temps onpeut in-

terpréter I’ensemble R™ comme espace vectoriel de dimension n.

1.3 Espace vectoriel R"

Notation 1.3.1 Une autre représentation des éléments de l’espace vectoriel R™ est don-
née par des vecteurs-colonnes G n composantes au lieu des n-tuplets (z1,...,x,) . On les

note



T

Tn

ou surmontés d'une fleche = 7. A chaque n-tuplet correspond un unique vecteur-
colonne et vice versa. Pour le calcul nous utilisons généralement des vecteurs-colonnes
pour les éléments de R"™ et les deux notations pour les argumentsdes fonctions définies
sur R™ en raison d’une meilleure lisibilité du texte.

Espace vectoriel. L’ensemble R" peut également étre considéré comme un espace

vectoriel réel muni d’une addition
Z1 Y1 1+ %

r+y= . + . =

et d’'une multiplication avec un scalaire A € R définie par

X1 )\ZL’I

AL

Il
>
Il

T, ATy,

1.4 Sous espace vectoriel R"

Définition 1.4.1 Soit FF C R™. On dit que F est un sev si :



-F" est non vide.

rx,ye F=x+yeklF.

reFet e R= X reF.

Définition "condensée" equivalente : F sev si

F' est non vide.

rye Fet Ne R=2+ \y € F.

On peut retenir que : F' sev si F' non vide et F' stable par addition et multiplication
externe.

Dans R2, les vecteurs portés par une droite ont une structure de sev.

Dans R?, I’espace entier R? est un sev.

Dans R3, les vecteurs portés par un plan forment un sev.

1.5 Combinaison linéaire

On appelle combinaison linéaire de deux vecteurs u et v, tout vecteur qui s’écrit
Au + pv avec A et p des nombres réels.
Traduction : tout vecteur qui s’écrit "un peu" de v + un "peu" de v est combinaison

linéaire de u et v. Cette définition se généralise & une famille finie de vecteurs.

1.5.1 Image d’une application linéaire

Soit f : R” — R™ une application linéaire. On rappelle quel’image de f est ’ensemble

suivant :

Im(f) = f(R") ={f(z) ; z € R"} CR™
Proposition 1.5.1 Im(f) est un sev de R™

Remarque 1.5.1 Lorsque Im(f) =R™, on dit que f est surjective.



1.5.2 Noyau d’une application linéaire

Soit f: R™ — R™ une application linéaire. On rappelle que le noyau de f est ’ensemble

suivant :

Ker(f)={x eR"; f(x) =0} CR".
(Attention ici le 0 est le vecteur nul de R™)

Proposition 1.5.2 Ker(f) est un sev de R"

Remarque 1.5.2 Lorsque Ker(f) = {0}, on dit que f est injective.

1.6 Famille libre, génératrice. Base et notion de di-

mension
Famille Libre (linéairement indépendante) :

Définition 1.6.1 Une famille de vecteurs (vq,vs,...,v,) est dite libre (ou linéairement

indépendante) si pour tout p-uplets de réels A\i,\a, . . ., N\, on a :
)\1U1+)\202+...+/\pvp:0:>)\1 :/\2 = ... :/\pZO
Traduction : : une famille de vecteurs est libre si aucun des vecteurs ne peut

s’écrire comme combinaison linéaire des autres.

Une famille non libre est dite liée. Ce qui signifie qu’il existe (au moins) un vecteur
qu’on peut écrire comme combinaison linéaire des autres.

Meéthodes : Comment montrer dans la pratique la liberté d’une famille (v;); ?

- Soit on "voit" une relation de dépendance triviale (famille liée).

- Soit on trouve que tous les \; sont nuls, et la famille est donc libre.



- Soit on trouve qu’il existe des solutions au systéme avec les \; non tous nuls et la
famille est liée.

Par exemple {(1,1,1),(0,1/2,3/2)} est une famille libre car si A\(1,1,1)4u(0,1/2,3/2) =
(0,0,0), ceci entraine que A = 0, \+1/2u = 0, A+3/2u = 0; les deux premiéres équations
suffisent pour imposer que A = p = 0. Par contre {(1, 1,1),(0,1/2,3/2),(1,2,4)} est lice
car 1(1,1,1)+2(0,1/2,3/2)+(—1)(1,2,4) = (0,0, 0) avec des coefficients qui ne sont pas
tous nuls (ils sont méme tous non nuls).

Noter qu’une famille qui contient 0 est toujours liée.

Définition d’une famille génératrice :

Définition 1.6.2 Soit U une partie de R™ et (v1,va, ..., v,) une famille de vecteurs. On
dit que la famille (vq,vs, ..., v,) est génératrice dansU (ou générelU ) si tout vecteurs de U

s’écrit comme combinaison linéaire des v;.

ie:Yu € U, E')\l, )\2, ey )‘p c ]R, u = )\17)1 + /\2’1]2 + ...+ )\pUp.

Si on note Vect(vy, va, ..., vp) = {A\1v1+Xova+ ...+ A0y, A1, A2, ..., A, € R}, la définition
peut alors s’énoncer ainsi : (vq, va, ..., v,) génére U si Vect(vy, va, ..., v,) = U.

Méthodes : Comment montrer dans la pratique qu'une famille (vi)i génére une partie
U?

- On prend un vecteur quelconque u € U et on cherche a écrireu comme combinaison
linéaire des v;. Pour cela, on résoud lesystéme ZZ Av; = u d’inconnues les ;.

- Soit, on trouve des \; solutions pour tout u de U et la famille est génératrice de U.

- Soit, il existe un ou (des) u de U pour lequel le systéme n’admet pas de solutions
et la famille n’est pas génératrice.

Par exemple la famille {(1,1,1),(1,2,3)} n’est pas génératrice de R* car on a vu
plus haut que (1,2,4) (entre autres) n’est pas combili de ces vecteurs.

Par contre {(1,1,1),(1,2,3),(1,2,4)} est génératrice ca étant donné un vecteur quelconque(a, b, c)

€ R3, on peut trouver des coefficient



A, p, v tels que (a,b,¢) = A(1,1,1) + u(1,2,3) + v(1,2,4). En effet pour obtenir ceci
il faut et il suffit que
A+pu+v=a
A2u+2v =10
A3u+4dv=c
En résolvant ces équations on trouve :
A=2a—bu=—-2a+3b—c
v=a—2b+c
Ainsi par exemple le vecteur (0,1,2) est combili de (1,1,1) , (1,2,3) , (1,2,4) avec
les coefficients A = —1, u =1, v =0.

Définition d’une base :

Définition 1.6.3 Soit U un sev de R". Une famille (v1,vs, ...,v,) est une base de U si

cette famille est a la fois génératrice dans U et libre.
Remarque 1.6.1 Si U = R", On va voir que l'on a "forcément” p = n.

Par exemple la famille {(1,1,1),(1,2,3),(1,2,4)} est une base de R3. Eneffet nous
avons déja vu que c’était une famille génératrice de R?; de plus le calcul que nous avons
fait des coefficients A, i, v qui permettent d’obtenir (a, b, ¢) comme combili de ces vecteurs
montre en particulier que pour obtenir (0,0,0), il faut que les coefficients soient nuls;
par conséquent cette famille est aussi libre.

Remarquons que d’aprés nos conventions, la famille vide @ est une base de I’espace

R : 1z
vectoriel { 0 } qui ne contient qu’un élément.
Dimension d’un sev :

Définition 1.6.4 Soit U un sev de R™ et B = une base de U. Le nombre p s’appelle la

dimension de U et on le note dim(U).

C’est le cardinal (le nombre) de vecteurs d’une base de U.



Remarque 1.6.2 Cette définition souléve une question de bon sens :
les bases de U ont le méme nombre de vecteurs ¢

Réponse : oui et la définition précédente a donc un sens.

-dim(R?) = 2
-dim(R3?) =3
-dim(R) =1

-dim(R") =n

Quelques propriétés de la dimension :

est ce que toutes

Proposition 1.6.1 Soit U un sous espace vectoriel de R™ dimension d.

-Toute famille génératrice de U posséde au moins d vecteurs.
-Toute famille libre de U posséde au plus d vecteurs.

-Toute base est composée de d vecteurs.

1.7 Retour sur les applications linéaires,

du rang

1.7.1 Théoréme du rang

Théoréme (TDR)
Soit U un sev de R" et une application linéaire f : U — R™.

Alors, on a :

dim(U) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)).

Théoréme

-Attention, dans le membre de gauche, c’est la dimension de I'espace de départ qui

intervient...

-On appelle rang de f le nombre dim(Im(f)) et on le note rg(f) .



1.7.2 Quelques conséquences, utilité du TDR

Conséquences, utilité :

f une application linéaire f : R” — R™. Alors, on a :

f injective <& f surjective < f bijective.

1.7.3 Systémes linéaires et applications linéaires

Définition 1.7.1 Une application f : RP — R" définie par f(z1, ...

dite une application linéaire st

(

\

En notation matricielle, on a

T

X2

ou encore, si on note X =

737;0) = (yla

\
Y1 = G11%1 + A12%2 + ... + Q1T
Yo = A21%1 + A22T2 + ... + A2pTy
Yn = Qn1T1 + Ap2Za + ... + QppTp )
n apx Qa2 ...  Qip X1
Y2 az1 G2 ... Gzp T2
Yp Ap1 Ap2 Qpyp Tp
T
et A € M, ,(R)la matrice (a;;),
Tp

ey Yn) €St



F(X) = AX.

Autrement dit, une application linéaire R? — R" peut s’écrire X — AX. La matrice
A € M, ,(R) est appelée la matrice de ’application linéaire f.

e On a toujours f(0,...,0) = (0,...,0). Si on note 0 pour le vecteur nul dans R? et
aussi dans R™, alors une application linéaire vérifie toujoursf(0) = 0.

e Le nom complet de la matrice A est : la matrice de 'application linéaire f de la base

canonique de R? vers la base canonique de R".

Exemple 1.7.1 La fonctionf : R* — R3 définie par

yl = =221 + 19 + 223 — Ty
y2 = 4.%‘1 -+ 21’2 — 3.’13'3 + 3.1'4
Ys = 7$1 - 3ZL’2 + 911)3

s’exprime sous forme matricielle comme suit :

T

T2

xs
Ys 7 -3 9 0

T4

e Pour l'application linéaire identité R" — R" (z1,...,2,) — (x1,...,2,), sa matrice
associée est l'identité I, (carl, X = X).
e Pour I'application linéaire nulle R? — Rn, (zy,...,x,) — (0, ...,0), sa matrice asso-

ciée est la matrice nulle 0,,,, (car 0,,,X = 0).

10



Chapitre 2

Groupe de permutations

2.1 groupes

Définition 2.1.1 : c’est un ensemble G muni d’une loi de composition interne associa-
tive et possédant un élément neutre. de plus, tout élément de G' admet un symétrique pour
cette loi. La loi d’un groupe est notée, sauf exception, multiplicativement. Le neutre de
G est noté en général e ou e, le symétrique de x est noté v~ ; il est aussi alors appelé

nuverse.

2.2 Sous-groupes

Définition 2.2.1 Soit G un groupe. On dit qu’un sous-ensemble H de G est un sous-

groupe de G lorsque les trois conditions suivantes sont vérifiées :

(i) L’ensemble H n’est pas vide.
(ii) Pour tous a et b de H, le produit ab est aussi dans H.

(iii) Pour tout a de H, I'inverse a~* de a est aussi dans H.

Proposition 2.2.1 soit G un groupe. Un sous-ensemble H de G est un sous-groupe de

G si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

11



(i) L’ensemble H n’est pas vide.

(iv) Pour tous a et b de H, le produit ab~! est aussi dans H.

2.3 Le groupe symétrique

2.3.1 Groupe des permutations d’un ensemble

e On rappelle que si E est un ensemble non vide, une permutation de E est une
bijection deE sur F et que si 'on note S(£) I'ensemble des permutations de E, alors
(S(E),o) est un groupe.

e [dg est une permutation deF. La composée de deux permutations de E est une
permutation de E. La réciproque d’une permutation de E est une permutation de E. De
plus,

V(o ,o1) e (S(E))? (coal)t=0rtrooc et (0 —-1)"'=0.

e On démontrera dans le chapitre « Dénombrement » que si E est un ensemble fini
non vide ayant n éléments, il y a un nombre fini de permutations de F et ce nombre de

permutations est n!. On peut admettre momentanément ce résultat.

2.3.2 Le groupe symétrique

On se place maintenant dans le cas particulier ot F' = [1,n] n étant un entier naturel
non nul donné. Dans ce cas,l’ensemble S(E) se note S, (S, est donc l’ensemble des

permutations de ’ensemble [1,n]). On peut énonce

Théoréme 2.3.1 (5,,0) est un groupe fini de cardinal n!

1 2 n
Une permutation donnée de [1, n] se note 0 =
(1) (2) o(n)
ou plus simplement o = ( (1) o(2) ... o(n)).
12345
Ainsi, 0 = ou plus simplement ¢ = (4 1 3 5 2) est la permutation
41352

[1,5] définie par :

12



o(1)=4,0(2) =1,0(3) =3,0(4) =5 et 0(5) = 2.

Pour composer deux permutations ¢ eto/, nous écrirons o o o/ = (o(1) o(2)
o(n)) o (or(l) o1(2) ... o/(n)). Ainsi, la deuxiéme permutation écrite est la premiére
effectuée et la composée (ou le produit) de permutations se lit de droite & gauche. Par

exemple,sic=(4 1 3 2)eto/r=(2 3 4 1),

cool =413202341=13214

car par exemple, o o o/(1) = o(o/(1)) = 1.

e S1 = S([1,1]) est un singleton : S1 = (Id;) .

e 52 = S5([1,2]) est constitué¢ de deux éléments : l'identité et la permutation (2 1).
La permutation (2 1) échange de position les deux éléments 1 et 2 et est appelée la
transposition 2 1 . Elle se note 715 (ou aussi 791). les transpositions seront étudiées a la
section suivante.

Ainsi, S2 = ([d{1’2}77'172> ou plus simplement S2 = {Id,712}. On peut donner la «
table de Pythagore » du groupe (55, 0) :

~o Id T1,2
Id Id 71,2

T1,2 T1,2 Id

Ligne 3, colonne 2, du tableau, on a écrit la composée de la permutationoc = 7
écrite dans la ligne 3, colonne 1, par la permutation o/ = Id écrite a la ligne 1, colonne
2 ou encore ligne 3, colonne2, du tableau, on a écrit o o 0/ = 713 o Id = 71 2. On note
que le groupe (Ss,0) est un groupe commutatif.
e 53 = S([1, 1])est constitué de six éléments. Il y a déja I'identité et les trois transpositionsry 2, 71 3
et To3. Il faut ajouter les deux permutations circulaires c1 = (23 1) et 2= (31 2).
Les permutations circulaires seront étudiées plus loin.
Ainsi, S3 = {Id, 712,713, T23, C1, 2 }. Pour dresser la table de Pythagore du groupe(Ss, o),

ce qui nécessite a priori6 x 6 = 36 calculs, un petit nombre de calculs explicites sont suf-

13



fisants pour remplir cette table.

- Déja, Id est élément neutre ce qui permet déja de remplir 11 cases. - La réciproque
d’une transposition est elle méme et d’autre part co = (¢;)™!, ce qui permet de remplir 5
cases de plus.

- Ensuite, dans une ligne donnée (ou une colonne donnée) un méme élément de S3 ne
peut se répéter deux fois car o o 0/ = g o o/t = o/ = o/l (ou ol oo = gll oo = gl = all).
Dans une ligne d’une permutation o du tableau (ou dans une colonne), on retrouve donc
une fois et une seule chaque élément de S3. On dit que la table du groupe fini (53, 0) est
un « carré latin ».

- Il ne reste donc a calculer explicitement que deux produits de deux transpositions
distinctes et deux produits d’une transposition par une permutation circulaire.

T120T13=(213)0(321)=B12) =c2,130112=(321)0(21 3)=(2
3 1) = cl, en composant & gauche par 71 2, on obtient 792 0 713 =2 = 7120 2 =Ty 3

et en composant a droite par 7,3, on obtient ¢2 o 71 3 = 71 2. Tout le reste s’en déduit.

~o Id Ti2 T13 723 cl c2
Id Id Ti2 T13 T23 cl c2
T1,2 T1,2 Id c2 cl T23 T13
T1,3 T1,3 cl Id c2 Ti12 T23
T2.3 T2,3 c2 cl Id T1,3 T12
cl cl T1,3 T23 T1.2 c2 Id

c2 c2 T23 Ti12 T13 Id cl

On note que le groupe (S3,0) n’est pas commutatif. De maniére générale, si n > 3, le
groupe (S,,0) n’est pas commutatif.

En effet, 715 0 713 = (2 134 ..n) o (3 214..n) = (3124..n)et 7,0 T
..m)o(2134..n)=(2314..n).Donc,rig07,,# T130 T12-

3214

12
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2.4 Décomposition d’une permutation en produit

de transpositions

2.4.1 'Transpositions

Définition 2.4.1 Soit n > 2. Une transposition de [1,n] est une permutation de [1,n]

qui échange deux éléments distincts de [1,n] en fizant les autres éléments de [1,n].

Critére 2.4.1 Définition 2.4.2 Soit (i,j) € [1, n]2 tel que i # j. La transposition qui

échange i et j se note 7; ;. Elle est définie par :

TiJ(Z.) — j, T@j(j) =17 et VEk ¢ {Z,j}, 7'1'7]‘(]6) = k.
Définition 2.4.3 Un premier résultat immédiat est :

Théoréme 2.4.1 Soit n > 2. Pour toute transposition 7 de [1,n|, 7 o 7 = Idp ) ou

encore Til =T.

2.4.2 Décomposition d’une permutation en produit de trans-
positions

Le principal intérét des transpositions est que toute permutation est une composée
de transpositions. On peut parvenir & une permutation quelconque donnée par échanges

de positions successifs de deux éléments :

Théoréme 2.4.2 Soit n > 2. Toute permutation o de [1,n|peut s’écrire comme un pro-

duit de transpositions.

Preuve. On montre le résultat par récurrence. m
o 52 ={Id,T12}.Id = T120 T12 €t T15 est une transposition et donc un produit de

une transposition.
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e Soit n > 2. Supposons le résultat pour n. Soit o € S, 1.

- Si o(n+ 1) = n+ 1, la restriction de o a [1,n] réalise une permutation de [1,n)]
que l'on note ¢. Vérifions le. L'image par ¢ d’un élément de [1,n] est un élément de
[1,n + 1] qui n’est pas n+ 1. Donc, & est bien une application de [1,n| dans lui-méme. &
est injective car o 'est. Enfin, tout élément de [1,n] a un antécédent par o dans [1,n + 1]
qui n’est pas n + 1 ou encore tout élément de [1,7n] a un antécédent par ¢ dans [1,7] et
0 est surjective. Finalement, J est une permutation de [1,n].

Par hypothése de récurrence, 3 est un produit de transpositions 71, ..., 7y de [1,n]. On
prolonge ces transpositions a [1,n + 1] en posant pour tout i € [1,k], 7;(n+ 1) =n+1
et on obtient des transpositions 71, ..., 7 de [1,n + 1] telles que 0 = 71 0 ... 0 Tj.

-Sio(n+1) #n+1,s0it i = o(n+1) € [1,n] puis 6/ = T;,41 © 0. 0/ est une permuta-
tion de[1,n + 1] qui fixe n+1. D’apreés le cas précédent, il existe des transpositionsry, ..., T
telles que 7; 41 0 0 =0/ =71 0 ... 7. Mais alors, 0 = T; 41 © T1 0 ... T

Le résultat est démontré par récurrence.

La démonstration précédente fournit une démarche pratique pour décomposer une
permutation en produit de transpositions. On fixe petit & petit les éléments de [1,n], en

commencant par n puis en descendant, en composant a gauche par des transpositions.
1234567

5217634
e 0(7) =4 et donc 747 0 0(7) = 147(4) =T.

Considérons par exemple o =

] 1234567 1234567 123456
Plus précisément, 747 0 0 = =
12375614 52176 34 52146 3
1234567 1234567 1234567
®T360T4700= =
1264537 5214637 5214367
1234567 1234567 1234567

®T7350T360T4700 = =
1254367 5214367 3214567
T1,3-
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Ainsi, v35 0 7360 T470 0 = vy 3. On en déduit que 747 0 T36 0 T350 T35 © T36 0 Tay

© 0 =Ty70T360 T35 0 T13 et donc

0 =Ty47 ©OT36 ©T35 ©T1,3.

2.5 Signature d’une permutation

2.5.1 Définition de la signature

Définition 2.5.1 Soient n > 2 puis 0 € S,,.

La signature de dest £(0) = 7 1<i<j<n %;’(J)

Convention.  Sin =1, S1 = {Idg;} et on pose e(Idgy) = 1.

. 1234
Exemple 2.5.1 Sio = ,alors
2431
(o) = 2o 5 23 5 201 4 43 4ol 3

2.5.2 Inversions d’une permutation. Calcul de la signature

Définition 2.5.2 Soient n > 2 puis 0 € S,,.

Une inversion de o est une paire {i,j} d’¢léments de [1,n] telle que i < j et
o(i) > o(j).

1234

Exemple 2.5.2 sioc = , alors o a 4 inversions, les paires{1,4}, {2, 3},
24 31

{2,4} et {3,4}. Pour obtenir rapidement ces inversions, on a regardé les nombres de la
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deuziéme ligne en commengant par la gauche. 2 = 6(1) est strictement plus petit que
4 = §(2) et 3 =0(3) et donc les paires {1,2}et {1,3} ne sont pas des inversions. Par
contre, 2 > 1 = o(4) et {1,4} est une inversion de o. Puis on passe & 4 = o(2) en

regardant toujours o droite. 0(2) =4 > 3 = 6(3)et donc {2,4} est une inversion ...

Théoréme 2.5.1 Soient n > 2 puis o € S,,.

La signature de 6 est : (o) = (—1)" ot N est le nombre d’inversions de o.

2.5.3 Signature d’une transposition

Théoréme 2.5.2 La signature d’une transposition est —1

2.5.4 Permutations paires, permutations impaires

Théoréme 2.5.3 Soit n > 2.
V(o,01) € (S,)? , (o o al) =¢e(o) x e(al).
Théoréme 2.5.4 Soient n € N* puis d € S,.

Sioc=r7y0..07 k€ N* alors (o) = (—1)*. La décomposition de o en produit
de transpositions n’est pas unique mais la parité du nombre de transpositions utilisé est
uniquement définie par 9.

Preuve. Soient n € N* puis o € S,,. D’apres le théoréme 2, o0 se décompose en un
produit de transpositions. Posons donc 6 = 710 ... o 7 ou les 7;, 1 <1 < k, sont des
transpositions. m

D’apres les théorémes 4 et 5, e(0) = (710 ... o 71) = wF_e(;) = (—=1).

De plus, si 6 = 7/; o ... o 7/ 1ot les 775, 1 < j <1, sont des transpositions, alors

g(o) = (—1)%. Puisque (—1)* = (=1)!, k et 1 ont méme parité.

Définition 2.5.3 Soitn > 1.

18



Une permutation paire (resp. impaire) est une permutation de signature 1 (resp.

1.

L’ensemble des permutations paires se note A,, (groupe alterné).
Théoréme 2.5.5 Vn > 2, card(4,) = card(S,\A,) = Znl.

B Commentaire.

B Par exemple, S3 est constitué¢ de 6 permutations : Id, les trois transpositions 71 2,
T13 et Ta3 et les deux permutations circulaires ¢c1 = (2 3 1) et 2= (3 1 2) .1y a
trois permutations impaires a savoir les trois transpositions : S3\As = {712,713, 723}

Les trois autres sont donc des permutations paires Az = {Id, c1, c2}.

2.6 Décomposition d’une permutation en produit de
cycles a support disjoints

2.6.1 Orbite d’un élément. Cycles. Permutations circulaires

Théoréme 2.6.1 Soit n > N*. Soit o € S,,.

Sur [1,n], on définit le relation R par :

v(i.5) € [L,n]*, (IRj & 3p € Z/j = o"(0)).
R est une relation d’équivalence sur [1, n].

On sait que les classes d’équivalences modulo une relation d’équivalence sur un en-
semble non vide E forment une partition de F. Ici, les classes d’équivalence pour la

relation R du théoréeme 8 s’appellent les orbites de la permutation o. Plus précisément,

Définition 2.6.1 Soit n € N*. Soit 0 € S,,.
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Pour z € [1,n], Porbite de x sous § est O(z) = {o*(z), k € Z}.

Un résultat immeédiat est :
Théoréme 2.6.2 Soit n >€ N*. Soit o € S,,.

Tout = de [1,n] appartient a une orbite et une seule. Les orbites sous ¢ forment une

partition de [1,n].
Théoréme 2.6.3 Soit n >¢€ N*. Soit o € S,,.

Pour tout z de [1,n], il existe p € N* unique tel que O(z {J ),0<k<p-— 1}
et de plus, V(k,1) € [0,p — 1]*, k # 1 = o¥(x) # o'(x) .

1234567
52176 34

Exemple 2.6.1 Reprenons la permutation o =

. Dans l'orbite de 1’élément 1, on trouve o(1) = 5, puis o(o(1)) = o(5) = 6 puis
03(1) = o(6) = 3. On note alors que o*(1) = ¢(3) = 1. On en déduit que

={o"(1), ke Z} = {1,0(1),0°(1),0%(1)} = {1,3,5,6} = O(3) = O(5) = O(6).

Ensuite, 0(2) = 2 et donc pour tout k € Z, 0*(2) = 2. L’orbite de 2 est un singleton :
0(2) = {2}.

Enfin, o(4) = 7 et 0%(4) = 4. L’orbite de 4 (ou de 7) est O(4) = {4,7}.

La permutation o admet donc trois orbites : O(1) = {1,3,5,6}, O(2) = {2} et
O(4) = {4,7}. La permutation o peut alors se décomposer « en trois morceaux» que
I’'on peut visualiser sur le graphique ci-dessous, graphique qui concrétise 1'utilisation du

mot orbite :

Dans le cas général, si Porbite d’un élément z de [1, n] est un singleton, alors §(z) = x

et réciproquement, si 6(x) = x, alors O(z) = {z}. Les éléments = de [1,n] tels que
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d(z) = x sont les points fixes de la permutation . Les points fixes de § sont les éléments

de [1,n] dont l'orbite est un singleton.
Définition 2.6.2 Soit n > 2.

Un cycle de [1, n] est une permutation de [1,n] qui admet une orbite et une seule non
réduite & un singleton. Le support de ce cycle est son orbite non réduite & un singleton
et la longueur de ce cycle est le cardinal de son support.

Une permutation circulaire de [1, n] est une permutation de [1, n] qui admet une orbite
et une seule ou encore une permutation circulaire de [1,n] est un cycle de longueur n ou

encore une permutation circulaire de [1,n] est un cycle de [1,n] sans point fixe.

Remarque 2.6.1 Les transpositions sont les cycles de longueur 2.

1234
Exemple 2.6.2 La permutation § = est un cycle de support {1,3,4} et

4 21 3
donc de longueur 3, mais n’est pas une permutation circulaire car 6 admet 2 pour point

1234
4 31 2

fixe. Une permutation circulaire est par exemple

Théoréme 2.6.4 Deux cycles a supports disjoints commutent.

Par contre, si les supports ne sont pas disjoints, les cycles peuvent ne pas commuter.
Par exemple, pour n > 3, 712 et 713 sont deux cycles de longueur 2 dont les supports
{1,2} et {1,3} ne sont pas disjoints. On a 7120 713 =312...et T30 7120 =(2 3 1...).

Donc, 712 0 T13 # T13 © T12.

2.6.2 Décomposition d’une permutation en produit de cycles a
support disjoints

On admettra le théoréme suivant (qui n’est pas si difficile que ¢a & démontrer mais

dont la démonstration n’est pas exigible) :
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Théoréme 2.6.5 Toute permutation distincte de l’identité se décompose de maniére

unique, & ['ordre prés des facteurs, en produit de cycles o supports deux o deux disjoints.

La décomposition s’obtient en déterminant les orbites. Si on reprend I'exemple de la

, 1234567
permutation o = ,onaoc=c ocy=cyo ) oucl estle cycle

52176 34

1356 4 7 ) ) )
et ¢y est le cycle (par commodité d’écriture, on n’a pas écrit

516 3 74
tous les points fixes).

Une premiére utilisation de la décomposition d’'une permutation o distincte de 'iden-
tité en produit de cycles & supports deux & deux disjoints est le calcul des puissances de

o. A titre d’exemple, si o est la permutation ci-dessus, calculons 03146, Puisque c; et ¢,

3146 __ 3146 3146
= .

commutent, o c Ca

Ensuite, 'ordre d’un cycle est sa longueur et donc ¢} = Id puis Vk € Z, ¢{* = Id. De
méme, c2 = Id et plus généralement, Vk € Z, c3* = Id. Déja, ¢3¢ = Id.

3146 _ AxT86+21

Ensuite, ¢y = ¢} et finalement,

1234567
6 254317

o316 = 2 =

= C
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Chapitre 3

Quelque exemples sur les

permutations cofits

Dans ce chapitre, nous allons présenté ’étude d’'un probléme d’ordonnancement sur
une machine a n taches, avec toutes les taches ¢ sont disponibles au début de 'ordonnan-

ceme.

3.1 Représentation du probléme :

Le probléme d’ordonnancement des taches avec contraintes d’indisponibilité de ma-

chine se définit de la maniére suivante :

° Une machine qui n’est pas disponible pendant M périodes [s; , ;] tel que s; < ¢;
et t; < s;pppourt=1,2,3....,M —1 dont les dates et les durées sont fixées et connues
a4 priori.

° La machine ne peut réaliser qu'une tache a la fois et chaque tache nécessite une

seule machine.
o Toutes les taches ¢ sont disponibles au début de 'ordonnancement(r; = 0).
° Les taches sont caractérisées par :

- Leurs temps de traitement p;.
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- Leurs poids w;.

° La collection de n taches indépendentes : J = (1,2,...... ,n) ou chaque tache
1 ne s’exécute qu’une seule fois.

° Les taches a ordonnancer sont strictement non préemptives, ce qui signifie que
I’exécution de toute opération ne peut étre interrompue ni par une période d’indisponi-
bilité, ni par la réalisation d’une autre tache.

L’objectif est de déterminer la séquence d’entrée des taches sur la machine tel que la

somme pondérée des dates de fin des taches (> w;C;) soit minimale.

le
probléme considéré se décrit par le shéma suivant :
3.2 Structure de permutation
La connaissance de ’ensemble des voisins d’'une séquence § = (ji, Jo....... Jn—15Jn)

permet d’en sélectionner le meilleur qui apporte une amélioration de la solution.

Parmi les techniques les plus connues on peut citer :

3.2.1 Voisinage par swapping (permutation simple de deux taches
)

Cette technique est basée sur les deux stratégies suivantes.

a/ La permutation simple de taches adjacentes : ce type de voisinage consiste & générer
(n — 1) séquences obtenues par la permutation de l'ordre de traitement de chaque paire
de taches adjacentes dans la séquence initiale.

b/ La permutation simple de deux taches : cette stratégie consiste & générer @
séquences obtenues par la permutation entre chaque paire de taches (non nécessairement
adjacents) dans la séquence initiale.

INlustration :
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Soit : 0 = (j1, j2, j3.-.---Jn) Séquence initiale.

Alors la permutation simple deux taches (adjacentes)
(J25 715 J3weeee Jn-1,Jn)

(J1, 335 J2-e e Jn—1, Jin)

(J1y J2s Jaeeeeen Jn—1,Jn)

(j17j2,j3 ------- jn—lajn)

et la permutation simple de deux taches (non nécessairement adjacentes).
(J25 715 J3weeen Jn-1,Jn)
(73525 J1ereeen Jn—1,Jn)
(Ja J2s J3-ereee-Jnm1, Jin)

(J1, J2.93++++-Jn—1, Jn)

Exemple 1 :

Soit une séquence 6 = (1,2, 3,4), le voisinage N(J) est :

N(@©) ={(2,1,3,4),(3,2,1,4),(4,2,3,1),(1,3,2,4),(1,4,3,2),(1,2,4,3) }.

Le voisinage par swapping (voir tabeau 01)
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tache 7 | tache j | ségeunce obtenu
1 2 (2,1,3,4)
1 3 (3,2,1,4)
1 4 (4,2,3,1)
1 3 (1,3,2,4)
2 4 (1,4,3,2)
3 4 (1,2,4,3)

3.2.2 Le voisinage par insertion de tache :

on choisi deux positions 7 et j tel que ¢ # j a partir de la séquence courante et déplacer
la tache de la position 7 et I'insérer dans la position j, et on peut distinguer deux cas
possibles : i < j oui > j (cette stratégie consiste a générer (n — 1)° séquences).

ILLUSTRATION

1" cas ¢ < 7

(....,ji,jk,jl,jm,jj, e)

Aprés le changement

(----,jk;jlajmajjaji7"")
2°M¢ cas 1 > j
Séquence courante :
(....,jj;jk?jl’j'ﬂl?ji?"")

apres le chargement

(""7ji>jj7jk7j17jm7 )

Exemple 2
Soit une séquence § = (1,2,3,4)
N(5> = {(27 17 374)7 (27 37 174)7 (27 37 47 1)7 (17 37 274)7 (17 37 47 2)7 (37 17 27 4)7 (17 2747 3)7 (47 17 27 3)7 (]‘7417i

Le voisinage par insertion : (voir tableau 02)
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Positiontache | 1 2 3 4
1 — (2,1,3,4) | (2,3,1,4) | (2,3,4,1
2 (2,1,3,4) | — (1,3,2,4) | (1,3,4,2)
3 (3,1,2,4) | (1,3,2,4) | — (1,2,4,3)
4 (4,1,2,3) | (1,4,2,3) | (1,4,4,3) | —
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Conclusion générale et perspectives

Dans ce travail nous avons exposé plusieurs résultats pour avoir la relation entre
permutation et fonction de cotit en utilisant espace vectoriel R™ .

Cette combinaison nous a parmis de construire permutation de swapping et permu-
tation de insertion.

Notre but est compredre la permutation dans les fonction de cofit.
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Résumé :

Dans cette mémoire nous avons étude les permutations
mentionnées par la fonction de cout et a titre d’exemple nous
avons suggéré quelques permutation (permutation par
swapping et permutation par insertion) et considere comme
exemple ’activité file d’attente
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Abstract:

In this paper we studied the permutations by the cost
function as an example we have suggested some permutation
(permutation by swapping and permutation by insertion)
and considered the waiting row business an example
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