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Notation

BN
erot(v) = VAV
= =
ediv(v) =V -7
é ﬁ . . . .
oV = V(x,t) : la vitesse d'une particule de fluide se trouvant au point répére par
le vecteur T a l'istant ¢

egrad(v) =V - v

e la fonction potentiel de vitesse

o) la fonction de courant

op la pression du fluide

ep la densité de fluide

oV la vitesse de fluide

e K courbure de la surface libre

o/ la vitesse de référence

o) l'angle que fait le vecteur vitesse avec I’horizontale



Introduction

La mécanique des fluides est une science qui nécessite beaucoup de mathématique.
La connaissance de la fonction de la variable complexe, I’analyse vectorielle, la notation
tensorielle et la résolution des équations différentielles. Elle a connu un développement
intense au cours des derniéres décennies, ce qui n’a pas manqué d’accroitre considé-
rablement le nombre des publications consacrées & ses différents aspects. Cet intense
développement est aussi bien dans les applications et les problémes théoriques qui sont
ardus méme lorsqu’on les traites par ordinateurs. Parmi ces problémes nous citons les
écoulements & surface libre.

Dans la mécanique des fluides les écoulements a surface libre de type jet autour des
objets de différentes formes sont étudiés pour leurs applications industrielles et scien-
tifiques. La surface libre est l'interface entre deux fluides non miscible, généralement
un liquide et un gaz.

Les premiers travaux dans ce secteur sont caractérisés par 'utilisation de la mé-
thode d’hodographe et de la transformation de Schwartz-Christoffel, qui peuvent trai-
ter les écoulements qui ont une géométrie polygonale.

Dans le présent travail, on se propose d’étudier numériquement un écoulement
a surface libre d’un fluide devant un obstacle entre deux plaques horizontales semi-
infinies.

L’écoulement et supposé potentiel, bidimensionnel et irrotationnel, le plan des va-
riables (x;y) de I’écoulement est identifié au plan de la variable complexe z = = + iy
et l'effet des forces de la tension de surface et de la gravité sont négligées.

Le présente mémoire comporte trois chapitres.

Le premier chapitre présent quelque définitions des fonctions & variable complexe,
fonction analytique, équation de Cauchy - Riemann, fonctions harmoniques et notions
préliminaires sur la mécanique des fluides.

Dans le deuxiéme chapitre on a étudié les transformations conformes telles que la
transformation d’hodographe et la transformation de Schwarz-Christoffel et quelques
exemples et on va présenter le jet libre.

Dans le troisiéme chapitre on traite le probléme dans le cas ot la tension de surface



Introduction 2

et l'effet de gravité sont négligeables. On utilise la méthode hodographe de Kirchhoff
et la transformation de conforme pour obtenir une solution exacte.

Enfin on termine ce travail par une conclusion générale.



Chapitre 1

Notion préliminaires sur la

mécanique des fluides

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous apprenons quelques concepts importants et fondamentales
sur la mécanique des fluides, on fait un présentation sur I’analyse complexe et quelque

propriétés de I’écoulement.
1.2 Fonction a variable complexe

1.2.1 Fonction analytique

Définition 1 Soit 2 est un ouvert de C et f:Q+—— C .f est dite holomorphe sur )

si fest dérivable en tout point de 2.

Définition 2 Soit Q est un ouvert de C et f:Q+—— C .f est dite Analytique si elle

dévloppable en série entiére en tout point de ) .

Proposition 3 Toute fonction Analytique sur €2 est holomorphe sur 2 .

1.2.2 Fonction harmonique

Définition 4 Si les dérivée partielles secondes de u et v par raport x et o y existent

et sont continues dans 2, alors on peut tirer de (1.1)

?u 0% 9*v 0%

Z o2 7 4= 1.1
82x+82y 0 82x+82y 0 (1.1)
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On déduit de la que , sous ce conditions , les parties réelles et imaginaires d’une
fonction analytique que vérifient 1’équation de Laplace
o Oy

%4‘%:0 ouvzgozo (12)

Les fonctions telles que u(z,y) et v(x,y) qui vérifient ’équation de laplace dans €2

sont appelée fonctions harmoniques .

1.2.3 Théoréme de Schwartz

. L e, . 2 2 . .
Théoréme 5 Si les dérivées partielles secondes 883:5; et ;ygx sont continues au voi-

sinage de (xg,yo) alors
0% f 0% f
m(ﬂfo,yo) = 8y8:p(x0’y0) (1.3)

1.2.4 Les Conditions de Cauchy-Riemann

Définition 6 Une condition nécessaire pour que w = f(z) = u(x,y) + iv(z,y) soit
analytique dans un ouvert connex S est que, dans 2 ,u et v vérifient les conditions de

Cauchy -Rimman

gZ(wvy) = gZ(m’,y) ; gz = —gg (1.4)

Si les dérivées partielles sont continues dans 2 , alors les conditions

de Cauchy-Rimman sont des conditions suffisantes pour que f(z) sont analytique dans
Q. Les fonctions u(z,y) et v(x,y) sont souvent appelées fonctions conjuguées, si I'on
se donne 'une d’enter elle, on peut déterminer ’autre (& une constante additive prés)

de telle maniére que f(z) = u + v soit analytique.

1.2.5 Différentielle totale

On appelle différentielle totale de 1¢" ordre d’une fonction f(z,y) I'expression

U (2,) = S (@9)do + 5 . p)dy (1)
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1.3 Notions préliminaires sur la mécanique des fluides

1.3.1 L’écoulement fluide est a deux dimensions

Le modeéle d’écoulement de base et les caractéristiques du mouvement du fluide
dans n’importe quel plan sont essentiellement les mémes que dans n’importe quel plan
paralléle. Cela nous permet de limiter notre attention & un seul plan que nous prenons
pour le plan z. Les figures construites dans ce plan seront considérées comme les

sections droites de cylindres infinis & génératrices perpendiculaires au plan considéré.

1.3.2 Le vecteur vitesse dérive d’un potentiel

Si V, et V,, désignent les composantes de vitesse du fluide & (x,y) selon les axes
des x et y ,respectivement. Il existe alors une fnction ¢ appelée poteniel de vitesse. Tel

que :

9¢ _ 09
% =g, (1.6)

Une hypothése équivalente est que si C' est une simple courbe fermée dans le plan

Ve =

z et V; désigne la composante tangentielle de la vitesse sur C, alors,
j{ths = j{VIdy +Vydx =0 (1.7)
C C

L’une ou lautre des intégrales (1.7) est appelée la circulation du fluide selon C
,Lorsque la circulation est nulle, ’écoulement est dit irrotationnel ou libre de circula-

tion.

1.3.3 Type des écoulements
Ecoulement permanent

on dit aussi stationnaire, si ses composantes de vitesse sont indépendantes de la
variable temps
v
— =0 1.8
T (1.8)
Ecoulement incompressible

Un fluide est dit incompressible si le volume de chaque particule fluide ne varie pas

—
. L, . —
au cours de mouvement se traduit par I’équation V - v =0
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Ecoulement uniforme

Une écoulement bidimensionnel a surface libre est dit uniforme si I’écoulement de

vitesse est constante.

A=Ay

e -
Al A2

Y

Reprsentation de la vitesse dans un ecoulement

uniforme

Ecoulement stationnaire

On appelle écoulement stationnaire ou encore écoulement permanent, un écoule-
ment dont toutes les caractéristiques quantitatives sont indépendantes du temps, en

Ov(w1,22,23)
ot

particulier pour la vitesse = 0 Cela signie simplement que les lignes de

courant n’évoluent pas au cours du temps. Il est facile de voir que dans un écoulement

stationnaire les lignes de courant sont les mémes que les trajectoires.

Ecoulement irrotationnel

Un écoulement est dit irrotationnel si :

— —

rot(V) =0 (1.9)

—
en tout point du fluide, ou rotV représente le vecteur rotation ou vorticité.

1.3.4 Lignes de courant

Définition 7 La description eulérienne conduit elle aussi & une représentation du
champ de vitesse, a un instant t, sous la forme d’une famille de lignes tangentes en

chaque point au vecteur vitesse, que l'on appelle lignes de courant. L’ ’équation des
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lignes de courant se déduit directement de cette définition en écrivant que : Un petit

—
déplacement dx sur la ligne de courant est colinéaire au vecteur vitesse :

- = ) —

V ANdx =0 soint €,V jdxy =0 (1.10)

En explicitant cette relation, on obtient :

VQdQ?g — V3d$2 =0
Vadxr — Vidaxs =0 (1.11)
V1d$2 — ngfbl =0

Les lignes de courant sont donc les intégrales du systéme différentiel :

dxq dxo dzr3

Vl(?vt) - V2(?7t) - ‘/3(?’75) (1.12)

Ou t la valeur fixée.

1.3.5 Fonction de courant

Dans un domaine D, on appelle écoulement plan ( ou bidimensionnel ) si en tout
—
point de ce domaine ,a I'instant t, le vecteur vitesse V' est paralléle & un plan .

Ecrivons

div(V) =0 (1.13)

Pour toutes les points de ce domaine

ou Ov ou ov
7oy =" 3= "y (1.14)

Cela implique que la forme différentielle udy — vdx est, a t fixé, la différentielle

totale d’une certaine fonction 1 :

EW(UC’ Y, t)v d(¢) = udy — vdx (115)

_

u = =-
{ B %} (1.16)

VT T

1) s’appelle la fonction de courant, car elle permet un calcul simple des lignes de

On a donc immédiatement

courant.
les lignes 9 (z,y,t) = C(t) sont les lignes de courant.
De plus, la propriété de I’écoulement irrotationnel pour un écoulement plan en-
traine :
VAV =10 = ( % ) A ( u=0v/9 ) = %)% — 0%y =0 (1.17)
7 v=—0Y/0z

= A1y = 0,1 vérifie aussi ’équation de Laplace.
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1.3.6 Fonction potentielle complexe

Soit un écoulement plan incompressible, irrotationnel d’un fluide parfait. Les fonc-

tions ¢ et 1 sont reliées dans le domaine de ’écoulement par les relations suivantes :

_0¢ ,_0¢
U= g V= 3y (1.18)

Si de plus le fluide est incompressible la fonction ¢ vérifie ’équation de Laplace.

Si, en plus, ces deux quantités sont continues, ces relations sont dites de Cauchy
Riemann.

Si les dérivées deuxiéme des fonctions ¢ et 1 existent et continues, on a :

Ap=Ah=0 (1.19)

On voit que le potentiel des vitesses est harmonique.ie, vérifie I’équation de Laplace

2¢ 0%
T S 1.2
et 57, =0 (1.20)

On en déduit qu’il existe une fonction harmonique conjuguée ¥ (z,y) tel que
Q(z) = ¢(z,y) + iy(z,y) (1.21)

Soit analytique, par dérivation :

Q. 6 0 9 Do .
7 0 (2) o + o = B 2y Ve — iV, (1.22)

La vitesse (appelée quelque fois vitesse complexe) est donc donnée par
v="V, =iV, =dQ/dz = ¥ (2) (1.23)
et a pour module

V== /V2+ V2= ‘Q’(z)

Les points pour auxquels la vitesse est nulle, i.e. Q'(z) = 0, sont appelées points

= Q/(2) (1.24)

d’arrét, La fonction (z) d’importance fondamentale dans la caractérisation d’un écou-

lement est appelée le potentiel complexe.
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1.3.7 Potentiel complexe des vitesses

On introduisons la fonction f telle que :

f=p+ip (1.25)
appelée potentiel complexe des vitesses, qui est reliée a la vitesse complexe par la
relation
of
— =u—1w 1.26
B (1.26)

1.3.8 Exemple

On considére I’écoulement plan défini en variable d’Euler par :

u=2y;v=—2zx
1) l’écoulement est incompressible car :

dz‘v(ﬁ)zgz gzzo

2) I’écoulement n’est pas irrotationnel car :

=\ _ (O0v Ou\_., =
rot(U)(ax—ay)ez—éleZ#O

donc n’est pas irrotationnel.
3) Fonction de courant 1 est :
dy = udy — vdx

On intégre le premiére équation en x d’ou :

Y =a"+F(y)

avec F'(y) fonction arbitraire de y.
On dérive ce résultat par rapport & y et on l'identifie avec la seconde équa-
tion :F/(y) = 2y d’ou F(y) = 2y? + k1, aveck; constante arbitraire.

La fonction de courant est donc
V=22 +y2+k

4) Fonction de potentiel des vitesses ¢ est :
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do = udx + vdy
9¢ 99
5~ L= 2 3y v x
on intégre le premiére équation en x d’ou
¢ =2zy + G(y)

avec G(y) fonction arbitraire de y.
On dérive ce résultat par rapport a y et on l'identifie avec la seconde équation :
GI(y) = 2y d’ou G/(y) = 0 et G(y) = k2, avec ko constante arbitraire.

La fonction de potentiel est donc

¢ =22y + ko

1.3.9 Equation de Bernoulli

Le théoréme de Bernoulli est une application de la conservation de I’énergie au cas
des fluides en mouvement. Dans le cas d’un fluide laminaire visqueux et incompressible,

et on négligeant les effets de la gravité, on obtient la relation suivant :
L o L oo
P+ §PV1 =P+ §PV2 (1.27)

ou P la pression ,i = 1,2
V' la vitesse de fluide
p la densité de fluide
Si le fluide non visqueux dans ce cas I’équation de Bernoulli est devient comme

suite :

1
P+ ip‘/2 = const (1.28)



Chapitre 2

Transformations conformes

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on va présenter un définition sur les transformations conformes
et quelques propriétés fondamentale sur elles, qui présente dans des transformations

conformes, mention transformation d’holographe et la transformation de Schwarz-

Christoffel.

2.2 Transformations

Définition 8 L’ensemble d’équation
u=u(z,y) v=uv(z,y) (2.1)

Définit, en général une transformation qui établit une correspondance entre les
points du plan et les points du plan . Les équations(2.1)sont appelées équation de
transformation, si & chaque point du plan uv correspond un et un seul points du plan
xy, et inversement on parle d’une transformation biunivoque. Dans un tel cas, un
ensemble des points dans la plan xy ( tel qu'une courbe ou une région ) est mappé
dans un ensemble de points dans le plan uv (courbe ou région) et inversement. Les
ensembles correspondants de point dans les deux plans sont souvent appelés images

I'un de 'autre.

11
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2.3 Forme complexe d’une transformation

Il est particulierement intéressant de considérer le cas ol u et v désignent la partie
réelle et la partie imaginaire d’une fonction analytique de la variable complexe z =
x+iy ie.w = utiv = f(z) = f(z+iy) . dans un tel cas le jacobien de la transformation

est :

O(u,v)
d(z,y)

On en déduit que la transformation est conforme dans les domaines ou f’(z) # 0

2
= [f'(2)] (2.2)
Jes points pour lesquels f/(z) = 0 sont appelés points critiques.

2.4 Transformations conformes

Supposons que le point (z¢;y9) d’un plan des xy soit transfomé en le point(ug;vo)
d’un plan des uv [figure2.1 et figure2.2] cependant que les courbes Cy et Ca[se coupant
en (xo; yo)| sont respectivement transformées en Cf et C4 [se coupant en (ug;vg)] . Une
transformation telle que 1’angle entreCiet Ca en (z9;yo) est égale en grandeur et sens,
l'angle entre C] et C) en (up; vo) , est dite conforme en (zo; yo) une transformation qui

conserve les angles en grandeur mais pas nécessairement en sens, est dite isogonale

|H|}_ Lh'

(%g: Yo) ]

Fig. 2.1 :plan xy Fig. 2.2 : plan uv

Théoréme 9 Si f(z) est analytique et si f '(2) # 0 en tous les points d’un ouvert

conneze ), la tranformation w = f(z) est conforme en tous points de ) .
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2.5 Quelques transformations

2.5.1 Quelques transformations generales

Dans les exemples suivants «, 8,7 sont des constantes complexe ,a, 6y, étant des
constantes réelles.
Translation w=z+pf

Par cette transformation les figures du plan z sont déplacées ou translatées dans
la direction du vecteur f.
Rotation w = ¢z

Par cette transformation les figures du plan z subissent une rotation d’angle 6.

Homothétie w = az

Par cette transformation les figures sont dilatées (ou contractées) si a > 1(si

0 < a < 1). On considére la contraction comme un cas particulier de dilatation.

Inversion w=1/z

Pour z non nul transformée les cercles en cercles/droites,les lignes en droites/cercles

selon que ’objet passe ou non par 'origine.

Transformation lineaire w = az + (8

Ou « et B sont des constantes complexes est appelée une transformation linéaire.
Etant donné que ’on peut . Ecrire w = az+ au moyen des transformation successives
w=C_+p6,(=e%" 7 =aza=ae on voit que la transformation linéaire la plus
générale s’exprime sous la forme de produit de la transformation telles que translation

, rotation, homothétie.

Transformation bilinéaire ou fractionnelle

La transformation b
az +
= 2.3
v cz+d (2:3)

Avec a, b, ¢, d des complexes. Transformée les cercles en droites est respectivement




2. Transformations conformes 14

2.6 La transformation de Schwartz-Christoffel

Considérons un polygone [figure2.3] dans le plan des w , ayant pour sommets
w1, Wa, .., Wy, et pour angles intérieurs respectivement 1,2, ...,n. Soit wi,ws, .., wy, les

points correspondant respectivement x1, x2, .., ,, de I’axe réel du plan des z [figure2.4].

plan w plan z

X X3 L Xy X5

Fig. 2.3 Fig. 2.4

Une transformation qui représente I’ intérieur R d’un polygone considéré sur le
demi-plan supérieur d’un plan des z , et la frontiére d’un polygone sur l'axe réel , est

donnée par :

2_1: = Az — 21) T (5 — 29)02/ ™1z — )0 /7L (2.4)
Ou

w = A/(z — 1)V (2 — 29)2/ ™ (2 — 2,)*/ ™ Yz + B (2.5)

Ou A et B sont des constantes complexe .

On notera que

1. Parmi les point 1, x3, ...z, on peut en choisir trois arbitrairement.

2. Les constantes A et B déterminent la taille , I'orientation et la position du
polygone.

3. Il est commode de choisir un point ,par exemple x,,,a I'infini , cas dans lequel le
dernier facteur de 2.4 et 2.5 n’existe pas .

4. Des polygones infinis non fermés peuvent étre considérés comme des cas limites

de polygones fermés.
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2.6.1 Exemple

Fig. 2.5 :Source dans un canal

La transformation de Christoffel-Schwartz définie par :

% -1
de

On utilise les points a = —1 et b= 1.

e

—k(e—a)~'(e—b)

On utilise les angles a = § et 3 = 3.

On a :
d z 3_
d{:k(g—a)%*l(s—b)” '
dz  k
de ez -1

par intégration :

1
dZ:k/mdg

— z=kcosh le+ec
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2.7 Représentation sur le Demi -Plan

Fig. 2.6 Fig. 2.7

mw
w = cosh—
4

Fig. 2.8 Fig. 2.9
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e
W = 05—
a

Fig. 2.10 Fig. 2.11

2.8 Transformation hodographe

La théorie des lignes de courant est étudié le probléme d’écoulement potentiel et
bidimensionnel, bornés par des parois rectilignes et des lignes de courant libre de forme
inconnue, sur lesquelles la pression est supposée constante. Cette transformation est
utilisée par Kirchhoff 1986 pour trouver la solution exacte. L’idée est d’introduire la

fonction complexe ) définie par :

Q =log (WUdz) = log <u _Uw) = log (%) + 16 (2.6)

Ou U la vitesse de référence

0 langle que fait le vecteur vitesse avec ’horizontale

etf=¢+i1/1,gz =u—ivetqg=+vuZt+o?

(u,v) sont les composantes du vecteur vitesse suivant les directions de 1’axe des x
et ’axe des y, respectivement.

On note que La fonction €2 posséde les propriétés suivantes :

-La partie réelle de Q est constante sur chaque ligne de courant libre, i.e., log(%) =
const.

-La partie imaginaire de {2 est constante sur chaque paroi rigide rectiligne, i.e.,

0 = const.
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2.9 Jet libre

Nous nous intéressons des écoulements potentiels irrotationnels . De I’équation de
continuité Vu = 0 , on tire que quel que soit ’écoulement d’un fluide incompressible ,

il existe toujours une fonction dite fonction de courant qui vérifié :

u=—etv=—— (2.7)

Avec u = (u;v) dans un repére cartésien = — y. Si de plus 'écoulement est irrota-
tionnel, alors sa verticité est nulle : Vu = 0 et donc il existe une fonction dite potentiel
de vitesse telle que : u = —V ¢ Nous plagons aussi en régime permanent de telle sorte
que le théoréeme de Bernoulli soit vérifié le long des lignes de courant ¢ = cte . On a
négligé en premiére approximation 'effet du champ de pesanteur. On peut définir un
potentiel complexe : w = ¢ + 1 : La dérivée de ce potentiel par rapport z = = + 1y

fournit la vitesse complexe :

o U v (2.8)

2.9.1 Exemple

Par exemple de I'application de la théorie de la lignes de courant, calculons la Rap-
port de contraction d’un jet bidimensionnel de liquide sortant d’un orifice. Supposons
que lorifice est une fente mince et longue dans une paroi plane de faible épaisseur et
que le mur fait partie d’un grand vaisseau contenant du liquide. La vitesse du liquide
sur les lignes de rayonnement libres qui émergent des bords de l'orifice est uniforme
et égale a v, disons. C’est aussi la vitesse de 'intérieur du jet en aval de 'orifice, ou
(négligeant les effets de la gravité), les raides sont droites et paralléles. (Voir la figure
2.12). Laissez les deux lignes de courant délimiter le débit, sur lequel p = +1; et
Y = —1,, Dire-étre ABC et ArBIC!, respectivement, ou A, A7,C et C1 Tous repré-
sentent des points 'infini. La figure 2.12 montre la ligne droite correspondante Limites
dans les plans w et € ,ou €2 est maintenant défini de maniére plus pratique Maniére

comine

Q=WU2) = ln(%) +if (2.9)
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w-plane i
i { B =1 {
A
p =0 .
>-plane ¥
i B p=—1 &
¥
B L.
. ] , {2-plane i
1 e =1 o} At
d i '[?: e - -
! b T/2 '
: 0 . { = Infv/U)
W=
1 [
i > B !
|
|
: C
1 o ———— —_— .
I — A-plane
. )= —ily
g .q
A A B orc B A

Fig. 2.12 :transformations conformes ncessaires la dtermination de ’coulement partir d’un

orifice dans une paroi plane en deux dimensions
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2. Transformations conformes
Pour trouve la solution analytique on utilise une transformation de Schwarz-Christoffel

pour transformer chacun des polygones & un méme polygone d’un nouvel espace que

I'on va appeler A .
nous devons cartographier la bande infinie A/B/C'CBA Dans le plan w vers la
moitié supérieure du plan A . La transformation conforme d’une bande semi-infinie sur

la, moitié supérieure d’un autre plan complexe.
la transformation de Schwartz-Christoffel donne :

w= a/()\ —D)F P+ DF P = 0)7tdA
= w=aln(\)+p (2.10)

Pour déterminer les constantes « et 3, on utilise en particulier, cette transformation

mappe les points B/ = —ip; et B = i1p; dans le plan w vers les points B = 1 et

Br = —1; respectivement, Dans le plan \.
{ —iYy = aln(-1)+

iy =aln(l) + 4

o 2
{ B =it

On remplace dans (2.10) on trouve :
(2.11)

= iexp <_25j)
1

Ensuite, nous devons cartographier la bande infinie ABC A7B/C'1 dans le plan €2 vers
le haut moitié du plan A. La transformation conforme d’une bande semi-infinie sur la

moitié supérieur d’un autre plan complexe.
la transformation de Schwartz-Christoffel donne :

Q= a/()\ D) L) T A

= Q= —iaarcsin(\) +
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Cette transformation mappe les points B/ = 1% et B = —i5 dans le plan 2 vers les
points B =1 et B/ = —1; respectivement, Dans le plan .
On trouve a = 1, 8 = —i7.
Par calcule on trouve :
A =isinh Q (2.12)

Le champ d’écoulement a maintenant été cartographié sur la moitié supérieure du

plan A de deux maniéres coincidentes.

T W 1, _dz 1 dw
=3 ——— | =isinhQ=-(U-—~ — = — 2.1
A Zexp< 2¢1> v 2 Uaw " T (2.13)
Par conséquent :
vZ i (1- a0 (2.14)
dw '

Ou, avec des coupes dans le plan Z a AB et A/B/, la branche correcte de (1 —
)\2)% est réel et positif quand ¢ = 0. L’intégration,a l’aide de 1’équation (2.11) , des

rendements

N

(z—21) =i(A—1) — (1 — A}) + tanh~ [(1_%)

)

Ou z; est une constante. Cependant,A = 1 au point B, ou z = id (2d étant le

N
&l

Largeur de lorifice), donc z; = id, et

;Z]l (z—id) = i(A — 1) — (1 — A2)2 + tanh [(1_)?)%} (2.15)
— 2= —%% (1_)\2)% — tanh™! [(1_%)%} - i(%%()\ —1)+d)

Enfin, la relation requise entre z est w obtenue en éliminant \ entre les équations
(2.11) et (2.15). Sur la surface libre BC, nous avons

lb:wl, ¢:U87 Q:’LQ

Ou s désigne la distance mesurée le long de la ligne de calcul de B. 1l résulte de
Les équations (2.11) et (2.12) que

A= —sinf = exp(—ngs)
1
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Ainsi, en utilisant 1"équation (2.15), ’équation de rationalisation BC' peut étre

écrite, sous forme paramétrique, comme

x = %ﬁ [tanh_1 (cos§) — cosb] (2.16)
_a- 2V g
Yy = ~ 7 (1+sin6) (2.17)

Ainsi, la demi-largeur asymptotique du jet est

29,
= 1' = —_——_——— 2.1
b= lim y(s) ~ (2.18)
Loin de lorifice, qui correspond & A — 0, ’équation 2.14 produit
dw 1 1
L -~ (2.19)
dz  ugz—iuy, U
En d’autres termes, comme prévu, le profil de vitesse devient uniforme a travers le
jet en aval de Dorifice, ce qui implique que ¥, = bU . Il découle, & partir de I’équation
2.18, que le rapport de contraction dun jet de liquide bidimensionnel émergeant d’un
orifice dans une paroi plane prend la valeur
T

b
- = =0,61 2.20
d 7w+2 ’ ( )
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Fig. 2.13 :Fome de la surface libre de ’coulement



Chapitre 3

solution analytique d’un

probléme du jet bidimensionne

Résumé

Dans ce chapitre, on étude un probléme d’écoulement potentiel , bidimension-
nel, d’'un fluide incompressible et non visqueux, passant au dessus d’un obstacle de
hauteur2h et de largeur H, on peut restreindre ’étude du probléme au demi-plan su-
périeur. Dans ce cas en négligeant les effets de la gravité et de la tensions de surface,
le probléme admet une solution exacte qu’on peut la calculer en utilisant la théorie

des lignes de courant libres et la transformation de Schwarz-Christoffel.

3.1 Position du probléme

on étude un écoulement potentiel et bidimensionnel d’un fluide incompressible et
non visqueux et irrotationnel dans un canal rectangulaire et semi infinie d’épaisseur
2h et se déplacant vers la droite & la vitesse 1, pénétre dans une cavité rectangulaire
semi-infinie avec des parois & y = 1 et x = L , comme indiqué sur la figure (3.1), I'axe
y est tangent & la surface libre.

on peut restreindre I’étude du probléme au demi-plan supérieur on raison de la
symétrie de I’écoulement on peut restreindre I’étude du probléme au demi-plan supé-

rieur.

24
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En ignorant les effets de la gravité et de la tensions de surface, on montre que le
probléme des valeurs limites pour le potentiel complex f(z) = ¢ + i pour la moitié
supérieure de ’écoulement ( dans la bande 0 <y < 1,—00 <z < L ) est que f(z) est

holomorphe dans la région fluide,avec :

¢ =0o0n ABCDE, ¢ =h, |f'|=1on AIE/

ou f'(z) = ¢ + i est la vitesse complexe. de plus, prendre le point de référence
pour ¢ tel que f =0 en C.

le domaine d’écoulement dans les plans potentiel et hodographe.
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.i-'l
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0
)
1
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l‘ﬂh x

— )
——
r=1L

Fig 3.1 : Un jet entrant dans une boite. La profondeur du fluide

est 2h.
.i-"
E 1 ]
e S
£
R Flo, ) C(Li)
_4,|’ _____.—--"‘/
’ — ]
h
B
i -
r=1L .

Fig 3.2 : Shema d’un ecoulement bidimensionnel dans un canal de la

forme U
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Les écoulements bidimensionnelle,potontiel et irrotationnels ces sont nos intérets,

nous pouvons définir un potentiel complexe

f=o+iup
Ou : ¢ représente la fonction potentiel
1 représente la fonction de courant.
la dérivée de ce potentiel par rapport a z = x + iy fournit la vitesse complexe
daf

— =u— 1w

dz
Puisque nous néglige les effets de la gravité et de la tensions de surface,on peut

écrire I’équation de Bernouli comme suite :

2 p te
; (3.1)

ou : q est le vecteur vitesse.
p est la pression.
p la densité de fluide.
car la pression et la densité sont des constantes sur la surface libre, I’équation de

bernouli devient sous forme comme suite :

q=c* (3.2)

3.2 Résolution du probléme

Dans cette partie nous allons utiliser la méthode de ligne de courant libre et la
transformation de de Schwartz -Christoffel pour obtenir la solution exacte du probléme.

D’abord il faut présenter la transdormation suivant :

3.2.1 la fonction de Kirchhoff

la fonction de kirchoff définie par :

Q = log <U;l;> (3.3)
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- Pour trouver la solution exacte nous utilisons les étapes suivantes :
1%¢ étape : ( La transformation de z & f.)

Le domaine d’écoulement réel (x,y) dans le plan z est transformé a une bonde de
largeur HU dans le plan de la variable f = ¢+ figure (3.3). puis que v est constante

pour chaque ligne de courant.

onaf=p+i
et ¢ = 0 on ABCDE.

lorsque p — 00 = 1 = h.

la transformation est donnée par le tableau suivant

Les points plan z plan f
A r=—-00,y=20 ¢=—00,=0
B T=400,y=0 | d=—¢p =0
C a:z—l—oo,y:% p=0,v=0
D r=+400,y=1 | ¢=bptb=0
E r=—00,y =1 ¢ =400, =0
F r=0y=1% $=0,=nh
A r=-00,y=1l—h| ¢=—00,0=h
E' r=-00,y=1l—h| ¢p=40c0, ) ="h

26H1€ étape

oEn utilisant la transformation pour transformé le domaine d’écoulement réel (z, y)

figure(3.2) .

par cette transformation la bonde (figure (3.2) ) se transforme en un demi disque

e e . d
unitaire inférieur dans la plan de variable d—i.

Les points plan z plan%
A r=—-00,y=0 u=1—v=
B =400,y =0 u=0,—-v=20
C :I::+oo,y:% u=0,—v =1
D =00,y =1 u=0,-v=0
E r=—-00,y =1 u=—-1,—-v=0
F sz,y:% u=0—v=1
A r=-o00,y=Il—h| u=1-v=
E' x=-o00,y=l—h|u=—-1,—v=0
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3%m¢ gtape ( La transformation de f a \)

En utilisant la transformation de Christoffel-Schwarz pour transformer la bane de
largeur HU du plan f en demi plan supérieur de la variable \.

Pour transformer le plan f en plan A on utilise la transformation conforme suivant :
xf

A=e (3.4)

4*m¢ gtape ( La transformation de % a )

Pour transformer le plan % en plan A on utilise la transformation conforme suivant :

A= AN (3.5)
1+ 4 '

Fig 3.3 : plan f

0
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Fig 3.4 : plan %

Fig 3.5 : plan A
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On prend le point de référence pour ¢ tel que ¢ = 0 en C, on montre que les plans
potentiel et hodographe <Z—f = u — v ) .Lorsque ces deux plans sont mappés 'un sur
I’autre.

La solution de cette équation différentielle contraint une constante arbitraire. En
notant que les positions de A ou par symétrie E/ et B sont spécifiées.

On considérons le cas I = oo avec un fluide stagnant loin a 'intérieur de la cavité.
BC et D coincident & l'origine dans le plan de I’hodographe et le domaine d’écoulement
est tout l'intérieur du demi-cercle représenté.

On trouve la solution analytique du probléme :

on a d’apres I’équation (3.4) et I’équation (3.5) on obtient :

2
. 1-4
1+ 4

dz

1 df
7f 2 ~ dz
= <€ h > = daf
I+

7f - ﬁ

1+

par calcule simple on trouve :

df xf df

]_ —_ — = h 1 _—
dz e dz)

dz z
= 1—67277{ :%(1+GT£)
Alors,
af 1-— 5t
— = (3.7)
dz 1 4edn
d’autre part la fonction da potentiel & surface libre donnée par
f=¢+ih (3.8)
) d
U _dy (3.9)

dz dz



3. solution analytique d’un probléme du jet bidimensionne 32
par I’équation (3.9) on déduire que :
f
d 1—e2n
LR (3.10)
dz 14+ e2h
par 'inverse de I’équation (3.10) on obtient :
dz 1+ 672%
== — (3.11)
ng 1—e2n
en remplacant ’équation (3.8) dans 1’équation (3.11) on trouve :
dz 1+ eﬂ(gim
dgo - 1— e‘/r(go;;;ih)
dz  14e2 -e%
i (3.12)
Ao 1—eh -e2
d’aprés Euler : e = cos 5 +isin §
_ (cos%—>0,isin%—>z’)
Donc e =i
Par substitution, on trouve :
az _ Leiz (3.13)
dp 1 —iezn
donc o
1+ iee
dz = 1 (3.14)
1 —ie2n
On trouve f satisfaisant f =ih & z = zé
ona z(0) = z%
par l'intégration de 'équation (3.14) on obtient :
17 2 | e
2hIn | 1+ (62 g ) 2h1n(2) 4h (— arctan (eiT) + 77) 1
z=— +p+ +i | — +3h+ =1
s s s 2
(3.15)
Alors
17me 2
2n1n 1+ (e2%)
n< e ) 2 In(2)
r=— +o+ (3.16)

m ™
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- _4h <— arctan <e%%) + 7r> s %l (3.17)

s

onaz==zc++1y
lorsque p — —0c0 — x — —00
p— —00 = y—>—4h+3h+é
= y—>—h+é:h
= 2h=~L = h=1
Donchz%
on prend [ = 4 on obtient h =1

Alors par substitution, on trouve :

2In (14 €™) n 21n(2)

= o+ ) (3.18)
T
1
4 (— arctan (eﬁmp) + 7r>
y=- +5 (3.19)
T
Mainenant, nous tragons la courbe
ona
2In (1 + €™ 2In(2
L m0Ee?) o 2h)
T T

4 (— arctan (e%mp) + 7r>
Y= - +5

Alors, pour tracer la courbe on peut écrire

in
21n (1 + 67"90) 211’1(2) 4 (— arctan <€2 %0> + 7.‘-)
I —— ,— 45
™ T =

Dont le graphe est donné dans la figure (3,6)
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Fig 3.6 : Forme de surface libre
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Conclusion

L’analyse d’un écoulement plan avec une surface libre a été l'objet d’intérét pour
beaucoup de scientifiques et d’industriels pour une longue période. La détermination de
certains caractéristique de I’écoulement tel que le coefficient de décharge,le coefficient
de contraction et la position de la surface libre sont d’un intérét particuliers aux
ingénieurs & nos jours,trés peu de probléme ont été résolus d’une fagon explicite. Méme
les méthodes numériques sont assez difficiles & élaborer & cause de la condition aux
limites imposéé sur la frontiere "libre", inconnue & priori.

Dans ce mémoire on a étudié numériquement un probléme d’écoulement potentiel
bidimensionnel a surface libre entre deux plaques horizontales semi-infinies et d’un
fluide incompressible et non visqueux avec négligence les effets de la gravité et de
la tensions de surface.on a appliqué la transformation de Schwarz-Christoffel et la
transformation d’hodographe pour trouver la forme de la surface libre et la solution

analytique de cet probléeme.
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Résumé

Dans ce travail, nous étudions un écoulement de fluide incompressible et non visqueux
dans un espace bidimensionnel pour trouver la solution exacte a un probleme
bidimensionnel ou la gravité et la surface tension sont négligées .Dans ce travail, nous
avons utilisé les transformations de Schwartz-Christoffel et la méthode de
I'hodographe.

Mot clé : surface libre, Ecoulement, Fluide incompressible , fonction potentielle.

Abstract

In This Work, we study the flow of incompressible and non-viscous fluid in a two-
dimensional space to find the exact solution to a two-dimensional problem where
gravity and surface tension are neglected. In this work , we used the Schwartz-
Christoffel transformations and the hodograph transformation .

Key words: Free surface, Flow, Incompressible fluid, Potential function.
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