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Introduction

Les espaces les plus connu sont les espaces Lebesgue, Sobolev, Lorentz,.... Les espaces de
Lorentz jouent role important dans I’analyse harmonique, plus précisément dans la théorie
de l'interpolation.

Au cours des derniéres années, il y a eu un intérét croissant dans la généralisation des
espaces classiques comme les espaces de Lebesgue, les espaces de Sobolev et les espaces
de Lorentz au cas les composants de ces espaces sont des fonctions. Dans ce mémoire on
s’intéresse a d’étude les espaces de Lorentz avec exposants variables.

Le travail se décompose de trois chapitres comme suit:

Dans le premier chapitre on donne quelques rappels sur ’espace de Lebesgue avec ex-
posant variable et leurs propriétés les plus importantes dans la suite de ce travail, et quelques
théorémes sur ’analyse fonctionnelle. Ce chapitre termine par ’espace de Lebesgue mixte.

Le deuxieme chapitre est consacré & 1’étude des espaces de Lorentz classique et leurs
propriétés essentielles et avant ca on donne la définition de la fonction de distribution et le
réarrangement décroissante. Ce chapitre se termine par la définition de la fonction maximale.

Dans le dernier chapitre, on s’intéresse a I’étude d’un espace de Lorentz avec exposant
variable et leurs propriétés de base et on donne un théoréme d’interpolation (I'interpolation

réelle).



Chapitre 1

Espace de Lebesgue a exposant

variable

L’objet de ce chapitre est de rappeler les propriétés de ’espace de Lebesgue avec exposant

variable.

1.1 Rappel

Définition 1.1.1 Soit X est un k-espace vectoriel, une fonction p: X — [0;00[ est appelé

une semi-modulaire sur X si les propriétés suivants vérifiés:
1. 0(0)=0
2. o(A\x) = o(x) pour tout x € X , A € k avec |\| = 1.
3. o est continue & gauche.
4. p est conveze, p(af + Bg) < ap(f)+ Bp(g) pour tout o, f € [0,1] avec a+ = 1.

5. o(Az) = 0 pour tout X\ > 0 implique x = 0.
Une semi modulaire est dite modulaire si o(x) = 0 implique x = 0.

Une semi modulaire est dite continue si l'application N — o(\x) est continue sur

[0, 00) pour tout x € X.



1.2. Fonction d’exposant

Définition 1.1.2 Si p est une semi-modulaire ou modulaire sur X , alors
X, = {$ € X: }\irr(l)p()\x) = 0}
est appelé un espace semi-modulaire ou [’espace modulaire.

Soit p est une semi-modulaire. Comme p(Ax) = p(|A|z), par la convexité, p > 0 et
0(0) =0, on a

p(Az) = p(|Alz) <Al p(z) pour tout [A| < 1. (1)

p(Az) = p([A|z) = |A| p(x) pour tout [A| > 1.

Pour cela on peut définir X, par
X, ={r € X :p(\r) < oo pour certains A > 0},

!
car pour A < A nous avons par que

, A A
— - < —
p(Ax) p()\Ax)_/\p()\x)—NJ
si A — 0.

Définition 1.1.3 (quasi-conveze) f est quasi-conveze , si f (ax + fy) < C (af (z) + Bf (v))
pour tout v, f € [0,1] avec a+ 5 =1 et C > 1.

Théoréme 1.1.1 Soit p est une semi-modulaire quasi-convexe sur X. Alors X, est un

espace quasi -norme avec le quasi- norme de Lurembourg donnéepar

) 1
X1, :sz{)\>02p<xx) Sl}.

Preuve. Voir[l,p22] =

1.2 Fonction d’exposant

Définition 1.2.1 Soit l’ensemble Q@ C R™. P () est l'ensemble de toutes les fonctions

mesurables, p(-) : Q — [1, 00|,

P (Q) := {p est mesurable telle que: p: Q — [1,00[} .



1.3. L'espace LP) ()

et

Po (2) := {p est mesurable telle que: p: Q — (c,00[, ¢ > 0}

Pourp e P(Q) et U C Q on définie
o py, =inf essyecup (T)
o pfy =sup essyeup (v)
® D =Dpq
o pt =74

Les éléments de P (€2) (ou Py (€2) ) sont appelés les fonctions d’exposants. Nous définis-

sons le conjugué de la fonction d’exposant par la formule

1 1
Vo e Q, — + =1

p(z) 7P (v)

Définition 1.2.2 Soit Q@ C R™, p € Py () et une fonction mesurable f, on définit le

modulaire associé a p par:

ppre (F) = /Q (@) d

Nous allons utilisé le modulaire pour définit Uespace LPY) (Q) dans la section suivante.

1.3 L’espace L") (Q)

Définition 1.3.1 Soit Q C R" etp € Py (). L’espace LPO) (Q) est 'ensemble des fonctions
mesurables f telle que :

p(z)
dxr < oo, pour certains A > 0.

f(z)
A

Pp(),0 (f/A) = /

Q

On définit Lféé) (Q) est l’ensemble des fonctions mesurables f telle que f € LPY) (K) pour
tout compact K C Q.

Exemple 1.3.1 Soit Q = [1,00[, p(z) =z et f(x) =1, alors p(f) = oo, mais pour tout
A>1, p(f/N) = floo)fwdx = #g(k) < 00. De méme, si on pose Q2 = [0,1] et p(x) = %,

encore soit f (x) =1, alors p (f) < oo, mais p(f/\) = oo pour tout X\ < 1.



1.3. L'espace LP) ()

Théoréme 1.3.1 Soit Q un ouvert et p € Py (Q), LPY) (Q) est un espace vectoriel.

Preuve. L’ensemble des fonctions mesurables est une espace vectoriel. On a 0 €

LPO) (Q). 11 suffit de montrer que pour tout a, 3 € Ret o # 0, 8 # 0, si f,g € LP) (),
alors af + Bg € LPO) (Q). Tl existe A > 0 telle que p (f/\), p(g/A) < oo, donc si on prend
p=(lal+8]) A, alors

af+5g) B <\af+ﬁg\) ( ol 1Al 18 m>

"( y P\ ) = Garm x Tl
o 8] >

< (et o) <

n
Définition 1.3.2 Soit Q et p € Py (2), si f est une fonction mesurable on définie:

||f||LP(‘)(Q) = inf {/\ >0:pp0).0 (f/A) < 1} .

Théoréme 1.3.2 Soit Q un ouvert et p € Po (), la fonction ||| o)) définie une quasi-

norme sur LP0) ().
Preuve. Voir[4,p21] =

Corollaire 1.3.1 Fizé Q CR" et p e P () :
LS [flly < 1 alors p () < £l

2. Si | fll,.) > 1, alors p(f) = ([ £l -

Preuve. Si ||f|[,) =0, alors f =0 et ainsi p(f) = 0. S10 <||f],, < 1, comme p est

un modulaire convexe alors

1f ey f f .
= — . voir (1).

Si || fll,) > 1, alors p(f) > 1, car si p(f) <1, alors par la définition de la norme on trouve

[fll,.) <1letona

Pl = [ ('ﬁff)')p@dax

< U@ de -1

Donc ||f||p(.) <p(f). =



1.4. L’inégalité de Holder

Définition 1.3.3 On pose || f[|,., = SUD, | (g)<1 | [0, f () g (x)dx|. Alors

1
1 1Ly S TIAUL ) < 401 F ) -

p() T

Théoréme 1.3.3 Soit p € P (Q). Si l'inégalité

1 gllpey < €lLfllpey gl

est vraie pour tout f € LPO)(Q) et g € L'(Q) ssi p(-) est constante, avec f * g(x) =
Jo f@=y)g(y)dy.

Preuve. Voir[5, p94] m

1.4 L’inégalité de Holder

L’inégalité de Holder classique donne que pour tout p, 1 < p < oo, si f € LP(Q) et
g€ Lp,, alors f-ge L' (Q) et

[1r@ o1 <1, sl

Cette inégalité est vraie pour ’exposant variable avec une constante sur le coté droite.

Théoréme 1.4.1 Soit Q@ C R™ et p(-) € P (Q) pour tout f € [PV (Q) et g € o (Q),
f-ge L' (Q) et

[}ﬂwg@wMSCWﬂummu@

telle que C' > 0 une constante.

Preuve. Voir [4, p 27| =

Corollaire 1.4.1 Soit Q CR" et r(-), q(-) € P (), on pose ]% = qL + -
Alors il existe une constante k telle que pour tout f € L1V (Q) et g € L'V (Q), f-g €
L) (Q) et
17 9llpey < KN Nlgey N9l -



1.5. La convergence dans LP") (Q)

1.5 La convergence dans L") (Q)

Dans cette section, nous considérons deux types de convergence dans 1’espace de Lebesgue

LP0) (Q): convergence modulaire, en norme.

1.5.1 La convergence en modulaire et en norme

Définition 1.5.1 Soit Q C R” et p € P (), et soit une suite de fonction {f,} C LPO) (),
on dit que fr — f en modulaire si pour certaines 3 > 0, p,) o (B8 (f — fx)) — 0 étant

que k — co. On dit que fr — [ en norme si || f — fill,.) — O telle que k — oo.

Proposition 1.5.1 Soit Q C R" et p € P(Q), la suite {fr} converge vers f en norme ssi
pour tout 3 > 0,p,) 0 (B(f — fx)) — 0 tant que k — oo en particulier, la convergence

en norme implique la convergence en modulaire
Preuve. Voir[4, p 44]. =

Exemple 1.5.1 Soit Q = [1,00[ et p(x) =z, on pose f =1 et fy = X1 alors fr — f
en modulaire car p ((f — fi) /2) = [, 27"dx — 0 si k — o0
d’autre part fi, n'est pas converge vers f en norme car pour tout k > 1, p(f — fx) =

fkoo 1*dx = oo, implique || f — kap(_) > 1.Cette example est vraie pour tout 0 < 3 < 1.

Théoréme 1.5.1 (Propriété de Riez-Fischer) Soit etp( ) € P(Q), soit {f} c LPO)

telle que Z [ fkll,) < oo alors il existe f € LPO) (Q) telle que ka — f en morme tant que
k=1

i— oo et | fll, < 1; 1 Fxllpcy -

1.6 Complétude et les sous-ensembles denses dans L") ()

Théoréme 1.6.1 Soit 2 C R" et p € P (Q). L'espace LPY) (Q) est quasi-Banach. .
Preuve. Voir [1]. =

Théoréme 1.6.2 Soit Q@ C R"™ un ouvert et p € P () on suppose que py < oo alors
l’ensemble des fonctions bornées de support compact avec supp(f) C 2 est dense dans

L) ().



1.7. Dualité et réflexivité

Preuve. Voir [4, p 56]. m

Corollaire 1.6.1 Soit Q@ C R" un ouvert et p € P (), supposé que p, < oo alors les
ensembles C.. (Q) sont dense dans LP) ()

Définition 1.6.1 (Séparable) Un espace topologique E est dit séparable s’il contient un

sous-ensemble dense dans E dénombrable.
Théoréme 1.6.3 Soit Q un ouvert et p € P (Q), alors LP1) () est séparable ssi py < 0o.

Preuve. Voir[4, p 60] m

1.7 Dualité et réflexivité

Dans cette section nous considérons l’espace dual de LP() (Q). Dans I'espace de Lebesgue
classique, LP = (LP)" avec 1 < p < oo. Le comportement des espaces variables est analogue

si p. < 0o. Soit f € LPM) (Q). Pour tout fonction mesurable g, on définit 'opérateur ¢, par

6, () = / f(2)g () dr.

Proposition 1.7.1 Soit Q C R" et p € P () et une fonction mesurable g, alors ¢, est une

!
e et ainsi

forme linéaire continue en LPU) (Q) ssi g € o (Q). En autre HgbgH = |lg||
C Hng’(.) < ||¢gH <C Hng’(.) 5
avec ngp’(.) = Sy, <1 fQ h(z)g(z)dz.

Théoréme 1.7.1 Soit Q@ C R™ et p € P () avec py < co. L'opérateur V : g — ¢, est
isomorphisme du LP() (Q) vers (LP (Q))*.

Définition 1.7.1 Soit E un espace de Banach , et soit J l’injection canonique de E dans

E™. On dit que E est réflexive si J (E) = E**.

Corollaire 1.7.1 Soit Q CR" et p € P(Q), LPV) (Q) est réflexive ssi 1 < p_ < p,. < oo.



1.8. L’espace (1) (Lp('))

1.8 L’espace (1) (LP('))

Définition 1.8.1 Soit p,q € Py. L’espace des suites de Lebesque mixte ¢a0) (Lp(')) est

définie sur des suites des fonctions de LPY) par le modulaire

Pt (o (fV) V) 1= > inf {A,, >0y (fl,//\ﬂ(l')> < 1}

v

La norme est définie par que:

I8y =000 000 (G U000) <1}

Si gt < oo, alors

inf{/\ > 0: py, (f/Aﬁ) < 1} — H|f|q(-)

p() "

q(-)
et

() °

(-

péq<'>(m(->) ((f)v) = ; H\fych)

N

Q

Proposition 1.8.1 Soit p,q € Py, alors Peat) (L) est une semi-modulaire. De plus

(a) Est une modulaire si p™ < oo.

(b) Est une continue si p™, gt < 0.

Théoréme 1.8.1 Soitp,q € P (). Si é%—% <1, ou q est une constante, alors |-|| O (10)
a\)( LPt

est une norme.
Preuve. Voir[l, p 1636] =

Théoréme 1.8.2 Sip,q € Py, alors ||| ( est une quasi-norme surl?") (LPO) .
04

-)(Lpt))

Preuve. Par le théoréme 1.1.1, nous avons besoin de considérer quasi-convexité. Soit

re ]0, % min { p, q, 2}] et définie p = p/r et § = q/r, puis clairement % + % < 1. Ainsi nous



1.8. L’espace (1) (Lp('))

obtenons
1D+ @y = D+ @ s a0
< NOED+ 190D 0
< (IO ooy + 108, )
= (08D sy + 156D B )
< 27 (AN Mo a0y + 109D, oo 1))
.

Remarque 1.8.1 Sip(-) =p et q(-) = q sont des fonctions constantes, alors (1) (LP0)) =
(L),

10



Chapitre 2

L’espace de Lorentz classique

Dans ce chapitre, nous introduisons I’espace de Lorentz L(®% et rappeler quelques propriétés.

Dans la suite (£2, >, 1) est un espace o-finie.

2.1 Fonction de distribution
Définition 2.1.1 La fonction p; : [0, 00[ — [0, 00] définie par
py(A) =p({zeQ:[f(x)[=A}), A =0
qui l’on appelle la fonction de distribution de f.
Théoréme 2.1.1 Soit f, est une fonction mesurable sur 2, n=1,2,..., alors
1. py est décroissante et continue a droite .

2. Si|f(2)] < |g(z)| pour z € Q, alors i, (A) < 1, (A) pour tout A > 0.

w

g (A + A) < [y (A1) + I (A2) pour tout A, Ay > 0.

4o pipy (AMA2) < py (A1) + 1, (A2) pour tout Ay, Ay > 0.

ot

. Si|f (x)] <liminf |f, (x)] pour x € Q, alors

iy (A) < liminfu, (A) pour tout A > 0.

n—o0

Preuve. Voir[8, p 6] =

11



2.2. Réarrangement décroissante

2.2 Reéarrangement décroissante

Définition 2.2.1 Le réarrangement décroissante de la fonction f est f* : [0,00) — [0, 0]
définie par
fr@)=if{X>0:pu, (N <t}.

Théoréme 2.2.1 On a les propriétés suivantes:
Lof*(t) > Assi g (A) >t
2. f et f* sont équi-mersurable,
p{zeQ:|f(x)] >A) =m{t>0:f"(t) > A})
pour tout A > 0, o m est la mesure de Lebesgue.

3.81 A > 0 et py(N) < oo, alors f*(up(N) = Aet f*(u;(A)+¢) < X pour tout
0<e< f*(t).Sit>0et f*(t) <oo,alors u, (f*(t)) <tetp,(f*(t)—e) >t pour

tout € > 0.

4. Pour 0 < p<oo (|fIP)"(t)=f*()".

5. 81 A€, alors (fxa)” (1) < f* (1) Xpo,u(ay) (t) pour tout ¢ > 0.

Preuve. Voir[8, p 9] =
Théoréme 2.2.2 On a

(f+9)" (ti+1t2) < f*(t1) + 9" (t2)
et
(f9)" (i +1t2) < f* (1) 9" (t2)
pour tour ty,ts > 0. En particuliers
(f+9)" (@) < f(t/2)+ g (t/2)
et
(fo) () < f(t/2) g" (/2)

pour tout t > 0.

12



2.2. Réarrangement décroissante

Preuve. Voir[8, p 12|. m

Théoréme 2.2.3 Soit i est une mesure, et soit a satisfaisant 0 < a < 11 ().

1. Alors on a

sup /A\f(:v)ldu=/0af*(t)dt-

w(A)<a

2. Si p(Q) < oo, alors il existe un ensemble A € > telle que 1 (A) = a et

Jir@la= [ roa.

3. Sip()=ccet f*(a) > tlim f*(t), alors il ya un ensemble A € > telle que pu (A) = a
et
[ir@lan= [ 7@
A 0

Définition 2.2.2 La fonction f** : (0,00) — [0, 00] est définit par

=g / I (s)ds.

Théoréme 2.2.4 (Sous-additivité) si p est une mesure , alors

Preuve. Voir[8, p 24] =

(f+9)" @) < f" ) +9" @)
pour tout t > 0.
Preuve. d’apres le théoreme 2.2.3
f7@) =< | fr(s)dt =~ sup [ [f(z)|dp
tJo Luay=tJa

alors, par I'inégalité triangulaire et la sous-additivité

(F+a" 1) = 7w [ 17@)+g(@)d
wA)=t J A
1
< (et focla)
< % sup \f(ac)|al,u+1 sup |9 ()] dp
u(A)=t J (A=t J a
= [ ) +g" (1)

13



2.3. L’espaces de Lorentz L9

Théoréme 2.2.5 Soit 0 < p < oo, alors

p(z) _ > p—1 _ = P
/Qlf(:r)l du—p/o A uf(A)dA_/O ()P dt.

2.3 L’espaces de Lorentz LPa)

Définition 2.3.1 Soit (2,3, 1) un espace de mesure o-finie et 0 < p < 00, 0 < ¢ < 00,
alors Uespace de Lorentz L9 est 'ensemble de toutes les classes de fonctions mesurable f

telle que || f|| pg < oo, telle que

1

g A1
Ul = (ff(t%f*(t)) %>q5i0<p<oo,0<q<oo
P stug)t%f*(t) si0<p<oo,qg=00

>

L’espace de Lorentz L9 peut étre considére comme des généralisations de 'espace L?,
car si I'on prend ¢ = p, on trouve L®? = LP pour tout 0 < p < 00, car pour 0 < p < 00,

on obtient par la définition de |||, que

i, = (2 () )
- (/Ooot(f*(t))f’%>
- (/Ooof*(t)pdt);

et on a d’apres le théoréeme 2.2.5. Donc

= ([ <t)pdt)’1’ -(/ |f(w)|pd/t);

1 llocoe = supf* (t) = f*(0) = supess [f ()| = | fll ,

e

hSA

Si= H~|

et pour p = o0

donc, || f[l,, = [Ifll,; ce qui implique que L®P) = [P,

Proposition 2.3.1 Pour p,q < oo, on a

1/q
q
LP(R")> '

- k
15 ey 7 ( YRE]
k=—00

14



2.3. L’espaces de Lorentz L9

Preuve. On a

> /D f* q@);_( 0022* p/q)1 )1/q
|y ) = ([ L yas
1/q o) y 1/q

. fx (gp/a)?

(/0 ,u{sZO.f (s ) >t}dt)

1/q 00 1/q

(/ ,u{s >0: f* (s”/q) >t1/q}dt)

0

o 1/q
[ovtserion-a2)

(
(

||f||LP#1(]R’ﬂ)

< d\\
/ Np{s>0:f*(s) > \}7? T)
0

_ dr\
— pMe (/0 AqHX{xeRn:v(m%}”ZT) |

0 k
On utilise le fait que [[7...= > f;k_l ..., on obtient

k=—o00

. 1/q
. 2.3.1
LP(RR)> (2.3.1)

Exemple 2.3.1 Soit A n’importe quel ensemble mesurable de mesure finie. Alors

o0
1 k
N P ( > 2 faesrison)
k=—00

1
p\* L
al, = () )t
pour 0 <p<oo et <qg<oost0<p<ooetq=o0 nous obtient
1
Ixallp0o = (A7

Théoréme 2.3.1 L’espace de Lorentz L™ est un espace vectoriel et [, est un quasi-

norme.

Preuve. Pour prouver que L% est un espace vectoriel nous besoin de montrer que
f+ge LD et af € L9 pour tout f,g € LP9 et tout scalaire a. Par suite f et ¢ sont

deux éléments sur L9 nous commencant avec le cas 0 < p < oo et 0 < ¢ < 00 et on

15



2.3. L’espaces de Lorentz L9

obtient par théoréme 2.2.2 que

1f+ 9l =

8

IN

J
_ /”

IA

IN

B

277 (1112, + gl )

IN

De plus, pour tout scalaire a nous avons clairement que

laef 1l = T 171,

[y y]
(ﬁ t/2) + 9 (t/2)])’
(25 [ () + " ()])”
”[A @mMPﬁfOOM
2| [T ([ 0]+ [

b o))" 2

vy (M)} ) du} '

27 [2max (|71, loll,)]

< 25557 (7], + lgl)-

[
Q|

QI

= & N|§:

|

0

1

i

donc, soit 0 < p < 00 et ¢ = 00, alors, encore par le théoreme 2.2.2, nous obtient que

I+ 9l = supt (f +9)" (1)

1
supt (
>0

IN

fr(t/2) + g7 (t/2))

= sup (2#)% (f* (M) +g" (M))

n>0

1 1, 1,
< 25 (supupf (1) +supprg (u))

n>0
— 95 (Ifllpeo +liglpo0)

dans ce cas on a aussi que

leef [lpg = lal 1 1l

donc, L®P9 est un espace vectoriel pour tout 0 < p < oo et 0 < ¢ < oo, de plus de

preuve ci-dessus suite que le fonctionnelle |-||

16

pg €5t UD quasi-norme. ®



2.3. L’espaces de Lorentz L9

Théoréme 2.3.2 H-Hpq est une norme ssi chaque 1 < ¢ <p oup=q = .
Preuve. Voir[8, p 44]. =

Lemme 2.3.1 Soit h est une fonction décroissante sur (0,00). Si0 < o < 1 et >0,

alors

(/ P70 (t) dt) <ap'™™ [ t*F7h ()" dt.
0 0
Preuve. Voir[8, p 52|. =

Théoréme 2.3.3 Soit 0 < p < oo et 0 < q; < qo < 00, alors

1 gy < €11f g,

(Q2) 1/q2 (ql)l/m
c= = ikl )
p p

La) E 1 (pa2)

pour tout f € LP91) quec

Donc

Preuve. On utilise le lemme 2.3.1 avec 1 (t) = f* (1)*, « = £ et § = £ nous obtenons

que

00 v d a1/q2
i, = ([ @)

0 q1/¢12
= (/ tq2/p—1f*(t)q2dt)
0
l—q]_ .
a2
@(@) / P (1) dt
g2 \'P 0
a1/q2
q p
= (=) (= 1115,
p q2 Pa

on prend les deux cotés a la puissance de 1/qq,

1/q1 1/q2
L < (& o I T
Pq2 p Q2 Prq1

IN
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2.4. Norme équivalente

Théoréme 2.3.4 Si ;1 (Q) < oo alors

LPD s L) pour tout 0 < r < p < 00 et tout 0 < ¢, s < oo
L9 s ) pour tout 0 < ¢ < s < 00 et tout 0 < p < 0.
Preuve. Pour prouver la premiére inclusion il suffit de montre que si 0 < u < p; <

p2 < 0o alors L(P220) y [(P1) e £l 0 < ellfll,, 00 POur f € LP22) " avec ¢ > 0. Puisque

11 () est fini, par hypothése, on a pour toute fonction f € LPv% que

() wd Yu
e = ([ @75 @) %)

w(€) "
= / pu/ (p1—u)(p2—1) (tl/pzf* (t)) dt)
0

1(Q) wo o\
/ 1/ (p1—u)(p2—1) <sup31/p2f* (s)) dt
0 s>0
M 1)) v
u —u —1
- / g/ o121 gy

1 _ 1
p)m

2

= ———[Ifle0
o ouw )"
(- 2)

alors L(P2>) < [(»1.4) Prendre p; = r et py = p nous obtenons par le théoreme 2.3.3, et le

1/u

IN

fait que nous pouvons toujours choisit u < s que

L@D) . [Po0) [ (ru)  (rs)

2.4 Norme équivalente

Nous commengons par une définition formelle de ||-[|7 .

Définition 2.4.1 Pour tout f € L9 la fonctionnel ||-||" est définie par

) (f2 (12 = (£)) d) ' 560 < p < 00,0 < g < o0;
||f||pq - Suptl/pf** (t) si0 < p<o0,q=oco.
t>0

18



2.4. Norme équivalente

Lemme 2.4.1 (L’inégalité de Hardy) Soit h une fonction décroissante positive sur (0, 00) ,

qg>1etr >0, alors

i) <fo°° (fo du) t’"ldt>1/q < L2 (th (1) tde)

i) (5 (S (w) du)® e=2de) " < 2 (2 (th (8))" ¢ 1dt)
Preuve. Voir[8,p 58] m

Théoréme 2.4.1 Sil <p<oo,1<g< o0 oup=q=o00, alors H-H;q est une norme en

LP9 et donc (L(M), ||H;q) est un espace normé. Plus précisément
1 £llpg < 15155 < =25 1151
pPg — pqg — p— 1 pq”
qui est, les quasi-normes |||, et |-, sont équivalentes.

Preuve. Le premier inégalité suite directement du fait que f*(¢) < f**(¢) pour tout
t > 0. Pour prouver le deuxiéme inégalité nous commencons par le cas quand 1 < p < 0o

et 1 < g < co. Sinous appliquons l'inégalité de Hardy, avec r = ¢ (1 — %)alors

i, = ([ @ wr )
_ (/Ooo (/Otf*(s)ds) (1o1)- 1dt>1/q
S . (/ooo (tf* <f>>qt‘q@—;)—1dt) e

1
p

p
= -1 1 f1l,q -

Sil<p<oo and g = oo alors

1, = Supt”pf**( — supt!/r-! / I

>0 >0
t>0 0
¢
< suptl/pl/ P (supul/pf* (u)) ds
t>0 0 u>0

t
= ||f\|poosupt1/p1/ s YPds
T >0 0

_ p
= L -

19



2.5. Les propriétés topologiques de 1’espace de Lorentz

Quand p = g = oo on utilise le fait que les deux f*et f**sont décroissantes pour obtenir que

I = D™ (1) = lin 7 /f ds = £ (0) = || fl].ome -

t—>0+

cecli termine la démonstration du théoréme. m

2.5 Les propriétés topologiques de 1’espace de Lorentz

Maintenant nous sommes préts a prouver état complet, séparable et dual de L’espace de

Lorentz normé.

Théoréme 2.5.1 L’espace de Lorentz L™ avec la quasi-norme ||-|| bq €St complet pour tout
0<p<oo,0<qg< oo, en particulier, si1l <p<oo,1<qg<oo,p=q=1oup=q=0o0

alors Uespace norme LW est un espace de Banach.
Preuve. Soit {f,} est une suite de Cauchy en (L(M), HH;;) . alors
| fm = full,, — O comme n, m — oo,

et par théoréme 2.3.3
[ oo < 1 1lg
ainsi

[ fim = follpoo = supt’? (fn — fm)* (t) = 0 comme m, n — oo
>0

et que

supt'’? (f, — fu)* (t) = suphuy, g (N7
t>0 t>0

= suphu ({z € Q: [fu — ful > AD'”

>0
ceci implique que

pw({zeQ:|fm— ful >A}) — 0 comme m, n — oc.

pour tout A > 0, ce est-a, {f,}est une suite de Cauchy dans la mesure p, donc on peut
appliquer le théoréme de Riez .F et de conclue qu’il existe une fonction mesurable f et f,

converge vers f , en (2.
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2.5. Les propriétés topologiques de 1’espace de Lorentz

Soit € > 0 étre arbitraire, puisque { f,,} est une suite de cauchy, il existe N telle que

||fn - fNHpq > £

pour tout n > N et f., — fn converge vers f — fy sur (2, il s’ensuit donc par le théoréme

2.1.1 que
(F = fw)" (1) <liminf (£, — )" (0

pour tout ¢t > 0 et par conséquent nous obtenons en utilisant le lemme de Fatou

</OOO (7 (f = fx)" (8)° %)w
< </OOO <t1/pli]?ii£f (Fur — )" (t)>q %)w

< tmint ([0 (= 10 0)' F) )

1f = Il

k—oo
= liminf || £, — fxll,
alors

If = fnll,, — 0 comme N — oo

depuis aussi f = f — fxv + fn, f € L®P9D et cela prouvé que L9 est complet pour tous
D<p<ooetl<qg<oopourl <p<ooetl<gqg< oo, LP9 peut étre considéré
comme un espace normé par théoréeme 2.4.1 comme il est complet par la premiére partie de

la démonstration il se ensuit que L9 est un espace de Banach. m

Théoréme 2.5.2 L’ensemble des fonctions intégrables simples S est dense sur L®9 pour

0<p<oo, 0<qg<o0.
Preuve. Voir[8, 66] m

Théoréme 2.5.3 (Dual ) Soit 1 <p< oo etl <qg<ooor p=gq=1, alors l’espace

I !

p.q

de tous les formes linéaires bornée sur L™ notée [L(p’q)r , est isomorphe a L< ),quand

1,1 1,1
5+I7—]_€tq+q/—1.

Preuve. Voir [8,p 68]. m

Corollaire 2.5.1 (Réflexivité) L’espace de Lorentz LP9 est réflexive pour 1 < p < oo et

1 < g < oo.
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2.6. La fonction maximale

2.6 La fonction maximale

Définition 2.6.1 Soit f est une fonction localement intégrable sur R™ la fonction maximale

de Hardy-Littlewood M f de f est définie par

(M) (2 —sup‘Q,/!f )| dy

zEQ
pour tout x € R™ ou le supremum est pris sur tous les cubes (), contenant x et avec ses

cotes paralléles auxr axes des coordonnées.
La fonction maximale de Hardy-Littlewood n’est pas borné sur L!. Malgré cela,

Ml oo < el flly

ol ¢ est une constante positive indépendante de f. la fonction maximale de Hardy-

Littlewood, Il ya des constantes positives ciet ¢ indépendante de f telle que
e f™ (1) < (MF) (1) < eaf ™ (1). (261)

Théoréme 2.6.1 Si1l <p<ooetl<q<oooup=q=o00, alors il eriste une constante

positive ¢ indépendante de f telle que

IMFllq < cllfll,y pour tout f € L(p,q).

Preuve. Par l'estimation (2.6.1) et le théoréme 2.4.1 on a

IMFIl, < 2 lf I,y = ca I, < c2

Corollaire 2.6.1 Sil < p < oo, alors il existe une constante positive c de f telle que[ M f||, <
c||fll, pour tout f € L”.
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Chapitre 3

L’espace de Lorentz avec des

exposants variables

Dans ce chapitre, on représenté ’espace de Lorentz avec des exposants variables et leurs

propriétés.

3.1 Propriétés de base

Définition 3.1.1 Soit p € P (R") est un exposant variable avec 0 < p~ < p* < oo et soit
0 < q < 00, alors Ly, est I'ensemble de toutes les fonctions mesurables f : R" — C telle
que : )

| O s o 8) sia < o0

S;il(f;A HX{xeR":U(z)\»}||Lp<->(w) ) §1.q = 00

est finie.

Nous utilisons maintenant le modulaire Peats (Lr(r) POUT définit les espaces de Lorentz

L0490 (R

Définition 3.1.2 Soit p,q € P (R™) deux exposants variables avec 0 < p~ < pt < oo et
0 < q < gt < oo, alors LP()a0) (R™) est l’ensemble de toutes les fonctions mesurables

f:R" — C telle que

Hf“me,q(‘)(Rn) = inf {)\ >0: Pra)(zr)) <2kX{meR":\f(x)|/>\>2k}> = 1} < oo (3.1.1)
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3.1. Propriétés de base

Avant de discuter les propriétés de ces nouveaux espaces fonctionnels nous dérivons une

expression équivalente pour || f|| Lr().a0) (R -

Lemme 3.1.1 Soit p,q € P (R") deux exposants variables avec 0 < p~ < pt < oo et

0<q <q" < o0, alors

(3.1.2)

—

N k
11l o000 @my & H (2 X{azeR”:|f(x)|>2k})

k=—o0

0a() (LP('>)

Preuve. Si A = 27 pour tout j € Z, nous obtenons

k
k 2 X{xeRn:|f(x)\>2k}
pgq(~)(Lp(-)) (2 X{me]}gn;\f(w)|/)\>2k}> = pgq(-)(Lp(~)) \

le reste de la preuve est simple. m

Remarque 3.1.1 Siq(-) = q est une fonction constante, par(2.3.1) et (3.1.2) nous obtenons

que les deux définitions 3.1.1 et 3.1.2 sont équivalentes.

On outre, nous observons par (3.1.2) et (3.1.3) que pour des fonctions constantes p (z) =
p et g (z) = ¢ nous obtenons une norme équivalente pour les espace de Lorentz L9 (R™),
chaque fois que p,q < oo. Un calcul similaire justifie ce fait méme si p < ¢ = oo, si
p = 00, alors les espaces de Lorentz habituelles Lo, , (R™) définie par définition 3.1.2 composé
uniquement de la fonction nulle avec 0 < ¢ < oc.

En résumé, les LP()40) (R™) sont équivalentes aux espace de Lorentz classique L”9 (R")

sip(-) =pet q(-) =q sont des fonctions constantes.
Proposition 3.1.1 On a les propriété suivantes:
(¢) Soit p,po,q1 € P (R") avec qo (-) < ¢1 (+). Alors
LP()sa0() (R") — 1P () (R").
(43) Soit ¢ € P (R™). Alors L>>0) (R") = L>® (R").
(4ii) Soit po.p1.go, 1 € P (R") avec pg < oo et o := (p1/po) > 1. Alors

1 fll 200000 < Il fll orrarcy (3.1.3)
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3.1. Propriétés de base

détient pour tout f mesurable avec supp f C [0,1]" avec ¢ indépendant de f.
(iv) Soit po,p1,q € P (R") avec po () < p1(-). Alors

1l zooeraer < el fll porcrac (3.1.4)

détient pour tout f mesurable avec supp f C [0,1]" avec ¢ indépendant de f.
Preuve. La premiére résulte est par I'inclusion
pa0() (Lp(-)) oy p() (L”(')) )
Pour prouver (ii), il suffit d’utilisé I'inclusion ci-dessus sous la forme
L7 (R™) s L2290 (R™) s [ (R") = L (R")

et le fait que L (R") — L*9 (R™), qui est directement a partir de la définition 3.1.3 et
le lemme3.1.1.

La preuve de la troisiéme cas est basé sur le fait que. Pour tout A C R" avec p(A4) <1,
on a

I allzo e < Ixallzreo s (3.1.5)

avec a = (p1/po)~ > 1. Pour Montrer (3.1.3), il suffit de supposer que ¢; (-) = 0o et

LPl(')(R") o

= s
11l o1 .00 (gmy SUP2” |IX {712}

Par (3.1.5), nous obtenons

e, 9] —
_ _ 'l
o < IG5 < 30 2% Xy,
=—00
0 - [e's) - agy
< 0
< :Z 2% —I—;Q ‘X{|f|>2k} Lo ®R)

0 -
< et Y2 (27 FI R ) S
k=1

avec une modification évidente si ¢, = oo.
Pour la preuve de la quatriéme propriétés, nous commencons avec f telle que:

o0
=1.
zq(-)(Lm(-))

k=—o0

~ k
i aaey = | (e
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3.1. Propriétés de base

Nous utilisons le support de f pour obtenir .

i 0
<2 X{zean|f\>2k}>k:7w

¢ e
ZQ(')<LPO(')) ( [0-1] )k:_oo eq(')(LpoC))
0

k=—o0

< 1.

< H (QkX[O'lln) o= (L)) ™

La deuxiéme partie avec k € N peut étre estimée directement,

k * <
<[ @vqay) ~ 1
gCI(') (Lpl(‘))

o0

| (2k><{|fl>2’f}>k:1

zq(-)(LPO(-))

qui se termine le preuve de (3.1.4). =
Théoréme 3.1.1 Soit p,q € P (R"). Alors Ly q) (R™) sont des espaces quasi-Banach .

Preuve. Pour prouver que (3.1.1) est un quasi-norme , il suffit de montrer que 'inégalité

triangulaire. On sait que

{zeR":|f(x)+g(z)| >2"} C {zeR":|f(z)+|g ()| > 2"}
C {zeR:|f@)|>2""}u{zeR:|g(z) >2""}.

Nous obtenons

X{werm| f(@)+lg(@)>2+} S X{wern|f@)>25-1} T X{wernjg(a)>24-1}-

Cela implique

Hf + gHLP(‘),qC)(Rn)

~ k =
< (2kX k—1 )Oo + (2kX k—1 )oo
- {eerrif@>2 1) ) {vermig@>21} ) (a0 (L))
k * k o
= "(2 X{wER"=f<w>l>2“}>k=_mH +H(2 X{oﬂew:g<x>>zkl})k:_m“
eq(.)(Lp(_) gq(-)(Lp(~))

S Il zeerao @ey + 191 poerac) gy -

Pour montrer que les espaces LP():4() (R™) sont complet nous prenons une suite de Cauchy

(fi)ien C LPO0) (R™). On choisit une sous suite (que I'on note (f;),.y) avec

1 .
I fivr = fill, ., < o (eN.
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3.1. Propriétés de base

On pose fo = 0. Nous considérons la fonction

= Z |fi+1 (t) — [i (t)’ .

Comme

Xigoa () S D Xl pisazy (2) -
=0

Nous obtenons

||X{g>)\} Hzp(»)(Rn) Z HX{‘fiJrl_fi‘>/\/2i+1} ||2p(~)(Rn)

=0

o 2(z+1 (z+1 i
S Z )\r ||fz+1+f1||Lp()OONZ /\r 2"

=0

avec r = min (p~, 1) et nous avons utilisée I'inclusion LP():4() (R™) — LP():>° (R"™) . Comme
la derniere somme estconverge , nous obtenons
— 0

HX{9>>\} HLP(‘)(R")

pour A — oo et g est finie presque partout . Par conséquent , les séries
me )+ fi(@) et f(x me )+ fi(@) = f(2) = fi(z), z €R"

converge aussi presque par tout. Il reste & montre que f € LPO90) (R") et f; — f sur

LP0)-a0) (R™). L’estimation

k k
x| 72} S 22X frrmpis2)
=1

implique que

o
ko P < H k Nl
H2 X{|7]>2+} O (10 21 2 X fisa—fil>26-i} a0 (Lr0))

1=
[o¢]

— Z2lp 2k71 P
2 X{‘fi+1—fi‘>2k_l} E‘J(')(Lp('))
1=
o0

<) 227 <o,
=1
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3.1. Propriétés de base

quand p > 0 est choisit suffisamment petit, donc, f € Lr()a() (R™) et f = f+fi €

Lr0)-a0) (R™). Enfin, pour i € N fixé, nous considérons

o0

f=fi=Y (fopr = fm)-

m=i

L’estimation
X{lf_fl|>2k} S ZX{‘fm+1_f7n|>2k7(m7i+l)}
m=t

implique la convergence

||f - fi||Lp(<),q(<)(Rn) — 0 pour 7 — 00.

On donne maintenant la relation entre I’espace de Lorentz avec des exposants variables

LP0):a0) (R™) et I'espace de Lebesgue LPC) (R™).
Théoréme 3.1.2 Sip € P (R"), alors on a LPOP0) (R?) = LPO) (R™).

Preuve. On montre que

Poy (f/2) < Pt (L) <<2kx{x€Rn:|f(x)>2k}>oo ) (3.1.6)

k=—o00
S pp() (Cf> ;

N\ —L/p
avec ¢ = (1 —27P > . Ce qui implique

) ||f||Lp<»>(Rn) S ||f||Lp<~>,p<~>(Rn) Sce ||f||Lp<»>(Rn) .

Comme p(-) =¢(-) on a

k = _ 5 k
Per() (LrO) ((2 X{f|>2k})k__oo) - k; HP Xisi>20} L1R)
[ Y eow

B (kemar<|f(a)|}

p(z)

Soit # € R™ fixé avec | f ()| > 0 nous choisissons 'unique k, € Z avec 2t2() < | f (z)[P)
2(ke+1)p(@) et d’obtenir

ka

Z okp(z) _ Z (pr(r))’k — kap(x)ﬁ (3.1.7)

{keZ:2k<|f(m)\} k=—o0
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3.2. L’interpolation réelle

on utilise 1 < m nous obtenons

Pt (rr0) <(2k><{f(ac)|>2’f}>oo ) - / >, 2Wdx

k':_ n
= R {kez:2k<|f ()|}

> /kap(x)dx:/ 9(ka+1)p(z)9—=p(2) 7

p(z)
>

1
dx = py(, (f/2).
Pour l'inégalité inverse on utilise encore (3.1.7) avec

§f (z)

1 1
1—2-p(@) — 1_9-—p~

pﬂ“‘)(ﬂ’('))<<2kX{|f<w>|>2'°})oo ) - / >, 2de

szoo Rn
{keZ:2k<\f(x)|}

1 1
_ kap(x) kap(x)
/ N s / C

/ f @) (ﬁ) " dr =y (ef).

et on trouve

IA

1

avec ¢ = (1 — 2_1’_>_p7 . m

3.2 L’interpolation réelle

Soient X et X; deux espaces vectoriels normés. On suppose qu’il existe un espace topologique
Y muni d’une topologie de Haussdorff qui contient X, et X;. L’espaces Xy + X7 est définit
comme 'ensemble des z € Y, telle que: x = zo + x1 avec zg € X et 1 € X;. Pour tout

a € Xo+ X; on définit la K-fonction associée & a par

K (ta, Xo,X1) = inf (flaollx, +tllarlly,) -

a=ao+ai
Définition 3.2.1 Soit Xy et X, deux espaces quasi-Banach. On suppose qu’il existe un
espace topologique Y muni d’une topologie de Haussdorff qui contient Xy et Xi. L’espace

d’interpolation réelle (Xo,Xl)M est définit comme l’ensemble de toute x € Xy + Xy, telle

que:
oo, 1 ]
ol (o2t K (.t ) if g < oo, (3.2.1)
N _ 2.
(X0,X1)g 4 SuptfeK (ZL‘, t) s ifq =0
t>0
est finie.
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3.2. L’interpolation réelle

Pour plus des informations sur ce sujet, voir .
Théoréme 3.2.1 Soitp € P (R") avec pt < co. Soit 0 <g<ooet 0<O<1 et
1

()

1-0
p()

=

Alors
(LP(') (Rn> ,Loo (Rn))a , — Lﬁ(’)vp (Rn> .

Preuve. Etape 1. Nous allons montrer que
(LU (R"), L (RY)), = L7 (R™) (3.2.2)
c’est-a dire que

d\ _ dt
/0 AT ||X{xeR“ |f (@ |>)\}HL()R" BN ~/ qu(f’t)q?

Nous allons utilisée

K(ft) = mf{||f0|| +tHf1HOO:f:f0+f1}

= inf {J|1F @)1 = 1) [0+t Imin (1 @] 1)}
> gg {u ||X{xeR” szl ¢ Imin (f (@), 0] }
pour chaque t > 0. On pose h () = HX{xeRn:|f($)‘>)\}||p(‘) pour A > Oet f, (t) =sup{A >0:h(\) >t}

On sait que p™ < 0o, on obtient que A (f* (t)) > ¢ pour tous t > 0. Ensuite, nous choisissons

o= 102 Done (1) 2 (OR(* (1) 2 2157 () /2 Al
Y (179)q@ ~ q (1*9)‘1@

o0

< Z 2k(1—9)q/ A < i ok(1- 9)q/ ) N
~ k= —oo A:2E<h(A k=—o0 A
< Z 2k(179)qf* (Qk)q
k=—0o0
et
< dt
/ U (f, t>q7
9k+1 d 00 ok+1 dt
> t(leq _> 2k19 *qu—
> > [y @S
k=—00 k=—o0
> Z 2 (k+1)(1— 9)qf 2k+1 Z 2k (1— eqf 2k)
k=—o00 k=—o00
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3.2. L’interpolation réelle

par une modification simple si ¢ = oo

Etape 2: on démontre que

LPOP (R s (Lp(-) (R"), L™ (R”))e , (3.2.3)
c-a-d
o0 dt o0 A
_9 q
/ K (f t) 7 < / A ||X{x6R":\f(1‘)|>)\}HL;";(.)(Rn) T (324)
0 0

Nous commengons par une reformulation de K (f, 1)

K(f.1) = inf{Hf‘)H +t||f1||oo:f:f°+f1}

= inf {[[(1f @) = 1), ]|, + ¢ Imin (1 @), 1)}
< ;T;fo{HfX{xeRn s@isat ”N}

<

~ ,lgfo{ “X{zew If(r)\>23u} +t/“b

< J

- :LT;%{ZQMHX{IERH £ @)I>27u} ||, }

— J J
/112%{22 uh 2 ,u) —i—tu},
7=0
Remarquons que nous avons supposé p~ > 1 dans le calcul ci-dessus. La modification dans
le cas p~ < 1 est simple. Pour fixé ¢ > 0, nous choisissons 1 = pu (t) par

p(t) := inf {u >0: i?h (27p) < t}.

J=0

Comme la fonction h est continue & droite , nous obtenons > 27h (274 (t)) < ¢ donc nous
j=0
estimons le coté droite de (3.2.5). On a

/0 A HX{xER” £ ( x)|>)\}HLp() Rn) T Z okap, 2k (-

k=—o00

Nous estimons le coté gauche de (3.2.5),

o dt > dt
[T < [Tt = S gr-on
0 0

e oo :2k <p(t)<2h+1

VAN
[\
Z
S~
=
=
<
L]



3.2. L’interpolation réelle

Si u (t) > 2%, nous obtenons

t<> 2h (27,

J=0

par conséquent, nous continuons

[ Jj j+k %) 5% (1-6)q
/ O (1 d7 Z /Zz h(2 )t(le)q% < Y ot (Zth (2j+k)> .
0 oo

k=—o0 j=0

Si (1 —0)q <1, nous pouvons écrire (¢ = j + k)

- dt > - . (1-6)
RGN SED WCTICE)

— io: ig(ﬁ—j)qzj(l—e)qh (25)(1—9)11
fzfooj—O

= olap 25 (1=0)a N\ 9—jbg < 9lay, 2£ (1=0)q
Z—Zoo Z E_Zoo

Si (1 —6)q > 1, nous utilisons une méthode similaire avec I'inégalité de Holder,

[e o]

e dt (1-0)
¢ GqK e < qu 2j(l+€ )(1-0) qh 2]+k q
[T s ey )

k=—00
oo

= Z Zg(f—j)q2j(1+6)(1—9)qh (ZZ)(1—9)q

l=—00j=0
%

_ Z olay, (ZK)(l—e)q inq(—l—i-(l—l—e)(l—e))
j=0

{=—00
0

< Z otay, (24)(179%1’

{=—00

oll nous avons supposé que € > 0 était assez petit pour obtenir —1 4+ (1 +¢) (1 —60) =

—O0+e(l—0)<6. m
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3.2. L’interpolation réelle

Conclusion 3.2.1 Dans ce mémoire, nous avons représenter les espaces de Lorentz clas-
sique et avec exposants variables, et on montre que Uespace de Lorentz classique L9 qvec
la quasi-norme |||, est complet et nous avons donne leurs norme équivalente ||-|| et leurs
propriétés plus importantes. Aussi,on donne la définition de l’espace de Lorentz avec ex-

posants variables LP()90) et on montre que cette espace est quasi-Banach. Nous allons

étudie Interpolation pour ces espaces.
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