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INTRODUCTION GÉNÉRALE

L’intêrét de l’exposant de Hurst (noté H, tel que 0 < H < 1) nommé aussi l’indice
d’auto-similarité, provient de sa capacité à caractériser la propriété d’auto similarité
ou d’invariance d’échelle, d’espace et de temps, observables dans de nombreuses séries
temporelles, et en particulier dans le mouvement brownienne fractionnaire (MBF).
Historiquement, ce processus a été introduit par Mandelbrot et Van Ness (1968) comme
une généralisation du mouvement brownien qui est décrite par Kolmogorov en 1940, les
accroissements de ce processus sont stationnaires, ce dernier est nommé bruit gaussien
fractionnaire. Les deux types de processus stochastique, le MBF et le BGF, permettent
de décrire de nombreux phénomènes naturelles, étudiés dans des domaines aussi variés
que l’hydrologie [48], la biologie [53], ou encore l’ économie [47].
Pour cette raison, l’estimation de l’exposant de Hurst est devenue un sujet de recherche
majeur depuis les années 1950. L’hydrologiste Hurst [34] fût le premier à introduire une
méthode appelée analyse des étendues normalisées, ou rescaled range analysis (R/S )
dans le but de modéliser l’évolution temporelle du niveau du Nil. Par la suite, d’autres
techniques ont été proposées par différents auteurs, elles peuvent être classifiées en
trois catégories :

1. Les méthodes spectrales : log périodogramme[30], estimateur de Whittle[77].
2. Les méthodes basées sur les ondelettes : méthode d’ondelette du maximum de
vraisemblance (Wavelet maximum Likelihood, WML)[46], estimateur d’Abry-
Veitch [2, 73].

3. Les méthodes temporelles : méthode des variances agrégées[70], méthode d’ana-
lyse des fluctuations redressées(Detrended Fluctuation Analysis,DFA)[53, 31].

Une nouvelle méthode d’estimation de l’exposant de Hurst est basée sur l’inférence
bayésien a été introduite dans notre travail [7, 43] et plus généralement l’estimation
bayésienne du paramètre de l’auto-similairité introduite dans la thèse de Makarava
[42]. L’avantage de l’approche Bayésienne donne la possibilité de traiter les séries tem-
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Introduction générale

porelles avec tendance sans la déplacer [7, 43], De plus elle permet de prendre en
compte des séries avec trous [42] et donc des signaux irréguliers, ce que d’autre mé-
thodes d’estimations ne peuvent faire qu’au prix d’une dégradation de l’évaluation de
l’exposant de Hurst (voir [33]).
Dans notre thèse nous nous sommes intéressé plus particulièrement à utiliser l’approche
Bayésienne pour estimer l’exposant de Hurst associé à un bruit gaussien fractionnaire.
Cela nous permet de considérer directement le signal étudié au lieu d’utiliser la sé-
rie temporelle intégrée et ensuite appliquer les méthodes d’estimations habituelles [7].
Nous avons ensuite utilisé notre méthode sur les données réelles que forment la sé-
rie temporelle associée à l’évolution du niveau du Nil pour la période 622-1284. Ce
phénomêne, qui a suscité l’intérêt de nombreux chercheurs depuis Hurst en 1951, est
à l’origine du développement de plusieurs méthodes permettant d’estimer l’exposant
de Hurst d’un BGF. Ainsi, Liu et all (2009)[40] ont proposé une modification de la
méthode du périodogramme, qu’ils ont comparé à cette dernière, ils l’ont également
comparé à l’estimateur de Whittle, à la méthode d’ondelette du maximum de vrai-
semblance, et à la méthode de variations discrètes du MBF. Nous avons utilisé les
résultats qu’ils ont obtenus afin d’évaluer l’approche bayésienne que nous avons déve-
loppé. Cette étude est présentée en détail dans le troisième chapitre de cette thèse.
En se basant dans notre étude sur les aspects statistiques utilisé dans les travaux de
[51]. En outre au lieu de comparer la méthode bayésienne avec la première méthode
de Robinson [61] qui a été introduite dans [7, 42], on utilise la deuxième méthode
[60] par le fait que l’auteur a prouvé que sa deuxième méthode est asymptotiquement
plus efficace que sa première méthode. Notre thèse est divisée en trois chapitres. Dans
le premier chapitre, nous introduisons quelques propriétés élémentaires des processus
stochastiques de mouvement brownien fractionnaire et de bruit gaussien fractionnaire.
Nous rappelons également comment simuler exactement ce type de trajectoire à l’aide
d’une méthode basée sur la décomposition de Cholesky[23, 18].
nous introduisons également un exemple de processus non Gaussien auto-similaire à ac-
croissements stationnaires, il s’agit du processus de Levy α stable [49, 4, 50, 42] avec la
méthode de simulation de ce type de processus [19]. Nous présentons dans le deuxième
chapitre quelques méthodes usuelles d’estimations de l’exposant de Hurst(cite web de
Taqqu). Nous nous intéressons en particulier à la deuxième méthode de Robinson [60]
ainsi qu’à la méthode basée sur les ondelettes introduites par Abry et Veitch [2, 73],
nous utilisons ensuite la simulation du Monte Carlo pour vérifier empiriquement la
convergence et la normalité asymptotique de ces estimateurs.
Dans le chapitre trois, nous introduisons l’approche bayésienne pour le modèle de bruit
gaussien fractionnaire (BGF) avec une application sur des données artificielles et on
effectue une comparaison avec les méthodes d’estimations qui sont introduites dans
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le deuxième chapitre , ensuite et de la même manière et comme il a été mentionné
précédemment, on applique l’approche bayésienne sur les données réelles de la rivière
de Nil pour estimer l’exposant de Hurst, enfin on teste notre méthode sur deux types
de signaux, le premier concerne la série temporelle avec trous qui sont distribuées uni-
formément dans la série originale de la rivière de Nil, le deuxième est lié aux données
synthétiques des accroissements de processus de Levy α stable.
Les techniques utilisées dans l’estimation de l’exposant de Hurst sont basées sur la
méthode de régression linéaire donnée en l’annexe.

3



CHAPITRE I

LE MOUVEMENT BROWNIEN
FRACTIONNAIRE ET LE BRUIT

GAUSSIEN FRACTIONNAIRE

1 Introduction

Le mouvement Brownien fractionnaire(ou MBF), fut introduit par Mandelbrot et
Van Ness en 1968 comme une généralisation du mouvement Brownien standard. C’est
un processus stochatistique paramétré par H (0 < H < 1), appelé exposant de Hurst.
Le terme mouvement Brownien se réfère au nom du botaniste Robert Brown qui
observa en 1827 le mouvement irrégulier de particules de pollen en suspension dans
un liquide. Près d’un siècle plus tard, en 1923, Wiener proposait une formulation
mathématique décrivant ce mouvement. Le mouvement brownien fractionnaire a été
lui introduit par Kolmogorov en 1940 [37] dans son étude des spirales de Wiener
dans l’espace de Hilbert, Mandelbrot et Van Ness en 1968 l’on rendu célèbre. Le
processus de MBF est caractérisé par les propriétés suivantes : il est autosimilaire,
à accroisements stationnaires. Ces propriétés rendent son champ d’application très
vaste. Ainsi ce processus est employé dans différents domaines tels qu’en économie, en
biologie, ou encore dans les telécomunications (voir [67, 48, 47, 53] et leurs références)
Dans ce premier chapitre, nous donnons les définitions et les propriétés du MBF les
plus courantes, adaptées des références([24, 66, 65, 69, 67].
Définition 1 : Un processus stochastique X = (Xt)t ∈ T est une famille de variables
aléatoires Xt indexée par un ensemble T et définie sur un même espace de probabilité
(Ω,F ,P), à valeur dans un espace mesurable (E, E). Le processus est à valeurs réelles

4



I.2 Le Mouvement brownien fractionnaire

lorsque E = R où E = Rd En général (E, E) = (E,B(E)) tels que B(E) est la tribue
borélienne sur E [12, 15]. Un processusX(t, ω) notéXt(ω) dépend de deux paramètres :
t le temps et une variable aléatoire ω ∈ Ω.

– Pour t ∈ T fixé, ω ∈ Ω 7→ Xt(ω) est une variable aléatoire sur l’espace de
probabilité (Ω,F ,P)

– Pour ω ∈ Ω fixé, t ∈ T 7→ Xt(ω) est une fonction à valeur réelle, appelée
trajectoire (ou réalisation) du processus.

Lorsque T = N ou Z, le processus est dit en temps discret, et pour T = R+ ou R le
processus est en temps continu.
Définition 2 : Etant donné un processus stochastique (Xt)t∈T , les lois finies dimen-
sionnelles de X sont les lois de tous les vecteurs (Xt1 , ..., Xtn) pour t1, ..., tn ∈ T et
n ∈ N
Définition 3 : Un processus est dit gaussien si toutes ses lois finies dimensionnelles
l(Xt1 , ..., Xtn) sont gaussiennes (∀n ∈ N,∀t1, ..., tn ∈ T ). Autrement dit, X = (Xt)t est
gaussien si toute combinaison linéaire a1Xt1 + ...+anXtn suit une loi gaussienne (pour
tout n ∈ N, t1, ..., tn ∈ T et a1, ...an ∈ R).
Définition 4 Un processus gaussien est parfaitement défini par son espérance E(Xt)
et sa covariance cov(Xs, Xt).

2 Le Mouvement brownien fractionnaire

Définition : Soit 0 < H ≤ 1. Le mouvement brownien fractionnaire (MBF) de
l’exposant de Hurst H, noté (BH

t )t≥0 est le processus gaussien centré tel que :

BH(0) = 0.

de covariance :

ΣH(t, s) = Cov(BH
t , B

H
s ) = σ2

2 (t2H + s2H − |t− s|2H), t, s ≥ 0. (I.1)

où σ2 = V ar(BH
1 ) est appelée MBF standard dans le cas σ2 = 1.

Remarque : Dans le cas H = 1/2, le MBF correspond au mouvement brownien.
Ainsi, la covariance :

Cov(BH
t , B

H
s ) = min(s, t).

Avant d’exposer les principales propriétés du MBF, nous présentons ses représenta-
tions par les intégrales stochastiques, en terme de mouvement brownien standard. Les
démonstrations ainsi que l’ensemble des propriétés ne sont pas détaillés dans cette
thèse, ils peuvent être trouvées dans les références citées précédement.
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I.2 Le Mouvement brownien fractionnaire

Représentation du mouvement Brownien fractionnaire

Les formulations suivantes du MBF permettent de relier le MBF au mouvement
brownien standard (pour plus détails sur l’utilisation de ces expressions voir [67]).

a)Représentation par moyenne mobile

Mandelbrot et Van Ness [45] ont défini le MBF à travers l’intégrale de Wiener
suivante :

X(t) = σ
√
C1(H)

∫
R
((t− s)

H−
1
2

+ − (−s)
H−

1
2

+ )B(ds)

où C1(H) = Γ(2H + 1)sin(πH)
Γ(H + 1

2)2 , B est un mouvement brownien standard et pour

u ∈ R, (u)+ = max(0, u).

b) Représentation Harmonisable

La transformation de Fourier de la formule du MBF par moyenne mobile donne la
représentation en harmonique [66] suivante :

X(t) = 1
C2(H)

∫
R

eitξ − 1
|ξ|H+ 1

2
B̂(dξ)

où C2(H) =
( π

HΓ(2H)sin(Hπ)
)1/2

et B̂ est la transformée de Fourier du mouvement
brownien standar.

Propriété d’autosimilarité

Un objet est dit auto-similaire, si les propriétés statistiques de ses structures sont
identiques quelque soit l’échelle à laquelle on l’observe (voir [22]).
Définition Un processus {Yt, t ≥ 0} est auto-similaire de paramètre d’auto-similarité
H > 0 si pour tout a > 0 le processus {Yat, t ≥ 0} est caractérisé par la même distribu-
tion que le processus

{
aHYat, t ≥ 0

}
. On peut alors écrire Yat ' aHYt , où ' représente

une égalite des distributions de dimension finie, et on dira que Yt est H − ss (H self
similar).
On peut facilement vérifier que le processus MBF est auto-similaire en calculant ses
moment d’ordre 2. Figure I.1 illustre cette propriété dans le mouvement brownien
fractionnaire (pour a = 2).
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Figure I.1 – L’auto-similarité du mouvement brownienne fractionnaire

A accroissements stationnaires

La notion de stationnarité est très importante dans la prédiction de séries tem-
porelles. Un processus stochastique {Yt, t ≥ 0} est dit stationnaire si les distributions
jointes FY (yt1 , ..., ytn) sont invariantes par translation en temps, de telle sorte que :
FY (yt1+k, ..., ytn+k) = FY (yt1 , ..., ytn) pour tout k > 0, et quelque soient t1, ..., tn (voir
[12]). Le concept de stationarité faible ou du second ordre est caractérisé par les condi-
tions suivantes :

i) L’espérance ainsi que la variance du processus sont constantes au cours de
temps :E(Yt) = m,V ar(Yt) = σ2, ∀t ∈ N .

ii) La fonction d’autocovariance ne dépend pas du temps, elle ne dépend que de la
différence k entre les observations i.e : cov(Yt, Yt+k) = ρ(k).

Si l’une de ces conditions n’est pas vérifiée on dit que le processus est non-stationnaire.
Certains processus sont non-stationaires mais leurs accroissements sont stationnaires.
Tel est le cas, comme nous allons le voir dans la définition suivante, du mouvement
brownien fractionnaire. Les figures I.3,I.2 illustrent les différences entre processus sta-
tionnaires et processus non-stationaires mais dont les accroissements sont stationnaires.
Pour plus détails sur les caractéristiques des processus stationaires, se référer au cha-
pitre 4 du livre [3]
Définition Un processus {Yt, t ≥ 0} est dit à accroissements stationnaires, si pour tout
h > 0 le processus {Yt+h − Yh, t ≥ 0} et {Yt − Y0, t ≥ 0} ont la même distribution. On
écrit alors Yt+h − Yh ' Yt − Y0.
Remarque : Le mouvement brownien standard a des accroissements indépendants.
La formulation suivante relie processus autosimilaires et les processus stationnaires.
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I.3 Le bruit gaussien fractionnaire

Proposition : Soit Xt H-auto-similaire, alors le processus

Yt = etHX(et), t ∈ R

est stationnaire. Réciproquement, si le processus {Yt, t ≥ 0} est stationnaire, alors le
processus

X(t) = tHY (lnt), t ≥ 0

est H − ss.

3 Le bruit gaussien fractionnaire

Le bruit gaussien fractionnaire est parmi les processus les plus connus dans les
domaines de recherche. Avec le processus FARIMA(Fractionally Autoregressive In-
tegrated Moving Average) ils sont souvent utilisés pour détecter la présence de mé-
moire longue ou ’long range dependance’ dans les séries temporelles [51]. Par défi-
nition le processus

{
XH
i , i ≥ 1

}
discrétisé en temps est l’incrément du mouvement

brownien fractionnaire, on le nomme bruit gaussien fractionnaire (BGF) à savoir :
XH
i = BH

i+1 −BH
i , i ≥ 1.

Définition : Le bruit gaussien fractionnaire de paramètre 0 < H < 1 est un pro-
cessus stochastique gaussien centré stationnaire, sa fonction d’autocorrélation ρ(k) de
décalage où “lag” k est :

ρ(k) = Cov(XH
i , X

H
i+k) = σ2

2 ((k + 1)2H + |k − 1|2H − 2k2H), k ∈ N (I.2)

Remarque : Pour H = 1/2, ρ(k) = 0,∀k 6= 0, ρ(0) = σ2 et le bruit gaussien fraction-
naire s’appelle bruit blanc.

Propriétés des processus á mémoire longue

La présence de mémoires longue dans les séries temporelles permet de prédire les
réalisations futur à partir d’observations passées. Les séries temporelles qui possèdent
cette propriété sont dénommées séries persistantes. Pour ce type de série, la dépan-
dence entre observations actuelles et observations passées est très forte. Cette propriété
qui caractérise un grand nombre de phénomênes dans different domaines, est connue
depuis que l’hydrologyste Hurst (1951) l’ait mise en évidence à partir d’une étude
qu’il mena sur l’évolution en temps du niveau d’eau du Nil. Une des conséquences
directes de cette propriété de mémoire longue d’un processus stochastique, est que la
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I.3 Le bruit gaussien fractionnaire

fonction d’autocorrélation du processus décroit lentement vers zéro. A l’inverse, un
processus à mémoire courte sera caractérisé par une fonction d’autocorrélation ten-
dant très rapidement vers zéro. Finalement certains processus sont à mémoire nulle,
c’est à dire que chaque observation est totalement indépendante l’une de l’autre, tel
est le cas pour le bruit blanc. Un processus à mémoire longue peut être caractérisé
par sa fonction d’autocorrélation, exprimée dans le domaine réel ou spectrale. Nous
introduisons à présent les définitions de la fonction d’autocorrélation les plus utilisées
selon la littérature [47, 78, 16]. Pour plus de détails, voir le livre [8].

a) Domaine temporel

Définition : Un processus stationnaire Xt d’ordre 2 est a mémoire longue si sa
fonction d’autocorrélation ρk décroît vers zéro de manière hyperbolique lorsque le
retard augmente de la manière : ρ(k) ∼ ck−α quand k →∞ pour c > 0 et 0 < α < 1,
où ∼ représente l’équivalence asymptotique qui signfie :

lim
k→∞

ρk
ck−α

= 1

Par conséquent, la série des autocorrélations est divergente i.e :

∑
k∈N

ρ(k) = +∞

La transformation de Fourier de la fonction d’autocorrélation permet de trouver une
autre définition du processus à longue mémoire dans le domaine spectral.

b)Domaine spectral

Définition Un processus stationnaire Xt et un processus à mémoire longue s’il
existe un nombre réel β, 0 < β < 1 et une constante a, a > 0, vérifiant :

lim
λ→0

f(λ)
a|λ|−β

= 1

avec f(λ), la densité spectrale (la transformation de Fourier de la fonction d’autocova-
riance). Comme on peut l’observer, la densité spectrale présente un pôle à la fréquence
zéro.
Pour un processus à mémoire courte, la fonction d’autocorrélation associée décroit de
manière exponentielle, ainsi la densité spectrale est finie à l’origine et la série des au-
tocorrélations est finie i.e :∑k∈N ρ(k) <∞.
Remarque La fonction d’autocorrélation du BGF peut s’écrire sous la forme [23] :ρ(k) =
1
2k

2Hh(1/k) pour k ≥ 1 ou h(x) = (1−x)2H − 2 + (1 +x)2H ainsi le développement de

9
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Taylor autour de l’origine de cette fonction donne pour H 6= 1/2 la relation asympto-
tique suivante :

ρ(k) ∼ H(2H − 1)k2H−2 (I.3)

La densité spectrale pour le processus BGF est donnée par [66] :

f(λ) = CH(2sinλ2 )2
∞∑

k=−∞

1
|λ+ 2πk|2H+1 ∼ CH |λ|1−2H quand λ→ 0 (I.4)

où, CH est une constante.
Les relations I.3, I.4 montrent que le bruit gaussien fractionnaire (les accroissement
du mouvement brownien fractionnaire) est capable de détecter la présence de mémoire
longue dans les séries temporelles selon les valeurs de l’exposant de Hurst H.

i) Si H = 1/2, les autocorrélations sont nulles, la densité spectrale est constante
et le processus n’a aucune dépendance à long terme.

ii) Si 0 < H < 1/2 les autocorrélations sont positivement corrélées, le processus
est à mémoire longue, on dit alors qu’il est persistant.

iii) Si 1/2 < H < 1 les autocorrélations sont négativement corrélées, le processus
est à mémoire courte, on le qualifie alors d’antipersistant.

4 Méthode de simulation

Nombreuses méthodes ont été proposées dans la littérature pour la simulation de
FBM, ainsi que du BGF. Ces méthodes dites exacte sont basées sur la matrice de
covariance, il s’agit : de la méthode de Wood et Chan, la méthode de décomposi-
tion de Cholesky, la méthode de Levinson. dans tous ces cas la covariance du modèle
continu coîncide avec la covariance du modèle dans le cas discrétisé (voir les thèses
suivantes : [23, 17]), dans le cas où la covariance est approximative on trouve d’autre
méthodes dites approximatives qui sont basées sur les ondelettes, la densité spectrale,
la reprs̀entation stochastique [10, 17, 18] ainsi que d’autre méthodes [54]. Pour notre
travail nous utilisons la décomposition de cholesky.

Décomposition de Cholesky

Soit Σ = Γ(ti, tj) la matrice de covariance du MBF standard discrétisé en temps
avec ti = i, tj = j, pour i, j = 1, ..., N − 1. D’après la formule I.1, la matrice de cova-
riance est une matrice symétrique et définie positive, elle peut donc être décomposée
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I.5 Exemple des processus non gaussiens auto-similaires à accroisements
stationnaires

par la méthode de Cholesky de telle sorte que :

Σ = LLt

où L est une matrice triangulaire inférieure. Si Z est un vecteur de N − 1 variables
aléatoires gaussiennes indépendantes centrées réduites, alors le vecteur (0, (LZ)t)t dé-
finit une trajectoire de longueur N d’un MBF aux instants (0, t1, ..., tN−1). De la même
manière pour générer un signal de BGF aux instants 0, 1, ..., N − 1, on remarque que
la matrice de covariance de la formule I.2 est de la forme :

Σij = ρ(i− j)i,j=0,1,...,N−1.

Ainsi le vecteur LZ, où L est la matrice triangulaire inférieure issue de la décomposition
de Cholesky de la matrice de covariance Σij du BGF, définit une trajectoire du BGF
aux instants désirés. Les Figures ?? représentent des exemples de la simulation du
MBF et du BGF respectivement pour les exposants de Hurst H = 0.3, H = 0.5, H =
0.8. Voici maintenant des exemples des processus non gaussiens auto-similaires à
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Figure I.2 – Simulation du bruit gaussien fractionnaire par décomposition du cholesky

accroisements stationnaires.

5 Exemple des processus non gaussiens auto-similaires
à accroisements stationnaires

Parmi les processus qui ont des applications dans divers domaines sont les proces-
sus qui ont une distribution stable dits aussi processus de Levy α stable en particulier
en finance ou l’hypothèse du gaussiennité dans les séries des données est rejetée (les
données empiriques de rendement de marché) [27], par le fait que celle ci dépend de
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Figure I.3 – Simulation du mouvement brownienne fractionnaire par décomposition du
cholesky

deux paramètres la moyenne µ et la variance σ qui est finie par contre les processus
de Levy α stable dépend de quatre paramètres (α, σ, β, µ) le premier paramètre α dé-
signe l’épaisseur des queues de distribution, le paramètre β est le skwness qui mesure
l’assymetrie de distribution, les deux autres paramètres σ ,µ jouent le rôle respecti-
vement de la variance et de la moyenne dans la distribution gaussienne. La propriété
de sabilité qui signfie la somme des deux variables aléatoires indépandentes ayant des
distributions stables avec indice de stabilité α reste aussi une distribution stable avec
le même indice de stabilité α. Autre propriété intéressante qui est l’auto-similarité avec
l’indice d’auto-similarité est H = 1

α
. Notons que le processus de Levy α stable est une

généralistation du processus gaussien(quand α = 2). Nous donnons brièvement des
définitions élémentaires pour les processus de Levy α stables et pour plus détails voir
les références ([4, 49, 50, 42]).
Distribution stable : Une variable aléatoire X est dite de distribution α stable s’il
existe α ∈]0, 2], β ∈ [−1, 1], σ ≥ 0 et µ ∈ R telle que la fonction caractéristique de la
variable aléatoire X, soit de la forme :

E(eiθX) =

 exp(−σα|θ|α[1− iβ tan πα
2 (sign(θ)) + iµ]) α 6= 1

exp(−σ|θ|[1 + iβ 2
π
(sign(θ)) ln |u|] + iµ) α = 1

(I.5)

avec E(.) est l’espérance mathématique et

signθ =


1 si θ > 0
0 si θ = 0
−1 si θ < 0
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stationnaires

La distribution stable de quatre paramètres (α, σ, β, µ) notée par Sα(σ, β, µ) tel que le
paramètre α s’appelle indice de stabilité, σ est le paramètre d’échelle (dit aussi para-
mètre de dispersion), β est le paramètre d’asymétrie (le skwness), la valeur négative
de β ou positive signifie que la distribution est décalée vers la gauche ou vers la droite
respectivement et µ est le paramètre de localisation.

– Pour β = µ = 0 la distribution α stable est dite symétrique et on note X ∼ SαS

et la fonction caratéristique devient simplement

E(eiθX) = exp(−σα|θ|α) (I.6)

Le mouvement de Levy α stable

Le mouvement α stable est le processus stochastique Lα,βt qui vérifie les propriétés
suivantes [9] :

– L(0) = 0 presque sûrement (p.s)
– Les incréments sont indépendants, tels que L(t)−L(s) ∼ Sα((t− s) 1

α , β, 0) pour
tout 0 ≤ s < t < ∞ et 0 < α ≤ 2,−1 ≤ β ≤ 1, si β = 0 le mouvement est dit
symétrique.

Nous présentons dans ce qui suit la méthode de la simulation, nous commençons tout
d’abord par une variable aléatoire á distribution α stable.

Simulation d’une variable aléatoire á distribution α stable

La difficulté de trouver la forme explicite de la fonction de densité pour une va-
riable aléatoire (seulement pour certains cas α = 1

2 , 1, 2 respectivement, distribution de
Levy, Cauchy et distribution gaussienne) pose un problème de simulation et différentes
méthodes ont été proposées dans la litérature voir [39]. La propriété de la stabilité per-
met de simuler une variable aléatoire(Y ∼ Sα(β, σ, µ)) à partir de la simulation d’une
variable aléatoire X telle que X ∼ Sα(1, β, 0) avec Y défini par la dernière expression
dans l’algorithme ci-dessous. La simulation se fait en quatre étapes[74, 75]

1. Générer une variable aléatoire U de distribution uniforme sur ]− π
2 ,

π
2 [.

2. Générer une variable aléatoire W de distribution exponentielle de moyenne 1 et
indépendante de U .

3. Pour α 6= 1 calculer

X = S(α, β)sinα(U +B(α, β))
(cosU) 1

α

cos
(U − α(U +B(α, β))

W


1−α
α
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stationnaires

tels que :
S(α, β) = 1 + β2 tan2(πα2 )

B(α, β) =
arctan(β tan(πα2 ))

α

4. Pour α = 1 calculer :

X = 2
π

(π2 + βU) tanU − β ln(
π
2W cosU
π
2 + βU

)

5. Poser :

Y =


σX + µ pour α 6= 1

σX + 2
π
βσ ln σ + µ pour α = 1

Pour une variable aléatoire symétrique X ∼ SαS(β = 0, alors l’algorithme se réduit
en trois étapes et l’expression de X devient simplement :

X = sinαU
(cosU) 1

α

cos
(1− α)U

W


1−α
α

Méthode de simulation

La méthode de simulation du mouvement de Levy α stable est basée simplement sur
l’approximation du mouvement avec la marche aléatoire [52, 64, 19, 55]. En effet, pour
simuler X(t1), ..., X(tn) pour un nombre de temps fixé t1, ..., tn en suivant l’algorithme
donné en [19].

1. générer n variables aléatoires Ui indépendantes et identiquement distribuées selon
la loi uniforme sur l’intervalle ]− π

2 ,
π
2 [.

2. générer n variables aléatoires Wi indépendantes et identiquement distribuées
selon la loi exponentielle.

3. Pour tout i = 1, ..., n calculer :

∆Xi = (ti − ti−1) 1
α

sinαUi
(cosUi)

1
α

cos
(1− α)Ui

W


1−α
α

avec t0 = 0
4. Poser

X(ti) =
i∑

k=1
∆Xk

Un simple code en R pour la simulation du mouvement de Levy α stable se trouve dans
la référence suivante [68], (page 136). La figure I.4 présente un exemple de simulation
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I.6 Données réelles de la rivière de Nil :

obtenu par code de python.
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Figure I.4 – Simulation du mouvement de Levy α stable avec ses accroisements

6 Données réelles de la rivière de Nil :

Historiquement, Hurst a mesuré les niveaux d’eau pour les années 622-1281 A.D
dans la rivière de Roda Guge prés du Caire. Ces données sont disponibles dans le site
web :http ://lib.stat.cmu.edu/S/beran, ensuite Mandelbrot et all[45] ont introduit le
bruit gaussien fractionnaire comme un modèle de cette série temporelle. La Figure
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Figure I.5 – La fonction d’autocorrelation du données réeles de la revière du Nil.
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Figure I.6 – Les données réelles de la revière du Nil avec sa série integrée

I.5 montre que la fonction d’autocorelation décroit lentement lorsque le décalage aug-
mente, ce qui signifie que l’exposant de Hurst doit être dans l’intervalle H ∈]1

2 , 1[.
La figure I.6 illustre les données réelles de la rivière de Nile avec sa sèrie intégrée qui
s’obtient par l’expression suivante :

L(k) =
i=k∑
i=1

(Xi − X̄), k = 1, . . . , N (I.7)
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I.7 Conclusion :

7 Conclusion :

Dans ce chapitre, on a présenté les notions mathématiques élémentaires nécessaires
pour le mouvement brownien fractionnaire comme un exemple de processus gaussien
auto-similaire à accroisemments stationnaires, qui s’appelle le bruit gaussien fraction-
naire. On a présenté aussi la méthode de simulation, où on a choisit la méthode de
décomposition de cholesky. On a introduit également un exemple de processus non
gaussien qui possède la même propriété du mouvement brownien fractionnaire, c’est
le processus de Levy α stable et la méthode de simulation de ce type de processus.
De plus on a donné un exemple dans le domaine d’application en hydrologie modélisé
par le bruit gaussien fractionnaire, c’est les données historiques de la rivière du Nil
mesurées près du Cairo pour les années 622-1281 A.D.
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CHAPITRE II

MÉTHODE D’ESTIMATION DE
L’EXPOSANT DE HURST

1 Introduction

L’exposant de Hurst caractérise les processus auto-similaires ainsi que les processus
à mémoire longue ce qui explique les différentes méthodes qui ont été proposées dans la
littérature pour l’estimer, depuis le hydrologyste Hurst qui a introduit la méthode de
l’analyse des étendues normalisées (rescaled range analysis) notées R/S. Ces méthodes
peuvent se regrouper en trois catégories :

1. Les méthodes spectrales : log périodogramme [30], estimateur de Whittle [77].
2. Les méthodes basées sur les ondelettes : la méthode d’ondelette de vraisemblance
maximale (Wavelet maximum Likelihood, WML) [46], la méthode d’Abry-Veitch
[2, 73].

3. Les méthodes temporelles : la méthode des variances agrégées [70], la méthode
d’analyse des fluctuations redressées (Detrended Fluctuation Analysis, DFA) [53,
31].

Dans le but de faire une comparaison avec la méthode Bayésienne introduite dans le
troisième chapitre. On s’intéresse ici à appliquer quelques méthodes populaires d’esti-
mations de l’exposant de Hurst, sur le modèle de bruit gaussien fractionnaire avec une
application sur les données réelles de la rivière du Nil. Notons que plusieurs méthodes
sont déjà appliquées sur ce modèle ainsi que le modèle FARIMA(0, d, 0), où d est le
paramètre de différenciation fractionnnaire (voir l’annexe pour la définition), ce para-
mètre d est lié à l’exposant de Hurst par la relation d = H − 1

2 . Dans le but d’avoir la
performance de ces estimateurs, à titre d’exemple les études de Taqqu et all [70], où ils
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II.1 Introduction

ont généré 50 réalisations indépendantes des échantillonnages de longueur N = 10.000
pour l’exposant de Hurst qui varie entre 0.1 et 0.9 avec un pas 0.1. Les deux types de
processus sont simulés par l’algorithme de Durbin-Levinson, la description de cet al-
ghoritme se trouve dans les références [70, 13, 32]. Les méthodes qui sont testées sont :
l’analyse R/S, la méthode de la variance agrégée, la méthode des valeurs absolues de la
série agrégée, la méthode de Higuchi, la technique des résidus, la méthode de Geweke
et Porter-Hudak (GPH), la méthode du périodogramme, le périodogramme modifié et
l’estimateur de Wittle. Pour les codes de programmation de ces méthodes, voir le site
web de Taqqu.
Divers auteurs ont été intéressés á faire une comparaison des estimateurs appliqués
sur les deux modèles avec des résultats théoriques sur les propriétés asymptotiques de
ces estimateurs [57, 56, 51].
Dans ce chapitre, on s’intéresse à appliquer la deuxième méthode de Robinson [60] et
la méthode d’Abry et Veitch [2, 73]. L’avantage de ces méthodes est de donner en plus
du point d’estimation Ĥ, l’intervalle de confiance que d’autres méthodes ne pouvaient
le faire car ils souffrent de l’absence de cette propriété (analyse de R/S, la méthode de
la variance agrégée, la méthode du périodogramme). En outre, Abry et Veitch [2, 73],
Robinson [60] ont prouvé que ses estimateurs sont efficaces et asymptotiquement sans
biais. Par ailleurs plusieurs travaux ont montré que l’estimateur d’Abry et all est le
méilleur estimateur par rapport aux autres [35]. En plus, on introduit quelques mé-
thodes en mentionnant quelques résultats obtenus dans les références [8, 63, 51, 35, 57].
La simulation du processus de bruit gaussien fractionnaire est effectuée par la méthode
de Cholesky. Avant de commencer la présentation des méthodes qui nous intéressent
dans ce chapitre, nous donnons quelques notions sur les critères d’un estimateur qui
permettent de connaître le bon estimateur.

Qualités d’un estimateur

Nous citons ici quelques critères qui garantissent la qualité d’un estimateur.
Estimateur sans biais : Un estimateur Ĥ du paramètre H est dit sans biais(ou non
biaisé) lorsque son espérance mathématique est égale à la valeur vraie du paramètre
H. Autrement dit, le biais d’un estimateur est la différence entre sa valeur moyenne
et la vraie valeur que l’on veut estimer.

bĤ = E(Ĥ)−H
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II.2 La méthode du Hurst(R/S)

Généralement, on recherche un estimateur sans biais. L’estimateur est dit asymptoti-
quement non biaisé si le biais diminue lorsque la taille n de l’échantillon augmente :

lim
n→+∞

E(Ĥ) = H

Estimateur efficace : La variance de l’estimateur Ĥ est la quantité suivante qui doit
être minimisée.

varĤ = E((E(Ĥ)− Ĥ)2)

Estimateur consistant

Un estimateur est dit consistant si le biais et la variance tend vers zéro lorsque le
nombre d’observations tend vers l’infinie.

2 La méthode du Hurst(R/S)

Cette méthode est appelèe analyse des étendues normalisées ou bien Rescaled
Range Analysis (R/S), qui a été introduite par Hurst en 1951 [34], elle a été mo-
difiée par Lo en 1991 [41]. Pour une série temporelle : X(i), i = 1, ..., n, de moyenne
X̄ = n−1∑n

i=1X(i), la statistique R/S se définit comme l’étendue R de la série centrée
et intégrée Y (k) = ∑k

j=1(Xj − X̄), k = 1, ..., n normalisée au moyen d’une division par
l’écart type S de la série originale, telle que : S2 = n−1∑n

j=1(Xj − X̄)2. L’étendue R
est définie comme la différence entre le maximum et le minimum de la série Y (k) qui
s’écrit comme suit :

R = max
1≤k≤n

k∑
j=1

(Xj − X̄)− min
1≤k≤n

k∑
j=1

(Xj − X̄)

La statistique R/S est donnée par le rapport R/S = R
S
. Hurst a trouvé que cette

statistique dépend de la longueur de l’échantillonnage n par l’expression suivante :

(R/S)n ∼ cnH

pour n→∞ et c une constante positive qui ne dépend pas de n.
Alors la détermination de H par la statistique R/S se procède comme suit [76] :

– On divise la série originale de longueur N en d bloc de taille n.
– Pour chaque bloc m,m = 1, ...d, on calcule la statistique Rm/Sm.
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II.2 La méthode du Hurst(R/S)

– On calcule la moyenne empirique de Rm/Sm, pour tout les blocs de taille n.

(R/S)n = d−1
m=d∑
m=1

Rm/Sm

– Pour un ensemble des valeurs de n, on trace le graphe log(R/S)n en fonction de
log(n).

– On détermine la pente de la droite dont l’expression est : log((R/S)n) = c +
H.log(n) par la méthode des moindre carrés ordinaires.

L’inconvénient majeur de cette méthode est qu’on ne peut pas distinguer la série de
mémoire courte, à cause de cette difficulté, la méthode a étè modifiée par Lo (1991)
[41], appelée R/S modifiée. Par contre cette méthode peut détecter la présence de
mémoire longue dans une série temporelle non gaussienne [5].

Application

a)Données artificielles

Cette méthode est déjà appliquée sur un échantillonnage du bruit gaussien fraction-
naire du taille N=10.000, pour les valeurs de H ∈ {0.5, 0.6, 0.7.0.8, 0.9}. Nous citons
ici les résultats obtenus dans la référence [63], qui sont illustrés dans le tableau II.1
suivant :

H ĤR/S

0.5 0.51
0.6 0.61
0.7 0.67
0.8 0.77
0.9 0.87

Tableau II.1 – Estimation de l’exposant de Hurst pour BGF pour N=10.000 avec R/S

b)Données réelles de la rivière de Nil

Notons ici que Beran [8] a mentionné l’inconvenient de cette méthode qui réside
dans la difficulté de choisir le point seuil pour le calcul de l’exposant de Hurst comme
par exemple pour les données réelles de la rivière du Nil, pour les trois choix sui-
vants :K ≥ 10, K ≥ 50 etK ≥ 100, avec K, la taille du bloc. Les exposants de
Hurst Ĥ sont respectivement 0.856, 0.910, 0.972 et 1.174, où la dernière valeur est à
l’éxterieur de l’intervalle ]0, 1[ (les valeurs possibles de H).
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II.3 Méthode de la variance agrégée

3 Méthode de la variance agrégée

L’idée principale de cette méthode est de diviser la série temporelle originale
X(i), i = 1, ..., N en N

m
blocs de taille m, où N est le nombre d’observations : Pour

chaque bloc du taille m, on calcule la série X(m)(k)

X(m)(k) = 1
m

km∑
i=m(k−1)+1

X(i), k = 1, 2, ...N
m

On calcule ensuite la variance de cette série X(m)(k) :

var(X(m)) = 1
N/m

.
N/m∑
k=1

(X(m)(k)− X̄)2

On répète cette procédure pour différentes valeurs de m. D’aprè la relation asympto-
tique suivante :[47]

var(X(m)) ∼ c.m2H−2

où c est une constante.
Alors l’estimation de l’exposant de Hurst est obtenu en faisant la régression linéaire
de log(var(X(m))) sur log(m).

4 Périodogramme

La méthode de périodogramme est une méthode très connue parmi d’autres mé-
thodes appliquées dans le domaine spectrale, cette dernière a été introduite par Schus-
ter en 1898 [6]. Le périodogramme pour la fréquence λ d’une série temporelle Xj, j =
1, ..., N [70, 61] est défini par l’expression suivante :

I(λ) = |TFX |2

avec TFX est la transformation de Fourier discrète, qui est définie de la façon suivante :

TFX(λ) = (2πN)−1/2
N∑
j=1

Xjexp(−ijλ)

Où i2 = −1. Cette méthode est dite méthode de Périodogramme classique. Comme
on a vu dans le chapitre 1, la densité spectrale du bruit gaussien fractionnaire f(λ)
est proportionelle à |λ|1−2H pour λ proche de l’origine. En général, I(λ) est calculé
pour les fréquences λj = 2πj

N
avec j = 1, ..., [N−1

2 ]. Où [] désigne la partie entiére.
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II.4 Périodogramme

Donc, la régression linéaire du logarithme du périodogramme sur logarithme de la
fréquence donne la pente qui est égale à 1− 2H [8]. Remarque : Le périodogramme
est un estimateur biaisé, c’est un estimateur non consistant pour la densité spectrale
de la puissance(dsp) puisque la variance ne tend pas vers zéro lorsque la taille de
l’échantillon augmente [14]. Plusieurs méthodes existent pour diminuer la variance du
périodogramme et réduire le biais de cet estimateur, l’une des méthodes est d’intégrer
la fonction du périodogramme en utilisant le périodogramme cumulé. Cette nouvelle
fonction doit être proportionelle à c.λ2−2H , pour plus de détails sur d’autres versions
du périodogramme voir le cite web de Taqqu.

Application

Premièrement nous voulons vérifier que la méthode de périodogramme cumulé ré-
duit le biais par rapport à la méthode du périodogramme classique, pour cette raison
nous appliquons les deux types de la méthode du périodogramme pour un signal de
bruit gaussien fractionnaire pour différents longueurs de la série N = 256 et N = 1000,
et pour nominal H = 0.8. Ensuite pour les données réelles de la rivière de Nil, on a
utilisé les mêmes structures de code du périodogramme en R introduit par le Prof
Murad Taqqu en python, où il a proposé de prendre le pourcentage des fréquences
10% [70].

Tableau II.2 – Estimation de l’exposant de Hurst pour BGF artificielle avec H=0.8 par
périodogramme classique et cumulé

n Ĥ Périodogramme classique Ĥ Périodogramme cumulé
n=256 1.012726 0.7696
n=1000 0.956 0.823

Les résultats obtenus sont illustrés dans le tableau II.2 La figure II.1 ci-dessous
montre la régression linéaire pour la donnée artificielle du bruit gaussien fractionnaire
pour un nombre d’observations N = 1000 et H = 0.8. Remarquons ici que dans les
deux types de la méthode du périodogramme, les résultats dépendent de la longueur
de la série, la plus grande taille de l’échantillon réduit le biais.

Données réelles de la rivière du Nil

Pour les données réelles de la revière de Nil, on remarque qu’il y a une amélioration
dans la valeur de H, la méthode du périodogramme classique pour le choix 10% des
fréquences donne une valeur à l’extérieur de l’intervalle ]0, 1[, par contre la méthode
du périodogramme cumulè donne une valeur admissible, comme il est mentionné dans
le tableau II.3 suivant :
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Figure II.1 – Régression linéare pour la méthode du périodogramme classique (a) et cumulé
(b), pour le bruit gaussien fractionnaire pour N = 1000 et H = 0.8

Tableau II.3 – Estimation de l’exposant de Hurst pour les données réelles de la revière du
Nil.

Méthode Ĥ
Périodogramme classique 1.049
Périodogramme cumulè 0.8290
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Figure II.2 – Régression linéare pour la méthode du périodogramme classique (a) et cumulé
(b) pour les données réeles de la revière du Nil.

Figure II.2 montre que la régression linéaire pour les données réelles de la rivière
du Nil, pour les deux méthodes. Les résultats obtenus pour les deux méthodes pour
une seule réalisation ne conduit pas à dire que la méthode du périodogramme cumulé
est meilleure que la méthode du périodogramme classique, ainsi nous voulons voir la
distribution asymptotique pour les deux méthodes.
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II.5 Méthode de Robinson

On génére un échantillonnage de longueur N = 1000, H = 0.6 et pour un nombre
R = 10.000 de réalisations, en visualisant la distribution de l’échatillonnage à l’aide
de densité du noyaux gaussien (Gaussian kernel density notée GKD) qui est une gé-
néralisation de l’histogramme [79].
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Figure II.3 – Comparaison des densités du noyau Gaussien entre la méthode du périodo-
gramme classique et cumulé pour le BGF pour H = 0.6, N = 1000 et un nombre R = 10.000
de réalisations .

Les résultats sont présentés dans la figure II.3 ci-dessus, celle-ci nous montre que la
méthode du périodogramme classique est positivement biaisée, par contre la méthode
du péridogramme cumulé est négativement biasée, cette dernière réduit la variance
mais le biais reste plus grand que la méthode classique, nos résultats (avec un biais
minimum) coîncident avec les résultats dans la référence [70], où la méthode du pé-
riodogramme classique a un biais minimum et une variance minimale par rapport à la
méthode du périodogramme modifiée.

5 Méthode de Robinson

Deux méthodes sont proposées par Robinson dans son travail [61, 60] pour estimer
l’exposant de Hurst, la première méthode est une modification de l’estimateur du
Geweke et Porter-Hudak (GPH) [30].
L’application de cette méthode ainsi qu’une comparaison avec la méthode bayésiennre
et la méthode d’Abry et Veitch est réalisée dans notre article [7] et dans le travail [42].
Robinson [60] a montré que la deuxième méthode est asymptotiquement plus efficace
par rapport à la méthode de GPH et à la première mèthode. En outre, l’application de
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II.5 Méthode de Robinson

ces trois méthodes avec une comparaison sur le modèle de bruit gaussien fractionnaire
simulé par l’algorithme de Davies et Harte [21] est réalisée dans son travail pour
différents longueurs de l’échantillon N = 64, 128, 256 et pour H varie de 0.1 a 0.9 avec
un pas 0.2 et pour 5000 simulations du Monte Carlo. En outre l’auteur a appliqué cet
estimateur pour les données historiques de la rivière du Nil, où il a trouvé des résultats
différents et qui dépendent du choix du paramètre m dans l’équation ci-dessous II.3,
telle que la croissance de m donne la décroissance dans la valeur estimée de l’exposant
de Hurst (voir [60] pour plus de détails).Pour l’application des deux méthodes sur le
modèle de FARIMA(p,d,q) voir [51]. Pour le processus simple FARIMA(0,d,0)

Première méthode

Cette méthode [61] est basée sur log périodogramme, l’élimination des l premières
basses fréquences λ1, ...λl dans la version simple de l’équation de l’estimateur proposée
par GPH qui est donnée par l’équation II.1, qui donne ainsi la première méthode de
Robinson [60], qui décrite par l’équation II.2.

d̂GPH =
∑m
j=1(yj − ȳ)log(I(λj))∑m

j=1(yj − ȳ)2 (II.1)

avec I(λj), le périodogramme classique,

yj = −log(4 sin2(λj/2))

et
ȳ = m−1

m∑
j=1

yj

Donc l’estmateur de Robinson

d̂Rb =
∑m
j=l+1(yj − ȳ)log(I(λj))∑m

j=l+1(yj − ȳ)2 , 0 ≤ m < l < n (II.2)

Où
ȳ = (m− l)−1

m∑
j=l+1

yj

Le paramètre d est lié à l’exposant de Hurst par la relation d = H − 1
2 . L’auteur [61] a

montré sous certaines conditions et sous l’hypothèse de gaussianité du processus, les
propriétés statistiques de cet estimateur : la convergence et la normalité asymptotique.
Par contre la difficulté de cet estimateur est l’absence d’un critère de choix optimal
des paramètres l et m.
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Deuxième méthode

Cet estimateur est un estimateur semiparamètrique gaussien [60] pour le para-
mètre H dans le modèle paramètrique f(λ) = G|λ|1−2H , G ∈]0,+∞[ et H ∈]0, 1[ et
contrairement à la première méthode, cet estimateur ne suppose pas la gaussianité du
processus. L’estimation par cette méthode se déroule comme suit : pour une fonction
définie par l’expression suivante :

R(H) = logĜ(H)− (2H − 1) 1
m

m∑
j=1

logλj (II.3)

tel que Ĝ est l’estimateur de G, qui est défini comme suit :

Ĝ(H) = 1
m

m∑
j=1

λ2H−1
j Ij (II.4)

Où Ij = I(λj), le périodogramme classique. L’estimateur Ĥ est donné par :

Ĥ = argminH∈ΘR(H) (II.5)

avec Θ = [∆1,∆2], ∆1,∆2 qui sont choisis arbitrairement entre 0 et 1 tels que 0 <

∆1 < ∆2 < 1. Avec le choix m = N
2 pour N pair, m = N−1

2 pour N impair, avec N
la taille de l’échatillon. Par ailleurs la normalité asymptotique de cet estimateur est
assurée par l’expression suivante :

m
1
2 (Ĥ −H)→ N (0, 1/4) (II.6)

où N (0, 1/4) désigne la loi normale centrée de variance 1/4.

Application

Nous nous intéressons ici à appliquer la deuxième méthode de Robinson pour dif-
férents longueurs de la série. On va vérifier la compatibilté des résultats empiriques
avec les résultats théoriques. De plus dans le travail de Robinson [60], on choisit de si-
muler le BGF pour différentes tailles de l’échantillonnage suivants : N = 70, 256, 1000
et via la simulation du Monte et Carlo, nous répetons l’expérience avec un nombre
R = 10.000 de réalisations pour voir la distribution de l’échantillonnage, la figure II.4
illustre les histogrammes pour le Nominal H = 0.7 de cet estimateur.
On remarque que les résultats s’améliore (avec un minimum biais et une variance mi-
nimale) lorsque la taille de l’échatillonnage augmente, ainsi que la normalité asymp-
totique de cet estimateur.
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(b) N = 256
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(c) N = 1000
Figure II.4 – L’histogramme de la deuxième méthode de Robinson pour un BGF avec
H = 0.7, et N = 70(a), 256(b), 1000(c) et pour un nombre R = 10.000 de réalisations.

Tableau II.4 – Estimation de l’exposant de Hurst par la deuxième méthode de Robinson.

Nominal H ĤRob Intervale de Confiance 95%
0.1 0.1 [0.056,0.144]
0.2 0.142 [0.098,0.186]
0.3 0.268 [0.224,0.312]
0.4 0.422 [0.3785,0.466]
0.5 0.534 [0.491,0.578]
0.6 0.633 [0.5888,0.676]
0.7 0.696 [0.6518,0.739]
0.8 0.857 [0.813,0.902]
0.9 0.927 [0.883,0.971]
Les données reélles de la rivière du Nil 0.871 [0.825,0.912]

En plus, nous testons cette méthode pour une seule réalisation pour N = 1000 et
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H varie entre 0.1 et 0.9 avec un pas de 0.1 et pour chaque valeur de H, on calcule
l’intervalle de confiance qui réduit la relation ci-déssus de la normalité asymptotique
(II.6) de cet estimateur. Le tableau II.4 présente ces résultats.
On remarque ici que pour H ≥ 0.4, l’estimateur est sur-estimé (sauf pour une seule va-
leur H = 0.7) avec une marge de l’erreur entre ∆H = Ĥ −H = 0.022 et ∆H = 0.057,
par contre les autres valeurs sont sous-estimées, la vraie valeur de l’exposant de Hurst
(sauf pour H = 0.1) est estimávec une marge de l’erreur qui ne dépasse pas 0.06. On
peut déduire ici que la valeur estimée de l’exposant de Hurst pour les données de la
rivière du Nil Ĥ = 0.871 est sur-estimé.
On constate ici que les choix des paramètres m,∆1,∆2 jouent un rôle important dans
cet estimateur, et ceci influe sur les résultats d’estimations.

6 Méthode basée sur les ondelettes introduite par
Abry et Veitch :

Cette méthode a été introduite par Abry et Veitch en 1998[2], qui est basée sur
la décomposition en ondelettes discrètes, plus Précisément sur la régression linéaire
de la variance des coefficients d’ondelettes, avec le choix de l’ondelette de Daubechie.
Abry et Veitch [2] ont prouvé que cet estimateur est asymptotiquement sans biais avec
une variance minimale ainsi que la présence de la tendance polynomiale dans la série
temporelle qui est sans effet sur l’estimation de l’exposant de Hurst par le fait que
l’ondelette mère choisie présente un nombre convenable des moments nuls.Veitch et
Abry[73] ont amilioré cet estimateur par une petite correction sur le biais, qu’on va
introduire ici.
Tout d’abord, nous introduisons les notions de base des ondelettes pour plus de détails
voir la référence [20].
Définition : Une ondelette est une fonction ψ de L2(R) oscillante de moyenne nulle
et a support finie,i.e : ∫ +∞

−∞
ψ(t)dt = 0

et doit remplir la condition d’admissibilité.
Condition d’admissibilité : La condition d’admissibilité est donnée par

Cψ =
∫ ∞

0

|ψ̂(ξ)|2
ξ

dξ < +∞

où ψ̂ désigne la transformée de Fourier de ψ.
Condition de la régularité : L’ondelette mère ψ verifié la propriété que les moments
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d’ordre N sont nuls si est seulement si :
∫
tkψ(t)dt ≡ 0, k = 0, ...N − 1

Exemple d’ondelette : L’ondelette mère de Haar est la plus simple, c’est une fonction
constante par morceaux, définie par l’expression suivante :

ψ(t) =


1 si 0 ≤ t < 1/2
−1 si 1/2 ≤ t < 1

0 sinon

a)La transformation en ondelette continue :

La transformation en ondelette continue de la fonction x(t) est donnée par la for-
mule suivante :

Wx(a, b) = 1√
a

∫ +∞

−∞
x(t)ψa,b(t)dt

La fonction ψa,b(t) est obtenue par la translation b et la dilatation a de l’ondelette
mère ψ.

ψa,b(t) = 1√
a
ψ(t− b

a
)

où (a, b) ∈ R2, a > 0. La transformation en ondelette inverse est donneée par :

x(t) = 1
Cψ

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

Wx(a, b)
a2 ψa,b(t)dadb (II.7)

b)La transformation en ondelettes discrète :

La transformation en ondelettes discrète (DWT, discret wavelet transform) est une
version discrétisée de la transformation en ondelette continue avec une utilisation d’un
échantillonnage dyadique, tel que : a = 2−j et b = k2−j où j, k sont des entiers.

L’analyse de Multirésolution (AMR)

L’Analyse multirésolution [20] est une suite des sous espaces {Vj}j∈(Z) fermés et
emboités de l’espace L2(R) qui vérifie les propriétés suivantes :

i) ⋂j∈(Z) Vj = {0}, ⋃j∈(Z) Vj est dense dans L2(R)

ii) Vj ⊂ Vj−1

iii) x(t) ∈ Vj ⇔ x(2jt) ∈ V0

iv) il existe une fonction φ(t) de l’espace V0 qui s’appelle fonction d’échelle ou l’on-
delette père telle que la famille {φ(t− k), k ∈ Z} forme une base de Riesz pour
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V0.

La première propriété assure l’existence de la projection d’une fonction f de L2(R) sur
l’espace Vj, la deuxième proriété indique qu’il existe un sous espace complémentaire
Wj de Vj dans Vj−1 i.e :

Vj−1 = Wj ⊕ Vj (II.8)

Notons que, j s’appelle la résolution, c’est le niveau d’analyse d’une fonction f de
L2(R), Vj sont appelés l’espace d’approximation (les basses fréquences),Wj sont appe-
lés espace détails (les hautes fréquences). Par itérations de l’équation II.8, on trouve :

VJ = VK ⊕WK ⊕ ...⊕WJ+1, J < K (II.9)

Alors l’espace L2(R) peut s’écrire sous la forme :

L2(R) = VJ ⊕ {⊕Jj=−∞Wj}

La troixième propriété de la dilatation et la quatrième propriété permettent d’affirmer
que la famille {φj,k(t) = 2−j/2φ(2−j/2t − k), k ∈ Z} forme une base orthonormée de
l’espace Vj.
Ainsi l’opérateur de la sommation directe dans l’équation II.8 peut montrer l’existence
d’une fonction ψ appelée ondelette mère telle que la famille {ψ(t − k), k ∈ Z} forme
une base orthonormée de W0.
Par conséquent la famille {ψj,k(t) = 2−j/2ψ(2−j/2t − k), k ∈ (Z)} forme une base
orthonormée de l’espace Wj.
L’analyse multirésolution (AMR) permette de reécrire une fonction x de L2(R) sous
la forme suivante :

x(t) = approxJ(t) +
j=J∑
j=1

detailj(t)

=
∑
k

ax(J, k)φJ,k(t) +
J∑
j=1

∑
k

dx(j, k)ψj,k(t)

Les ax(j, k), s’appellent les coefficients d’échelles et dx(j, k) s’appellent les coefficients
d’ondelettes, ils sont donnés par les expressions suivantes :

ax(j, k) = 〈x, φj,k〉

dx(j, k) = 〈x, ψj,k〉

où 〈, 〉 désigne le produit scalaire dans L2(R). Il existe plusieurs algorithmes, le plus
connu est ancien, c’est l’algorithme de Mallat(pyramidal), que nous introduisons ici.
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II.6 Méthode basée sur les ondelettes introduite par Abry et Veitch :

Par la suite, nous utiliserons les notations ajn = 〈x, φj,n〉,djn = 〈x, ψj,n〉 correspondent
respectivement aux coefficients d’ondelettes et d’échelles.

L’algorithme pyramidal de Mallat

Cet algorithme [44] est un algorithme récursif qui décompose le signal en somme
de deux filtres : haute fréquence g et basse fréquence h. Le premier filtre fournira les
coefficients d’ondelettes et le deuxième filtre donne les coefficients d’échelles. L’idée
principale est de décomposer les coefficients d’échelles ajn = 〈x, φj,n〉 en fonction de
aj−1
n = 〈x, φj−1,n〉, et comme φ est une fonction de V0 avec V0 ⊂ V−1, donc la fonction

d’échelle φ peut s’ecrire dans la base de V−1,i.e :

φ(t) =
∑
n

h[n]φ−1,n(t), n ∈ Z (II.10)

tel que :φ−1,n(t) = 21/2φ(2t− n) et h[n] = 〈φ, φ−1,n〉 de la même manière, la décompo-
sition une fonction d’échelle quelconque φj,n est :

φj,n =
∑
k

h[k]φj−1,k+2n

Par conséquent, l’équation récursive peut être dèterminè en calculant des coefficients
d’échelle à la résolution j en fonction des coefficients d’échelle à la résolution j − 1
suivante (pour plus de détails du calcul voir [71, 44]) :

ajn =
∑
l

h̃[2n− l]aj−1
l (II.11)

où h̃[n] = h[−n]. D’une manière analogue pour les coefficients d’ondelettes djn òu à
partir de la décomposition de l’ondelette ψ, de l’espace W0 dans la base de V−1 telle
que :

ψ =
∑
n

g[n]φ−1,n

avec g[n] = 〈ψ, φ−1,n〉, on peut déterminer l’équation récursive du calcul des coeffi-
cients d’ondelettes à la résolution (octave) j en fonction des coefficients d’échelles à la
résolution j − 1.

djn =
∑
l

g̃[2n− l]aj−1
l (II.12)

avec g̃[n] = g[−n]. Inversement, l’équation de la reconstruction s’écrit :

aj−1
n =

∑
k

h[n− 2k]ajk +
∑
k

g[n− 2k]djk (II.13)

32



II.6 Méthode basée sur les ondelettes introduite par Abry et Veitch :

Notons que les filtres h̃ et g̃ s’appellent les filtres miroires de h et g respectivement.
Remarque La fonction d’autocorrélation γ(k) d’un processus stationnaire à longue
mémoire vérifie la relation asymptotique suivante :

γ(k) ∼ cγ|k|−(1−α), α ∈]0, 1[. (II.14)

De façon equivalente dans le domaine spectral,la densité spectrale f(ξ) vérifie la rela-
tion asymptotique :

f(ξ) ∼ cf |ξ|−α, |ξ| → 0. (II.15)

et
cf = 2(2π)−αcγΓ(α)sin((1− α)π/2) (II.16)

où Γ est la fonction d’Euler. L’exposant de Hurst H, relié à α par H = (α + 1)/2.
L’analyse de ces deux propriétés dans le domaine des ondelettes est effecutué dans les
traveaux d’Abry et all [1].

Méthode d’estimation

La variance des coefficients d’ondelette d’un processus stationnaire et à longue
mémoire, vérifie l’équation d’invariance d’échelle suivante [72, 73] :

E(dx(j, .))2 = 2jαcf .C (II.17)

avec cf est donné par l’équation II.16 et C =
∫
|ξ|α|Ψ0(ξ)|2dξ où Ψ0(ξ) est la transfor-

mation de Fourier de l’ondelette mère ψ0. D’où :

log2(E(dx(j, .))) = αj + log2(cfC) (II.18)

La variance empirique µj des coefficients d’ondelette E(dx(j, .)) à l’échelle j est :

µj = 1
nj

nj∑
k=1
|dx(j, k)|2 (II.19)

où nj = n2−j, le nombre de coefficient à l’échelle j et n, le nombre d’observation. Soit
la variable aléatoire yj,j = j1, ..., j2 définie par :

yj ≡ log2(µj)− g(j)

et vérifie :
Eyj = αj + log2(cfC)
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II.6 Méthode basée sur les ondelettes introduite par Abry et Veitch :

var(yj) = ζ(2, nj/2)/log22

où le facteur
g(j) = Ψ(nj/2)/log2− log2(nj/2)

Ψ, la fonction digamma,Ψ(z) = Γ′(z)/Γ(z) et Γ(.) la fonction de gamma. La régression
linéaire pondérée dans le diagramme (log22j = j, yj), permet d’obtenir l’expression de
l’estimation de l’exposant du Hurst suivante. Soient les quantités suivantes :

S =
j2∑
j=j1

1/σ2
j

Sx =
j2∑
j=j1

j/σ2
j

Sxx =
j2∑
j=j1

j2/σ2
j

où σ2
j désigne la variance de yj. Soient les pondérations wj :

wj =
(Sj − Sx)/σ2

j

SSxx − S2
x

(II.20)

satisfons :∑j2
j=j1 wj = 0 et ∑j2

j=j1 jwj = 1 Alors

Ĥ = 1
2
( j2∑
j=j1

yjwj + 1
)

(II.21)

Sous l’hypothèse Gaussienne, l’intervalle de confiance de niveau 95% est calculé par la
formule suivante :

Ĥ − σĤzβ ≤ H ≤ Ĥ + σĤzβ (II.22)

avec σ2
Ĥ

= 1
4
∑j2
j=j1 σ

2
jw

2
j , zβ est 1 − β quantile de la loi normale centrée réduite (β =

2.5%).

Application

Pour des raisons de comparaison avec la deuxième méthode de Robinson, nous effec-
tuons les mêmes procédures de la simulation. Nous commençons tout d’abord par simu-
ler un signal de bruit gaussien fractionnaire de différents longueurs N = 70, 256, 1000
par la méthode de Cholesky et via la simulation du Monte Carlo pour un nombre de
réalisations R = 10.000 pour voir la distribution de l’échantillonnage. Nous utilisons
le même code en Matlab d’Abry et Veitch dans le cite web de Darry.Veitch.
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II.6 Méthode basée sur les ondelettes introduite par Abry et Veitch :

La figure II.5 présente l’histogramme de l’échantillonnage pour Nominal H = 0.7.
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(a) N = 70
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(b) N = 256

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
L'exposant de Hurst

0

2

4

6

8

10

12

14

16

D
is

tr
ib

u
ti

o
n
 d

e
 l
'e

st
im

a
te

u
r

(c) N = 1000
Figure II.5 – L’histogramme de la méthode de d’Abry et Veitch pour un BGF pour H = 0.7,
pour N = 70(a), 256(b), 1000(c) et pour un nombre R = 10.000 de réalisations.

Deuxièment, nous voulons vérifier la pertinence de la méthode pour une seule réalisa-
tion pour un échantillonnage de longueur N = 1000 et pour H varie de 0.1 à 0.9 avec
un pas de 0.1 et à partir de l’inéquation II.22, on calcule l’intervalle de confiance pour
chaque valeur de H. Les résultats obtenus sont présentés dans le tableau II.5 ainsi que
l’application de cette méthode sur les données réelles de la rivière du Nil.
On remarque ici que la marge de l’erreur entre la valeur théorique de H et la valeur
estimée pour une seule réalisation de l’estimateur d’Abry et Veitch ne dépasse pas
0.019 pour toutes les valeurs de H sauf pour une seule valeur où la marge de l’erreur
est 0.039.
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II.7 Conclusion :

Tableau II.5 – Estimation de l’exposant de Hurst par la méthode d’Abry et Veitch

Nominal H ĤAV Intervalle de Confiance 95%
0.1 0.083 [0.032,0.0135]
0.2 0.219 [0.168,0.271]
0.3 0.288 [0.237,0.340]
0.4 0.4 [0.348,0.451]
0.5 0.501 [0.449,0.552]
0.6 0.602 [0.55,0.653]
0.7 0.739 [0.687,0.790]
0.8 0.789 [0.734,0.838]
0.9 0.881 [0.830,0.933]
Les données reélles de la rivière du Nil 0.845 [0.782,0.908]

7 Conclusion :

Dans ce chapitre, on a présenté certaines méthodes d’estimation de l’exposant de
Hurst telle que la méthode d’analyse des étendues normalisées (rescaled range analysis,
(R/S)),la méthode de variance aggrégée, la méthode du périodogramme classique,la
méthode du périodogramme cumulé, la deuxième méthode de Robinson [60], méthode
d’Abry et Veitch [73]. On a basé notre application sur les deux dernières méthodes dans
le but de faire une comparaison avec l’estimation bayésienne. À travers la simulation de
Monte et Carlo, les résultats de l’application de ces méthodes ont vérifié la coîncidence
entre les résultats théoriques (la convergence et la normalité asymptotique) et les
résultats empiriques. On a vu aussi que la régression linéaire est très importante pour
la plupart des méthodes d’estimation.
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CHAPITRE III

ESTIMATION BAYÉSIENNE

1 Introduction

Deux façons pour traiter les statistiques : l’approche fréquentielle qui repose sur
les observations des données x = (x1, ..., xn) qui contiennent toutes les informations
sur les paramètres associés aux modèles paramétriques étudiés. Cette connaissance est
formée par la fonction de vraisemblance. Ensuite l’approche bayésienne qui repose sur
l’information a priori [25, 58, 26, 28] c’est à dire sur les paramètres indépendamment
de l’observation des données. L’incertitude sur les paramètres est exprimée par le fait
de traiter ces paramètres comme des variables aléatoires. Contrairement à l’approche
fréquentielle qui sont considérés comme des inconnues constantes, ce traitement né-
cessite la détermination de la distribution de probabilité a priori, et le choix de cette
distribution est basé sur les informations a priori disponibles sur les paramètres qui
sont adoptés de la connaissance de l’éxpert du phénomène étudié. A l’aide du théo-
rème de Bayes, l’incorporation de la distribution a priori avec la vraisemblance donne
la distribution a posteriori, cette combinaison permet de réviser l’information sur les
paramètres estimés. La connaissance de la distribution a posteriori permet de calcu-
ler : le mode, la médiane, l’espérance ainsi que l’intervalle de la crédibilité qui est
une interprétation de l’intervalle de confiance dans le statistique classique, ce dernier
permet d’obtenir la précision de l’estimation. Plus formellement, pour un échantillon
d’observations x = (x1, ..., xn) qui représente une réalisation de n variables aléatoires xi
indépendantes et identiquement distribueées (abregée (i.i.d) de la même loi de densité
f(xi|θ), alors x est distribuée selon f(x|θ) telle que :

f(x|θ) =
n∏
i=1

f(xi|θ)
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III.1 Introduction

où θ est un paramètre inconnu appartenant à un espace de dimension fini, θ ∈ Θ.
Dans ce cas, où seulement le paramètre θ est inconnu dans la distribution des observa-
tions f(x|θ), le modèle statistique est dit un modèle statistique paramétrique.Lorsque la
distribution des observations f(x|θ) est vue comme une fonction du paramètre θ, cette
fonction s’appelle la fonction de Vraissemblance, (Likelihood function) notée L(θ|x)
telle que :

L(θ|x) = f(x|θ)

L’inversion de probabilité introduite dans le théorème de Bayes est la base de l’analyse
bayésienne, où la combinaison de la distribution a priori avec la fonction de vraissem-
blance.

Distribution a posteriori

La distribution de l’échantillonnage f(x|θ) et la distribution a priori de θ, π(θ)
permettent de trouver les deux distributions suivantes qui sont intéressantes dans la
construction de la distribution a posteriori notée π(θ|x) :

a) La distribution conjointe de (θ, x) est

π(θ, x) = f(x|θ)π(θ)

b) La distribution marginale de x est

π(x) =
∫

Θ
f(x|θ)π(θ)dθ

L’utilisation de la formule de Bayes donne :

π(θ|x) = π(x, θ)
π(x) = f(x|θ)π(θ)∫

Θ f(x|θ)π(θ)dθ (III.1)

La distribution marginale de x, π(x) s’appelle aussi une constante de normalisation où
l’on rend la probabilité a posteriori est égale à un.
La formule III.1 montre que la distribution a posteriori π(θ|x) est proportionnelle à
f(x|θ)π(θ). Ce qui permet de la réécrire sous la forme suivante :

π(θ|x) ∝ f(x|θ)π(θ)

où ∝ est le symbole de la proportionnalité, on peut écrire également :

Posteriori ∝ V raisemblance ∗ Priori
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III.1 Introduction

Distribution a priori

La distribution a priori du paramètre θ est noté π(θ), les paramètres de cette
distribution s’appellent hyperparamètres. La détermination de cette distribution est
très importante dans l’inférence bayésienne et le choix de cette distribution est un
point critique de cette analyse par le fait de l’influence de ce choix sur les résultats
obtenus. Les techniques qui existent pour déterminer cette distribution sont basées sur
la quantité de l’information disponible sur les paramètres. Dans le cas où il n’y a pas
assez d’informations, cette distribution est dite distribution non informative, qui est
basée sur la distribution des observations, à titre d’exemple de cette distribution est la
distribution a priori de Jeffery, où la construction est déduite de la log vraisemblance.
Dans le cas contraire la distribution est dite informative. Nous citons ici quelques
exemples de la distribution a priori dans le cas informatif et non informatif et pour
plus détails voir les références [58, 62, 29, 11].

a)Distribution a priori non informative

Dans le cas de de l’absence de l’information ou encore la difficulté d’interpréter la
quantité des informations sous forme d’une distribution de probabilité où l’intégrale
est infinie : ∫

Θ
π(θ)dθ = +∞

Alors dans ce cas, la distribution a priori est dite impropre et la construction de
ce type de distributions est fondée souvent sur une mesure σ finie sur l’espace des
paramètres Θ (pour plus détails, voir le livre de Droesbeke [25]). Cette technique est
souvent utilisée pour obtenir une distribution a priori dans le contexte bayésien non
informatif, l’exemple le plus connu et utilisable d’une distribution a priori impropre
est la distribution uniforme.
Mesure a priori de Jeffrey : cette méthode a étè proposée par Jeffrey en 1961, elle
est définie comme suit :

π(θ) =
√
detI(θ)

où I est une matrice de l’information de Fischer définie par la dérivée seconde de la
fonction log de vraisemblance comme suit :

Iij(θ) = −E(∂
2logπ(x|θ)
∂θi∂θj

)

L’avantage de loi a priori de Jeffrey est la propriété d’invariance par transformation
bijective. Nous donnons un exemple d’application pour le calcul de la loi a priori de
Jeffery.
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III.1 Introduction

Exemple
Pour une variable aléatoire x distribuée selon la loi Normale du moyenne µ et de
variance σ2, on écrit x ∼ N(µ, σ2), le paramètre θ = (µ, σ2) est supposé inconnu et
nous cherchons la loi a priori de Jeffrey. La matrice de Fischer s’écrit comme suit :

I(θ) =
 2

σ2 0
0 1

σ2


il vient que :π(θ) ∝ 1

σ2

b)Distribution a priori informative

Une distribution a priori informative est une distribution qui n’est pas dominée par
la fonction de vraisemblance et a l’influence sur la distribution a posteriori.
Priori Conjuguée
Pour des raisons de calculabilité , la technique est de choisir la distribution a priori
appartenant à la même famille de fonctions de la vraisemblance, une telle famille
s’appelle famille conjuguée, plus profondément, on donne la définition suivante en
[58].

Tableau III.1 – Exemple de la distribution a priori conjuguée

f(x|θ) π(θ) π(θ|x)
Normale Normale Normale
N(θ, σ2) N(µ, τ 2) N(%(σ2µ+ τ 2x), %σ2τ 2)

%−1 = σ2 + τ 2

Poisson Gamma Gamma
P (λ) Γ(α, β) Γ(α + x, β + 1)

Gamma Gamma Gamma
Γ(α, β) Γ(µ, η) Γ(α + µ, η + x)
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III.1 Introduction

Définition : Une famille F de distributions de probabilité sur Θ est dite conju-
guée (ou fermée par l’échantillonnage) par une fonction de vraisemblance f(x|θ) si,
pour tout π ∈ F , la distribution a posteriori π(.|x) appartient également à F . Pour
une distribution de la famille exponentielle (Gamma, Poisson, Normale,...etc.) est une
famille conjuguée. Le tableau ci-dessus III.1 donne quelques exemples [58].

Estimation ponctuelle

La distribution a posteriori résume toutes les informations sur le paramètre θ, cette
distribution permet de trouver les trois points d’estimation intéressants dans l’analyse
bayésienne : la moyenne, le mode et la médiane.
Estimateur de MAP
L’estimateur du maximum a posteriori noté (MAP) est obtenu, en cherchant le mode
de la distribution a posteriori du paramètre θ il est défini de la manière suivante :

θ̂MAP = Arg maxθπ(θ|x)

Estimateur de EAP
Cet estimateur consiste à calculer l’espérance mathématique de la distribution a pos-
teriori notée (EAP) qui est donné par la formule suivante :

θ̂EAP =
∫
θπ(θ|x)dθ

Simulation de Monte Carlo

Dans la plus part des cas, il est très difficile de calculer analytiquement ou numé-
riquement l’intégrale définie dans la formule III.1. Nous présontons ici le principe de
la méthode classique du Monte et Carlo. La simulation du Monte et Carlo par chaine
de Markov (MCCM), où il s’agit de deux algorithmes : l’algorithme de Gibbs et l’al-
gorithme de Hastings-Metropolis on les trouve en détails dans les références [59, 38].
Le principe général est de générer une suite de variables aléatoires i.i.d suivant la
distribution à posteriori. Pour évaluer l’intégrale :

E[h(X)] =
∫
h(x)f(x)dx

où E(.) est l’espérance mathématique, f est la fonction de densité et h est une fonction.
Soit x = (x1, ..., xj, ..., xm), où m ≥ 1, un vecteur aléatoire de densité f(x), alors
l’approximation de cette intégrale est donnée par la formule de la moyenne empirique
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III.2 Estimation bayésienne pour le modèle de bruit gaussien
fractionnaire

de h :
h̄m = 1

m

m∑
j=1

h(xj)

et l’estimation de la variance est :

vm = 1
m

1
m− 1

m∑
j=1

(h(xj)− h̄m)2

2 Estimation bayésienne pour le modèle de bruit
gaussien fractionnaire

Nous considérons la série temporelle en temps discret de la forme :

Xn = λGH
n + β, n = 1, 2, . . . (III.2)

où GH
n est un bruit gaussien fractionnaire (BGF), H ∈]0, 1[ est un exposant de Hurst,

λ > 0 est l’amplitude et β ∈ R est le décalage (offset). Pour un nombre d’observations
Xn, n = 1 . . . N donné, le problème que nous voulons traiter est de savoir comment
obtenir des estimateurs pour tous les paramètres concernés. Pour cela, nous utilisons
le théorème de Bayes qui est donnée comme suit :

P(β, λ,H|{Xn}, n = 1, . . . , N) =

C L(β, λ,H|{Xn}n=1,...,N)P(β, λ,H),

où L(β, λ,H|Xn) = P({Xn}n=1,...,N |β, λ,H) est la fonction de vraisemblance, C est une
constante de normalisation et P(β, λ,H) est l’information a priori sur les paramètres.
En cas d’absence de telles informations, nous proposons d’utiliser la loi a priori non
informative, P(β, λ,H) ' λ−1 où, on utilise la loi a priori de Jeffreys pour le para-
mètre λ. Pour les paramètres fixes, les observations X = [X1, . . . , XN ]t sont gaussiens
multivariés avec la valeur moyenne et la covariance sont données par :

E(X) = F β, E(XX t) = Σ,

avec Σ donnée par l’équation suivante :

E(GH(i+ k)GH(k)) = σ2

2 ((k + 1)2H + |k − 1|2H − 2k2H), k ∈ N (III.3)

et F t = [1, ..., 1] est le vecteur avec N composantes, où [.]t désigne la transposée. La
fonction de vraisemblance pour les paramètres λ, β,H peuventt s’écrire maintenant
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III.2 Estimation bayésienne pour le modèle de bruit gaussien
fractionnaire

comme suit :

L(λ, β,H|X) =
1

(2π)N/2λN |Σ|1/2
e−(X−Fβ)tΣ−1(X−Fβ)/2λ2 (III.4)

D’après le théorème de Bayes, on obtient maintenant la densité a posteriori de nos
paramètres.

P(λ, β,H|X) =

C
1

λN+1|Σ|1/2 e
−(X−Fβ)tΣ−1(X−Fβ)/2λ2 (III.5)

La constante de normalisation C est choisie de telle sorte que l’intégrale de la densité
de la probabilité a posteriori est égale à un. Ensuite, le numérateur de l’exposant peut
s’écrire comme le polynôme quadratique en fonction de β comme suit :

F tΣ−1F β2 − 2βF tΣ−1X +X tΣ−1X

On peut voir que la distribution a posteriori peut être écrite sous la forme ”Gaussienne”
suivante :

P(λ, β,H|X) = C
1

λN+1|Σ|1/2 e
−R2/2λ2

e−
γ2(β−β∗)2

2λ2 (III.6)

= C ′
e−R

2/2λ2

γλN |Σ|1/2 fβ
∗,λ2/γ2(β) (III.7)

ici fµ,σ2 est la densité de probabilité de la loi gaussienne unidimensionnelle de moyenne
µ et de variance σ2. Remarquons que la covariance Σ dépend de H, et on note Σ = ΣH

et par conséquent, le résidu R2 et le mode β∗ dépendent de H par

γ2 = F tΣ−1
H F (III.8)

β∗ = F tΣ−1
H X

γ2 , (III.9)

R2 = X tΣ−1
H X − γ2 β∗2 (III.10)

Eq. III.6 décrit l’ensemble des informations que nous avons sur tous les paramètres
conjoints. Dans le cas, où nous sommes intéressés seulement par un seul paramètre,
nous pouvons traiter les autres paramètres comme des inconnus et on intégre sur ces
paramètres, pour obtenir les distributions marginales. En intégrant sur λ, cela nous
donne :

P(β,H|X) = C1

|ΣH |1/2(R2 + γ2(β − β∗)2)N/2 (III.11)
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III.2 Estimation bayésienne pour le modèle de bruit gaussien
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La marginalisation sur le décalage (offset) β, nous donne :

P(λ,H|X) = C2

γ(H)λN |ΣH |1/2
e−R(H)2/2λ2 (III.12)

La marginalisation sur H nous donne ainsi :

P(β, λ|X) = C3λ
−N−1

∫ 1

0

e−(R(H)2+γ2(H)(β−β∗(H))2)/2λ2

|ΣH |1/2
dH.

L’intégrale sur λ dans Eq. III.12 donne la distribution a posteriori de H :

P(H|X) = C4

γ(H)|ΣH |1/2RN−1 . (III.13)

Avec un calcul numérique de cette intégrale, on prend la position maximale de la densité
a posteriori, on trouve l’estimation de l’exposant de Hurst H. La même procédure se
fait pour les autres paramètres : λ et β

P(λ|X) = C5 λ
−N

∫ 1

0

e−R(H)2/2λ2

γ(H)|ΣH |1/2
dH (III.14)

et
P(β|X) = C6

∫ 1

0

e−γ(H)2(β−β∗)2)

R(H)N |ΣH |1/2
dH (III.15)

A partir de ces expréssions, on peut aussi produire les points d’estimations. Par
exemple on peut définir le point d’estimation de H :

Ĥ = argmax P(H|X). (III.16)

De même pour le point d’estimation de décalage (offset) β :

β̂ = β∗(Ĥ). (III.17)

Notons ici que les calculs doit être effectués numériquement. le code de programmation
en python, C++ est réalisé par le Professeur M. Holschneider. Dans ce chapitre on
utilise son code en python, ainsi notre code de programmation est basé sur son code.

44



III.2 Estimation bayésienne pour le modèle de bruit gaussien
fractionnaire

Applications

Exemple simple

Premièrement, nous appliquons cette méthode pour l’exemple suivant :

Xn = 1.5G0.3
n + 8.0, n = 1, . . . , N = 100 (III.18)

avec une simulation de ce signal par la méthode de décomposition de Cholesky [23, 36].
ΣH = LtL où on applique LtZ, avec Z = [Z1, . . . , ZN ]t un vecteur aléatoire de N va-
riables aléatoires indépendantes de la loi Gaussienne standard.

0 25 50 75 100
nombre d'observation n

6

8

10

X
n

Figure III.1 – Exemple du signal de BGF de type III.18.

La Figure III.1 illustre ces données.
Nous avons donc calculé les distributions a posteriori de λ et H en même temps avec
leur distribution marginale (voir Figure III.2). Nous pouvons voir que, l’information
a posteriori est bien localisée autour des données qui générent les paramètres. No-
tons que la distribution a posteriori est calculée à partir d’une réalisation aléatoire,
alors son maximum ne coîncide pas nécessairement avec la vraie valeur mais fluctuée
aléatoirement autour d’elle.
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Figure III.2 – la distribution marginale a posteriori dans le plan (H,λ). Notons que la dis-
tribution a posteriori est bien localisée autour du point correspondant à la vraie valeur (le point
blanc). La ligne du contour blanc indique que 90% de la région de confiance de posteriori. Sur
les axes correspondant aux distributions marginales.

Le cas général

Nous simulons un échantillonnage de bruit gaussien fractionnaire par la méthode de
décomposition de Cholesky de longueurN = 1000 pourH varié de 0.1 à 0.9 avec un pas
de 0.1 et nous calculons l’intervalle de confiance à partir de la distribution a posteriori.
Les résultats obtenus sont illustrés dans le tableau III.2. On constate que la largeur
de l’intervalle confiance ne dépasse pas 0.077. Figure III.3 présente l’amélioration des
résultats lorsque la taille de l’échantillonnage augmente.
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(b) N = 256
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(c) N = 1000
Figure III.3 – L’histogramme de la méthode Bayésienne pour un BGF pour H = 0.7, pour
N = 70(a), 256(b) pour un nombre R = 10.000 de réalisations et N = 1000(c) pour un nombre
R = 5000.

Tableau III.2 – Estimation de l’exposant de Hurst par la méthode bayésienne

Nominal H Ĥbayes Intervalle de Confiance 95%
0.1 0.1 [0.1,0.114]
0.2 0.198 [0.177,0.233]
0.3 0.289 [0.261,0.317]
0.4 0.401 [0.373,0.436]
0.5 0.506 [0.471,0.541]
0.6 0.612 [0.576,0.647]
0.7 0.703 [0.675,0.745]
0.8 0.794 [0.759,0.836]
0.9 0.889 [0.857,0.934]

Figure III.4 montre que l’erreur quadratique moyenne de l’estimateur bayésien
décroît exponentiellement vers zéro lorsque la taille de la série augmente. Remarquons
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ici que le nombre de points est seulement N = 70 ce qui évalue la précision de la
méthode bayésienne.
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Figure III.4 – L’erreur quadratique moyenne pour H = 0.7 avec 500 réalisations
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Application aux données réelles :le niveau d’eaux de la riviere
du Nile

Nous appliquons notre méthode pour la série temporelle de minima annuel des
eaux de la rivière du Nil pour les années 622-1284 A.D (663 observations).
Ces données ont été étudiées par plusieurs auteurs pour estimer l’exposant de Hurst à
titre d’exemple dans la référence [40] où l’estimateur de périodogramme modifié (MPE)
est utilisé et une comparaison est présentée avec les estimateurs suivants : l’estimateur
du periodogramme (PE), estimateur de Whittle, estimateur d’ondelette maximale (the
wavelet maximum likelihood (WML)) et l’estimateur basé sur le mouvement brownien
fractionnaire (FBM). On a calculé la distribution a posteriori selon l’équation III.6.
Pour des raisons de visualisation, nous avons calculé les distributionS a posteriori
marginales sur H, λ et β, qui sont par la suite des fonctions seulement de deux autres
variables. Les résultats sont visibles dans la figure III.5. On trouve donc les points
d’estimations du maximum a posteriori de nos paramètres avec leur 90% D’intervalles
de confiance (tableau III.3).

Tableau III.3 – Les intervalles sur les paramètres estimés

paramètre est. inférieur supérieur
Ĥ 0.83 0.78 0.87
β̂ 11.51 10.9 12.1
λ̂ 0.89 0.81 1.04

Nous donnons un résumé des résultats connus dans la référence [40] ainsi que notre
résultat dans le tableau III.4.

Tableau III.4 – Estimation de l’exposant de Hurst pour différentes méthodes

Estimateur Ĥ
MPE 0.85
PE 0.90
Whittle 0.84
WML 0.82
FBM 0.80
Méthode Bayésienne 0.83

On constate dans ce tableau, que les valeurs obtenues par les autres méthodes sont dans
l’intervalle de confiance de notre résultat, sauf pour la valeur obtenue par l’estimateur
du périodogramme. En plus, notre méthode nous a fourni des estimations pour tous les
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paramètres intervenant dans le modèle et nous avons obtenu aussi les barres d’erreurs
pour chaque paramètre.

Etude comparative

On a vu l’application de trois méthodes(deuxième méthode de Robinson, méthode
d’Abry et Veitch et méthode Bayésienne) pour différentes tailles des échantillonnages,
ainsi que la simulation de Monte et Carlo pour voir la distribution de l’échantillon-
nage et la compatibilité des résultats empiriques avec les résultats théoriques de ces
méthodes. On va ici baser notre étude comparative sur les deux points suivants :

– série Courte : On compare les trois méthodes pour une petite taille de l’échan-
tillonnage N = 70 et pour H = 0.7 pour un nombre de réalisations R = 10.000 et
on visualise les données à l’aide de la densité du noyau Gaussien. La figure III.6
illustre cette comparaison. Les schémas de cette figure indiquent que la méthode
bayésienne est plus efficace, elle est sans biais et avec une variance minimale, la
méthode de Robinson a une petite variance par rapport à la méthode d’Abry et
Veich mais positivement biasée.

– L’étroit de l’intervalle de confiance : En se basant sur l’application des trois mé-
thodes précédentes pour une seule réalisation pour la taille de l’échantillonnage
N = 1000 et pour H varie de 0.1 au 0.9 avec un pas 0.1. D’après les tableaux
III.2, II.4 et II.5 des études précédentes dans le deuxième chapitre, on constat
que les largeurs de l’intervalle de confiance pour les trois méthodes : la méthode
de Robinson, la méthode d’Abry et Veich et la méthode bayésienne sont respecti-
vement : 0.088, 0.103, 0.077. On remarque ici que l’intervalle de confiance le plus
étroit est celui de la méthode bayésienne ensuite l’intervalle de la méthode de
Robinson est plus étroit que celui de la méthode d’Abry et Veich. Un intervalle
de confiance étroit indique la précision de l’estimateur. Ce qui explique la pré-
cesion de la méthode bayésienne ainsi que la méthode de Robinson qui est plus
précis que la méthode d’Abry et Veitch.

Série temporelles avec trous

Souvent les séries empiriques dans le domaine économique sont des séries tempo-
relles avec trous (gaps), pour cette raison nous voulons tester la méthode bayésienne
pour voir à quel point la méthode est sensible pour telles séries.Notons que pour les
séries temporelles avec trous modélisées par le mouvement brownien fractionnaire est
réalisé dans [43]. Dans notre travail, on construit 20% des trous de façon aléatoirement
uniformément distribuée dans la série originale des données de la rivière du Nil. La
figure III.7 ci-dessous illustre les deux séries, ainsi la distribution à posteriori pour la
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série avec trous est présenté dans la figure III.8, on déduit que l’estimation de l’expo-
sant de Hurst de cette série est Ĥ = 0.822. On remarque ici que cette valeur est inclue
dans l’intervalle de confiance de H pour la série originale, [0.78, 0.87], la différence est
moins significative. Nous répétons cette expérience 500 fois pour avoir la distribution
de l’échantillonnage et cette fois ici, nous augmentons le pourcentage des trous dans
la série originale, 60% des trous et comme précédement nous utilisons la densité du
noyau gaussien (GKD) pour visualiser cette distribution.
On prend le point maximum de cette distribution (Argmax) ce qui donne Ĥ = 0.782.
Les résultats sont illustrés dans la figure III.9 suivante. On remarque ici que l’existence
des trous dans la série des données n’ont pas d’influence significative sur l’estimation
de l’exposant de Hurst par la méthode bayésienne.
Par le fait que la valeur Ĥ = 0.782 reste encore dans l’intervalle de confiance de la
série originale qui est [0.78, 0.87], de plus le pourcentage des trous ici est plus que la
moitie de la série.
Dans la suite nous voulons voir l’estimation bayésiennne pour certains processus non
gaussiens, pour voir la pertinence de cette méthode.

Données produites d’un processus non gaussien

On prend comme un exemple de processus non gaussien les accroissements du
mouvement de Levy α stable, 0 < α ≤ 2 (gaussien seulement pour le cas α = 2).
Ce mouvement est auto-similaire d’indice d’auto-similairité H = 1

α
. La relation entre

l’exposant du Hurst H et l’indice de stabilité α incite les chercheurs intéressés de voir
la robustesse de différentes méthodes d’estimation de l’exposant de Hurst pour estimer
l’indice de stabilité telle que Barunik et all [5], ils ont testé les méthodes suivantes :
la méthode d’analyse des étendues normalisées (rscaled range analysis,(R/S)), analyse
multifractale des fluctuations redressées (multifractal detrended fluctuation analysis,
(MF-DFA)), la méthode de la moyenne mobile (detrended moving average, (DMA))
et la méthode de l’approche généralisée de l’exposant de Hurst (generalized Hurst ex-
ponent approach, (GHE)) sur différentes longueurs des séries temporelles à partir de
29 au 216 et les valeurs de α sont variées entre 1.1 ≤ α ≤ 2 avec un pas 0.1 et pour
un nombre de réalisations 1000. Leurs résultats indiquent que les méthodes de R/S et
GHE sont plus robustes que d’autres méthodes à la présence des queux lourds dans
les donnèes. D’autre part la statistique de la méthode de GHE(un biais minimum et
une variance minimale) est meilleures par rapport à d’autres méthodes (DMA,MF-
DFA,DFA). Ces méthodes donnent une sous-estimation de l’indice α.
En outre, la méthode bayésienne est testé sur le mouvement de Levy α stable dans [42]
ainsi que sur le processus de Rosemblatt [7, 43, 42]. Dans cette section nous volons
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tester aussi la méthode bayésienne pour les données artificielles des accroissements
du mouvement de Lévy α stable. Pour Nominal α = 1.4, et l’indice d’auto-similaire
H ' 0.71. Nous simulons un échantillonnage de longueur N = 500 (III.10) et pour
un nombre R = 1000 de réalisations. La visualisation de la distribution de l’échan-
tillionage est effectuée au moyen de la densité du noyau gaussien (Gaussian Kernel
Density,GKD). Ce résultat est présenté dans la figure III.11. On remarque que l’esti-
mation de H est Ĥ ' 0.49. Ce résultat est indépendant du l’indice de stabilité α.
En effet, on simule les données des accroissements de Levy α stable pour une taille de
l’échantionnage N = 500 et pour différente valeur de l’indice de stabilité α qui varie
de 1.1 au cas gaussien α = 2 avec un pas de 0.1 et pour chaque valeur de α nous
répétons l’expérience avec un nombre de réalisation R = 1000 et cette fois ici nous
interprétons nos résultats avec les boites de moustaches (boxplot). La Figure III.12
illustre ces résultats.
On remarque que la valeur estimée de l’exposant de Hurst est toujours fixée et ap-
proximée à 0.5 et ceci pour toutes les valeurs de l’indice de stabilité α, on constate
que la méthode bayésienne est sensible pour ce type de processus. D’après les figures
qui représentent un exemple de bruit gaussien fractionnaire et les accroissements de
Levy α stable respectivement on peut distinguer les deux modèles à travers seulement
ses graphes à cause des sauts dans les processus de Levy. On conclut que pour des
données réelles, il faut tout d’abord dessiner les graphes avant de faire l’estimation par
la méthode bayésienne pour voir si ces données peuvent être modélisées par le bruit
gaussien fractionnaire ou par levy α stable.
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3 Conclusion :

Dans ce chapitre, on a présenté l’estimation de l’exposant de Hurst par la méthode
bayésienne pour le modèle de bruit gaussien fractionnaire. Une application sur des don-
nées synthétiques de ce processus pour différentes tailles d’échationnage est effectuée,
ainsi que l’application sur les données réelles de niveau d’eaux de la rivière du Nil.
En plus une comparaison avec les méthodes les plus courantes dans la littérature et
qui ont des bases théoriques (normalité asymptotique et efficace). De plus on a testé
notre méthode pour la série des données réelles de la revière du Nil présentant des
trous artificielles, ainsi que les données synthétiques générés par les accroissements du
mouvement de Levy α stable.
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Figure III.5 – La distribution a posteriori marginalisée sur respectivement β, H et λ. Sur
l’axe, les distributions marginales de H, λ et β sont visualisées. La ligne de contour blanc présente
90% de la probabilité a posteriori.
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Figure III.6 – La comparaison entre : la méthode Bayésienne, la méthode d’Abry et Veitch
et la deuxième méthode de Robinson pour le BGF et pour H = 0.7, N = 70
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Figure III.7 – Série des 20% trous des données de la rivière du Nil avec sa série originale.
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Figure III.8 – Estimation de l’exposant de Hurst de la série des 20% trous des données de
la rivière du Nil.
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Figure III.9 – Distribution de l’estimateur par la densité du noyau gaussien pour la série
des 60% des trous des données de la rivière du Nil avec un nombre R = 500 de réalisations.
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Figure III.10 – Les increments de Levy α stable, α = 1.4, N = 500
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Figure III.11 – Densité du noyau Gaussien pour la méthode bayésienne pour les accroisse-
ments du mouvement de Lévy α stable, α = 1.4(H ' 0.71),N = 500 et nombre de réalisations
R = 1000
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Figure III.12 – Boxplot pour les accroissements du mouvement de Lévy α stable, pour α
varie de 1.1 à 2avec un pas de 0.1 et une taille de l’échantillonnage N = 500 et un nombre
R = 1000 de réalisations.
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CHAPITRE IV

CONCLUSION GÉNÉRALE

On a présenté dans notre thèse une technique d’estimation du paramètre de Hurst,
il s’agit de la méthode bayésienne, ce paramètre qui caractérise les processus auto-
similaires à accroissement stationnaires, plus précisément on a introduit les accrois-
sements du processus gaussien, le mouvement brownien fractionnaire qui s’appelle le
bruit gaussien fractionnaire. On a utilisé directement l’application de la méthode sur
ce processus au lieu de faire l’intégration et puis appliquer une méthode d’estimation.
Pour les même propriétés, nous avons donné un exemple de processus non gaussien, il
s’agit du processus de Lévy α stable où l’indice de stabilité α est relié par l’exposant
de Hurst avec l’expression H = 1

α
. On a introduit ensuite quelques méthodes d’esti-

mation de l’exposant de Hurst dont on a appliqué pour différentes échatillonnage du
modèle de bruit gaussien fractionnaire et pour des données réelles de niveau d’eaux
de la rivière du Nil. La plupart de ces méthodes (la méthode d’analyse des étendues
normalisées (rescaled range analysis,(R/S)),la méthode de la variance d’agréragation,
la méthode de périodogramme) donnent seulement le point d’estimation,les autres mé-
thodes (méthode d’Abry et Veitch, la deuxième méthode de Robinson) donnent en plus
l’intervalle de confiance. On a vérifié que la méthode du périodogramme reste meilleure
par rapport à la méthode du périodogramme cumulée celle ci réduit la variance et aug-
mente le biais et ceci pour les données synthétiques de bruit gaussien fractionnaire,
par contre pour les données de la rivière du Nil, le périodogramme cumulé donne un
résultat convenable et le périodogramme classique donne une valeur hors de l’inter-
valle des valeurs possibles de l’exposant de Hurst (0 < H < 1), ce résultat dépend
du choix de point seuil dans la régression linéaire, ici on a pris 10% des données, ce
choix est proposé par Taqqu [70]. Le point critique de ces deux méthodes est le choix
de point seuil. On a choisit les deux dernières méthodes (méthodes (méthode d’Abry
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et Veitch, la deuxième méthode de Robinson) pour faire une comparaison avec la mé-
thode bayésienne à cause de la bonne propriété statistique de ces deux estimateurs (la
normalité assymptotique,l’efficacité), ainsi d’après nos résultats notre étude montre
que la méthode bayésienne est un bon estimateur de l’exposant de Hurst précisement
pour les processus gaussiens, elle permet de donner les deux estimations, le point et
l’intervalle de confiance en même temps.En plus l’intervalle de confiance est plus étroit
par rapport aux autres. Ainsi la marginalisation du distribution a posteriori, permet
d’estimer tous les paramètres intervenant dans le modèle étudié. En outre, elle permet
d’estimer l’exposant de Hurst sans éliminer la tendance dans les données , plus par-
ticulièrement ici la tendance linéaire. En plus la méthode est efficace pour une taille
très petite de l’échantillonnage où on a vu que l’erreur moyenne quadratique converge
avec une vitesse exponentielle vers zéro, on a aussi testé la méthode bayésienne pour
les séries temporelles avec trous où on a généré de façon aléatoirement et distribués
uniformément dans la série originale des données de la rivière du Nil. Les résultats
montrent que l’écart de l’estimation de Hurst dans la série originale et la série avec
trous est moins significatif. Par contre, le test de notre méthode sur les données syn-
thétiques des accroissements de Levy α stable montre que pour différentes valeurs de α
la valeur estimée de H est fixée et approximativement égale au cas gaussien (α = 2 et
H = 0.5) ceci montre la sensibilité de la méthode pour ce type de processus (processus
avec saut).
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ANNEXE

1 Exemple du processus stationnaire

Processus FARIMA On dit que Xt est un processus FARIMA(p,d,q)[51] equi-
valente Fractionally Auto-Regressive Moving Average (auto regressif moyenne mobile
fractionnaire) s’il verifie l’équation suivante :

φ(B)(1−B)d(Xt − µ) = θ(B)εt (1)

Avec φ(B) = 1− φ1B − φ2B
2 − ...− φpBp, θ(B) = 1− θ1B − θ2B2 − ...− θqBq d est

un nombre fractionnaire,B est backshift opérateur qui est definit comme suit :

Byt = yt− 1

εt est un bruit blanc centré de variance σ2
ε

2 La régression linéaire :

Pour un ensemble des données (xi, yi), i = 1, .., n qui pouvent être représentent dans
le plan (x, y) par un nuage de points. La régression consiste à chercher une relation
entre les x et les y si la relation est affine c-à-d la droite y = ax + b la régression est
dite une régression linéaire. Les expressions de â et b̂ sont obtenues par la méthode de
moindre carrée ordinaire ce sont des valeurs qui minimisent la quantité suivante :

n∑
i=1

(yi − b− axi)2

61



Annexe

et le plut important pour les méthodes d’estimation de l’exposant de Hurst est la pente
a. Le calcule donne :

â =
∑n
i=1(xi − x̄)(yi − ȳ)∑n

i=1(xi − x̄)2

et
b̂ = ȳ − ax̄

tels que : x̄ = 1
n

∑n
i=1 xi et ȳ = 1

n

∑n
i=1 yi.

Remarquons que l’expression : ∑n
i=1(xi − x̄)(yi − ȳ) c’est la covariance empirique de

variable aléatoire X et Y notée cov(X, Y ) et ∑n
i=1(xi− x̄)2) est la variance emperique

de X notee S(X)

d’ou l’expession de la pente a est donnée par la relation suivante : a = cov(X, Y )
S2(X)
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Résumé :
L’objectif de cette thèse est d’estimer le paramètre de Hurst associé au bruit gaussien fractionaire (bgf), en
utilisant une methode d’inférence bayésienne. Le bruit gaussien fractionnaire peut être considéré comme le pro-
cessus des incréments du mouvement brownien fractionnaire (mbf). C’est un processus gaussien stationnaire,
auto-similaire d’indice H ∈]0, 1[. Nous proposons une technique d’estimation prenant en compte la structure de
corrélation complète de ce processus. Au lieu d’utiliser la série temporelle intégrée, et d’appliquer un estimateur
pour déterminer son exposant de Hurst, nous proposons d’utiliser le signal directement. Nous appliquons ensuite
cette méthode aux données historiques de l’évolution du niveau du Nil. À travers une simulation de Monte Carlo,
nous comparons notre approche à la deuxième méthode de Robinson et à la méthode d’Abry Veitch en utilisant
différentes tailles d’échantillons. Nous testons également notre méthode sur les données de l’évolution du niveau
du Nil présentant des trous artificielles, ainsi que sur des données synthétiques générés par les accroisements du
mouvement de Levy α stable.

Mots clés : exposant de Hurst, mouvement brownien fractionaire, bruit gaussien fractionnaire, estimation Bayé-
sienne, Levy α stable,Méthode d’Abry et Veich, deuxième méthode de Robinson, simulation de Monte et Carlo,
données de la rivière de Nil.

Abstract :
The aim of this thesis is to estimate the hurst parameter of Fractional Gaussian Noise (FGN) using Bayesian
inference. The Fractional Gaussian Noise can be viewed as the increment process of Fractional Brownian Mo-
tion(FBM). It is stationary gaussian processus, self-similar with index H ∈]0, 1[. We propose an estimation
technique that takes into account the full correlation structure of this process. Instead of using the integrated
time series and then applying an estimator for its Hurst exponent, we propose to use the noise signal directly.
As an application we analyze the historical dataset of the evolution of the Nile river’s level. Via Monte Carlo
simulation we compare the proposed method with the second method of Robinson and Abry Veitch method
using different sample size. We also test our method for dataset of the evolution of the Nile river’s level with
artificielle gaps and for synthetic data generated by the increments of α stable Levy motion .

Keywords :Hurst exponent, fractional brownian motion, fractional gaussian noise, bayesian estimation, Levy α
stable, Abry Veich method, second method of Robinson, the Monte Carlo simulation, dataset of the Nile river.



الملخص
لضوضاء          المرفق هرست الوسيط تقدير هو الرسالة هذه من  الهدف

تحليل    باستعمال الكسرية .     غوص ان  يمكن الكسرية غوص ضوضاء بايز  
  ( هو      (  .  .  الذي ك ب ح الكسرية البروانية الحركة لتزايدات عملية  يعتبر

H دليل         ذو التماثل ذاتي الثابت غوص عملية عن  عبارة

العملية            لهذه التام الرتباط بنية العتبار بعين ياخذ التقدير تقنية  نقترح
هرست           اس لتحديد مقدر تطبيق و متكاملة زمنية سلسلة استخدام  بدل

الطريقة           هذه تطبيق ثم مباشرة الضوضاء اشارة استخدام نقترح  لها
النيل       نهر مستوى في للتغيرات التاريخية لبيانات

الثانية          الطريقة مع طريقتنا نقارن كارلو مونت محاكاة خلل  من
نختبر         .  للعينة مختلفة اطوال باستعمال فتش ابري طريقة و  لربنسون

البيانات          عن فضل ثقوب ذات زمنية السلسل على طريقتنا  ايضا
مستقر       الفا لفي عملية عن الناتجة  الصطناعية

: الرئيسية  , الكلمات    , ضوضاء   الكسرية البروانية الحركة هرست اس  
,    ,    ,   , فيتش  ابري طريقة مستقر الفا ليفي بايز تقدير الكسرية  غوص

   ,    , النيل   نهر بيانات كارلو مونت محاكاة لربنسون الثانية الطريقة
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