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INTRODUCTION GENERALE

La mécanique est la plus ancienne des sciences physiques qui traite du mouvement des

corps à l’état stationnaire ou non, soumis à des forces extérieures.

Le domaine de la mécanique qui s’intéresse au corps au repos est appelé la statique alors

que celui qui traite des corps en mouvement est appelé la dynamique.

La sous catégorie mécanique des fluides est définie comme la science qui s’intéresse au com-

portement des fluides au repos (la statique des fluides) ou en mouvement (la dyna- mique

des fluides), ainsi qu’aux interactions des fluides aux interfaces avec des solides ou d’autres

fluides. La mécanique des fluides se réfère aussi à la dynamique des fluides en considérant

les fluides au repos comme un état particulier du mouvement pour lequel la vitesse est nulle.

La mécanique des fluides est divisée en plusieurs sous-catégories. L’étude du mouvement

des fluides pratiquement incompressibles (tels que les liquides et particulièrement l’eau,

ou les gaz à faible vitesse) se réfère généralement à l’hydrodynamique. L’hydraulique, qui

traite des flux de liquides dans des tuyaux et des conduites ouvertes est une sous-catégorie

de l’hydrodynamique. L’aérodynamique quant à elle traite de l’écoulement des gaz (essen-

tiellement l’air) sur des surfaces tels que les avions, les fusées ou les automobiles à grande

ou petite vitesse. D’autres catégories spécialisées telles que la métrologie, l’océanographie,

et l’hydrologie traitent des écoulements naturels.[Cengel, Yunus A, John M. Cimbala]

En mécanique de fluide , les problèmes des écoulements à surface libre d’un fluide parfait

sont étudiés grâce à leur importance d’application dans plusieurs domaines. Les premiers

travaux dans ce secteur sont caractérisés par l’utilisation de la méthode d’hodographe et de
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la transformation de Schwartz-Christoffel, qui peuvent traiter les écoulements qui ont une

géométrie polygonale.

l’écoulement d’un fluide parfait a été étudié par plusieurs chercheurs tel Dias et J.M

Vanden-Broeck ; où ont étudié un écoulement en émergeant un bec bidimensionnel sous un

angle. Différents problèmes de ce genre ont été étudié par Vanden-Broeck [14] ,H.Mekias et

B.Bouderah, A.Gasmi et H.Mekias [4] [5] et N.Bounab [18] [19] et d’autres.

Ce travail est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre est consacré aux définitions et notions préliminaires concernant

la théorie des écoulements potentiels et les équations générales du mouvement de fluide.

Le deuxième chapitre on étudié numériquement un problème d’un écoulement poten-

tiel bidimensionnel d’un fluide incompressible et non visqueux devant un obstacle incliné

forme avec l’axe (x′ox) un angle β = π
4 et d’hauteur H considérant les forces de la tension

de la surface en utilisant la technique de troncation de la série.

Le troisième chapitre est une lecture et discussion des résultats trouvés dans le chapitre

précédent et d’autre recherches.

En fin , on a terminé cette manuscrit par une conclusion générale et un annexe.



Chapitre 1

Définition et préliminaires

Résumé

Dans ce chapitre on présente quelques définitions et concepts de base de la mécanique des

fluides.

contenu

1-1 définition d’un fluide ,viscosité, les fluides parfaits et les fluides réels , la débit

1-2 les écoulement des fluide

1-3 la trajectoire

1-4 Description d’un fluide en mouvement

1-5 Utilisation de la théorie de la variable complexe

1-6 quelques équations de la mécanique des fluides

1-7 Ligne de courant

1-8 nombre de weber
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1.1 Définition d’un fluide

Un fluide est un milieu matériel continu qui est facilement déformable. les fluides se

divisent en deux types :

+ Liquide

Corps peu compressible et dont la masse volumique est importante (eau,huile,.......).

+ Gaz

Corps très compressibles et même extensibles (dioxyde de carbone ,air,......).

1.2 Viscosité µ [12]

C’est une grandeur qui caractérise les frottement internes des fluides.

Elle est due à l’interaction entre les molécules de fluides . Elle caractérise la résistance d’un

fluide a son écoulement .Les fluides de faible viscosité s’écoulant facilement

1.3 Les fluides parfaits et les fluides réels [1]

C’est la viscosité qui introduit alors la notion de fluide parfait et fluide réel.

+ Un fluide parfait :

Les fluides en mouvement sans frottement qu’on appelle fluides parfaits ou non

visqueux.

µ = 0

+ Un fluide réel :

Les fluides en mouvement avec frottement qu’on appelle fluides réel ou fluides visqueux

µ 6= 0
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Figure 1.3.1 : Représentation de la vitesse dans un écoulement parfait et écoulement réel

1.4 Débit [9]

La débit est la quantité de fluide écoulée pendant le temps.

La quantité peut etre définie par un volume au une masse par conséquent on défini alors :

+ Débit massique :

C’est la masse de fluide qui traverse une section S donne par unité de temps donne

par :

Qm =
∫ ∫

s
ρ−→u−→n ds

+ Débit volumique :

C’est la quantité de volume d’un fluide quelconque qui traverse une section S donne

par unité de temps donne par :

Qv =
∫ ∫

s

−→u−→n ds
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1.5 Les écoulements des fluides [10]

+ Écoulement stationnaire

Un écoulement est dit stationnaire (permanent), si les paramètres qui caractérisent le

fluide (pression,vitesse, température,masse volumique ) sont indépendants du temps

en chacun des points de l’écoulement

c’est-à-dire que :
∂u

∂t
= ∂ρ

∂t
= ∂T

∂t
= ∂P

∂t
= 0

Dans le cas contraire ,l’écoulement est dit non-permanent ou in-stationnaire.

+ Écoulement incompressible

Un écoulement est incompressible si le volume de toute particule de fluide reste

constant au cours de son mouvement.

Les particules de fluide ayant une masse constante par construction,

leur masse volumique et donc constant au cours de leur écoulement .

ρ = cte

+ Écoulement potentiel

On dit que l’écoulement est potentiel si sa vecteur vitesse est dérivé d’un potentiel

c’est-à-dire :
−→u = ∇φ

la fonction φ(x, y) est le potentiel des vitesse

+ Écoulement irrotationnel

Un écoulement est appelé écoulement irrotationnel si :

rot−→u = 0

Un écoulement potentiel est un écoulement irrotationnel.

+ Écoulement uniforme

un écoulement est dit uniforme si les vitesses de toutes les particules sont les

mêmes en tout point du fluide
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1.6 Description d’un fluide en mouvement [9]

Il ya deux façons de décrire le mouvement des particules d’un fluide dans un école-

ment :

+ Description de Lagrange

La description Lagrangienne nécessite de surveiller la position et la vitesse de

chaque parcelle de fluide individuellement en fonction du temps ,c’est-à-dire

chaque particule de fluide.

l’identité d’un particule est donnée par sa position initiale M0(x0, y0, z0)

la description du mouvement est donc de déterminer le vecteur position
−→r = −→r (M0, t) à tout instant t pour toutes les particules du fluide.

−→r = −→r (M0, t) ou −→r = −→r (x0, y0, z0, t).

c’est-à-dire :

xi = xi(x0, y0, z0, t).

Et

−→u = −→u (M0, t) = ∂−→r
∂t

(M0, t)

−→a = −→a (M0, t) = ∂−→u
∂t



6

+ remarque

compte tenu du nombre de particules fluides , cette description n’est pas souvent

envisageable

+ Description d’Euler

Dans la description eulérienne de l’écoulement d’un fluide, on définit un élément fini

appelé domaine d’écoulement ou élément de volume à travers lequel l’écoulement entre

et sort. Nous n’avons pas besoin de connaître la position et la vitesse de la masse des

particules de fluide. À la place, nous définissons, à l’intérieur de l’élément de volume,

une variable de champ, des fonctions de l’espace et du temps. Par exemple, le champ

de pression est une variable de champ scalaire pour les écoulements de fluide non

stationnaire dans les coordonnées cartésiens,

champ de pression : p = (x, y, z, t)

Nous définissons le champ de vitesse comme une variable de champ vectoriel de la

même façon,

champ de vitesse : −→u = −→u (u, v, w)

De même, le champ d’accélération est aussi une variable de champ vectoriel

Champ d’accélération : −→a = −→a (x, y, z, t)

L’ensemble de ces variables de champ définissent le champ d’écoulement.

le champ de vitesse de l’équation peut être développé dans les coordonnées carté-

siennes (x, y, z),(i, j, k)selon :

−→u = (u, v, w) = u(x, y, z, t)−→i + v(x, y, z, t)−→j + w(x, y, z, t)−→k
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1.7 Utilisation de la théorie de la variable com-

plexe [3]

Soient φ et ψ la fonction potentielle et la fonction de courant respectivement d’un

écoulement potentiel bidimensionnel. on rapport le plan d’écoulement au plan com-

plexe en écrivant z = x+ iy, puis on définit la fonction complexe f(z) par

f(z) = φ+ iψ

f(z) est appelé le potentiel complexe de l’écoulement .puisque la partie réelle et la

partie imaginaire de f(z) vérifient l’équation de laplace ,de plus

On a :


u = −∂φ

∂x
= −∂ψ

∂y
,

v = −∂φ
∂y

= ∂ψ
∂x

Alors les relations de Cauchy Riemann :


∂φ
∂x

= ∂ψ
∂y

−∂φ
∂y

= ∂ψ
∂x

La théorie des variables complexes offre une méthode ,trés puissante pour obtenir des

solutions de quelques écoulement .

Si le plan (x, y) est considéré comme plan de z = x+iy la fonction f(z) sera analytique

dans le domaine de l’écoulement .de plus la vitesse complexe est définie par :

∂f

∂z
= ∂φ

∂x
+ i

∂ψ

∂x
= u− iv

Sera aussi analytique le plan de l’écoulement .cette très importante propriété va nous

paramétré d’utiliser ,par suite,la théorie des fonctions analytiques complexe pour ré-

soudre notre problème considéré.
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1.8 quelques équations de la mécanique des fluides

+ équation de la continuité

on définie un volume de contrôle infinitésimal dx dy dz

on évalue le débit massique entrant au sortant de chaque face en utilisant le dévelop-

pement de Taylor :

f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h+ f ′′(x)
2! h2 + o(h)3

le débit massique qui entrant sur la face A B B’A’ donner par :

Qm = −ρ.u.dy.dz (1.1)

le débit massique qui sortant sur la face D C C’D’ (on utilisant le développement de

Taylor) alors :

Qms = (ρu+ ∂(ρu)
∂x

dx)dydz (1.2)
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on fait la somme entre l’équation (1.1)et l’équation (1.2) on obtient :

Qm +Qms = ∂(ρu)
∂x

dxdydz (1.3)

le débit massique que entre sur la face A D D’A’donner par :

Qm = −ρ.v.dx.dz (1.4)

le débit massique qui sortant sur la face C B B’C’ (on utilisant le développement de

Taylor) alors :

Qms = (ρv + ∂(ρv)
∂y

dy)dxdz (1.5)

on fait la somme entre l’équation (1.4)et l’équation(1.5) on obtient :

Qm +Qms = ∂(ρv)
∂y

dydxdz (1.6)

le débit massique qui entre sur la face A’ B’ C’ D’ donner par :

Qm = −ρ.w.dy.dx (1.7)

le débit massique qui sortant sur la face A B C D (on utilisant le développement de

Taylor) alors :

Qms = (ρw + ∂(ρw)
∂z

dz)dydx (1.8)

on fait la somme entre l’équation (1.7)et l’équation (1.8) on obtient :

Qm +Qms = ∂(ρw)
∂z

dzdydx (1.9)

on fait la somme entre l’équation (1.3)et (1.6)et (1.9) on obtient le débit massique

totale alors :

QmT = [∂(ρu)
∂x

+ ∂(ρv)
∂y

+ ∂(ρw)
∂z

]dxdydz (1.10)

alors :

−∂ρ
∂t
dxdydz = [∂(ρu)

∂x
+ ∂(ρv)

∂y
+ ∂(ρw)

∂z
]dxdydz
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on devise par dxdydz on obtient :

−∂ρ
∂t

= ∂(ρu)
∂x

+ ∂(ρv)
∂y

+ ∂(ρw)
∂z

alors :

∂ρ

∂t
+ ∂(ρu)

∂x
+ ∂(ρv)

∂y
+ ∂(ρw)

∂z
= 0

sous la forme vectorielle :

∂ρ

∂t
+∇.(ρ−→u ) = 0

c’est l’équation de continuité il s’appel aussi équation de conservation de la masse

cas particuliers :

pour un écoulement permanent ou stationnaire ∂ρ
∂t

= 0 alors :

div(ρ−→u ) = 0

pour un écoulement incomperssible ρ = cte alors :

div(−→u ) = 0
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+ Équation d’Euler et théorème de Bernoulli [16]

Soit une particule fluide de volume dv = dxdydz et de masse

Appliquant la Loi de newton.

∑−→
F ex = dm.−→a

−→
F ex :

Forces de surface (force de pression )

Force de volume (poids)

Alors l’équation d’Euler

dp+ ρ.−→u .
−→
du+ ρ.g.dz

Par intégration de cette équation entre deux points 1 et 2 sur une ligne de courant

on aura :

∫ 2

1
dp+

∫ 2

1
ρ.u.du+

∫ 2

1
ρ.g.dz = cte
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p1 + 1
2 .ρ.u

2
1 + ρ.g.z1 = p2 + 1

2 .ρ.u
2
2 + ρ.g.z2

Alors :

p+
1
2 .ρ.u

2 + ρ.g.z = cte

C’est le théorème de Bernoulli pour un fluide parfait incompressible

+ Équations différentielles des fonctions ψ et φ [3]

Soit un écoulement bidimensionnel,irrationnelle et stationnaire d’un fluide incompres-

sible non-visqueux.puisque :

−→u = grad
−→
φ

Et

div−→u = 0

Il vient que :

div(grad−→φ = 0)

D’où

∂2φ

∂x2 + ∂2φ

∂y2 = 0

c’est à dire :

∆φ = 0

De même ,d’après :
−→u = (u, v) = (−∂ψ

∂x
,
∂ψ

∂y
)

Et

rot−→u = 0
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On trouve :

∂u

∂y
= ∂v

∂x

D’où

∂2ψ

∂x2 + ∂2ψ

∂y2 = 0

C’est à dire

∆ψ = 0
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1.9 Nombre de weber [18]

Le nombre de weber α est un nombre sans dimension utilisé en mécanique des fluides

pour caractériser l’écoulement de fluides à l’interface d’un système multiphasique .

Il correspond au rapport des forces d’inertie et la tension de surface.on le définit de

la maniéré suivante :

α = ρu2.Lc
T

Le nombre de weber est principalement utilisé pour l’étude la formation de gouttes

ou bulles.



Chapitre 2

Écoulement avec tension de

surface
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Résumé

Dans ce chapitre , nous étudions les effets de la tension superficielle.Car les solutions

exactes sont difficiles à calculer, nous résolvons le problème par une approche numé-

rique dite la méthode de troncation de la série.

Enfin.nous discutons des résultats obtenus.

contenu

2-1 Position de problème

2-2 Formulation du problème

2-3 Procédure numérique

2-4 Comportement de la vitesse au voisinage de point de stagnation

2-5 Formulation de la série

2-5 Forme de la surface libre
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2.1 position de problème

Considérons un écoulement potentiel bidimensionnel d’un fluide incompressible et non

visqueux devant un obstacle incliné forme avec l’axe (x′ox) un angle β = π
4 et d’hau-

teur H ,l’écoulement est supposé uniforme de vitesse U. Comme il est indiqué par la

figure suivante :

Figure 2.1.1 : Plan de variable -z-
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2.2 Formulation du problème

On a un écoulement potentiel bidimensionnel d’un fluide incompressible et non vis-

queux devant un obstacle incliné forme avec l’axe (x′ox) un angle β = π
4 et d’hauteur

H ,l’écoulement est supposé uniforme de vitesse U.

Tel que la ligne de courant libre et la surface libre est indiquer par (A′B′C ′)

on note ξ = u− iv tel que u , v sont les composantes du vecteur vitesse et par

f = φ+ iψ

La fonction potentiel complexe où φ,ψ sont respectivement la fonction potentiel et la

fonction de courant .

Les conditions sur le plan f est φ = 0 au point (0,0). ψ=0 sur A B C ψ=HU

sur(A′B′C ′)

L’équation de Bernoulli sur la surface libre(A′B′C ′) est donné par :

1
2q

2 − 1
α
K = 1

2 sur (A′B′C ′) (2.1)

Où α représenter le nombre de weber ,q est la vitesse d’écoulement ,et K est le

courbure de la surface libre .

Et puisque ξ = u− iv est analytique .On définit la fonction τ − iθ par le relation :

ξ = u− iv = exp(τ − iθ) (2.2)

Où :θ est l’ongle entre le vecteur vitesse et l’horizon ,la suppression de la courbure k

donne :

−→u = exp(τ)(cos−→θ i − sin
−→
θ j)

Et dans les coordonnés curviligne

−→u = u.−→uT

Où : −→uT = (cos−→θ i + sin
−→
θ j) est le vecteur unitaire tangentiel
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−→un = R.
d−→uT
ds

= R.
d−→uT
dt

.
dt

ds

−→un = R.exp(τ)(∂θ
∂φ
.
∂φ

∂x
.
∂x

∂t
+ ∂θ

∂φ
.
∂φ

∂y
.
∂y

∂t
)d
−→ur
dθ

−→un = R.exp(τ)(∂θ
∂φ

)(cos−→θ j − sin
−→
θ i)

−→un :est le vecteur unitaire normal et, ds représente l’élément de longueur sur la surface

libre ,R le rayon de courbure de la surface libre.

Finalement ,on obtient :

k = 1
R

= exp(τ)
∣∣∣∣∣∂θ∂φ

∣∣∣∣∣
On remplace k par sa valeur dans l’équation (2.1)on trouve :

1
2q

2 − 1
α
exp(τ)

∣∣∣∣∣∂θ∂φ
∣∣∣∣∣ = 1

2

D’autre part , on sait que θ(φ) est une fonction croissante (−∞ < φ < +∞) sur la

surface libre (A′B′C ′), donc l’équation de Bernoulli dans le plan f s’écrit :

exp(2τ)− 2
α
exp(τ)

∣∣∣∣∣∂θ∂φ
∣∣∣∣∣ = 1

2 sur (A′B′C ′) (2.3)

Avec les conditions :


ψ = 0 , φ < 0 sur A B

ψ = 0 , φ > 0 sur B C
(2.4)

Le problème mathématique est de déterminer la fonction τ − iθ qui est analytique

dans la bande 0 < ψ < H = 1 et qui vérifier les conditions (2.3) (2.4)
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Figure 2.2.1 : Plan de variable-f-
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2.3 Procédure numérique

Pour résoudre numériquement ce problème , nous appliquons la technique de tronca-

tion de la série .

On transforme le domaine occupé par le fluide dans le plan f . En un demi disque

unité dans le plan de la variable w [Figure( 2.3.1)]

Par la transformation :

f = 2
π
log(1− w

1 + w
) (2.5)

Les points A′ B′ C ′et A B C dans le plan f sont transformés respectivement aux points

C ′ = C (-1,0)

A = A′ (+1,0)

B (0,0)

B′ (0,-1)

La surface libre (A′B′C ′) et transformée en un demi disque [Figure( 2.3.1)]
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Figure 2.3.1 : Plan de variable -w-
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Les points de la surface libre dans le plan w sont donnés par la relation

w = exp(iσ) telque − π < σ < π (2.6)

Et dans le plan f par la relation :

f = φ, −∞ < φ < +∞ (2.7)

Pour résoudre le problème, il faut écrire l’équation

1
2exp(2τ)− 1

α
exp(τ)

∣∣∣∣∣∂θ∂φ
∣∣∣∣∣ = 1

2 sur (A′B′C ′)

En substituant (2.6)dans (2.5) on trouve

f = φ = 2
π
log(−itan(σ2 ))

Ce qui implique que :

df = dφ = 2
πsin(σ)dσ

D’où

∂φ

∂σ
= 2
πsin(σ) (2.8)

D’autre part on a sur la surface libre :

∣∣∣∣∣∂θ∂φ
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∂θ∂σ .∂σ∂φ
∣∣∣∣∣ = πsin(σ)

2 .
∂θ

∂σ

Alors , l’équation de Bernoulli sur la surface libre (A′B′C ′)

exp(2τ) + π

α
sin(σ)exp(τ)∂θ

∂σ
= 1 (2.9)
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2.4 Comportement de la vitesse au voisinage de

point de stagnation

Au point B il y a un écoulement avec un angle égale à γ = 5π
4 dans le plan z donc

l’écoulement est caractérisé par la fonction de potentiel suivante :

f ≈ a

n
.zn telque n = π

α
= π

5π
4

= 4
5 (2.10)

Alors :

f ≈ 5a
4 z

4
5 , z → 0 (2.11)

Donc :

ξ = df

dz
≈ a.z

−1
5 , z → 0 (2.12)

Et on a :

f = φ = 2
π
log(1− w

1 + w
) sur (A′B′C ′) (2.13)

Alors :

2
π
log(1− w

1 + w
) = 5a

4 z
4
5

Ce qui implique

z
4
5 = 8

5aπ log(1− w
1 + w

) (2.14)

de(2.11)et(2.12) on a

z ≈
( 8

5aπ log(1− w
1 + w

)
) 5

4
z → 0

D’où

ξ = a

(( 8
5aπ log(1− w

1 + w
)
) 5

4
)−1

5

w → 0

Alors :
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c1 = a
( 8

5aπ

)−1
4

Le développement de la fonction potentiel complexe f au voisinage du point w = 0

est donné par :

f ≈ w + o(w2) (2.15)
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2.5 Formulation de la serie

Nous définissons la fonction ξ(w) comme suite :

ξ(w) = g(w).Ω(w)

ou g(w) contient les singularités et les zéros, la fonction Ω(w) est analytique , elle se

développe en série c’est à dire :

ξ(w) = g(w).exp(
+∞∑
n=1

an.w
n)

où g(w) contient les singularités et les zéros de ξ au point B donc :

ξ = u− iv = (w)−1
4 .exp(

+∞∑
k=1

ak.w
2k) (2.16)

où les ak sont des constantes réelles à déterminer.L’équation (2.16) vérifié toutes les

conditions aux limites

exp(2τ) + π

α
.sin(σ).exp(τ)∂θ

∂σ
= 1 sur(A′B′C ′)

On déterminer ak de sorte que l’équation de Bernoulli soit vérifiée

On substituant l’équation :

w = exp(iσ) = eiσ − π < σ < π

dans l’équation (2.16) on obtient

exp(τ − iθ) = (eiσ)
−1
4 .exp

(+∞∑
k=1

ak.e
2iσk

)
Ce qui implique que :

exp(τ − iθ) = exp

(+∞∑
k=1

ak.cos(2σk) + i(−σ4 +
+∞∑
k=1

.aksin(2kσ))
)
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En séparant la partie réelle et la partie imaginaire , on trouve :

La partie réelle :

τ(σ) =
+∞∑
k=1

akcos(2kσ) (2.17)

La partie imaginaire :

θ(σ) = σ

4 −
(+∞∑
k=1

aksin(2kσ)
)

(2.18)

En substituant (2.17) et (2.18) dans (2.9) sur la surface libre on trouve :

exp

(
2

+∞∑
k=1

akcos(2kσ)
)

+ π

α
.sin(σ)exp

(+∞∑
k=1

akcos(2kσ)
)
.

(
1
4 −

+∞∑
k=1

2kakcos(2kσ)
)

= 1

(2.19)

Pour déterminer les coefficients ak on fait une troncation de la série après N termes .

ainsi on introduit la discrétisation de l’intervalle I.

I = [−π, 0] en N + 1 points.

σ(I) = −π
2(N + 1)(I − 1

2), I = 1, 2, ............, N + 1 (2.20)

on utilisons (2.19)et (2.20)on obtient un système de N + 1 équation à N + 1 inconnus

exp

(
2

N∑
k=1

akcos(2kσ(I))
)

+ π

α
.sin(σ(I))exp

(
N∑
k=1

akcos(2kσ(I))
)(

1
4 −

N∑
k=1

2kakcos(2kσ(I))
)

= 1

(2.21)

On utilise la méthode de Newton pour résoudre ce système.
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2.6 Forme de la surface libre

Après avoir trouvé les coefficients ak, la forme de la surface libre est déterminée comme

suite :

De la relation

1
u− iv

= exp(−τ + iθ) = ∂x

∂φ
+ i

∂y

∂φ
(2.22)

Avec

dz = dx+ idy = exp(−τ + iθ)(dφ+ idψ) (2.23)

Où ψ = 0 sur la surface libre

On a 
∂x
∂φ

= exp(−τ)cosθ
∂y
∂φ

= exp(−τ)sinθ
(2.24)

Et 
∂x
∂σ

= ∂x
∂φ
.∂φ
∂σ

∂y
∂σ

= ∂y
∂φ
.∂φ
∂σ

(2.25)

On trouve : 
∂x
∂σ

= exp(−τ)cosθ ∂φ
∂σ

∂y
∂σ

= exp(−τ)sinθ ∂φ
∂σ

(2.26)

En substituant (2.17).(2.18) et (2.8) dans (2.26) on trouve : ∂x
∂σ

, ∂y
∂σ

en chaque point

σI ,I = 1, ........, N + 1

D’où :
∂x
∂σ

(σ(I)) = 2
πsin(σ(I))exp

(
−∑+∞

k=1 akcos(2kσ(I))
)
cos

(
σ(I)

4 −
∑+∞
k=1 aksin(2kσ(I))

)
∂y
∂σ

(σ(I)) = 2
πsin(σ(I))exp

(
−∑+∞

k=1 akcos(2kσ(I))
)
sin

(
σ(I)

4 −
∑+∞
k=1 aksin(2kσ(I))

)
(2.27)

I = 1, ............................., N + 1
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Figure 2.6.1 : La forme de la surface libre α = 0.5



Chapitre 3

Résultats et discussions
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3.1 Solution sans tension de surface

Lorsque la tension de surface libre est négligée , le nombre de weber tend vers l’infini

et l’équation (2.9) devient :

exp(2τ) = u2 + v2 = 1 sur la surface libre (3.1)

et le système (2.21) se reduit à :

exp

(
2

+∞∑
k=1

akcos(2kσ(I))
)

= 1 I = 1, ..................., n+ 1 (3.2)

Où : σ(I) est donnée par le relation(2.20).

On peut trouver cette solution exacte aussi analytiquement en appliquant la méthode

introduite par kirchoff avec les lignes de courant et la transformation de Schwartz-

Christoffel [figure(3.3.1)]
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3.2 Transformation de Schwartz-Christoffel [19]

On considéré un polygone [figure(3.2.1) ] dans le plan Ω , ayant pour sommetsA1,

A2,.......,An et pour angle intérieurs respectivement α1, α2 ,.......,α3.

SoitA1, A2, ....., An les points correspondant respectivement à λ1, λ2, ....., λn de l’axe

réel du plan des λ [figure(3.2.2)].Transformation de Schwarz-Christoffel,transforme

l’intérieur d’un polygone en demi-plan supérieur (ou inférieur) d’un autre plan.

La transformation est donnée par :

dΩ
dλ

= α(λ− λ1)
α1
π
−1(λ− λ2)

α1
π
−1......(λ− λ1)

αn
π
−1 (3.3)

ou bien

Ω = α
∫

(λ− λ1)
α1
π
−1(λ− λ2)

α1
π
−1......(λ− λ1)

αn
π
−1 + β (3.4)

ou α et β sont des constantes complexes .On notera que :

1.Parmi les points λ1, λ2, ....., λn on peut choisir trois arbitrairement.

2.Les constantes α et β déterminent l’orientation et la position du polygone.

3.Il est commode de choisir un point, par exemple λn, à l’infini,cas dans lequel facteur

de (3.4)n’existe pas.

4.Des polygones infinis non fermés peuvent être considérés comme des cas limités de

polygones.
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Figure 3.2.1 : Plan de Ω

Figure 3.2.2 : Plan de variable λ
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3.3 Ligne de courant

On appelle ligne de courant la courbe qui ,en chacun de ses points,est tangente au

vecteur vitesse.son équation différentielle s’écrit :

dx

u(x.y.z) = dy

v(x, y, z)
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Figure 3.3.1 : La forme de la surface libre α >>> 100



36

Figure 3.3.2 : La forme de la surface libre (solution exact et solution avec tension de

surface)

La forme de la surface libre en négligent la tension de surface et les forces de gravité

dans notre problème,la forme et déjà trouver par un autre auteur ou on a fait une

comparaison présentée dans la [figure (3.3.2)]

Alors,on remarque que les deux solutions coïncident. C’est dire la forme de la surface

libre calculer numériquement coïncide avec la solution analytique.



Conclusion générale

Dans ce modeste travail on a étudié numériquement un problème d’écoulement po-

tentiel bidimensionnel d’un fluide incompressible et non visqueux devant un obstacle

incliné forme avec l’axe (x′ox) un angle β = π
4 en utilisant la technique de troncation

de la série. on a pu trouver la solution approché pour tout α ≥ α̃ où α̃ = 0.5

On distingue qu’a partir de ce point critique pour α ≤ α̃ le processus numérique

diverge et des ondes qui apparaissent sur la surface libre.

On conclut ,alors que le problème considéré admet une solution unique pour tout

α ≥ α̃ la solution pour α → ∞ donne la même forme de la surface libre qui a déjà

trouver analytiquement par la méthode des transformation conforme c-à-d que les

deux graphes sont confondus.

Notre perspective est calculer la forme de surface libre lorsque les forces de gravites

sont inclus ,toujours dans ce cas là un autre paramétré sera inclue qui,est le nombre de

Froud et cela avec d’autre approches numériques , ou bien si on change la géométrie

du domaine de l’écoulement.



Annexe

contenu

1.présentation de l’équation d’Euler et Bernoulli

2.méthode de newton

3.Algorithme de Newton pour la résolution de systèmes non linéaire

f(x) = 0

4.Algorithme de Jordan avec pivotation totale implicite
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Beaucoup de problèmes de la mécanique des fluides ne comportent pas de mouve-

ment.Ils concernent la répétition de la pression dans un fluide statique et son effet sur

les surfaces solides et sur les corps flottants et les corps submersible soit un élément

fluide de forme parallélépipédique de volume dV = dxdydz et de masse volumique ρ

(voir figure )

On distingue deux types de forces :

+ Les forces des surface :sont des forces de pression puisque’on ne considéré que les

situations dans lesquelles le fluide est au repos ou uniformément accéléré.

+ Les forces de volume se résument à la seule force de pesanteur,c’est-à-dire le poids

d
−→
Fg

d
−→
Fg = dm−→g = ρ−→g dV

−→g :l’accélération de la pesanteur

ρ :la masse volumique du fluide

dm :la masse de l’élément fluide

A l’équilibre (au repos) on a : (Loi de newton)

∑−→
F ex = −→0
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Suivant z :

p(z)dxdy − p(z + dz)dxdy − ρgdxdydz = 0

Avec p(z) et p(z+dz) sont respectivement les pressions sur la face inférieure et la face

supérieure de l’élément fluide .un développement de p(z + dz)au premier ordre nous

donne

p(z + dz) = p(z) + (∂p
∂z

)dz

Donc

p(z)dxdy − p(z)dxdy − (∂p
∂z

)dxdydz − ρgdxdydz = 0

Alors :

−(∂p
∂z

)dxdydz = ρgdV

Alors
∂p

∂z
= −ρg

Par analogie ,suivant les autres directions ,on trouve :

∂p

∂x
= 0; ∂p

∂y
= 0

Équation d’Euler et théorème de Bernoulli

Soit une particule fluide de volume dv=dx dy dz et de masse

Appliquant la Loi de newton.

∑−→
F ex = dm.−→a

−→
F ex :

Forces de surface (force de pression )

Force de volume (poids)
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On a :

−→u = (u, v, w)

−→
du = (du, dv, dw)

Pour un fluide immobile :

∂p

∂x
= 0; ∂p

∂y
= 0; ∂p

∂z
= −ρg

pour un fluide en mouvement : par projection

Sur l’axe ox :

−∂p
∂x

= ρ.
du

dt

Sur l’axe oy :

−∂p
∂y

= ρ.
dv

dt

Sur l’axe oz :

−ρg − ∂p

∂z
= ρ.

dw

dt

Sachant que :

dp = ∂p

∂x
dx+ ∂p

∂y
dy + ∂p

∂z
dz
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dp = (−ρ.du
dt

)dx+ (−ρ.dv
dt

)dy + (−ρg − ρ.dw
dt

)dz

dp = −ρ.dudx
dt
− ρ.dvdy

dt
− ρ.dwdz

dt
− ρ.g.dz

dp = −ρ.u.du− ρ.v.dv − ρ.w.dw − ρ.g.dz

On a :

−→u .
−→
d u = u.du+ v.dv + w.dw

Alors :

dp = −ρ.−→u .−→d u− ρ.g.dz

dp+ ρ.−→u .
−→
d u+ ρ.g.dz

C’est l’équation d’Euler

Par intégration de cette équation entre deux points 1 et 2 sur une ligne de courant

on aura :

∫ 2

1
dp+

∫ 2

1
ρ.u.du+

∫ 2

1
ρ.g.dz = cte

p1 + 1
2 .ρ.u

2
1 + ρ.g.z1 = p2 + 1

2 .ρ.u
2
2 + ρ.g.z2

Alors :

p+
1
2 .ρ.u

2 + ρ.g.z = cte

C’est le théorème de Bernoulli pour un fluide parfait incompressible
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Dans notre problème ,on utilisé la méthode de Newton pour la résolution d’un sys-

tème non linéaire avec l’algorithme de Jordan avec pivotation total implicite.Dans cet

annexe, on donne une description de la méthode utilisée.

méthode de Newton

Dans la présente section , on considéré le problème de recherche d’une solution au

système d’équation :



f1(x1, x2, ......, xn) = 0

f2(x1, x2, ......, xn) = 0

......

fn(x1, x2, ......, xn) = 0

Q’on peut écrire f(x) = 0,où f et x sont deux vecteurs à n composantes.on suppose

que f est de classe C1 sur un certain ouvert convexe D. La matrice

E(x) =
(
∂fi(x)
∂xj

)
i,j

=1,.....,n

Est appelée jacobienne de f au point x.

Le développement de Taylor au voisinage d’une approximation x∗ de x s’écrit :

f(x) = f(x∗) + E(x∗)(x− x∗) +R(x∗, x− x∗)

où

R(x∗, x− x∗) = (x− x∗)
∫ 1

0
(E(x∗ + t(x− x∗))− E(x∗))dt

Ainsi, ou voisinage de x∗ l’expression linéaire :

f∗(x) = f(x∗) + E(x∗)(x− x∗)
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est une bonne approximation de f(x).Il est claire qu’une meilleure approximation de

la solution x que x∗ peut être obtenue en résolvant l’équation :

f∗(x) = 0

C’est à dire

f(x∗) + E(x∗)(x− x∗) = 0

En suivant la procédure précédente , la méthode générale de Newton consiste prendre

une approximation initial x0 à la solution x, puis tenter à l’améliorer itérativement

comme suite :

xk+1 = xk − S−1
k .fk k = 1, 2, ...., n

En prenant fk = f(xk) et avec la définition de la matrice jacobienne

Sk = E(xk)

on continu jusqu’à ce que |fi(xk+1)| . < ε

Algorithme de newton pour la résolution de système

non linéaire f (x) = 0 :

Étant donner

1.calculer

E
(K)
ij = ∂fi(x)

∂xj

∣∣∣∣∣
x=xk

f
(k)
i = −fi(xk)

i = 1, 2, ......, n j = 1, 2, .....n

2.Résoudre le système linéaire
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n∑
j=1

E
(k)
ij ∆X(k)

j = f
(k)
i i = 1, 2, ......., n

3.Calculer

x
(k+1)
i = x

(k)
i + ∆X(k) i = 1, 2, ........., n

4.Si

|fi(xk+1)| < ε i = 1, 2, ........, n

est vérifié,arrêter

Algorithme de Jordan avec pivotation totale impli-

cite :

choix du pivot

Pk = alkck où alkck = maxij |aij|

i = 1, n i 6= l1, l2, ......., lk−1

j = 1, n j 6= c1, c2, ......., ck−1

Normalisation

alkj = alkj
Pk

j = 1, n+ 1

Réduction
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w = aij

aij = aij − w.alkj j = 1, n+ 1

i = 1, n et i 6= lk

Remise en ordre

xck = alk, n+ 1

k = 1, 2, ......., n

.
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Résumé : 

Dans ce mémoire, on a étudié numériquement l’effet de la 

tension de surface sur un écoulement d’un fluide parfait   

devant  un obstacle incliné forme avec l’horizontale un angle 

𝛽 =
𝜋

4
  on appliquant la technique de troncation de la série. 

Mots-clés : fluide parfait, troncation de la série, 

nombre de weber 

Abstract: 

In this thesis, we have numerically studied the effect of 

the surface tension on a flow of a perfect fluid in front 

of an inclined obstacle formed with the horizontal 

angle  𝛽 =
𝜋

4
  by applying the technique of truncation 

series 

Key-words: Ideal flow, truncation of the series, number 

of Weber  

:ملخص  

في هره المركسة قمنا بدزاست عدديت لتأثيس التوتس السطحي لتدفق 

سائل مثالي أمام عائق مائل يصنع مع الأفق شاويت وذلك بتطبيق 

 تقنيت السلاسل

عدد ويبس,تقنيت السلاسل, سائل مثالي :الكلمات المفتاح  
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