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Introduction

Introduction

Les équations intégrales jouent un role essentiel dans ’étude de nombreux phénomeénes
scientifiques, tels que la biologie mathématique, la cinétique chimique et la dynamique des
fluides. Par exemple, certaines équations issues de la dynamique des ondes a la surface
de I'eau peuvent étre transformées en équations intégrales de Volterra-Fredholm du second
type & partir d’une équation différentielle ordinaire du second ordre avec des conditions aux

limites. Elles prennent la forme suivante :

T b

() - / 03, ) W ()l — / o, ) U (1) s = f(z)

a a

Avec 0y (x, ), lo(x, 1) et f(x) des fonctions données, ¢4 (z, 1) et lo(x, 1) des noyaux bornés
ena <z pu<b,lafonction U(x) est la fonction inconnue a déterminer.

De nombreux auteurs se lancent dans la résolution de ce genre d’équations. Diverses
méthodes sont utilisées, ou 'on trouve une méthode des moindres carrés mobiles et des
polynomes de Tchebychev dans [2] et une décomposition d’Adomian utilisée dans [3]. Les
auteurs dans [7, 8, 9] utilisent les suites de Tchebychev, d’Euler et des méthodes numériques
quadratiques afin de résoudre les équations intégrales de Fredholm. Dans [4,10], les au-
teurs ont estimé la fonction solution au moyen de Legendre et des premiers polynomes de
Tchebychev.

Dans cette thése, nous nous intéressons a ’application des polyndémes de Tchebychev a la
résolution des équations intégrales de Volterra-Fredholm, ot nous avons utilisé la théorie du
point fixe de Kannan. L’objectif est d’améliorer la précision des solutions et de proposer une
analyse approfondie des performances des méthodes numériques basées sur ces polynomes.

Au cours de la derniére décennie, des avancées notables ont été réalisées dans I’étude des
équations intégrales et du point fixe de Kannan, parmi lesquelles :

— Des développements en analyse fonctionnelle et dans la théorie des points fixes.

— De nouvelles extensions du théoréme du point fixe de Kannan dans des espaces
métriques plus généraux.

— Des études récentes sur les points fixes dans les espaces vectoriels de Banach et de
Hilbert, favorisant une meilleure convergence et stabilité des méthodes numériques.

Dans le but d’atteindre les objectifs visés, ce travail est réparti en quatre chapitres :

1



Introduction

Le premier chapitre présente les notions et propositions fondamentales relatives aux
espaces de Banach et de Hilbert, & 'orthogonalité, ainsi qu’a la théorie des opérateurs
linéaires bornés et compacts.

Le deuxiéme chapitre porte sur 'orthogonalité des polynomes de Tchebychev et des
polynomes classiques, et aborde le théoréme du point fixe de Kannan.

Le troisiéeme chapitre est dédié a la classification des équations intégrales, ainsi qu’a
I’étude de 'existence et de 'unicité des solutions des équations de type Volterra-Fredholm
en s’appuyant sur le théoréme du point fixe de Kannan. Ce chapitre examine également
diverses méthodes de projection, telles que la collocation, Galerkin, Ritz-Galerkin, Bubnov-
Galerkin et Petrov-Galerkin, en plus de la résolution analytique par séries convergentes.

Le quatriéme chapitre s’intéresse a la solution numérique du probléme linéaire des équa-
tions intégrales de Volterra-Fredholm de deuxiéme espéce, en recourant a des polyndomes
orthonormés extraits des polynémes de Tchebychev des premiére, deuxiéme, troisieme et

quatriéme espéces.



Chapitre 1

Rappels d’analyse fonctionnelle

1.1 Espaces fonctionnelle

1.1.1 Espaces de Banach

Définition 1.1.1 Soit E un espace vectoriel sur le corpsk (k = R ou C) On appelle norme

sur E une application ||.| : E — R, qui vérifie les proprités suivantes :
1) VEEE, ]| =0«<=¢=0.

2) V¢ e E vy ek, |l =gl
3) V& v e B[+ v <[l + vl

ainsi (F, ||.||) devient un espace vectoriel normé.

1] - R? — R,
(€1:62) = [LII = [€1] + &2

||| est une norme sur R? on note [[£| = [|€]|,

Remarque 1.1.1 D’une maniére générale st

Il E—R

z = |

est une norme sur E, on note||z| = ||z| 5



1.1. Espaces fonctionnelle

Exemple 1.1.1 Soient a,b € R, avec a < b, et considérons l’espace E = C°[a,b] =
{f :[a,b] = R | continue sur |a,b]} .
L’application

I C%la,0] = Ry

fo—= /b\f(ﬁﬁ)ldﬂf

est une norme sur E = C°[a,b].

Nous noterons cette norme par
1Ale = 1Al = 1z gage
Remarque 1.1.2 ||f||., = sup,coy |f (2)| définit une norme sur E = C° [a, b].

Proposition 1.1.1 Si (E, ||.||z) est un espace vectoriel normé alors pour tout x,y € E,

nous avons l’inégalité :

Vo,y € B [[lzf] = [lylll < llz =yl

Preuve. Vz,y € E on a

= llz =yl < llzll = llyll < ll= =yl

on obtien donc

Yo,y € B |zl = [lylll < llz =yl

Proposition 1.1.2 Tout espace véctoriel normé (E,||.||) est métrisable.

Preuve. Quelque soit p, ¢ € E on définit la fonction II par

(g, 9) = [lpe = 9[-

Cette fonction est clairement une métrique sur £. m



1.1. Espaces fonctionnelle

Suite de Cauchy

Soit (x,)nen une suite dans un espace normé (£, ||.||), on dit que (x,), est une suite de

Cauchy si :

Ve > 0,3N. € N,Vp,qg > N., |z, — 2yl <¢

Remarque 1.1.3 1) Toute suite de Cauchy dans E est borné.
2) Si (xn)nen est une suite de Cauchy dans un espace normé (E, ||.||z) alors toute sous-
suites (Tym))n est une suite de Cauchy.

3)Toute suite convergente est de Cauchy.

Proposition 1.1.3 Soit (x,), une suite de Cauchy et (Ty(n))n est une sous-suite de (x,)y,

convergeante vers x € E alors, (z,), converge vers x.

Preuve. On a

Ve > 0,dN. e NVp, Vg e N;p > N,V (q) > N. = ||$p—xq,(q)HE < g

et aussi on a
Ve > 0,3N. € N,Yg € N, U (q) > N = ||z — 2, < g
d’ot
Ve > 0,3N. =max(N.,N.) e N,¥p,Vge N, p>N. U(q) > N.
= lzp —2llp = pr — Ty(q) T Tu(g) — mHE < pr - x\Il(fI)”E + Hx‘lf(q) - 33HE <£
on obtient
Ve >0,IN. e NYpeEN, p>N. = |z, — 2|, <e¢

D’ou la suite (), converge vers I’élément = de E. m

Définition 1.1.2 (Espace complet) Un espace vectoriel normé (E, ||.||) est dit complet, si

toute suite de Cauchy (x,,), d’éléments de E converge dans E.



1.1. Espaces fonctionnelle

Autrement dit,
Ve >0,3IN. e N,Vp,q > Ne, p>N.,q>N. = oy, — a4l <¢
Cela implique qu’il existe un élément x € £ tel que
lm z,==x
n——+o0

Définition 1.1.3 (Espace de Banach) Soit (E,||.||g) un espace vectoriel normé on dit que

E est un espace de Banach s’il est complet.
Exemple 1.1.2 C%Ja,b]) = {f : C°([a,b]) — R | f continue sur [a,b]}.

On munit C([a,b]) de la norme || f|lcoay = SUPselay [f ()| C°([a,0]) est un espace

complet donc de Banach.

Exemple 1.1.3 On peut aussi définir une autre norme sur C°([a,b]), || f|l, = ||fHL1([mb]) =

b
/|f (z)| dz, (C°([a, b)), |||l,) n'est pas un Banach.

Généralisation

On définit 'espace L? ([a,b]) par :

L? ([a,b]) = {f : [a,b]) = R | f est mesurable et f” € L' ([a,b])},p>1

avec
b
L' ([a,b]) = ¢ f :[a,b]) = R | f est mesurable et/ |f (z)]dx < o0
b P
L? ([a,b]) munit de la norme |||, = [.||;, définie par : || f|[, = /|f (x)[Pdx | est un

espace de Banach pour p > 1

Proposition 1.1.4 Soit (E,||.||z) un espace de Banach et F' C E. Alors,



1.1. Espaces fonctionnelle

F' est fermé < F' contient les limites de ses suites de Cauchy

Preuve. On sait que F' est fermé dans E si toute suite (z,,), .y de F' convergente admet
sa limite dans F.

Sens direct : Supposons que F est fermé. Soit (,,),,cy une suite de Cauchy de F. Comme
F C E, cette suite est aussi de Cauchy dans E. Or (E, ||.||;) est un Banach donc toute suite
de Cauchy y est convergente. Il existe donc x € E tel que nh_)ngo T, = x , Puisque F' est

fermé il contient les limites des suites de F' qui convergent dans E , donc = € F.

Sens réciproque : Supposons maintenant que F' contient les limites de ses suites de

Cauchy. Soit (,,),,cy une suite de F' qui converge vers un élément x € E. Or (), est

une suite de Cauchy car convergente et (z,), .y C F donc & € F d’otl F est fermé. m

1.1.2 Espace de Hilbert

Produit scalaire

Définition 1.1.4 Soit E un k—espace vectoriel (k = R ou C) un produit scalaire sur E est

une application :

(,): ExXE—k
(@,y) = (z,y)

vérifiant les propriétés suivantes:
1) VY(z,y,2) € B®Vy €k, {(yx +y,2) =7(z,2) + (y,2)
2

) V(zy) € B (x,y) = (y,7)
) Vee E—{0g},(z,x2) >0
) Vee E (z,x) =0 x=0g

w

4

Remarque 1.1.4 a) grace a la propriété 2) Vo € E, (x,x) > 0 on peut poser ||z|, =

(z, )

b) D’aprés la propriété 1) on obtient l'inégalité de Cauchy Schwartz :

Vo, y € B [(z, )| < |||yl



1.1. Espaces fonctionnelle

A partir de cette inégalité on déduit la sous-additivité :

[z +yllp < llzllz+lyle

c¢) La sous-additivité ainsi que les propriétés 2), 3) et 4) montrent que ||| est bien une

norme sur E (||z||z = v/(z,x) ).

Définition 1.1.5 (Espace préhilbertien) un espace préhilbertien est un espace normé dont

la norme est issue d’un produit scalaire () .

Définition 1.1.6 (Espace de Hilbert)un espace vectoriel E est un Hilbert s’il est normé,
complet ,dont la norme est issue d’un produit scalaire (). C’est-a-dire, soit |||z la norme de

E, il existe

(L): ExE—-R
(z,y) = (z,9)
produit scalaire sur E, tel que ||z|, = v/(z, ).

Proposition 1.1.5 Soit E un espace de Hilbert pour la norme ||.|| 5 il existe produit scalaire

.,.) tel que T, x) = ||T| 5 , alors ||. vérifiée lidentité du parallélogramme:
l g al g Vérifiée l'identité d llel

V(z,y) € B2 : lz +yl” + llz — yl* = 2 (ll” + llyl*)
Preuve. Vz € E : |z||, = v/(z,z) donc

2 2 2
le+yle = @+yz+y) = |zl +lyllp+2

2 2 2
le=yle = (—v,2 =y = [+ Iyl =29

par addition on obtient 'identité du parallélogramme: m

Proposition 1.1.6 Si (E,||.||z)est un Banach vérifiant lidentité du parallélogramme alors

E est un espace de Hilbert muni du produit scalaire défini par :



1.1. Espaces fonctionnelle

(lr +yl* = llz = yII*)

IS,

(z,y) =
(2.9 =3 (l+ 9l = 1o = y)1?) implique /{z,2) = Jlz] )
Preuve. Vérification que (.,.) est un produit scalaire
1) Positivité et relation avec la norme :
Vo € B (z,2) = [|z[[; > 0
2) Définie positive :

Ve e B, (z,2) =0=|z|2=0=2=0

3) Symétrie :
Vo,y € B (2,y) = (y,2)

4) Linéarité en la premiére variable :
Additivité :

Soient x,y, z € FE, montrons que
(x+y,2) = (x,2) + (y, 2)

par définition du produit scalaire :

2 2
(r+y,2)+@—y2) =t(lety+zlp—lle+y—zlp+lz—y+zla—llz—y—=z|2)
2 2
=1 @2(lz+zl5+ lylz) =2 (lz— 2%+ lylz))
2 2
Tl + 2l = llz—2l%)

=2(x,z)

donc on obtient
Vr,y,2 € E(z+y,2) +{r—y,2) =2(z,2)
On pose les nouvelles variables suivantes

2u=z+y,2v=x—y,



1.1. Espaces fonctionnelle

En les additionnant, on retrouve I’expression :
r=u-+v

donc

(2u, z) + (2v,2) =2 (u+ v, 2) .

Si 'on considére le cas particulier ot x = y, alors I’expression devient :
(2x,2) +(0,z) = 2(x, 2)
Sachant que (0, z) = 0 il en résulte :
(2x,2) = 2(x, 2)
Ainsi, on obtient la relation suivante :
Vu,v,2€ E, (u,z)+ (v,2) = (u+v,2)

Homogénéité :

On veut montrer que :

VyeRVz,y € E, (va,y) =7 (z,y)

YER, I(Vn)pen € Q7 — 7 (Q=R)

Par définition du produit scalaire, on a :
Ve,y € B,y R, (ya,y) — v (2,y) = (v, y) — (72, 4) + (72, 4) + 7 (2,9)
En regroupant les termes :

(vr,y) — vz, y) = (v =) 2, y) + (v — ) (@, )

Or, d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwartz :

Ve,y e B [(z,9)] < V{(z,2)\V/(y,9)

10



1.1. Espaces fonctionnelle

Sachant quey/(z, z) = ||z||, on obtient :
Va,y € B[z, y)| < llzllglvlg

D’ou, en utilisant cette propriété on obtient :

vz, y) = v, < (v =v) 2l g llylle + 10y =)l 2l g Yl g

< 2y =l =l Iyl
Puisque v — 7,,, on a v — 7,, — 0.Donc, en passant a la limite, il vient :
(yvz,y) = (z,y)

ce qui implique (x,y) = (}1 ||z + yH2 — ||z — sz) un produit scalaire sur E, avec (x, ) =

2
([} -

Cela confére a E la structure d’espace de Hilbert. m

Exemple 1.1.4 L*(I,R) l’ensmble des fonctions de carré intégrales défini par:
PUR =S IR [ 17l du<oc
T
ou l'intégrale est considérée selon le concept de Lebesgue, avec la norme
2 2
1912 = [ 1f ()
I

résultant du produit scalaire défini par

(f. 9) =/f<x>g<x>das

I

est un espace de Hilbert

1.1.3 Orthogonalité

Définition 1.1.7 Soit (H,(.,.)) un espace de Hilbert

11



1.1. Espaces fonctionnelle

Deux élements x,y de H sont dit orthogonaux si (z,y) = 0 et on notera x_Ly. On dit
que deux ensembles 2, I' C H sont orthogonaux si tout les éléments de {2 sont orthogonaux
a tous les éléments de I'. On notera Q21T. Si ) et I'" sont deux sous-espaces vectoriels
orthogonaux, alors ils sont en somme directe et on notera Q @+ I' pour signifier que cette
somme directe est orthogonale.

Soit 2 C H, on définit 'orthogonal de € et I'on note O+ par QO+ = {x € H, z1Q}.

L’ensemble {a}"est noté tout simplement a'.

Proposition 1.1.7 Soit (H,(.,.)) un espace préhilbertien. Soit a € H fixé. Alors :

L, : H-—k
r — (z,a)
est une forme linéaire continue sur H. De plus on a : ||L,|| = ||a||

Preuve. L, est linéaire ( voir définition de(.,.) )

|Lo (z)] = |{z,a)| < ||a]| ||z||, Yz € H donc L, est continue et ||L,| < |lall .

On suppose a # 0 , prenons y = pon. On a [[yl| =1 et Ly (y) = <ﬁ,a> = <|(|l:\L\> = ||all
[Zall = sup Lo (@)] 2 La (y) = flall dou [|La]| = [lal|

Proposition 1.1.8 Soit (H, (.,.)) un espace préhilbertien. Soient Q et I' deuz sous ensem-

bles de H.Alors on a :

e O est un sous-espace véctoriel fermé de H.
e QC ()" (note QML) et @ C QML
e QCcI'=TtcCcOt
Preuve. e a' = ker L, donc a* est un sous espace vectoriel fermé de H.D’autre part
ona: QF = agﬂaL intersection de sous espace vectoriels fermés, est un espace vectoriel
fermé.La preuve de deux autres propritées est évidente
e Soit & € 2 choisissons y € Q.0n a alors (z,y) = 0, ce qui preuve que x € Q. On a
Q1+ est un sous-espace véctoriel fermé donc Q C Q-+

el'=nNbC Nat=0"m
bel’ acfl
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1.1. Espaces fonctionnelle

Base hilbertiennes

Définition 1.1.8 Soit (H,(.,.)) un espace préhilbertien. Une partie X de H est dite dense

dans H si l'une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

e X=0H
o VyeH, I(z,),cn CX tel que ||z, —y|| — 0
o Vyec HVe>0,3z € X;|lz—y| <e.

Définition 1.1.9 Soit (H,(.,.)) un espace préhilbertien. Soit X une partie de H.
On dit que X est totale si le sous-espace vectoriel engedré par X est dense dans H.
Remarque 1.1.5 Le sous-espace vectoriel engedré par X est noté (X) ou vect (X).

Remarque 1.1.6 Généralement l’espace H est séparable et de dimension infinie, en d’autres
termes, il existe un ensemble dénombrable partout dense dans H et pour toutn € N, il existe

n vecteurs dans H linéairement indépendants.

Proposition 1.1.9 Soit (H,(.,.)) un espace préhilbertien et X C H. alors

Preuve. On a toujours

donc

XY c(X) e xt

Montrons :
Xt X)Xy
Si x € X+ alors il est orthogonal a X , donc orthogonal aussi a toutes les combinaisons
linéairité finies d’éléments de X et par suite on a z € (X)*.
Siz e (X )l alors il est orthogonal a tous les termes d’une suite dans (X), et par la
continuité du produit scalaire il est orthogonal a la limite d’une telle suite (convergente),

L
par conséquence = € (X) =

13



1.1. Espaces fonctionnelle

Proposition 1.1.10 Caractérisation d’une famille totale dans un espace de Hilbert

Soit (H,(.,.)) un espace Hilbert et X C H, alors :

X est totale & X+ = {0y}

Preuve. .
X est totale & (X)=H

o (X} =Ht =
L
& (X)) ={04}
Définition 1.1.10 Soit un espace préhilbertien (H,(.,.)). On nomme base hilbertienne de

E une famille orthonormale totale dans E
Remarque 1.1.7 Une base hilbertienne est appelée aussi base orthonormale.
Définition 1.1.11 F = (e;);c; une famille de vecteurs de H.

V(i,j) € I {ei,e;) =0 si i # j
(i €:) = ||€ZH2 =1

2) F est dite compléte ou total si ’ensemble des combinaisons linéaires (finies) des

1) On dit que F est une famille orthonormée de H si

éléments de F' est dense dans H c’est-a-dire Vect (e;,i € [) = H

Théoréme 1.1.1 (Riesz-Fischer) Soit H un espace de Hilbert et {V,} —un systéme or-
o
thonormé et sotent les valeurs o, ag, s, ..., ;. telles que la série Z |a4|2 soit convergente,

=1
alors on peut trouver un vecteur f € H,

tel que
a; = (f,U;),i=1,2...

et de plus, on a

S UL B =Y i = 1117

Preuve. Soit {f,} une suite donneé par

o= Zoée‘l/z
—1

14



1.1. Espaces fonctionnelle

(e.o]
Puisque la série Z |a;|” convergente, donc la suite {f,}, est de Cauchy, on a pour des
i=1
valeurs entiers p et ¢ assez grandes, telles que p < ¢,

q 2 q q
||fp - fq“2 = Z Wy = < Z Wy, Z Oée\pe>

£=p+1 £=p+1 f=p+1
Car H est un Hilbert, alors on a f, — f dans H, de la relation f = (f — f,) + fn, et

de la composition du systéme {U,} avec les deux membres, on obtient

Le second terme (f — f,, ¥;) de la somme fugurant au second membre tend vers 0 quand

n — oo et cela due la continuité du produit scalaire, car

[ = o Wl < F = full W]

tandis que le premier terme (f,, ¥;) de la somme fugurant au second membre coincide
avec la valeur «y;, Vi < n d’ou la relation (f, ;) = (f,, ¥;) = «;

pour tout ¢ < n ce qui entraine

<f =) ¥y, f - ZOM%> = I£I* = lewl®
(=1 (=1

(=1
lorsque n — oo, on obtient 1'égalité de Parseval

o0
A7 =D feef?
(=1

Théoréme 1.1.2 Soit {U,} un systéme orthonormé d’éléments d’un espace de Hilbert H,
le systéme {W,} soit complet, si et seulement si le vecteur nul est le seul vecteur de H
orthoganal au systéme {V;}. Cela veut dire qu’il n’y a pas un vecteur non nul de H, qui est

orthogonal & tous les vecteurs du systéme {U,}.

Preuve. Soit f € H tel que f est orthogonal a tout les vecteurs du systéme complet
{W,} alors tous ses coefficients de Fourier sont nuls (f,¥;) = 0, Vi = 1,2, ..., le systéme

{WU,} étant complet donc fermé.

15



1.1. Espaces fonctionnelle

D’ou I’égalité de Parseval

1£11” er ) Zm

qui implique que f =0
En sens inverse, soit le systéme {W,} n’est pas complet donc g € H (un vecteur non
nul) g # 0 qui réalise U'inégalité de Bessel donc d’aprés le théoréme de Riesz-Fisher, on

peut trouver un élément f de H, tel que

(e o]

Z\f ;) Z!az = |I£1*

il est facile de voir que le vecteur non nul f — ¢ est orthogonal au systéme {¥,} d’ou

la condition suffisant. m
Théoréme 1.1.3 Tous les espaces de Hilbert séparables sont isomorphes entre eux.

Preuve. Soit H un espace de Hilbert séparable, il existe alors un systéme orthonormé et
complet {¥,},. tel que, pour tout vecteur f € H il existe une suite {¥,},. de coefficients

de Fourier telle que,

o0 o0
2
= E a,VU, avec E || < o0
(=1 /=1

Cette condition nous confirme que la suite {ay},. est de l.

Réciproquement, soit {ay},. une suite d’éléments de [y, c’est-a-dire

o0
Z |lag]? < o0
=1

Alors il existe un vecteur f € H, (d’aprés le théoreme de Riesz-Fischer) tel que,

LA = " loef* avec g = (f, Ty)
=1

d’ou il existe un isomorphisme entre les espaces de Hilbert séparables et ’espace ls.
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1.1. Espaces fonctionnelle

En effet, si les éléments f,g € H ayant pour coefficients de Fourier respectivement les
suites {ov}en s 18e}en € l2, donc les vecteurs f + g et f de H ont comme coefficients de

Fourier respectives {a, + 3,}, {va,}, de plus, on a

<f7 g> = Zafﬂ_f
(=1

car, d’apres 1’égalité de Parseval

) =D el (g.9) =D 1B
/=1 =1
et
(f+a.f+9) = lar+ B+ (aw+By) (o + By)
/=1 /=1
on a

(ftaf+g ={1H+9)+gf+99
= |l +(f.9)
/=1

= Zaéﬂ_é_‘_ <fag>
=1

= Zoé_eﬁe + Z 1Bl
=1 =1

D’ou I’égalité au dessus, autrement dit, I’'isomorphisme entre les espaces de Hilbert
séparables H et I'espace de Hilbert [, signifie qu’il y a une application bijective entre H
et [o. En outre, la somme des vecteurs, la multiplication des vecteurs par un nombre v
et le produit scalaire dans H sont similaires a la somme des coordonnées des vecteurs, la
multiplication des coordonnées des vecteurs par un nombre 7y et le produit scalaire dans Is.

Remarque 1.1.8 Tous les espaces vectoriels ou euclidiens de mémes dimensions finies n
sont isomorphes entre eux, puisque chacun est isomorphe a l’espace K". De méme tous les

espacesde Hilbert sont isomorphes entre eux, puisque chacun est isomorphes a ls.
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1.2. Opérateurs linéaires bornés

1.2 Opérateurs linéaires bornés

1.2.1 Linéarité des opérateurs

Définition 1.2.1 Soient E et F' deux espaces vectoriels normés sur le méme corpsk (k =R ou C),

A:E — F, A est un opérateur linéaire si :

1) V\Ill, Y, € Fona A(\Ifl + \Dg) = A(\Ill) + A(\Dg)
2) Ve EVyekk=(RouC),onaAY)=~vyA(¥)
1.2.2 Continuité des opérateurs linéaires

Définition 1.2.2 Soient E et F' deux espaces vectoriels normés sur le méme corpsk (k =R ou C)
et A: E — F, A est un opérateur linéaire , soit un sous ensemble G de E (G C E) on dit
que A est continue en 2y (29 € G) stV (2,),, C G convergeant vers z, on a la suite (A (2,)),

converge vers A (z,) c’est a dire

lim A(z,) = A< lim zn> = A(20)

n—-—uoo n—-—uoo

Remarque 1.2.1 On dit que l'opérateur A est continu sur G si A est continu en tout point

de ’ensemble G.

Théoréme 1.2.1 Soient deux espaces normés E et F, un opérateur linéaire A défini sur
un sous-ensemble G C E dans F est dit continu partout sur G s’il est continu en point z

de G.

Preuve. Voir [11] =

1.2.3 Opérateurs bornés

Proposition 1.2.1 Soit A : E — F un opérateur linéaire alors A est borné si et seulement

s’il existe une costante C' > 0, telle que
A < Cllzlp, vz € E.

Preuve. Voir [11] =

18



1.2. Opérateurs linéaires bornés

Proposition 1.2.2 Pour tout opérateur A linéaire continue entre deux espaces vectoriels

normés (B, |.|p) et (F,|L.|), ona:

[Al = sup [[A(2)|p <00, Br(0,1)={zeE,|z|| <1}
2€Bg(0,1)

Preuve. Voir [11] =

Proposition 1.2.3 Soit A: (E,|.||z) — (F,||.||z) un opérateur linéaire, on a :

A continu si et seulement si A est borné

Preuve. Voir [11] =

1.2.4 Espaces isomorphes

On dit que deux espaces vectoriels normés (E, |.||z) et (F,||.||) sont isomorphes en tant

qu’espaces normés s’il existe un opérateur linéaire A de E dans F' qui vérfie :
1) A bijectif
2) A et A 'continus

1.2.5 Espaces isométriques

Deux espaces normés (E, ||.|| ) et (F,||.||») sont dits isométriques s’il existe un opérateur

linéaire bijectif A de F dans F' tel que :

|A(2)||p = ||z||z pour tout z € E

Remarque 1.2.2 L’isométrie est une notion plus forte que l’isomorphie.

1.2.6 Normes équivalentes

Soit E un espace véctoriel, et ||.||;, |||, deux normes sur E.On dit que |[.||;et ||.|[,sont

équivalentes si et seulement si, il existe deux constantes A\, 1 > 0 telles ques
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1.2. Opérateurs linéaires bornés

Ml < M2l < pllzlly, V2 € E
En d’autres termes, les deux normes sont équivalentes si et seulement si ’application
identique de E dans E est un isomorphe en tant qu’espaces normés entre (£, ||.||,) et(E, ||.||5)-
Contre-exemple en dimension infinie.
Pour V = C%Ja,b]) = {f : [a,b] — R | f continue sur [a,b]}, on dispose de deux normes :

b
“fHCO([a,b] = SUPgze[q,b] £ @I, fll = ||f||L1([a,b}) - / |f (z)| da

Ces normes ne sont pas équivalentes.

1.2.7 Opérateurs compacts

Soient E et I’ deux espaces vectoriels normés et A : E — F un opérateur linéaire. A est

dit compact si pour tout H C E borné, A (H) est compact.

c’est a dire A (H) est relativement compacte dans F'.

1.2.8 Ensembles relativement compacts

Dans un espace véctoriel normé (E,||.||) un sous-ensemble U de E est dit relativement

compact si pour toute suite (x,), de U admet une sous-suite(z,,) qui converge dans U.
ne

Théoréme 1.2.2 (Critére de compacité) Soient E et F' deux espaces vectoriels normés et
A E — F un opérateur linéaire. A est dit compact si pour toute suite (¥,,), bornée dans

E, la suite (AV,,) admet une sous-suite convergente dans F.

Preuve. En utilisant la définition et la spécificité d’un ensemble borné et d’un ensemble

relativement compact. m

Remarque 1.2.3 Si A;, Ay deux opérateurs compacts alors AA; + pAsest un opérateur

compact.

Théoréme 1.2.3 Le produit A1 Ay de deux opérateurs bornés A, et Ay est compact lorsque

l'un des opérateurs A, ou Ay est compact.

20



1.2. Opérateurs linéaires bornés

Preuve. Prenons (¥,,), comme une suite bornée de £/ donc si 'opérateur A, est borné,
la suite (A2¥,,), est également bornée. en ce qui concerne la compacité de 'opérateur A;,
il y a une sous-suite de (A4; (A2V,,)), qui converge, ce qui signifie que A; A, est compact.

Par ailleurs, si Ay est compact, il est possible d’extraire une sous-suite convergente
(A2,),,) de lasuite (A2¥,,),, et dela continuité de Uopérateur Ay, car lasuite A;((A2¥,), ()

est bornée, ce qui signifie que A;As est compact. =

Théoréme 1.2.4 Soient E et F' deux espaces de Banach et A : E — F un opérateur

linéaire, tel qu’il existe (A,), une suites des opérateurs compacts et

lim |4, — Al = 0.

Alors A est compact.

Preuve. Voir [11] =

Corollaire 1.2.1 Dans un espace de dimension infinie la boule unité B(0,1) n’est pas com-

pact.

Théoréme 1.2.5 Soit A : E — F un opérateur linéaire entre deux espaces vectoriels

normés. Si A est compact alors A est borné.
Preuve. Voir [11] =

Théoréme 1.2.6 Soit & un espace véctoriel normé, G un sous-ensemble compact de E.
Un opérateur intégral A & noyau continu agissant de C(G) dans C(G) est un opérateur
compact.

Preuve. Voir [11] =

1.2.9 Opérateurs intégraux

Les opérateurs intégraux sont des éléments essentiels en analyse fonctionnelle, car ils perme-
ttent de simplifier les équations fonctionnelles pour les résoudre plus facilement. Plusieurs
domaines sont touchés par les opérateurs intégraux, tels que les équations aux dérivées

partielles, les phénomeénes de diffusion et les équations intégrales.
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1.2. Opérateurs linéaires bornés

Opérateur Intégral

Soit Deux espaces normés (E |, ||.||5) et (F,|.]|z), un opérateur intégral est un opérateur

linéaire A de E a valeurs dans F' donné sous la forme

AV @)= [t ¥y, 2 e D,

Do
ou / : Dy x Dy — R est une fonction mesurable s’appelle noyau, ¥ : Dy — R est une

fonction mesurable.
Noyau d’un opérateur
La fonction mesurable ¢(x,y) est appelée le noyau de 'opérateur intégral A.

Noyau faiblement singulier

Définition 1.2.3 On appelle noyau faibelement singulier la fonction ¢ continue sur Dx D C

R™ x R™ sauf peut aux points x =y telle que,

C
Ve,y € D x #y, 30>0;|€(m,y)|<m, 0<A<n.

Théoréme 1.2.7 L’opérateur intégral A de C(D) dans C(D) a noyau faiblement singulier

est un opérateur compact.

Preuve. Voir[ll] =

Normes des opérateurs intégraux

La norme de 'opérateur intégral A défini de L,(D,) dans L,(D;) est donnée par

2 D

)
/ (D |0(z,y)|*dy | dx | , pourl<p< oo
D1 2

/esssup |0(x,y)| dz, pour p=1
y
Dy

1AL, =

esssup/ |0(x,y)| dy, pour p = oo
Do
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1.2. Opérateurs linéaires bornés

Vp,q;1<p,qg<+oo, % + % =1oul(x,y): Dy x Dy — R une fonction mesurable.
Théoréme 1.2.8 Soit un opérateur intégral A tel que
[A]l, < o0 (®)

Donc A est linéaire continu de L,(Ds) dans L,(D;).

En outre, nous avons.

AP, < [lAf, 1w,
AV < (Al W]

Preuve. voir[ll] m

Remarque 1.2.4 Lorsque p = q = 2 La norme de lopérateur intégral A est donnée par

%
Al = (D/ (D/ |€(I7y)|2 dy | dx <00, pour(0<p<oo
1 2

Proposition 1.2.4 Soit A opérateur intégral alors || Al|, < 0o est une condition suffusante

et non nécessaire pour la continuité de A

Preuve. En effet, il suffi de prendre A comme opérateur de convolution dans L, (R)

AV (&) = [t =) ¥ ) dy

R

ou /(x,y) est un noyau de convolution ¢(x,y) = {(z — y) avec la condition

+o0
[ 1l d < oc
—00

La norme dans l'espace L,(D) est aussi donnée par

A1l = Sup/ f () g (x)]dz, g € Ly(D), [lgll, =1

A1l = Sup/ f () g (x)dz, g € Ly(D), [lgll, =1
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1.2. Opérateurs linéaires bornés

D’aprés le théoréme de Fubini, on a

4w, = s [ lo(x) A% () ds

vl = e | 9@ ([ 1ete =00 w)an) do
= o [lowi(f e wre-pa)
= frwia(fo@re-nal) e
<

lgll, %], sup / 1£(y)| dy
llgll,=1
R
— |, / 1£(y)| dy
R

D’ou 'opérateur intégral AV (z) = / l(z —y) ¥ (y)dy de L,(R) dans L,(R) est continue.

R
De plus, on a

AWl < [lA, [,

La condition (®) n’est pas remplie parceque, on a

p

[ [1e@=wra o

R R

_ /||A||§dx ~ 0
R

1Al

[ |
Théoréme 1.2.9 Soit un opérateur intégral A vérifiant les conditions suivantes :

Il existe deux constantes positives C; > 0 et Cy > 0 telles que

T E]

/|€(:p,y)|rdy < (4, r > 0 pour tout = € Dy, /|€(:p,y)|sdx < (5, s> 0, pour tout y € D,
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1.2. Opérateurs linéaires bornés

Pour tout p et ¢ conjugués (% + % = 1) , (1<p,g <) ona

—s _r
P12Dps Py =S, = <-. (®®)

D1 q
D’ou opérateur A est un opérateur linéaire continu de L,(D2) dans L,, (D;). De plus,

on a

p1—s s

1Al <™ ey

pP1—sS s

|AR|],, < [[AI[[1E]l, avec Al <C,™ G5

Preuve. Voir[ll]| =

Remarque 1.2.5 Le cas ot p = 1, lopérateur A devient un opérateur continu de Ly(Ds)

dans Ly, (Dy) sous lacondition suivante :

p1

/|€ (2, y)|"" dx < Cy, pour tout y € Ds.

1

De plus, on a
[A]l < G

Bien entendu, si p = 1 implique que ¢ = oo et la relation (®®) donne p; = s, ce qui
entraine le résultat voulu.

Remarque 1.2.6 Si p; = oo, l'opérateur A devient un opérateur continu de L,(Ds) dans
Lo (D1) sous la condition suivante :
De plus, on a

[Al < Gy

Evidemment, si p; = oo implique que? > 1 et la relation (®®) donne 2 =0 ce qui
entraine le résultat voulu.
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1.2. Opérateurs linéaires bornés

Proposition 1.2.5 (Opérateurs produits) Soient deuzx opérateurs intégraus Ay, As de L,(E)
dans Ly(E), alors Uopérateur produit (A;As)¥ = Ai(AV) est un opérateur intégral de
L,(E) dans L,(E).

Preuve. En effet, on a

(A1 AV () = A1(AD)

_ / 00 (2, 2) AW (2) d

_ /zl (2, 2) (/52 (2,9) U (y) dy) dz

_ /\I/ () dy /El (x,2) 0l (2,y) dz

= /63 (z,y) ¥ (y) dy

ou la fonction f3(x,y) représente le noyau de l'opérateur produit A;A; donné par la

relation

l3(x,y) = /51 (x,2) by (2,y)dz
(]

Remarque 1.2.7 L’opérateur intégral produit AU (z) = A(AY(z)) admet un noyau ls(z, 1)

donné par

U(x,y) = [L(x,2)l(z,y)dz.

Dj\

Noyaux itérés

Le noyau £, (x,y)de Popérateur intégral produit A"¥(z) = A(A"1¥(x)) est dit noyau itéré

du noyau k(x,y), donné par

oz, y) = /E (,2) b1 (2,y)dz.
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Chapitre 2

Orthogonalité des polynémes de
Tchebychev et le théoréme du point

fixe de Kannan

2.1 Polynémes de Tchebychev

En mathématiques, un polynéme de Tchebychev correspond & I'une des quatre suites de
polyndmes orthogonaux spécifiques liés a la formule de Moivre. Les polyndémes de Tcheby-
chev portent ce nom en 'honneur du mathématicien russe Pafnouti Lvovitch Tchebychev.
Il y a quatre suites de polynémes de Tchebychev, connues sous le nom de polynémes de
Tchebychev de premiére espéce et notées T,,, tandis que 'autre est appelée polynémes de
Tchebychev de seconde, troisiéme et quatriéme espéce et notées U, V,,, W,, ('entier naturel

n correspond au degré dans les quatre cas).

2.1.1 Orthogonalité des polynémes de Tchebychev
Généralités sur 'orthogonalité

La théorie des polynémes orthogonaux concerne des domaines de I’analyse trés importants.
Les fonctions trigonométriques, hypergéométriques, Bessel et elliptiques, ainsi que les prob-

lémes d’interpolation (de Lagrange, d’Hermite), sont incluses dans le domaine des fractions
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2.1. Polynémes de T’chebychev

continues, de la théorie des équations différentielles et intégrales. Afin de soutenir cette idée,
remarquons que l'identité.

2cos (mp) cos (np) = cos(m + n)p + cos(m —n)p
La formule d’intégration suivante est donnée :

™

0 sim#n, mn=0
/cos(m,o)cos(np)d,o z sim=n,n#0
0 T

sim=n=20

de la formule d’intégration précédente, quand 'intégral s’annule, on dit que cos(mp) et
cos(np) sont orthogonaux dans 'intervalle [0, 7], pour m # n.
Si on pose : T = cosp,

La formule est donc écrite de la maniére suivante :

1

/Tn(r)Tm(T)(l — ) Tdr=0,m#n

Z1
ou

cos(np) = T,,(1) = cos(narccost), —1<71<1
on a:

To(r) = 1,Th(7) = 7, To(7) = 27° — 1, Ts(x) = 47° — 37

Définition 2.1.1 La fonction poids sur un intervalle [a,b] C R est considérée comme toute
fonction w qui vérifie les deux conditions suivantes :

b
V7 € [a,b],w(T) >0 et /w(T)dT < 00

a

Exemple 2.1.1 Toutes les fonctions continues positives sur un compact sont des fonctions
poids .
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2.2. Les polynomes classiques

Définition 2.1.2 Soit {P,(7)}.>0 une suite de polynomes tel que deg(P,) = n, et soit w
une fonction poids sur [a,b], on dit que {P,(T)}n,>0 une suite de polynomes orthogonaux

relativement a la fonction poids w dans [a,b] si

b

/Pn(T)Pm(T)w (1)dr =0, m#mn

a

1
-1

Remarque 2.1.1 Puisque /Tn(T)Tm(T)(l—T2)2dT = 0,m # n, on peut dire que {T,,(T) }n>0
1
sont des polynomes orthogonaux par rapport & la fonction poids (1 — 72)_71 dans [—1,1]

2.2 Les polynétmes classiques

Les trois familles de polyndmes orthogonaux Hermite, laguerre et Jacobi (contient aussi
les cas particulier de Tchebychev), ont plusieurs propriétés communes qui sont, en fait des
caractérisations. Ces trois

familles sont appelées les vrais polynémes orthogonaux classiques.

(1) La premiére caractérisation est celle de S.Bochner. Les polynomes orthogonaux

classiques sont les seuls solutions de I’équation différentielles suivantes :

(1) + o1 (1) 2 + g (1) 2 = vz,

avec aa(T) , a1(7) et o (7) sont des polynomes de degrés au plus 2, 1 et 0 respectivement
et v # 0, Cette équation peut s’écrire aussi sous une autre caractérisation de la forme (*).

(2) Une deuxiéme caractérisation est la formule d’orthogonalité (appelée formule de
Rodrigues ), ces polynomes sont donnés a I’aide des fonctions poids par :

1 d"
P"(m)w(T)],

Kyw(r)drm dT”[ (7)e(7)]

tel que P(7) est un polynéme indépendant de n de degré < 2 .

P,(1)=

Ainsi, z(7) = P,(7) satisfait ’équation différentielle suivante :
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2.2. Les polynomes classiques

d dz

— | P(M)w (7)) —| —v,w (1) 2 =0. *

PO ] e )
(3) La troisiéme caractérisation est que Les polynomes classiques, vérifient I’équation de

Pearson suivante :

2.2.1 Les polyndmes de Hermite

Les polynomes d’Hermite est une famille de polynémes orthogonaux, souvent utilisés en
analyse mathématique, notamment dans le contexte des séries de Fourier, des équations
différentielles et des probabilités, en particulier dans le cadre de la mécanique quantique et

des processus stochastiques. Ils sont définis comme suit :

2 qr 2

H,(1) = (=1)"exp= g e T (forme dite probabiliste)
n
- 7_2 dn 2

H,(t) = (=1)" %e_T

(forme dite physique)

Les deux définitions sont associées a 1’échelle suivante.

H,(7) = 2% H,(1V/2)

Ils peuvent aussi étre écrits en utilisant un développement polynomial. :

) = E(E)( )z nl o
B 2001 (n — 20)!
£=0
™ L ‘ n! n—2¢
o) = 2 0 g =gy B7)
=0

ot E(%)désigne la partie entiere de
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2.2. Les polynomes classiques

Les premiers polynémes d’Hermite sont :

Ho(r) =1, Ho () =1

Hy(r)=r, 1{-[\1(7') =27

Hy(t) =72 -1, _/H\Q(T) =472 -2

Hj(t) = 73 — 37, Hy(r) =873 — 127
Hy(r)=7*—67+4+3, Hy(r)=167"—487% +12

2.2.2 Les polyndmes de Laguerre

Les polynémes de Laguerre sont une famille de polynémes orthogonaux utilisés dans de nom-
breux domaines des mathématiques appliquées, notamment dans la résolution d’équations
différentielles. Souvent rencontrés en physique, notamment dans les problémes liés & I’équation
de Schrodinger pour les systémes quantiques, ils portent le nom d’Edmond Laguerre, et sont

des solutions de I’équation de Laguerre

2 +(1—=7)2 +nz=0.

qui est une équation différentielle linéaire et se présente sous la forme de Sturm-Liouville

()
dr TE dr =ne Zz.

On peut définir cette suite de polyndémes en utilisant la formule de Rodrigues.

L,(r) = %% (e777").
Le coefficient dominant de L, (7) est % Les premiers polynoémes de Laguerre, sont
les suivant
Lo(r) =1
Li(r)=—-1+1
Ly(7) = %7’2 —27+1)
Ls(r) = =373+ 372 =31 +1
Ly(7) = i7'4 = %7’3 +372—4r7+1
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2.2. Les polynomes classiques

2.2.3 Les polynémes de Jacobi

Définition 2.2.1 Les polynomes de Jacobi sont les polynomes orthogonaux du produit scalaire

(P, Q) — /(1 — 7)1 +7)°P(r)Q(7)dr avec a > —let > —1.

Pour tout n € N, on note le polynome de Jacobi d’indice n par Pﬁa’ﬁ ) (7). 1l sont des

solutions de I’équation différentielle homogene de deuxiéme ordre

(1-7)" +[—a—(a+2+ 87z +nn+1+a+p)z=0,

avec n est le degré du polynome.

Les polynomes de Jacobi est définis explicitement par trois formule :

Formule de Rodrigue

(1= = S [y gy ()

tels que «, (B sont deux paramétres vérifient des conditions d’orthogonalité a@ > —1 et

b8 > —1.

Formule analytique

Relation de récurrence

Les polynémes de Jacobi vérifiant la relation de récurrence

P () = 1,
(0,8 a+ 0+ 2 o —
Py = EPxE e f
2 2
(a7 (0%
PU(r) = anrPeP)(r) + B, P@A(r) + 4, P (1),
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2.2. Les polynomes classiques

avec
_(@2nta+p+1)(2n+a+B+2)

“n 2n+ )(n+a+p+1)

2n+a+ 5+ 2) (aQ—ﬁz)
2(n+1)(n+a+5+1)2n+ a+ 5)

B =

__ (n+a)(n+P)(2nt+a++2)
"+ (n+at+B+1)2n+a+p)

Les polynomes orthogonaux standard sont des cas particuliers des polynomes de Jacob:.

Les cas les plus connus sont :
e Les polynomes de Gegenbauer (ou ultrasphérique), obtenus en posant o = f.
e Les polynomes de Legendre L, en posant o = 3 = 0.
e Les différents types de polynémes de Tchebyshev T pour i = 1,2,3 et 4 qui sont

obtenus en choisissant des valeurs spécifiques de a et 8 comme suit :

T3 (7) = P39 (7)
| T ()= P2 (r)

2.2.4 Polyndtmes de premiére espéce de Tchebyshev

Définition 2.2.2 Les polynomes T, (x) de Tchebyshev de la premiére espéce en x de degré

n, sont définis par la relation :

T, (z) = cos (np) avec x = cosp.

ou x € [—1,1], ce qui implique que la variable correspondante p € [0, 7]. Il est facile de
voir que Ty(z) = 1,7y (z) = x.

A Taide de la formule trigonométrique suivante :

cosnp + cos(n — 2)p = 2cos pcos(n — 1)p,
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2.2. Les polynomes classiques

on obtient la relation de récurrence fondamentale

To(z) = 22T, 1(z) — Th—2(x), n=2,3,...

Proposition 2.2.1 Les polynomes {T,,(z), n = 0,1,2,....} de Tchebyshev de la premiére

espéce forment un systéme orthogonal sur lintervalle [—1,1] par rapport au poids w(z) =
1

Vi-z2

Autrement dit

eI DA
. TgJZT'x . .

(Ty(x), Tj(x)) = ﬁdx: g.8il=7#0 .
-1 0,si 0 # j

Preuve. Voir [12] =
Remarque 2.2.1 D’aprés la relation de récurence,

T.(z) = 22T, 1(x) —T,a(z), n=2,3,....
To(z) = 1 et Ti(z)==x

les polynomes de Tchebychev de la premiére espéce T, (x) sont des polynémes de degré

nencx.

Proposition 2.2.2 Les polynomes de Tchebychev de la premiére espéce T, (x) sont les so-

lutions de l’équation différentielle suivante :

1"

(1 —2%)2" (z) — 22 (x) + n?2(z) = 0.

Preuve. Voir [12] =

Proposition 2.2.3 Les zéros du polynome T, (x) sont de la forme :

Preuve. Voir [12] =
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2.2. Les polynomes classiques

2.2.5 Polynémes de seconde espéce de Tchebyshev

Définition 2.2.3 Les polynomes U, (x) de Thebyshev de la second espéce de degré n, sont

définis par la relation :

_ sinp(n+1)
B sin p

Un(z)

tel que x = cos p.

La formule de récurrence des termes qui s’applique aux polyndémes de Tchebyshev est la

traduction de I'identité trigonométrique élémentaire suivante :

sin(n + 1)p + sin(n — 1)p = 2 cossinnp

qui donne

Un(x) = 22U, _1(x) — Up—a(x), n=2,3,....

Avec

Up(z) =1, Uy(x) =2

Proposition 2.2.4 Les polynomes de Chebyshev de la seconde espéce {U,(x),n =0,1,2,....}
forment un systéme orthogonal sur intervalle [—1, 1] par rapport au poids w(zx) = /1 — x2.

Autrement dit

<wu%Uﬂ@>:/bw@%@%ﬂ—me:

-1

0if 04 j
if ¢ = j

ol

Preuve. Voir [12] =

Remarque 2.2.2 D’aprés la relation de récurence,

Up(z) = 22U,_1(z) — U,—ao(x), n=2,3,....
U(z) = 1 et U(zx)=2x
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2.2. Les polynomes classiques

Les polynomes U, (z) de Tchebychev de la premiére espéce sont des polynomes de degré

nen x.

Proposition 2.2.5 Les polynéomes de Tchebychev de la deuxieme espéce U,(x) sont les

solutions de ’équation différentielle suivante :

(1 — 22" (z) — 322 (z) + n(n+2) z(z) = 0.

Preuve. Voir [12] =

Proposition 2.2.6 Les zéros du polynome U, (x) sont déterminés a partir des zéros de

sin(n+1)p, p €[0,7] comme suit,

T = Xy = CoS 7 , 0=1,2,3,...n
n+1

Preuve. Voir [12] =

2.2.6 Polynémes de troisiéme espéce de Tchebychev

Définition 2.2.4 Les polynomes V,,(x) de Tchebychev de troisiéme espéce de degré n, sont

définis par la relation :

cos(n +
Vo(z) = M avec T = cos p.
cos 5
Les polynomes de Tchebychev satisfaisent la formule de récurrence & trois termes, ce qui

traduit 1'identité trigonométrique élémentaire,

1 1 1
cos(n + §>P + cos(n — 2 + §)p = 2cospcos(n — 1+ §)p,

qui devient

Vo(z) =22V, 1(z) — Vo(z), n=2,3,....

avec
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2.2. Les polynomes classiques

Vo(z) =1, Vi(z) =22 — 1

Proposition 2.2.7 Les polynomes de Tchebychev de troisieme espéce {V,,(x),n =0,1,2,....}
forment un systéme orthogonal sur lintervalle [—1,1] par rapport au poids w(zx) = ”i;—i )

Autrement dit

1
. 1— 0if ¢ #£ 5
Vi), Vj(z)) = /w@)vj(a:) e B
4 T Tif 0=
Preuve. Voir [12] =

Remarque 2.2.3 D’aprés la relation de récurence,

Valz) = 22V,_q(x) — Via(z), n=2,3,....
Vo(z) = 1 e Vi(z)=2x—-1

les polynomes de Tchebychev de la premiére espéce V,,(x) sont des polynomes de degré

nencx.

Proposition 2.2.8 Les polynémes de Tchebychev de la troisiéme espéce V,,(x) sont les so-

lutions de I’équation différentielle suivante :

(1-2%)2"(z) — (1 —22) 2 (z) +n(n+1)z(x) = 0.

Preuve. Voir [12] =

Proposition 2.2.9 Les zéros du polynome V,(x) sont de la forme :

Preuve. Voir [12] =
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2.2. Les polynomes classiques

2.2.7 Polynémes de quatriéme espéce de Tchebychev

Définition 2.2.5 Les polynomes W, (z) de Tchebychev de quatriéme espéce de degré n, sont

définis par la relation :

_sin(n 4+ 5)p

Wa(z) = tel que x = cos p.

1
sin 5p
Les polynomes de Tchebychev satisfaisent la formule de récurrence a trois termes, ce qui

traduit l'identité trigonométrique élémentaire :

1 1 1
sin(n + é)p +sin(n — 2 + §)p = 2cos psin(n — 1 + §)p,

qui devient

Wy (x) = 2aW,_1(z) — Wya(x), n=2,3,....

avec

Proposition 2.2.10 Les polynomes de Tchebychev de quatrieme espéce {W,(z), n =0,1,2, ....
former un systéme orthogonal sur lintervalle [—1,1] par rapport aupoids w(x) = 4/ }f—i

Autrement dit

1—|—xd 0if 0 #j

T =
I—x Tif b=

(Wilz), Wi(a)) = / Wi(a)W; ()
Preuve. Voir [12] =

Remarque 2.2.4 D’aprés la relation de récurence,

Wa(x) = 22W, 1(x) — W, a(x), n=2,3,....
Wo(z) = 1 et Wi(x)=2zx+1

La quatriéme espéce W, (x) est constituée de polynomes de Tchebychev de degré n en x.
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2.2. Les polynomes classiques

Proposition 2.2.11 Les polynémes de Tchebychev de la quatriéme espéce W, () sont les

solutions de l’équation différentielle suivante :

(1—2%)z"(x) — (1422) 2 (@) +n(n+1)z(x) =0.
Preuve. Voir [12] =

Proposition 2.2.12 Les zéros du polynome W, (x) sont de la forme :

, 0=1,2/3,.

Ty = COS

3
+ (\
N

Preuve. Voir [12] =

2.2.8 Propriétés communes

Corollaire 2.2.1 Les polynomes T,,U,,V,, et Wyvérifiant les propriétés suivantes :

1) U,(z) = 3[Vi(z) + W, (2)], pour tout n € N.
)

(2) = Un(z) =

[\

=~ W
T — O Y —

(=2

() = Up—o(z) = 2T, (), Vn > 2.

Corollaire 2.2.2 Si on pose = cos%p, alors

a)  Tn(x) = Ton(p).

) Un(z) = 2# 1U2n+1( )-
) Valz) = p™ Tanea(p).
) Wh(x) = Usn(p).

o T

o,
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2.3. Théoréme du point fixe de Kannan

2.3 Théoréme du point fixe de Kannan

Dans le théoréeme de Banach, nous démontrons 'existence du point fixe en utilisant la
continuité de I'application T. Il est donc légitime de se demander s’il y a des conditions de
contraction qui ne font pas que 'application T soit continue? En 1968, Kannan a donné
une réponse positive a cette question et a démontré un théoréeme du point fixe pour la

contraction suivante, connue sous le nom de contraction de Kannan.
Définition 2.3.1 Soit (X, d) un espace métrique et L un opérateur L : X — X, on dit que

L est un opérateur de contraction s’il existe v € [0,1) tel que

d(Lz, Ly) < vd(z,y), Yo,y € X
Définition 2.3.2 Soit (X, d) un espace métrique et L un opérateur L : X — X, on dit que
L est un opérateur de Kannan s'il existe « € [0, %) tel que
d(Lz, Ly) < ald(z, Lz) + d(y, Ly)],Vz,y € X (%)

Théoréme 2.3.1 Soit un espace métrique complet (X,d) et une application de Kannan

(T: X — X).Donc, T admet un unique point fize dans X.

Preuve. e Montrons qu’il existe un point a € X tel que T (a) = a.

Soit 7o € X, on définit la suite (7,,), par
Tn=T(Th_1),n=1,2,...,
a partir de la condition (x), nous obtenons.

A(Tn; Tn1) = d(T(Tn-1),T(T0))

S g[d(’rnfb Tn) + d(T’rLa 7—71+1)}

ce qui implique

14
d(Tna Tn+1> S md<7—n—17 Tn)'



2.3. Théoréme du point fixe de Kannan

Par récurrence sur n, on obtient

g n
A(Tn, Tnr1) < (1——5) d(To,71)-

On pose r = ﬁ. Si n et p sont deux nombres naturels, donc
d(Tna Tn+p) S d(Tna Tn—i—l) + d(7n+17 Tn—l—Z) + ...+ d<7-n+p—17 Tn+p)
S (Tn + Tn+1 + ...+ Tn+p_1>d(7'0, T1>
TTL
< d :
= 1_r (7-07 Tl)
puisque
0</l< =

ona: 0<r<l

et donc

donc la suite (7,),.y est de

limr, =a
n——-m-ammo

AT, Tntp) — 0

n—aoo

Cauchy. Comme X est complet, il existe a € X tel que

Ainsi a est un point fixe de X car

d(a,T(a)) < d(a,7,)+d(T,,T(a))
< d(a,7,) +ld(Ty, Tn-1) + d(a,T(a))],
et donc
40, T(@) < 1pla,ma) + d(r o)
a,T(a)) < 7—d(a, 7n) + 57— (T, Tn1)-
Soit € > 0 un réel arbitraire, comme (7,), ., converge vers a, il existe un entier naturel
N = N(e)
tel que
vn>N>1=d(a,T,) < L=t
n a,m,) <¢€
-~ ’ 1474
et
1-7
d n—1_ n S
(Tu1,7n) S €777
Il en résulte que
€ el
d(a,T < =e.
(a,T(a) < VAR T A
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2.3. Théoréme du point fixe de Kannan

puisqe ¢ est arbitraire, On conclut que 7'(a) = a.
e Montrons 'unicité du point fixe

Supposons que b est un autre point fixe de T, alors

d(a,b) < flld(a,T(a)) + d(b, T(b))]
= 0

etdonca=5>0. m

Exemple 2.3.1 Soit l'application K : R — R définie par

K () = —% six > 2
Osizx <2
Alors
1) K n’est pas continue.
2) Selon le théoréme de Kannan, K remplit la condition (x) avec [ = % et donc K admet

un seul point fixe u = 0 dans R.
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Chapitre 3

Les équations intégrales et leurs

classification

3.1 Equations intégrales

Définition 3.1.1 Une équation fonctionnelle est connue sous le nom d’équation intégrale

linéaire, avec une inconue ¥ de la forme.

B(z)
¥) = o)+ [ to )W)+ 1(2)
a(x)

ou ¢ et f des fonctions donnés, a (z), f(x) sont les bornes de l'intégration, vy est un

parametre numérique non nul, réel ou complexe

3.2 Classification des équations intégrales

3.2.1 Equations intégrales de Fredholm

Définition 3.2.1 La premiére espéce d’équation intégrale de Fredholm est une équation de

la forme :
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3.2. Classification des équations intégrales

b

/ﬂLmWWMu=ﬂ@

a

ou VU est la fonction inconnue, f et ¢ sont des fonctions connues, les bornes d’intégration

sont constantes. C’est la caractéristique principale d’une équations de Fredholm.

Définition 3.2.2 Une équation de la forme

b

wwww/ﬂamwwmﬂzﬂm

a
est connue sous le nom d’équation intégrale de Fredholm de seconde espéce.
ot ¥(z) est la fonctions inconnue, ¢(z,y) et f(x) des fonctions donnés, v est un facteur

inconnu

3.2.2 Equations intégrales de Volterra

Les équations de Volterra sont un cas particulier des équations intégrales de Fredholm, il

suffit de prendre le noyau ¢ tel que ¢(z, ) = 0 pour = < p.

Définition 3.2.3 La premiére espéce de l’équation intégrale linéaire de Volterra est une

équation a une inconnue V(x), de la forme suivante :

xT

/ﬂ%mWWMu=ﬂ@

a

Définition 3.2.4 La seconde espéce de l’équation intégrale linéaire de Volterra est une équa-

tion a une inconnue ¥(x)de la forme suivante :

xT

¥(a) ~ [ te,p) W) = f)

a
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3.3. Existence et unicité de la solution des équations intégrales linéaires de
Volterra-Fredholm

3.2.3 Equations intégrales de Volterra-Fredholm

La combinaison des intégrales de Volterra et Fredholm disjointes est connue sous le nom

d’équation intégrale de Volterra-Fredholm.

Définition 3.2.5 Une équation de la forme :

T b

() — 7, / 02, )T () ds — s / (o, ) U (1) s = f(z) (3.2.1)

a a

est connue sous le nom d’équation intégrale de Volterra-Fredholm.

Une équation de la forme :

U(z) — 7//4(3, )Y (p)duds = f(z)

est appelée équation intégrale mixte.

ou les fonctions ¢4, ¢ et f sont connues, et W(x) est la fonction inconnue.
T 1
W(a) = expla) + 2+ 1+ [ (0= 0 W)du+ [ exp(o =) ¥ (u)du € 0.1
0 0

z b
1
U (z) = ;ﬁ + 11z + //(s — )W (p)duds

3.3 Existence et unicité de la solution des équations
intégrales linéaires de Volterra-Fredholm

Nous rappelons dans cette partie les théorémes que nous allons utiliser afin d’obtenir des

résultats sur 'existence et I'unicité des solutions de ’équation (3.2.1)

Définition 3.3.1 Si ['on a un espace normé X et un opérateur T' : X — X, on considére

que T'est un opérateur de Picard s’il existe un seul Vo € X tel que :
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T(Vy) = Ug,et lim T"(¥) = ¥y pour tout ¥ de X

n—-+o0o

Théoréme 3.3.1 (Principe de contraction).Soit X un espace normé. SiT : X — X un
opérateur de contraction alors T admis un point fize unique Vet T est un opérateur de Picard

de plus on a

an

| W —TT(V)]| < N |¥ — T'(V)|, pour tout n € N.

—

Preuve. Voir[ll] =

3.4 Théoréme d’existence et d’unicité

Théoréme 3.4.1 Soit I’équation linéaire de Volterra-Fredholm :

() - / 03 (o 1) 0 () dpt — / lol, )W) = f(x), € [a,b (3.2.1)

ol
1) fe€Cla,b], bi(x, 1) € C(D1), avec {Dy = (,u) € R? tel que a < i <z < b}

2) ly(x,u) € C(Dy), avec Dy = [a,b] X [a,b]
3) M;= max |li(x,u)|, et Mo = max |[ly(z,
) My = max | gl et My = max 6ol )
Selon les conditions de continuité mentionnées précédemment, supposons qu’il existe une

constante ¢ > 0 telle que :

1

E[Ml + My exp(c(b —a))] <

Wl =

Donc, 'équation (3.2.1) posséde une seule solution. ¥ € Cla, b] .

Preuve. Prenons l'opérateur 7' : Cla, b] — Cla,b] , qui est défini par

xT

TU(r) = f(x) + / 0y (o 1) 0 () s + / 0o, ) ¥ ()l

a
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3.4. Théoréme d’existence et d’unicité

[TV (z) = T(z)] =

/flwu du+/€zxu (W () =9 (1)) dps

b

< /Iﬂl(ﬂc,u)\l( (1) = (p ))Idu+/|€z($,u)\I(‘I’(u)—l/)(u))ldu

a

A

Ml/ (W () = ¢ ()] exp(—c(p = a)) exp(c(p = a))dp +

IN

/ (v )l expl(—e (1 — a)) exp(c (1 — a))dp

IN

{ M exp (e — ) — 1) + 2 (exp (e (b~ a)) - 1>} I =i

{%exp(C(ﬂf—a)HMTeXPC(x—a+b—x)} 1% = v

IN

Cc

expc(z —a) [My + Myexpe(b— )] ||¥ —

IN

c
expc(r —a)
c
expc(r —a)

IN

[My + Myexpe(b—a)] [V — o

IN

[My + Msexpe(b—a)] ([|TY — ||
+ [Ty =¥l + [|[TY = TY)

Il en découle que

T (z) — T(z)| exp(—c(z —a)) < [My + MoeC] (|T® — || + | Ty — || +
| TV — T||) , pour tout = € [a, b]

Alors

£ [+ M)

TV —T
79 = T0l < T

T =Wl + [Ty — )

donc

[T =Tl <~y (I TV = Wl + 1T — )

avec

= (T2 hemen ) © 03]
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3.5. Méthodes de projection

La condition supposée garantit que 7' est un opérateur de Kannan. Donc, on met en

pratique le principe du point fixe de Kannan. m
Remarque 3.4.1 La solution peut étre obtenue par la méthode d’approrimation successive,

a partir de ¥y € Cla, b

3.5 Meéthodes de projection

3.5.1 Opérateurs de projection

Soit H un espace de Hilbert et M C H un sous-espace vectoriel fermé de H .

L’opérateur de projection orthogonale sur M est notée Py, et est défini par :
Py i H — M avec © — Py (2)
pour tout z € H, il existe un unique élément Pyx € M tel que (z — Pyx) L M.

Remarque 3.5.1 Py;x est une application linéaire continue et on a les proprités suivantes

| Prz|| < ||z pour tout x € H, P2, = Py, Im Pyy = M et ker Pyy = M*.
Proposition 3.5.1 (Caractérisation du projeté orthogonal) :

Soit H un espace de Hilbert et M C H un sous-espace vectoriel fermé de H, soit = € H

et z. € M : si (v — x.,y) = 0 pour tout y € M, alors :
. = Pyr < ||z — z|| = inf ||z — y||
yeM
Preuve. Voir[1l] =

Principe des méthodes de projection

Le principe des méthodes de projection pour résoudre 1’équation intégrale de deuxieme

espéce de Volterra-Fredholm suivante :
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3.5. Méthodes de projection

x b
W) < [ o)W =, [ fale )W = (@)

consiste a construire une suite (¥,), .y de la forme :
In
U, (x) = Za]@](m) ,x €D
=0

et de utiliser le reste R, (x) définit par :

T

R, (z) = U, (2) — %/El(x, )V () dp — 72/62(93, WV (w)dp — f(2)

a

En remplaccant ¥, (x) dans ’expression précédente, on obtient :

~

z ¢ b ‘

Ry (z) =) a;6, (x)—%/fl(m, m) Zaj@j(u)du—vz/éz(x,u) > 0;0;(wdp—f (z), x € D

J=0

=0 p j=0 p

ot X un espace vectoriel donné, D un ensemble précis et {01, 04, O3, .....0;, } une base
d’un sous-espaces approximatif X, tel que X,, C X ,

Enfin, la convergence de V,, vers la solution exacte ¥ est confirmée a ’aide d’opérateurs
de projection adaptés.

Cette méthode est appliquée dans la section 4.2

Il existe diverses méthodes de projection. Les plus employées sont :

3.5.2 Meéthode de Galerkin

est une technique de projection dans laquelle I’espace d’aproximation est choisi de maniére

a ce que l'erreur soit orthogonal au sous-espace des fonctions de base.

La méthode de Ritz-Galerkin

est une méthode utilisée pour résoudre des équations intégrales (ou des problémes aux
dérivées partielles) en approximant la solution exacte par une combinaison linéaire de fonc-

tions de test choisies. Pour une équation intégrale, I’idée générale est de transformer le prob-
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3.6. Méthode de collocation

léeme en un systéme d’équations algébriques de taille finie, que I'on peut résoudre numérique-

ment.

La méthode de Bubnov-Galerkin

est une technique d’approximation utilisée principalement pour résoudre des équations aux
dérivées partielles (EDP), mais elle peut également étre adaptée pour résoudre des équations
intégrales. Cette méthode fait partie des méthodes des éléments finis, mais elle peut aussi
étre appliquée a des problémes d’équations intégrales en utilisant des espaces fonctionnels

appropriés.

La méthode de Petrov-Galerkin

est une méthode numérique utilisée pour résoudre des équations intégrales, en particulier
les équations intégrales de type Fredholm ou Volterra. Elle est une généralisation de la
méthode classique de Galerkin, et elle est souvent utilisée dans des situations ot 'on veut
obtenir des approximations plus flexibles ou plus précises que celles fournies par la méthode

de Galerkin standard.

3.6 Meéthode de collocation

La méthode de collocation est une méthode numérique utilisée pour résoudre des équations
intégrales. Elle repose sur la réduction du probleme d’intégrale & un systéme d’équations
algébriques en choisissant judicieusement un ensemble de points (appelés points de colloca-

tion) ou la solution approximative est forcée d’étre exacte.
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3.7. Analyse des équations intégrales linéaires de Volterra-Fredholm.

3.7 Analyse des équations intégrales linéaires de Volterra-

Fredholm.

3.7.1 La méthode des solutions sous forme de séries

On dit que la fonction ¥(z) est analytique si elle a des dérivées de tous les ordres, telles que

la série de Taylor en z = 0 peut étre représentée comme

U (x) = Z anx" (3.7.1)

Dans la présente section, nous utiliserons la méthode des solutions en série, qui est
principalement basée sur la série de Taylor pour les fonctions analytiques.
Afin de résoudre les équations de Volterra-Fredholm, il est supposé que La solution ¥(x)

de I’équation

T b

() = f() + / 00, 1) W )yt + / 0o, 1) U ()l (3.7.2)

a a

est analytique, donc ¥ (z) une série de Taylor de la forme donnée en (3.7.1), ou les
coefficients seront déterminés de maniére récurrente. Dans cette méthode, on remplace la

série de Taylor (3.7.1) des deux cotés de (3.2.1) afin d’obtenir

Zanx” =T (f(z))+ /El(x, 0] (Z anu”) du + /&(x, n) (Z anu”> du  (3.7.3)

Afin de simplifier, on utilise cette méthode.

T b
U(z)=T(f(x))+ /&(1’, 1) (aop + .azp® +.) dp + /ég(x,u) (ap + .azsp® +.) dp (3.7.4)

a a

ou T(f(x)) est le devloppement de Taylor de la fonction f

Exemple 3.7.1 La méthode des solutions en série permet de résoudre l’équation intégrale

de Volterra-Fredholm.
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3.7. Analyse des équations intégrales linéaires de Volterra-Fredholm.

\Il(x)::p5—6x3—:p2—I+2—I—/u\ll(,u)d,u%—/(x—i—u)\l/(u)du (3.7.5)

En substituant ¥(z) par la série.

U(z) = i anx"
n=0

En remplagant dans ’équation (3.7.5) nous obtenons.

z o0 1 o0
Zanx" = 2° — 6% — 22 —x+2+/ (uZanu”) d;H—/ ((x + p) Z anun) dp (3.7.6)
n=0 0 n=0 n=0

-1
Les intégrales du coté droit sont évaluées en utilisant quelques termes des deux cotés et

en rassemblant les coefficients de méme puissance de .

3 ) 3 )

1 1 1 1
+ (-1 + 5@0) 1’2 + (-6 + gal) 1'3 + ZCZQ.IA + (—1 + gag) .1’5..

Apres avoir égalé les coefficients de puissances similaires de x des deux cotés de (3.7.7)

2 2 2 2
ao + a1zt + asx® +azzd... = 24+ Zay + —as + (—1 + 2a9 + —as + —a4) (3.7.7)

et résolu le systeme d’équations résultant, nous obtenons :

ag=2,a1=3, a3=0, a3=-5, ag=a5=..=0

Ainsi, la solution précise est fournie par
U(x) =2+ 3z — 522

3.7.2 La méthode de décomposition d’Adomian

Ce texte présente en détail la méthode de décomposition d’Adomian pour traiter les équa-
tions intégrales de Volterra-Fredholm de maniére autonome. La méthode implique de diviser
la fonction inconnue ¥(x) de toute équation en une somme d’un nombre infini de composants

définis par la série suivante :
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3.7. Analyse des équations intégrales linéaires de Volterra-Fredholm.

U(r) =) T, (z) (3.7.8)

I1 est nécessaire de déterminer de maniére récursive les composantes W, (x), n > 0. Nous
substituons la série de décomposition dans I’équation intégrale de Volterra-Fredholm pour

établir la relation de récurrence (3.2.1) afin d’obtenir

o0 z o0 b o0
S0 @) =T (7)) + [fle) > W @)+ [ o) > 0 (@) du

On reconnait la composante Wo(x) par tous les termes qui ne sont pas intégrés. De cette

maniére, nous établissons la relation de récurrence.

T b

Uo(x) = f(x) et W,pq(z) = /El(x,,u)\lfn (x) dp + /ég(x,u)\lfn () dp

a a

Apreés avoir déterminé les compsantes Wo(z), Uy (z), Us(z), ...Ja solution sous forme de

série est facilement obtenue enutilisant (3.7.8), qui converge vers la solution exacte.

Exemple 3.7.2 Utiliser la méthode de décomposition d’Adomian modifiée pour résoudre

I’équation intégrale de Volterra-Fredholm suivante :

xr T

U(x) :cosx—sinx—Q—l-/\I/(u)du+/(x—u)\11(u)du
0 0
La méthode de décomposition modifiée permet d’obtenir la relation de récurrence.

Wola) = cosa, Wi(e) = —sine ~ 2+ [Wolud+ [ (o= p) Vo) i =0,
0 0
x b
U,(z) = /El(x, WY, () dp + /EQ(m, WV, (x)dp pour n > 1

Ainsi, la solution précise est fournie par

U(x) =cosx
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Chapitre 4

Application des polynomes de
Tchebychev sur les équations

intégrales de Volterra-Fredholm

La solution numérique du probléme linéaire des équations intégrales de Volterra-Fredholm
du deuxiéme type a été examinée dans ce chapitre en utilisant les premiers, deuxiémes,
troisiémes et quatriémes types de polynémes de Tchebychev. En tenant compte du fait
que la solution approchée est présentée sous forme de séries qui se rapprochent de la so-
lution précise.On compare des exemples numériques a d’autres techniques pour démontrer
I’applicabilité et I'efficacité de cette technique.

L’équation intégrale de Volterra-Fredholm est donnée par :

T b

() - / 02, 1) U (p)dpt — / o, )W (1) dp = () (3.2.1)

a a

Les fonctions ¢ (x, ), lo(x, 1) et f(z) sont données, ¢1(z, i) et l5(x, ) sont des noyaux

bornés en a < z,u < b, la fonction inconnue a déterminer est la fonction ¥(x).
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4.1. Extraction des systemes polynomial orthonormées des polynomes de Tchebychev

4.1 Extraction des systemes polynomial orthonormées

des polynomes de Tchebychev

4.1.1 Polynémes de premiére espéce de Tchebychev

Sachant que les fonctions {7},(z), n = 0,1, 2, ...} forment un systéme orthogonal sur I'intervalle

[—1, 1] par rapport au poids w(x) = ﬁ, et ainsi, le systéme polynomial S, (z) donné par

{So(x) = \/%To(x), Si(z) = \/%Tl(x), So(x) = \/%TQ(x), ey () = %Tn(m)} ,

forme un systéme orthonormé formé sur l'intervalle [—1, 1] en fonction du poids w(x) =

1
1—z2°

En d’autres termes, la relation d’orthonormalité est donnée par :

1

_ [S@Si@), | 0ites

(Se(x), Sj()) 2 T L _

4.1.2 Polynémes de seconde espéce de Tchebychev

Sachant que les fonctions {U,,(z),n = 0,1, 2, ...} forment un systéme orthogonal sur I'intervalle

[—1,1] par rapport au poids w(z) = v/1 — 22, et ainsi le systéme polynomial S,,(x) donné

par

{so<x> - \@Ua(x), Si(ar) = @m, Salar) = @w, ) = %Un@)..},

forme un systéme orthonormé sur I'intervalle [—1, 1] en fonction du poids w(x) = v/1 — 22

En d’autres termes, la relation d’orthonormalité est donnée par :

0if £+ j
1if ¢ =

(Se(), 5;(x))

/Sg(l’)Sj(l')\/ 1 — 22dx =
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4.2. Réduction de I'équation intégrale

4.1.3 Polyndémes de troisiéme espéce de Tchebychev

Sachant que les fonctions {V,,(z), n = 0,1, 2, ...} forment un systéme orthogonal sur I'intervalle

[—1,1] par rapport au poids w(z) = ,/1 —1, et ainsi, le systéme polynomial S,,(z) donné

par

{Sg(m) = \/%V()(x), Si(x) = \/%Vl(x), So(x) = \/%Vg(x), Sp(z) = %Vn(m)} :

forme un systéme orthonormé sur I'intervalle [—1, 1] par rapport au poids w(z) = /1=

En d’autres termes, la relation d’orthonormalité est donnée par :

f — if 0 £ 4
(Su@),5y(0) = [Siwysiton /1 oae =4 0007

42 1if 6=

-1
4.1.4 Polynomes de quatriéme espéce de Tchebychev

Etant donné que les fonctions {W,,(x)n = 0,1,2,....} forment un systéme orthogonal sur

'intervalle [—1, 1] par rapport au poids w(x) = 1” , et ainsi le systéme polynomial S,,(x)
donné par
1
T
forme un systéme orthonormé sur U'intervalle [—1, 1] par rapport au poids w(z) = }f—ﬁ

En d’autres termes, la relation d’orthonormalité est donnée par :

' T if 0+ j
<5g(x>,sj(x)>:/Sz(x)Sj(:c) ixdw: ?MZ

4.2 Reéduction de I’équation intégrale

Une méthode de collocation peut étre utilisée pour discrétiser et convertir 1’équation (3.2.1)
en un systéme d’équations linéaires. En considérant que a = —1 et b = 1, on peut approximer

la fonction inconnue ¥(x) par une somme finie de la forme suivante:
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4.2. Réduction de I'équation intégrale

r) = aSi(v), (4.2.1)
=0

ou S,(x) est le niéme polynome de Tchebychev du premier, deuxiéme, troisiéme ou
quatrieme type.
Une fois que le développement (4.2.1) est remplacé dans 1’équation (3.2.1), cette derniére

devient une équation approximative similaire a celle-ci.

b

ZagSg /61 T, [t) (Z apSe(p ) /Ez T, ) (Z apSe(p )du = f(z) (4.2.2)

a a

Choisissez les coefficients de Fourier ay tels que (4.2.2) pour que Uintervalle [—1, 1] soit
satisfait. En utilisant cette technique, nous considérons les points de collocation équidistants

de la maniére suivante.

)
v = —1+%, j=0,1,2..1n (4.2.3)

et décrire le reste comme

=) aSi(x) - /fl(aﬁ, ) (Z aeSe(u)) dp — /ﬁz(x, ) <Z aﬁe(ﬂ)) dp — f(x)
) ’ ) ’ ) (4.2.4)

Par la suite, en établissant des critéres aux points de collocation.

Rn(z;) =0, j=0,1,...N, (4.2.5)

I'équation intégrale (4.2.2) est convertie en un systéme d’équations linéaires.

Théoréme 4.2.1 Spposons que pour l’équation (3.2.1), avec a = —1, b = 1 les hypothése

sutvantes soient satisfaites :

1) feC(a,b]), li(z,u) € C(Dy) avec Dy = {(x,p) € R%a < p,x < b}
2) ly(x,pu) € C(Dy) avec Dy = [a,b] X [a,b]
3) M
4)

= maxp, {1(x, 1), My = maxp, la(x, 1)

I existe une constant ¢ > 0 tel que :  [M; + Myexpe(b—a)] < 3
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4.2. Réduction de I'équation intégrale

L’équation (3.2.1) admet donc une seule solution ¥ € C([a, b]).

Preuve. Application du théoréme du point fixe de Kannan (3.4.1) =

Théoréme 4.2.2 FEtant donné A : X — X un opérateur compact et supposons que l’équation

(I— A =f (4.2.6)

admet une solution unique. Pour les projections
P, :X—-X,

telles que || P,A — A|| — 0 lorsque n — 400, I’équation approchée

U, — P,AU, = P, f (4.2.7)

a une seule solution pour tout f € X avec n un nombre suffisamment grand, en outre,

W — || < M| — B, | (4.2.8)

pour une constante positive M dépendant de A.

Preuve. On le sait que pour tout n suffisamment grand, les opérateurs inverses
(I —P,A)!

existent et sont uniformément borné, voir [1,5]. Pour vérifier la borne d’erreur, nous

appliquons l'opérateur de projection P, a I’équation (4.2.6) et obtenons
PyU — P,AY = P, f, (4.2.9)

ou encore

U — P,AU = P,f + U — P,U. (4.2.10)

on soustrayant (4.2.10) de (4.2.7), nous trouvons
(I — PA)(Y —¥,)= (I - P,)V. (4.2.11)

Donc l'estimation (4.2.8). m
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4.3. Exemples numériques

4.3 Exemples numériques

Exemple 4.3.1 Prenons l’équation intégrale linéaire de Volterra-Fredholm

U(z) — /(:r + 1)V (p)dp — /(56 — w)¥(p)dp = f(z),

ou on choisit la fonction f(z) de maniere & ce que la solution ¥(x) soit donnée par

U(z) =23

Le premier polynome de Tchebychev T,,(z) est utilisé pour approximer la solution ¥(z),

c’est-a-dire la solution ¥y (z) du systéme d’équations linéaires pour N = 20.

Tableau 1. Les solutions approximatives et exactes de I’exemple 1 en quelques points

arbitraires, en utilisant le premier polynéme de Tchebychev T},(z)

Pts de x sol approx sol exact Erreur Erreur [3]

0.1000 9.9997e-04 1.0000e-003 2.7733e-08 2.2180e-04
0.2000 7.9999¢-03 8.0000e-03  2.7743e-08 3.4990e-04
0.4000 6.3999e-02  6.4000e-02  3.0414e-08 1.9947e-03
0.6000 2.1600e-01 2.1600e-01  3.7607e-08 4.2426e-03
0.8000 5.1199e-01  5.1200e-01  5.1990e-08 6.4507e-03
1.0000 9.9999¢e-01 1.0000e+-00 7.9374e-08 6.2804e-03
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4.3. Exemples numériques

Figure 1 Comparaison des solutions exactes et approximatives — voir Tableau 1
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Exemple 4.3.2 Prenons l’équation intégrale linéaire de Volterra-Fredholm

1

i [« V()i = (o),

0

o\

ot on choisit la fonction f(x) de maniére a ce que la solution ¥(x) soit donnée par

U(z) = ze®

Approximation de la solution ¥(z) par le deuxiéme polynéme de Tchebychev U, (x),

c’est-a-dire la solution ¥y (z) du systéme d’équations linéaires pour N = 20.
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4.3. Exemples numériques

Tableau 2. Les solutions approximatives et exactes de I'exemple 2 en quelques points

arbitraires, en utilisant le deuxieme polynome de Tchebychev U, ()

Pts de x sol approx  sol exact Erreur Erreur [3]

0.1000 1.1051e-01  1.1051e-01  3.4955e-09 1.1984e-03
0.2000 2.4428e-01  2.4428e-01  7.3223e-09 2.4176e-03
0.4000 5.9672e-01  5.9672e-01  1.6285e-08 5.0039e-03
0.6000 1.0932e+00 1.0932e+00 2.7624e-08 7.9393e-03
0.8000 1.7804e+00 1.7804e+00 4.2272e-08 1.1428e-02
1.0000 2.7182e4+00 2.7182e4-00 6.1421e-08 1.5715e-02

Figure 2 Comparaison des solutions exactes et approximatives — voir Tableau 2
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Exemple 4.3.3 Considérons l’équation intégrale Volterra-Fredholm.
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4.3. Exemples numériques

T

1

W(a) [ cos(a ~ W)~ [ sine - ) ¥(u)d = (o),

ou on choisit la fonction f(z) de maniére a ce que la solution W(x) soit donnée par

U (z) = exp(z)

Approximation de la solution W(x) par le troisiétme polynéme de Tchebychev V,,(z),

c’est-a~dire la solution Wy (z) du systéme d’équations linéaires pour N = 20.

Tableau 3. Les solutions approximatives et exactes de ’exemple 3 en quelques points

arbitraires, en utilisant le troisiéme polynéme de Tchebychev V,,(z).

Pts de x
0.0000
0.2000
0.4000
0.6000
0.8000
1.0000

sol approx

1.0000e+00
1.2214e+4-00
1.4918e-+00
1.8221e+-00
2.2255e+00
2.7182e+4-00

sol exact

1.0000e+00
1.2214e+00
1.4918e+00
1.8221e+00
2.2255e+-00
2.7182e+-00
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Erreur

1.0215e-08
7.6344e-09
3.6767e-09
1.8910e-09
9.3059e-09
1.8804e-08

Erreur [3]

0.10000e-03
0.10000e-03
0.10000e-03
0.10000e-03
0.10000e-03
0.10000e-03



4.3. Exemples numériques

Figure 3 Comparaison des solutions exactes et approximatives — voir Tableau 3
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Exemple 4.3.4 Considérons l’équation intégrale linéaire de Volterra-Fredholm comme suit.

W(a) ~ [ (W~ [2cosh(e + ()= Fo),

ou on choisit la fonction f(z) de maniére a ce que la solution W(x) soit donnée par

coshz
V()= ———
()= Gahz 11
Approximation de la solution ¥(z) par le deuxiéme polynome de Tchebyshev W, (x),
c’est-a-dire la solution ¥y (z) du systéme d’équations linéaires pour N = 20.
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4.3. Exemples numériques

Tableau 4. Les solutions approximatives et exactes de 'exemple 4 en quelques points

arbitraires, en utilisant le quatrieme polynome de Tchebychev W, (z).

Pts de x sol approx sol exact Erreur

-1.0000  0.33350 0.33350  0.11299e-06
-0.6000 0.25621 0.25621  0.10667e-06
-0.2000 0.22046 0.22046  0.96093e-07
0.0000 0.21612 0.21612  0.93194e-07
0.4000 0.23365 0.23365  0.10029e-06
0.8000 0.28905 0.28905  0.14034e-06
1.0000 0.33350 0.33350  0.18618e-06

Figure 4 Comparaison des solutions exactes et approximatives — voir Tableau 4
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Conclusion générale

Conclusion

Dans ce travail, nous avons proposé une méthode efficace pour résoudre les équations
intégrales de Volterra-Fredholm. Pour cela, nous avons utilisé quatre types de polynémes de
Tchebyshev afin de trouver la fonction inconnue ¥ (). En remplagant cette approximation
dans I’équation, nous avons obtenu un systéme d’équations linéaires avec N + 1 inconnues.
Les résultats montrent que notre méthode est rapide, précise et stable. Elle donne de
meilleurs résultats que d’autres méthodes numériques.

Cette étude a montré que, bien que la méthode nécessite des calculs précis, elle permet
d’obtenir des solutions fiables avec une bonne précision.

Pour poursuivre ce travail, plusieurs pistes peuvent étre envisagées :

— Améliorer d’autres méthodes numériques en exploitant les avantages de notre approche
en termes de précision et de rapidité.

— Développer de nouvelles méthodes numériques plus performantes, inspirées de notre
approche et de la théorie du point fixe de Kannan.

— Appliquer notre méthode & des problémes complexes en biologie mathématique pour
mieux comprendre certains phénomeénes nécessitant des solutions numériques précises.

A Tavenir, il serait intéressant d’étendre cette approche a d’autres types d’équations in-
tégrales et & des modeles plus complexes, tout en préservant un bon équilibre entre précision,

rapidité et faisabilité.
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Résumé

Dans cette thése, nous étudions le théoreme du point fixe de Kannan dans le but
d'examiner la résolution numérique des équations intégrales linéaires de Volterra-
Fredholm de deuxiéme espéce a |'aide des polyndmes de Tchebychev de premiére,
deuxiéme, troisieme et quatriéme espéce. La solution approchée est présentée sous
la forme d’une série qui converge vers la solution exacte. Des exemples numériques
sont comparés a d'autres méthodes afin de démontrer |'applicabilité et I'efficacité de
cette technique.

Afin d'atteindre cet objectif, notre travail est structuré en quatre chapitres :

Chapitre 1 : Nous rappelons et présentons des notions et propositions
fondamentales sur les espaces de Banach, les espaces de Hilbert, I'orthogonalité et la
théorie des opérateurs linéaires bornés et compacts.

Chapitre 2 : Nous étudions I’orthogonalité des polyndmes de Tchebychev et des
polynémes classiques, ainsi que le théoreme du point fixe de Kannan.

Chapitre 3 : Nous classifions les équations intégrales et étudions I'existence et
['unicité de la solution des équations intégrales de type Volterra-Fredholm a I'aide du
théoréme du point fixe de Kannan. De plus, nous rappelons certaines méthodes de
projection, notamment Collocation, Galerkin, Ritz-Galerkin, Bubnov-Galerkin et
Petrov-Galerkin. Nous analysons également la résolution analytique des équations
intégrales de type Volterra-Fredholm par les séries convergentes.

Chapitre 4 : Nous examinons la solution numérique du probleme linéaire des
équations intégrales de Volterra-Fredholm de deuxiéme espéce en utilisant des
polynémes orthonormés extraits des polynémes de Tchebychev de premiere,
deuxieme, troisieme et quatrieme espéce.

Mots clés : point fixe, polyndmes de Tchebychev, équation intégrale de Volterra-
Fredholm, méthodes de projection, méthode de collocation, méthode numérique.
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Abstract

In this thesis, we study Kannan's fixed-point theorem to examine
the numerical solution of linear Volterra-Fredholm integral
equations of the second kind using Chebyshev polynomials of the
first, second, third, and fourth kinds. The approximate solution is
presented in the form of a series that converges to the exact
solution. Numerical examples are compared with other methods to
demonstrate the applicability and efficiency of this technique.

To achieve this goal, our work is structured into four chapters:
Chapter 1. We review and present fundamental concepts and
propositions on Banach spaces, Hilbert spaces, orthogonality, and
the theory of bounded and compact linear operators.

Chapter 2: We study the orthogonality of Chebyshev polynomials
and classical polynomials, as well as Kannan's fixed-point
theorem.

Chapter 3: We classify integral equations and analyze the
existence and unigueness of the solution for Volterra-Fredholm
integral equations using Kannan’s fixed-point theorem.
Additionally, we review several projection methods, such as
Collocation, Galerkin, Ritz-Galerkin, Bubnov-Galerkin, and
Petrov-Galerkin. We also examine the analytical resolution of
Volterra-Fredholm integral equations using convergent series.
Chapter 4: We investigate the numerical solution of the linear
Volterra-Fredholm integral equations of the second kind using
orthonormal polynomials derived from Chebyshev polynomials of
the first, second, third, and fourth kinds.

Keywords: fixed point, Chebyshev polynomials, Volterra-
Fredholm integral equation, projection methods, collocation

method, numerical method.
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