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Notations

G|: L'ordre d'un groupe fini ou le cardinal d'un ensemble fini G .

N : L'ensemble des entiers naturels.
Z : L'ensemble des entiers relatifs.
R : L’ensemble des nombres rééls.

Q : L’ensemble des nombres rationneles.

%Z : L'ensemble des entiers modulo p.

C(n,k): Code correcteur de longueur net dimensionk.

X: Laclasse de X modulo une relation d'équivalence.

k*: Le groupe multiplicatif d'un corps k avec K = K-{0}

F, - Un corps fini de cardinal g.

A[x]: L'anneau des polyndmes & une déterminée x sur un anneau.
(f (x)): L'idéal engendré par f(x) dansA[x ].

= Isomorphisme de groupe, de corps, d'espaces vectoriels.

w (x): Le poids de Hamming d'un mots x.

rgH : Le rang d'une matriceH .

ker H : L'espace nul d'une matrice H.
d(x,y): Distance de Hamming entre x ety.

C*:Le code dual du code considéré.
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Introduction

Le transfert d’informations prend de plus en plus d’importance dans notre
société que ce soit pour la transmission de photographies de planétes éloignées,
pour des communications entre ordinateurs ou encore pour la lecture de nos disques
lasers.

Les codes correcteurs d’erreurs sont utilisés pour corriger des erreurs quand les
messages sont transmis par le biais d’'un canal de communication comportant des
parasites.

Dans ce mémoire, on s’intéresse a 1’étude de quelques techniques sur les codes
cycliques minimaux.

Le premier chapitre est un chapitre d’introduction ot nous présentons les no-
tions et les propriétés fondamentales nécessaires pour la réalisation de ce travail
tels que : rappel sur les anneaux, anneaux principaux, anneaux des polynomes,
corps finis et construction d’un corps finis. Les notions citées dans ce chapitre
représentent ’outil mathématique utilise pour ’étude des codes cycliques.

Le deuxiéme chapitre est consacré a I’étude les codes et étude les codes linéaires,
nous étudions les définitions et les propriétés des codes linéaire, puis on va présenter
les codes cycliques et aussi nous étudions les définitions et les propiétés sur les
codes cycliques.

Enfin, dans le troisiéme chapitre, on va étudier les codes cycliques minimaux
et on achevera noétre travail par ’étude des éléments minimaux d’une famille, les
codes minimaux et les codes cycliques minimaux de longueur p™q et dimension,
polynome générateur de code minimal de longueur p"q.



Chapitre 1

Les corps finis

Ce chapitre est un chapitre de préliminaires. Il s’agit ici de présenter la termino-
logie est les principales notations, tout en ciblant les objets étudiés. Les définitions
et résultats enoncés constituent la base pour explorer ces objets. D’autre part les

corps finis, extension d’un corps fini et enfin construction d’un corps fini.

1.1 Rappel sur les anneaux

Définition 1.1
Un anneau (A, +, -) est un ensemble A muni de deux opérations binaires (lois)

notées « + » et « - » telles que :
1. (A, +) soit un groupe abélien.

2. La loi « - » est associative :
(a-b)-c=a-(b-c) pour tout a,b,c € A.
3. La loi « - » est distributive par rapport a « + » :
a-(b+c)=a-b+a-cet (b+c)-a=b-a+c-apourtout a,b,c € A.

Remarque 1.1

a) Les opérations « + » et « - » ne sont pas nécessairement les opérations

usuelles sur les nombres.

b) Par convention, on utilise 04 (appelé « zéro ») pour désigner I’élément neutre
du groupe abélien (A, +). L’opposé ( I'inverse pour ’addition) de a est noté

—a. Aussi, a + (—b) est abréviation de a — b.
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c) On écrira ab au lieu of a - b, sauf s’il y a un risque d’ambiguiteé.

Définition 1.2

Soit (A, +,-) un anneau.

1. A est un anneau unitaire si A posséde un élément neutre e, pour la loi « -
», un élément e est tel que e-a = a - e = a pour tout a de A et appelé «

I'unité » de A. On écrira fréquemment 14 pour désigner 1’élément e 4.

2. A est un anneau commutatif si 'opération « - » est commutative.

3. A est un anneau intégre s’il est commutatif (avec élément unité e # 0) et
si I’équation ab = 0 implique a = 0 ou b = 0 pour tout (a,b) € A% Cette
propriété se traduit en disant que A n’admet pas de diviseurs de zéro.

Exemples 1.1

1. (Z,+,.) est un anneau commutatif unitaire de méme (Q,+,-), (R, +,-),
(C,+,).

2. 2Z=1{2k\ keZ}, (2Z,+,.) annecau commutatif non unitaire.

Idéal d’un anneau

Définition 1.3
Soit A un anneau commutatif. On dit que I est un idéal de A si les deux

conditions suivantes sont vérifiées :

1. I est un sous-groupe additif de A.

2. Pour tout x € I et y € A, le produit zy € I.

Un idéal de A est dit propre s’il est différent de A.

Théoréme 1.1

Soit A un anneau ; tout idéal propre de A est inclus dans un idéal maximal.

Idéaux premiers et maximaux

Définition 1.4
Un idéal I de A est premiersi [ # AetVe,yc Az,yel =z €louyecl.



Proposition 1.1

A anneau commutatif unitaire intégre, I idéal de A.
I premier <= A/I intégre.

Définition 1.5
L’idéal I est maximale dans Asi I # Aetsi I C Jalors J=1ouJ = A.

Exemple 1.2
Les idéaux maximaux dans Z sont les idéaux pZ avec p premier. En effet, on
a pZ C dZ si et seulement si d | p. Donc pZ est maximal si et seulement s’il n’a

pas d’autres diviseurs que p, —p, 1 et —1. ce qui équivaut a p premier.

Proposition 1.2

A anneau commutatif unitaire intégre, 1 idéal de A.

I mazimal = I premier.

1.2 Anneaux principaux

Définition 1.6

Soit A un anneau commutatif unitaire.

1. Soient A un anneau et I un idéal de A. On dit que I est principal s’il est
engendré par un élément (i.e. 3 a € A tel que I = (a)).
2. Un anneau A est principal s’il est intégre et si tout idéal de A est principal.

Par exemples Z et k|x] (quand k est un corps) sont principaux.

Alz] = L’ensemble des polyndme en x et a cofficients dans A.

Définition 1.7
Soit A un anneau commutatif unitaire intégre est dit euclidien s’il existe une
application : ¢ : A\ {0} — N tel que
i) Va,be A b#0, il existe unige (¢,7) € A x A tel que a = bg + 1, avec r = 0
ou @ (r) < (b).

ii) ¢ (ab) > ¢ (a).



Exemples 1.3

1. L’anneau Z est euclidien pour la fonction ¢(n) = |n|.

2. Sik est un corps, 'anneau k[z] est euclidien pour la fonction 'p(P) = deg(P).

Théoréme 1.2

Un anneau euclidien est principal.

Preuve.

Soit I un idéal de A.

Si I = {0}, alors I = (0).

Supposons que I # {0}, soit a € I —{0} tel que p(a) = min{p(z),z € [ —{0}}
a€lalors (a) C 1 ... (1)

Soit x € I, 3 q,r € Atellque x =a-q+r avec r =0 ou ¢(r) < ¢(a).

Onar=ax—a-q € I car I est un idéal et on a p(r) < ¢(a) est impossible
par définition de a .

Donc r =0 d'ou x =a-q et donc z € (a) alors I C (a)....... (2)

De (1) et (2) on a I = (a), alors A est principal.

Proposition 1.3

Si A est un anneau intégre, alors tout élément premier non nul est irréductible.

Preuve.

Puisque l'idéal (a) est premier, on a (a) # A, donc a est non inversible dans
A. Sia = be, alors b € (a) ou ¢ € (a) puisque (a) est un idéal premier. Si b € (a),
alors b = ua, d’ott @ = bc = uac et a(l — uc) = 0. Puisque 'anneau A est integre,
on a (1 —wuc) = 0, cequi signifieque ¢ est inversible. Si c’est ¢ qui appartient a (a),

le méme raisonnement montre que b est inversible.

Proposition 1.4

Soient A un anneau intégre et a # 0 un élément de A.
1. Si l’idéal (a) est mazximal, [’élément a est irréductible.
2. Si A est principal et si a est irréductible, l’idéal (a) est mazimal.

Preuve.

(i) Silidéal (a) est maximal il est premier, I’élément a est donc premier, et par

conséquent irréductible.



(ii) Supposons que I'élément a soit irréductible et que 'anneau A soit principal.
Supposons qu'’il existe un idéal I = (b) de A tel que (a) C I. Alors a = bc
et, puisque a est irréductible, b ou ¢ est inversible. Si b est inversible, alors
(b) = A et si ¢ est inversible, alors b = ac — 1 et (b) = (a). On en déduit que
I'idéal (a) est maximal.

Le groupe (k*, ) est commutatif (car tout corps fini est commutatif, c’est le

théoréme de WEDDERBURN) et fini.

1.3 Anneau des polynémes

A anneau commutatif unitaire, x une indéterminée (un symbole).
Plx)=ay+a1x+ ... + a,z", a; € A, n €N

P(z) polynome d’indéterminée x et a cofficients dans A.
e Si a, # 0, on dit que P(x) est de degré n, et on note d°p = degp = n.
eSiag=a; =..=a,=0, P(r) =0 = le polynéme nul, alors par convention

d°p = —o0, si d°p = 0, p est le polynome constant.

Anneau quotient

Définition 1.8
A anneau (commutatif unitaire ), I un idéal de A.
A/I muni des opération & et ® est un anneau (commutatif et unitaire) appelé

I’anneau quotient de A modulo 1.

Exemple 1.4

Soit k un corps commutatif. On disine par A = k[z] anneau des polynomes
a cofficient dans le corps k , f(x) € k[z] de dégré n, I = (f(x)) = {h(z)f(x)
/h(z) € A}. implige A/I = k|z]/(f(z)) anneau quotient.

1. deg(g) <n=deg(f) doncg(z) =g(x)+1€ A/l

2. deg(g) > n Par la dévision euclidienne de g par f dans k|x], il existe ¢(z),
r(z) € klz] tel que : g(x) = q(z) - f(z) + () degr < degf = n dans
klz]/f,




En résumant :

k(z]/(f)={g(z)+I /degg <deg f} =ao+arx+ ...+ a,_12" " +1/ a; €k}

1.4 Corps finis

Définition 1.9

Un corps est un anneau commutatif unitaire non réduit 0 dans lequel tout

élément = # 0 posséde un inverse.

Exemples 1.5

1. L’ensemble des nombres rationnels Q, ’ensemble des nombres réels R et

I’ensemble des nombres complexes C sont des corps commutatifs.

2. T’ensemble des nombres (réels ou complexes) constructibles a partir de {0, 1}

est un corps qui contient le corps des nombres rationnels Q.

Définition 1.10

On appelle sous-corps d’un corps k, un sous-ensemble de k qui est lui méme

un corps par rapport a ’addition et a la multiplication de k.

Définition 1.11

Un corps fini est un corps qui posséde un nombre fini d’éléments.
Exemples 1.6
Pour tout entier p premier, Z/pZ est un corps a p éléments.

1. Le cardinal de k est une puissance de p.

2. Réciproquement, pour tout n € N*, il existe un corps k de cardinal p". De

plus, k est unique a isomorphisme pres.

1.4.1 Caractéristique et cardinal
1. Caractéristique d’un corps

Définition 1.12

Soit k un corps commutatif, la caractéristique de k est :



Soit le plus petit entier n > 0 vérifiant n - 1, = 0 (sl existe). Soit le zéros (0)

dans le cas contraire avec

noly=1+14..+1
————

n fois
1; élément neutre de "-" dans k. car (k) € N.

Théoréme 1.3

L’anneau (Z,,+,.) est un corps si et seulement si p est un nombre premier.

Preuve.

=) (Zp,+,.) est un corps. Si p = ab, avec 1 < a,b < n, alors b = a 'ab =
a~'p = 0 mod p, contradiction.

<) p est un nombre premier. Tout nombre 1 < ¢ < p — 1 est premier avec p.
D’apres le théoréme de Bezout il existe des entiers u et v tels que up+wvg = 1 d’ot

en passant a Z,, g = 1 et g est inversible, donc (Z,, +,.) est un corps.

Exemples 1.7

1. k:Q> car (Q):Oak:Ra car (R):O,k:(j, car (C):O

Proposition 1.5

Soit k un corps fini de caractéristique p premier. k a nécessairement ¢ = p"
éléments, pour n > 1. k contient Z/pZ appelé le sous-corps premier de k. k est
un espace vectoriel de dimension n sur Z/pZ.

Il existe donc une base de n éléments dek (eq, ..., e,) telle que pour tout x dans

k il existe un unique (o, ..., ) dans Z/pZ tel que

n
r = E ;€
i=1

Réciproquement, pour tout nombre premier p et tout n > 1, ¢ = p”, il existe
un corps fini et un seul (& isomorphisme prés) a q éléments. On le note F,, ou

GF (q).

Proposition 1.6
Soit F, un corps fini avec ¢ = p™ , alors on a (x4 y)" = a? + y? pour tout

xz,y € F,.



L’application [ : x — xP est un automorphisme dit de Frobenius : f (x 4+ y) =
f(x)+ f(y), f(zy) = f(x) f(y) et f est une bijection. Les éléments tels que

f(x) = x sont exactement les éléments de IF, C F,.

Théoréme 1.4
Soit k un corps fini de cardinal q.

Le groupe multiplicatif (k*,-) est cyclique d’ordre q — 1.

Preuve.

Le groupe (k*,-) est commutatif (car tout corps fini est commutatif, c’est le
théoreme de WEDDERBURN) et fini. D’aprés le théoréme précédent, ils existent
des groupes cycliques Hy, ..., H, tel que :

k*~ H, x Hy X ... x H,

et pour tout ¢ = 1,2,...,r — 1, |H;| divise |H; 1|
L’entier s = | H,| est donc un exposant de chaque élément de k*, donc pour tout
x € k*, x° = 1; en d’autre terme tout les élément de k* sont racine du polynéme

x® — 1 € k[x] or ce polynome admet au plus s racines donc
K| <s

Mais |H,| = s divise |k*|, d’ou |H,| = |k*|, et comme k* est fini cela entraine

que k* = H,.

2. Cardinal d’un corps finis

Théoréme 1.5
Soit F un corps fini de caractéristique p. Le nombre des élément de F est de la

forme

|F| = p".

Preuve.

F est un [Fp-espace vectoriel et par hypothese I est fini, par conséquent, la
dimension de F en tant que Fp-espace vectoriel est forcement finie. D’ou |F,| =
[F|" = p".

Donc, un corps fini a forcement p™ éléments ou p est un nombre premier.
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Remarque 1.2
1. Le cardinal d’un corps fini est une puissance d’'un nombre premier.

2. Si Fy est un corps fini alors F, — {0} = F}.

Corollaire 1.6

Tout corps F d’ordre premier p est isomorphe a Z,,.

Elément primitif d’un corps fini

Définition 1.13
Un générateur du groupe multiplicatif F; est appelé¢ un élément primitif du
corps fini F,.

Soit a un élément primitif d’un corps fini I, alors :
F, = {O, Lo, o?, ..., 0/*2} .

Avec o' =1 de plus o est primitif si et seulement si k et ¢ — 1 sont premiers

entre eux.

Proposition 1.7

Soit F, un corps fini a g = p"™ élément, car(F,) =p, n > 1 sia,b € F,, alors :
(a+ b =a” +V' VieN...... (%)

Preuve.
On démontre par récurrence sur i :

*pour ¢ = 0 c’est clair

(a+ b)p0 = o+

(a+b)' = a' +0'-(p"=1)
xsupposonsque (x) est vraie pour i

41

(@t 0y = [t by ] =@ 0y =@y @y =

11



Proposition 1.8

Soient m,n € N* | p est premuer, on a :

Fpm CFpn <= m|n.

Preuve.
=) Ona:F,CFm CFp
[Fon : Fyg] = [Fgn:Fom] - [Fom:Fy]
n = [Fp:Fm]|-m
= m|n
—)m|n=4q¢"—-1|q¢"—1
= " 1|27 -1
= 24" —z |2 —x

donc Fym CFgn.

Exemple 1.8
1. Fy2CFys par contre For & Fos car 21 3.
2. Les sous corps de Fai2 sont les sous corps Fyr tels que & | 12

Les diviseurs de 12 sont 1,2,3,4,6, 12.

Alors les sous corps de Fai2 sont Fg,Fo2,Fos, Foa, Fos , For2.

lez

Figure 1.1
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1.4.2 Polynoémes irréductibles sur un corps fini

Définition 1.14
Un polynoéme p de deg > 1 qui n’admet pas de diviseurs propres ( autres que

lidentité et lui méme est appelé un polynome irréductible).

Exemples 1.9

1. 224+ 1 = (z —4)(z + ©) est réductible dans C [z] mais est irréductible dans
R [z].

2. 12 — 2 = (v — /2)(x + V/2) est réductible dans R [z] mais est irréductible
dans Q [z].

Les polyndémes constants ne sont donc ni réductible, ni irréductible.

Proposition 1.9
Un polynome de degré 2 ou 3 sur un corps est irréductible si est seulement si

il n"ademet pas des racines.

Exemple 1.10
2?2 + 2 + 1 est lunique polynome irréductible de degré 2 sur F,. Donc tout
polynome n’ademettent pas des racines dans Fy et distinct de (22 + z + 1)? =

1 4+ 22 + z? est irréductible.

1.4.3 Racine de I'unité,polynémes cyclotomiques
Racine de 'unité

Définition 1.15
Soit ¢ un nombre complexe, on dit que c’est une racine n-iemes de 1'unité s’il
existe un entier n tel que (" = 1. On note p, ensemble des racines n-iémes de

I'unité.
Cette définition s’étend évidemment au cas d’un corps quelconque.

Définition 1.16

On appelle racine primitive n-iemes de I'unité un élément de p,, qui est d’ordre
n, c’est-a-dire un générateur de p,,. On note p ’ensemble des racines primitives
n-iémes de 1'unité, cet ensemble est de cardinal ¢ (n), ot on rappelle que ¢ est la

fonction d’Euler.
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L’indicateur d’Euler

Soit m un entier > 0. On note ¢(n) le nombre des éléments inversibles de

I'anneau Z/nZ, soit

o (n) = #((Z/nZ)"),

c’est-a-dire encore le nombre des entiers a premiers a n et tels que 0 < a < n,
soit

o (n)=#{a /0 <a<n,apremier a n}.

Dans les lignes précédentes et dans tout le livre, on désigne par #E' le nombre
des éléments d’un ensemble fini . La fonction ¢ s’appelle I'indicateur d’Euler.

On a
p(1)=1,0(2)=1 ¢(3) =2, p4) =2,..

On a toujours ¢ (n) < n, sauf pour n = 1, et la condition (n) = n — 1 équivaut

au fait que Z/nZ est un corps, donc a la primalité de n.

Polynémes cyclotomiques

Le polynoéme ¢,
Dans le corps C des nombres complexes, les racines de 1'unité sont les €™, avec

2mir

r € Q. Dire que e“™" est une racine n-iémes de 'unité signifie que nr € Z, dire que

c’est une racine primitive n-iémes de 1'unité signifie que n est le dénominateur de la

2mik/n

fraction r mise sous forme irréductible. Notons que, pour k € Z, e ne dépend

que de la classe de k modulo n, cela permet de donner un sens a l’expression >,
n avec k € Z/nZ. On obtient ainsi lorsque k parcourt Z/nZ les n racines n-iémes
de I'unité, les racines primitives correspondent aux éléments k qui sont inversibles
dans Z/nZ, c’est-a-dire aux o(n) éléments du groupe multiplicatif (Z/nZ)".
Définition 1.17

Soit n un entier > 0. On appelle n-iémes polynéme cyclotomique et on note
¢,, () le produit H (x— () ou(
¢
parcourt les racines primitives n-iémes de I'unité dans C.

On a donc

o) = [ (w—e),
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a comparer avec

-1 = H (.’L’ . e27rik/n) )

keZ/n

Proposition 1.10

a) Le polynome ¢,, est un polynéme unitaire & coefficients entiers, de degré ¢ (n).

b) Ona.‘x”—lequ (x).

dln

Preuve.

La partie a) est claire : il suffit de regrouper les racines n-iémes de 1'unité

suivant leur ordre. Par ailleurs, ¢,, est unitaire et de degré ¢ (n).

La partie b) permet de calculer les ¢, (x) par récurrence. On obtient par

exemple

¢ (r) = z-1

Gy(r) = x+1

b3(v) = 2°+x+1

¢y (x) = 2 +1

¢s(x) = ' +2°+2° +a+1

*Si p est premier on a :

—1=]] () =6 ()6, (x) = (= 1) ¢, (v)

dlp

-1 (r—1)(aP '+ 2P+ L +a+1)

p— z— 1) b

b, () =
*Si p un nombre premier impair on a :

o =1 = [[ 64 (@) = 61 (2) - 65 (2) - 6, (2) - ()

d|2p

15
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alors

- 2P _q _(g;p—l)(ﬂip—Fl)
D = G @) or (@) () (@ D)
P+l
x4l
= Pl P2 P3P+ 1
= ¢, (—7)

Définition 1.18
Soit n un entier positif et F un corps dont la caractéristique ne divise pas n,

et o une racine primitive n"¢ de 'unité. Le polynome :

O, =(r—ay)...... (x — p(my) € Fa) [2]

ou i, Q. ..... , Qlp(n) SoONt les racines primitives n’me de 'unité dans F(a), est

appelé le n“™¢ polynome cyclotomique sur F, c’est-a-dire ¢,, 4 ses coefficient dans

FF,. Soit a une racine primitive n*™¢ de 1'unité, alors il résulte que :

¢n:H(J7_ai)

i

ou le produit est formé pour tout i avec pged (i,n) = 1. Le polynome ¢ est de

kd

degré ¢ (n). Soit n = kd ainsi o* d’ordre d, car (ozk)d =a" =a" =1, et est une

racine primitive d*“"¢ de 1'unité. Le d*™¢ polynéme cyclotomique est de la forme :

oa= JI (e—a")
pged(i,n)=1

Toute racine n'“¢ de I'unité est une racine primitive n*“¢ de 'unité pour exac-

tement un seul d.

Exemple 1.11

Soit n = 8 et F = [F5, et considérons le polynome 2+ + 2 qui est irréductible
sur F3, pour cela il suffit de voir que tous les éléments de F3 ne sont pas des
racines de ce polynéme. On se donne la peine de trouver une racine primitive

huitieme de P'unité dans Fg = F3 [z] / (z? 4+ 2 + 2), soit « une racine du polynome

16



2?24+ 1+ 2 cest a dire a? +a+2 = 0, d’ou sur Fs, o = 2a+ 1. Calculons o pour
k=3,4,..8.
A=’ a=_2u+1)-a=2+a=22a+1)+a=2a+2.
at=aa=2a+2) a=2a*+2a=22a+1) +2a =2.

a® =at a=2a

b =a-a=20=22a+1)=a+2.

a’=ab a=(a+2)-a=a’+2a=2a+1)+2a=a+1.
Bd=a"a=(a+l)-a=’+a=_2a+1)+a=1.
Ainsi

Fo = {0,1,2,a,20,1 4+ a,14+ 20,2+ a,2+ 2a}.

2 3 4 5 6 7T
Fy = {O,l,a,a ,al, b o’ o’ a }
Donc « est une racine primitive huitiéme. Et comme

p(®) = [{m/1<m<mnet (mn)=1}
= 1{1,3,5,7}| =4

Les autres racines primitives huitiéme de I'unité sont o?,a’, et o”. Ainsi on

trouve :

by = (x—ozl)(x—ozg) (x—of’) (a:—a7)
g = a2+ 1.

La factorisation du polynéome z" — 1 joue un role important dans la recherche
de tous les codes cyclique de longueur n sur [F,. Comme le polyndéme générateur
d’un code cyclique de longueur n sur [, est un diviseur de 2™ — 1, on est intéressé

A déterminer les facteurs.

Théoréme 1.7

" —1= H ¢4 (décomposition cyclotomique)
d\n

Un résultat important se déduit pour le polynome ¢, pour p premier et m entier

positif.

17



Corollaire 1.8

m—1

bpm =14+2""  +.. + A

En effet le théoreme précédent et sachant que les diviseurs de p™, p premier, sont

1,p,p% ...,p™ alors :

=1 = [] b= 16y bpm

d\prn
P —1
T G0
1 p anfl
B P —1
|

m—1 m—1

= 142" 4. 42PY

Exemple 1.12
Soit le polynome z'® — 1 dans F,, donnons sa décomposition cyclotomique,

comme suivant :

' —1= H bg = 10305015

d/15
Ot gy =a+1,¢3=0"+a+1,¢5 =0 +2° +2° + o+ 1et g5 =2+ 27 +
Pt +ar+ 1

En effet, de la formule

¢n=H(x—o/')7 oupged(i,n) =1, avec 1 <i<n

7

et comme
pn)={m/1<m<net (mn)=1}=1{1,2,4,7,8,11,13,14}| =8

Et la caracteristique 2 de Fy ne divise pas 1, 3,5 et 15 on a d’aprés le définition

précédent :

degp, = (1) =1et ¢ =z + 1, degps = ¢(3) =2, et

23— 1

2 = g
x3—1
r—1

= 2*4+r+1

18



degs = (5) = 4, et

51
z° —1
¢ = —mm 7
a2 —1
=1

= '+ 42+ +1

¢y, ¢3, @5 sont irréductible sur Fy. Comme 15/ (2¢ — 1) et dego,s =  (15) = 8,

on conclut que est le produit de deux polynoéme irréductibles de deg = 4 a savoir :
¢5 = (2 +2°+1) (2* + 2+ 1)

D’ou I’écriture du polynéme en produit de polynémes irréductibles sur Fs.

1.5 Extension d’un corps fini

Définition 1.19
Soient F et I deux corps, E est dit extension de F si E contient un sous-corps

isomorphe a F. i.e F C F.

Exemples 1.13

C est une extension de R, R est une extension de Q. Plus généralement, tout
corps commutatif est une extension de son corps premier. C est donc une exten-
sion de Q s’il est de caractéristique 0 ou une extension de Z = pZ s’il est de

caractéristique p.
Soit E une extension de IF, alors E peut étre considérer comme espace véctoriel
sur [ selons les lois suivantes :
1. Ex E— E (addition de E)
(z,y) =z +y
2. ExFE—FE
(N, z) — Ax

C’est-a-dire, F est un F-espace vectoriel.

Définition 1.20
Tout corps k contenant le corps F s’appelle extension de F. k est un espace

vectoriel sur F et on a sa dimension [k : F].
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Théoréme 1.9
Soit F un corps. Alors ou bien F est une extension du corps Q des nombre ra-
tionnels, ou bien F est une extension de Z, pour un nombre premier p uniquement

déterminé.

Proposition 1.11

Soient E une extension de F et « € E, si on définit :

Flaf ={f(a)/ f(z) € Flz]}.
et
F(a)={f(a)/g(a) \ f(z),9(a) € Flz] avec g(a) # 0}.
alors :

1. Fla] est le plus petite sous anneau de E qui contient a la fois F et a.

2. F(«) est le plus petit sous corps qui contient & la fois F et a.

Proposition 1.12
Soit F un corps fini et E extention de F avec [E : F] = d on a alors |E| = |F|".

Preuve.
En effet, soit {aq, ag, ...., ag} une base de E sur IF, chaque élément de E s’écrit

d’une maniéire unique comme une combinaisons linéaire de la forme

ajaq + asais + ... + agag avec o € IF

Comme il y a [F| possibilités pour chaque a; (i = 1,2, ...,d) donc on aura |F|”

combinaisons linéaires différentes est par conséquent
d
|E| = [F|".

Extension algébrique

Définition 1.21
Soit E une extension du corps F. Un élément « de E est dit algébrique sur

[F ¢’il ya un polynéme non nul g avec les coéfficients dans F tel que g(«) = 0.
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Exemples 1.14
1. C =R(i) est une extension algébrique sur R, [R(i) : R] = 2.

2. Q (\/5, \/§) est de méme une extension algébrique de degré 4 sur Q.

Extension simple

Définition 1.22
Soit E une extension d’un corps I et soit o un élement de E n’appartenant
pas a F. On appelle extension simple de E le plus petit sous corps de E contenant

F et , on note F () .

Définition 1.23
Une extension simple £ — [ est une extension engendrée par un élément « de
F, c’est-a-dire que F est égal au sous-corps de F engendré par E et a. Une telle

extension est notée F = E(a).

Exemples 1.15
1. Q (\/5) = {a + b2 \ a,b e @} est une extension simple de Q.
2. Le corps Q (i) est une extension simple de Q engendrée par i € C.

3. Le corps K [z] des fractions rationnelles & une variable sur K est une exten-

sion simple de £ engendrée par z.

Extension par adjonction

Définition 1.24

Soit E une extension de FF, soit S une partie de F, il existe au moins un sous
corps de E qui contient & la fois I et la partie S.

L’intersection de tous les sous corps de F contenant a la fois F et S est un sous

corps noté F (5).

Remarque 1.3

1. Si S CFalors F(S)=F.

2. Si S ={ay,as,...,a,} alors F (S) note F(ay, ag, ..., a).

Exemple 1.16
C=R(®),Q (\/5) extension simple de Q par adjonction de v/2. .
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Extension finie

Définition 1.25
Une extension F de F est dite finie si la dimension de F-espace vectoriel E est

finie. Le degré d’extension F de [ est noté
[E : F] = dimy E.

Exemples 1.17
1. [C:R]=2.

2. [F(a):F]=degF (o) = deg(p(z)) oup(x) est le polyndme minimale de c.

1.6 Corps de décomposition

Définition 1.26
Le corps L est un corps de décomposition pour le polynome P et K|[z] sur le

corps K si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. K est un sous-corps de L.

2. P est scindé sur L. c’est-a-dire, en notant n = deg(P) et en appelant ¢ le

coefficient de x™ dans P. qu’il existe des Ay, ...\, dans L tels que

3. L est minimal pour cette propriété, c’est-a-dire que s’il existe L’ tel que
K C L' C L et que P est scindé sur L', alors L' = L. La condition 3 peut
aussi se dire L = K (A, ..., \p).

Exemple 1.18

[F5 est un corps de décomposition de 2 + x + 1 sur Fs.

1.7 Construction d’un corps fini

Pour déterminer les éléments d’'un corps I, on utilise I’anneau quotient F, [x] /( f(z)),

ou f(z) est un polynome irréductible de degré n sur F,,.
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Soit un corps fini et f(x) € F, [z]Jun polynéme irréductible de degré n. Alors :
F, (2] /(f(2)) = {ao+ a1z + ...+ an12" ' + (f(2)) : a; € F,}

est un espace véctoriel sur F,, de dimension n et de base {1,a,...,a" '}, avec
a=z]=z=x+(f(r)) oua=0.

On sait que le corps fini F,» est un espace vectoriel de dimension n sur F,,, de plus,
est une extension simple, c-a-d F,» = F,(a), est tous les (n + 1) éléments de Fyn
seront linéarement dépandants.

Donc ils existent ag, a4, ..., a, € F, telque :
ap+aa+...+a,a" =0
Ce qui montre que « est une racine de polynoéme
ap+ ax + ...+ aa” € Fy[z]
Soit f(z)un polynéme minimal de « (irréductible unitaire)
Fpn = Fp(a) =y [] /(f(2))

On détermine un polynome irréductible unitaire de degré n sur F,, et on

construit F, [z] /(f(x))

Exemple 1.19

Pour déterminer les élément de Fos on regarde [Fys comme une extension simple
de degré 3 sur le corps fini Fy, alors cette extension est obtenue par adjonction &
Fy de a [y de la racine d’un polynéme de degré 3 irréductible sur [F,. Par exemple,

22+ + 1 et 234+ 22 4 1 sont irréductibles sur [y, par conséquent
Fps = Fy[z] / (2° + w4+ 1) et aussi Fos ~ Fy [2] /2® + 2* + 1)

Soit « une racine de f = 23 + z + 1, alors {1, a, o} forment une base de Fys

sur [y, les éléments de [Fys sont

a+ba+ca? onabcelfetad®+a+1=0
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Formellement, les polynomes sont les différentes suites finis ( , ,) qu’on peut

former avec 0 et 1.

comme un polynéme comme une puissance de «

000 0 0
100 1 1
010 « o}
001 o? o?
110 14+« as
011 a+a? o
111 1+a+a? a®
101 1+ ab

avec a® +a+1=0et a’ = 1.
On peut aussi utiliser ¢ = 22 + 22 + 1 pour déterminer les éléments de Fs.
Soit 3 une racine de ¢, donc 5% + 3%+ 1 = 0, et comme 3 + 1 est une racine
de fet f=a®+x+1dans Fy[z]/(9) (c-a-d (B+1)°+(B+1)° =3+ 5+1).
L’application ¥ définie par ¥ (o) = 341 est un isomorphiseme entre Fy [z] / (z® + = + 1)
et Fyz] /(2% + 22 4+ 1) et U/F, est l'identité. Les éléments {1,541, (8 + 1)2}

forment une base de Fy [x] / (g) sur Fs.

\I/(a—l—boz—l—coz2) :a+b([3—|—1)+c(5+1)2,aveca,b,c€F2

Donc

Elz]/(9) = {0,1,8,8+1,8, 848, +1,8°+5+1}
— {0717/87/627/837/847/657/86}

avec B2+ 2+ 1=0et 7 =1.

Exemple 1.20
Fs2 ~ F3[z]/(g), ou g = 2% + x + 2, comme g est irréductible sur F3, on a

Fs[z] /(g9) = {a+ba:a,beFs} et a* 4+ a+2 =0, donc les éléments de F3 sont :

comme un polynéme comme une puissance de «

24



00 0 0

10 1 1
01 o «
12 1+ 2« a?
22 2 + 2x a?
20 2 ot
02 2a a®
21 24+« ab
11 1+a a’

avec a’ +a+2=0et a®=1.

Polyn6me minimal

Définition 1.27
Soit av € Fym , Le polyndme minimal de a sur F, est le polynoéme unitaire de

plus bas degré f(z) € F, [z] vérifiant f(a) = 0. Nous le notons M, (z).

Proposition 1.13

Soit a € Fym Soit d un entier positif non nul. Le degré M, (x) du polynome
minimal M, (z) sur F, est égal a d si et seulement si d est le plus petit entier
positif non nul tel que X a—

Rappelons que lordre de o (dans le groupe multiplicatif Fy.) est le plus petit

entier positif non nul l tel que o! = 1.

Lemme 1.10
Soit o« € Fym. Soit | l'ordre de o Soit d un entier positif non nul. Alors d est

le plus petit entier positif non nul tel que o' =« si et seulement si d = ord;(q).

Preuve.

Notons r = ord;(q). D’aprés la définition de 1’ordre de ¢ modulo I, nous avons
I ¢ —1. Mais o' =1, donc a? ' =1 et a2 = a. Et r est le plus petit entier
positif non nul avec cette propriété, compte tenu de la méme définition. Donc 7 est

égal & d si et seulement si d est le plus petit entier positif non nul tel que K a—
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Corollaire 1.11
Soit a € Fym. Soit | Uordre de o Alors

deg M, (x) = ord;(q).

Preuve.

C’est une conséquence directe de la proposition et du lemme précédent.

Proposition 1.14
Soit a € Fym. Soit | Uordre de o Alors

ord;(q)—1 .
M, (z) = (2= a7,

1=
9 N . q q2 q3 qordl(q)—l B .
c’est-a-dire s a, a4, %, 0 ...« est l’ensemble des racines de M, (x) .

Remarque 1.4

La proposition et la corollaire précédent nous montrent que

ord) (q)
&q —

Proposition 1.15

Soit a € Fym. Toutes les racines de M, (x) sont de méme ordre.
Conjugaison
Définition 1.28

La conjugaison dans Fm est la relation R définie par

aRp st M, (z) = Mgz (x) .

Proposition 1.16

La conjugaison dans F,m est une relation d’equivalence.

Définition 1.29
Les conjugués d’un élément a de F;m sont les éléments de la classe d’equivalence

de a pour la conjugaison dans Fm.
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Proposition 1.17

Soit o € Fym. Soit | lordre de o. Les conjugués de o sont

qordl(q)—l

2 3
a,al, a0t ..«

Ils sont distincts deuzr & deuz.

Preuve.
C’est une conséquence directe de la définition précédent et de la proposition

dans polyndéme minimal.

Remarque 1.5
En résumé, tous les éléments de F;m sont divisés en classes d’équivalence pour
la conjugaison. Une classe déquivalence est composée de toutes les racines d’un

polynéme minimal sur F, Donc :

- il y a autant des classes d’équivalence que de polynémes minimaux différents

des éléments de il y a autant des classes de F m.

- le cardinal de toute classe est égal au degré du polynéme minimal correspondant.

Racines de 'unité

Rappelons que (n,q) = 1. Soit m un entier positif non nul tel que n | g™ — 1.

Définition 1.30

On appelle racine n-iémes de 'unité sur F,, un élément de F,» dont I'ordre
divise n, on appelle racine n-iémes primitive de I'unité sur F,, un élément de F,m
d’ordre n.

En particulier si n = ¢" — 1, une racine primitive n-iemes de 'unité sur F, est
un élément primitif de Fym.

Les racines n-iémes de I'unité sur F, forment un sous groupe du groupe mul-
tiplicatif F... En effet, si 5 et 7 sont deux racines n-iémes de I'unité sur F,
(By)" = B"y™ = 1 et donc B est aussi une racine n-iemes de 1'unité sur F,.
D’ailleurs, (6 _l)n = (5")_1 = 1. Donc les racines n-iémes de 'unité sur F, forment
un sous groupe de Fy,... Comme F7,. est cyclique, ce sous groupe est aussi cyclique.

Soit u l'entier tel que n = ¢™ — 1. Soit @ un élément primitif de Fym. Alors

B est une racine n-iémes primitive de 'unité sur IF,, car 'ordre de a" est égal a
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qg"—=1 _ gm-1
(gm—1u)

n.

= n. Donc 3 est un générateur de ce sous-groupe qui est dordre

Ce sous-groupe est composé de toutes les racines de 2" —1, i.e. la décomposition

de 2 — 1 sur Fym est
x”—le(x—Bi).

Soit v une racine n-iémes de l'unité sur F,. Ses conjugués dans F,m sont les
puissances de 7y, donc ils sont aussi des racines n-iémes de l'unité sur F,. La
conjugaison dans F,» définit donc une relation d’équivalence dans I’ensemble des
racines n-iemes de 1'unité sur F,. On peut alors dire les mémes choses comme
dans la remarque précédent chaque classe d’équivalence est composée de toutes

les racines d’un polynéme minimal, et

- il y a autant des classes d’équivalence que de polynémes minimaux différents

des racines n-iemes de I'unité sur F,.

- le cardinal de toute classe est égal au degré du polynéme minimal correspondant.

Nous obtenons aussi que

ou parcourt un ensemble de représentants des classes d’équivalence, et compte
tenu de la proposition dans la partie polyndéme minimal, que le polynéme minimal

dey =B, j € Zy,, est égal &

ordi(q)—1 ‘ ordi(q)—1 N
M@= [I (¢=+")= TI («-#")
=0 1=0

ou [ est 'ordre de v, | = (n”—J) .
Cas général Prenons maintenant le cas général ou n et ¢ ne sont pas forcément
premiers entre eux. Soit n = rp®, ou r est premier avec p et s > 0 (p® est la plus

grande puissance de p qui divise n). Alors
" —1=a" —1= (2" - 1)",

car nous travaillons sur le corps [F, de caractéristique p.

Puisque r est premier avec p, nous pouvons décomposer " —1 comme ci-dessus,
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et en déduire la décomposition de x™ — 1. Plus précisément, si 5 est une racine

r-iéme primitive de 'unité sur [F,, alors

r—1
xr—lzn(x—ﬁl)
i=0
et donc
. r—1 ' p° r—1 .
" — :($T_1>p' _ (H (.T—BZ)> :H(x_ﬁz)ll’
i=0 i=0
De méme,

" —1= (" —1)" = (H M, @;)) =[] ).

Y

ol parcourt un ensemble de représentants des classes d’équivalence par conju-

gaison des racines r-iémes de 'unité sur [F,.

Classes cyclotomiques

Soit (n,q) = 1.

Soit 3 une racine n-iemes primitive de I'unité sur IF,. La relation d’équivalence
sur les racines n-iémes de l'unité sur F,, induit une relation d’équivalence dans
I’ensemble Z, comme suit : i,j € Z, sont dans la méme classe d’équivalence si
et seulement si 5% et 47 sont dans la méme classe. A la classe de v = 37, ie. la
classe {7, I G L ,vqr_l} = {Bj, [, BMQ, qus, o ,qupl} , correspond la
classe des exposants {j, qj, ¢*J,...,q"~'j} mod n, ot r est le nombre de conjugués
distincts de /7. Nous savons que 7 est le plus petit entier positif non nul tel que

(59)7 = 37, autrement dit, tel que jq¢" = j mod n.

Définition 1.31
Pour tout entier j, j € Zn, nous définissons la classe cyclotomique de j modulo

n sur [, comme I’ensemble

Cl (]) = {.]7QJ7 q2j7 ce. ,qrilj}mod n,

ou r est le plus petit entier positif non nul tel que jq" = 7 mod n.
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Nous pouvons donc réécrire les résultats. Nous avons que
r =deg My () = ord (q),

ot [ est I'ordre de 3?, nous obtenons que le polynéme minimal de v = /37,

] € Ly, est

ieCl(j)
Le nombre de classes cyclotomiques modulo n sur [, est égal au nombre de
polynoémes minimaux différents des racines n-iémes de I'unité sur F,. La formule

nous donne

vt —1=[] My (),
J

ol j parcourt un ensemble de représentants des classes cyclotomiques modulo
n sur [F,. Donc le nombre de classes cyclotomiques modulo n sur I, est égal au

nombre de diviseurs irréductibles de 2™ — 1 sur F,,.

Décomposition de 2" — 1 sur F,

Définition 1.32
Soit (n,a) = 1. Le plus petit entier positif non nul 7 tel que " = 1 mod n est
appelé l'ordre de a modulo n et noté ord, (a).

Si a > 1, Vorder ord, (a) de a modulo n est 'order de a dans le groupe

multiplicatif (Z/nZ)" .

algorithme de décomposition
1. Détermination du plus petit entier m tel que n divise ¢"* — 1. On en déduit
le corps des racines n-iemes de 'unité sur F,, soit L = Fym ;

2. Détermination des différentes classes cyclotomiques (i, iq, i¢?, ..., i¢’, ...). Leur
nombre est celui des facteurs irréductibles cherchés, et le nombre d’éléments

dans une classe est le degré du polyndéme correspondant ;

3. Pour chaque classe cyclotomique, détermination du polynoéme correspon-

dant. (En utilisant les opérations dans le corps L).

Exemple 1.21

Considérons 2" —1sur Foonan=7¢=2et m=3car 7=2% -1
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Pour les classes cyclotomique modulo 7 on a :

Co = {0,2} = {0}
G = {1,277} ={1,2,4} = C,
Cy = {3,27} ={3,5,6}

Les trois polynéme minimaux sont :

My(s) = (¢—1)
M (z) = H(:B—aj):(x—a)(a:—aQ)(x—a4)

Ms(x) = H (z—d) = (z-a°) (z—a°) (z—aP

jeCs

(v une racine 7-iéme primitive de ['unité sur Fy).

Pour déterminierles cofficients binaire de M; () et M;s(z), il faut faire des
calculs dans Fg, puis que 8 = 23, nous considéronsun polynéme binaire de degré 3
irréductible sur Fy, par exemple f (X) = 23 +x + 1 si « racine primitive de f (z),
alors f (a) = 0.

On a donc

B=a+lat=a 4+, =’ +a+1,a5=a’+1,a" =1

Mi(z) = (z—a)(z—0a”) (z—a') =2+ (a+a’+a*)2®+ (&’ + o’ + )z +af

= 22 4r+1
Et on trouve de maniére analogue que
Ms(z) =2 + 2% +1
Et la factorisation de 7 — 1 sur Fy

' —1=(z+1) (" +2°+1) (2®+2+1)
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Chapitre 2

Les codes linéaires et les codes

cycliques

Nous rappelons, dans ce chapitre, queleques notions sur la théorie des codes.

On a donner la définition des codes, les codes linéaires et aussi les codes cycliques.

2.1 Les codes

Définition 2.1

Soit A = {as,as,...,a,} un ensemble que nous rappellerons un alphabet de
code et soit A™ I’ensemble de toutes les chaines de longueur n sur A.
Nous dirons que chaque sous-ensemble C' C A™ s’appelle un code. Chacune des
chaines ¢ de C est appelée mot du code. De plus, nous dirons qu’'un code C' C A"
est de cardinalité M si M = |C].

La dimension n de A" est appelée la longeur du code. Un code de longueur n
contenant M mots sera appelé un (n, M) code. Le corps fini a ¢ élément sera noté

[F,. L’éspace vectoriel de dimension n sur [, sera noté Fyn.

Exemples 2.1

i) Cp ={122,211,111} est un code de longeur 3 et de cardinale 3 sur A; = {1,2}.

ii) Cy = {aaaa, zrtu,bede, aabb} est un code de longeur 4 et de cardinal 4 sur A

I’alphabet de la langue Latin.

iii) exemple pour le code de répitition : Soit C' un code de longueur n = kr, de

cardinal M = ¢* et de distance minimal d = r. Il détecté r — 1 erreurs, et il

corrige [%] .
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On prend : ¢ =2, r = 3, k = 3, le message 101 € F3 est codé par le mot de code

111000111, il détecté 2 erreurs et il corrige une erreur.

Distance de Hamming

Définition 2.2
La distance de Hamming entre deux mots © = (21, s, ..., T,) ety = (Y1, Y2, - - - Yn)

que 'on notera d (x,y) est le nombre d’indice i tels que x; # y;, c’est-a-dire :

d(z,y) ={i [ zi #yi}|.

On remareque que la distance de Hamming est une vraie distance au sens
numérique de terme. Rappelons briévement les propiétés d’un distance d(z,y),

faciles a vérifié sur d.
L d(z,y) = d(y,z) = 0
2. d(z,y) = 0 si et seulement si x = y.
3. d(z,y) < d(z,2) +d(z,y).
Exemples 2.2

i) Nous avons d(122,111) = 2 et d(211,111) = 1 pour 'exemple 2.1.7).

ii) d(aaaa,aabb) =2 et d(zrtu, bede) = 4 pour 'exemple 2.1.77).

Distance minimale d’un code

Définition 2.3
La distance minimale d’un code C est la distance minimum entre deux mots

distincts de code. On la note d :
d = min{d(z,y)/x,y € C et v # y}

Par exemple, d(0011,0010) = 1, d(1120,2200) = 3.
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Le poids de Hamming

Définition 2.4
Le poids de Hamming d’un mots z = (x1, Z2, . .., Z,) , noté w(z), est le nombre

d’indices i tels que x; # 0

w(x) =[{i / x: # 0}

Nous pouvons remarquer que le poids w(x) = d(z,0).

Par exemple, dans Fa:. Nous avons w(1101) = 3 et w(0011) = 2.

Proposition 2.1
Un code C' de distance minimale d corrige au plus e = [%] erreurs et en

détecte d — 1.

2.2 Codes linéaires

Définition 2.5

Un code linéaire de dimension £ et de longueur n sur [F, est un sous espace
vectoriel de dimension £k de Fyn.

Si la distance minimale de C' est d, on dit que C' est un code de paramétre
[n, k,d], et si ¢ =2 le code C est dit code binaire.

Pour un code linéaire C', on retrouve la distance de Hamming par la formule

d(z,y) = w(z —y), et la distance minimale du code C' par
d = min{w(z)/xz € C et x # 0}

Matrice génératrice

Définition 2.6
Une matrice génératrice du code C' est une matrice G' & k lignes et n colonnes,

dont les lignes formet une base de C', tels que

C={ceFyu [TxeF,:c=a2G}
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Définition 2.7
La matrice G est appelée la matrice génératrice de C' et tout les vecteurs de C'

sont appelés les mots code de C' .

Remarque 2.1

e Le rang de la matrice génératrice G est k.

e A partir de la matrice génératrice G, on peut aussi considérer la code linéaire

C = C (n, k) comme I'image d’un application linéaire f telle que

f:F — F"
a —  f(a) =aG

L’application f est appelée la fonction de codage et a la mot d’information.
Exemple 2.3
Soit G la matrice génératrice du [4, 2] code binaire C' telle que :

G:

Déterminions

C = {Cl(oalaL]—)+C?(1a07071)/cla02EIFQ}
C = {0000,1001,0111,1110}

Ainsi le code C est de parameétre [4,2,2] et |C| = ¢* = 22 = 4, et par exemple le
message 11 est codé par ¢ = 11G = 1110

Matrice de controle

On peut aussi se donner un sous -espace vectoriel par un systéme d’équations
indépendants. Une matrice de contréle d’un code linéaire C' est la matrice d’un
systeme d’équations linéaires homogénes indépendantes dont I’éspace des solutions

est C.
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Définition 2.8

Une matrice de controle H d’un code linéaire C' est une matrice de taille

n X (n — k) et de rang (n — k) vérifiant :
C={c€Fp \ H'c=0}

Exemple 2.4
Pour obtenir le code C' a partir de la matrice de controle H on calcul tout

d’abord l'espace nul de G, y € Fys. Alors y € I'espace nul de G ssi Gyt = 0

Y1
1100 Y1 +1y2=0
y
Gy =001 11 T l=0ed ptwtu=0 =0
y
1010 ’ n+ys =0
Yq

Les solutions du systéme sont {0000, 1110}.
Donc la base est {1110}et la matrice H = [1110]

Soit
oy  Fou — [y
T1
T
(21, T2, w3, x4) — (1110) 2
T3
Xyg

o (T1, 22,23, 74) = 21 + T2 + X3

et par conséquent, on a
C =kerpy ={r € Fou : 21 + 292 + 23 = 0} on a par exemple

1111¢ Ccar1+14+1#0, 0111 € Ccar0+1+1=0.

Proposition 2.2

La distance minimale d’un code linéaire C' = C (n, k) est le plus petit poids des
mots code non nul

d= min w(u)
ueC—{0}
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Code dual

La contrainte de la linéarité sur le code donne naturellement naissance a la
notion de code dual d’un code linéaire. Puisque C' est un espace vectoriel, on peut
considérer ’ensemble des formes qui s’annulent sur C'. Cet ensemble est un espace

vectoriel que 'on appelle code dual de C.

Définition 2.9
Soit C' un [n, k, d]-code linéaire. Soit (.,.) le produit scalaire euclidien usuel :
(u,v) = Y1, ¢v;. Le code dual note C* est donc un code linéaire de la méme

longueur. Sa dimension est n — k
Ct={veFu : YceC: (u,v) =0}

Il découle directement des définitions que si H est une matrice génératrice de
C*, elle est communément appelée matrice de controle du code C. De méme, une

matrice génératrice de C' est une matrice de controle de C*.

Exemple 2.5
Soit le code C' = {000,011, 101, 110} de longueur 3 sur I} le dual C*+ de C est

Ct={ycFyp :y=abc YeecC: (c,y) =0}

donc y = 111 ou y = 000 d’ou C' = {000, 111}

2.3 Codes cycliques

Les codes cycliques forment une sous-classe des codes linéaires, et sont les plus
utilisés en pratique. Ils conjugent en effet de nombreux avantages : leur mise en
ouvre (codage / décodage) est facile, ils offerent une gamme étendue de code, avec
de nombreux choix de parameétre [n, k, d], et enfin permettent de corriger différents
types d’erreurs .

On définit la fonction “ décalage” sur F,n , qui est une permutation circulaire

des coordonnées :

]F n — Fqn

q

ag . (Co,Cl,CQ,....,Cn_l) — (Cn_l,Co,Cl,CQ,....,Cn_g)
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Définition 2.10

Un code linéaire C' de longueur n est cyclique s’il vérifier la propriété suivante :
Sixy..x, € C, alors z,x1...0,—1 € C

Définition 2.11
Soit C' un code linéaire sur F,». On dit que C est cyclique si o (C) = C.
La transformation o est d’ordre n, c’est & dire n la plus petit entier tel que

o" =1d.

Exemples 2.6

1. le code C' = {000,110,011,101} est un code cyclique.

2. Le code C' = {0000,1001,0110,1111} n’est pas cyclique. Il est cependant
équivalent a un code cyclique (il faut échanger les troisiéme et quatriéme

coordonnées).

Tout mot ¢ = (¢, ¢1,..., 1) d'un code C sur F peut étre identifié & un po-
lynome c(z) = co + c1z++++c, 12" de F[z]. Pour pouvoir construire des codes
cycliques, 'anneau a considérer est R,, = F[z|/(z™ — 1).

En effet, dans cet anneau, on peut réduire tout polynome modulo ™ — 1 en
remplacant simplement x" par 1, 2"*! par x et ainsi de suite. Le code C est alors
un sous ensemble de R,,. Observons ce qu’il se passe lorsque I'on multiplie ¢(x)

par x dans R, :

r.c(z) = cor+ 12’ + - Fcpora”

2 -1
= Cpo1+cox +cxt + o+

La multiplication par x correspond & un décalage circulaire. La multiplication

par " correspond a m décalages circulaires.

Théoréme 2.1

Un code cyclique de Fyn est un idéal de lanneau F[z] / (2™ —1).

38



Preuve.

Soit ’application

¢ i Fopn = Fylz] = Fylz] /(2" — 1)

¢c—c(x) —c(x) mod 2" —1
qui associe a un mot
c= (007 C1, - Cn—l)

le polynéme

clx)=co+acaxr+ ..+ chp12n 1

¢ est un isomorphisme de [F -espaces vectoriels.
Dans F, [z] /(" — 1), la multiplication par = correspond a la permutation

circulaire des cofficients. Ainsi, pour tout u € F», on a

¢ (0 (u) = ¢ (u)

un code C' est stable par o si et seulement si

Comme d’autre part un code linéaire et aussi un FF -espace vectoriel, il est
q )

stable par o si et seulement si son image par ¢ est un idéal de F, [z] / (2" — 1) .

Exemple 2.7
1. Le code linéaire

C = {000,011,101,110}

est un code cyclique car 011 € C' = 101 € C, 101 € C = 110 € C et
110 € C = 011 € C. La représentation polynomiale de 011 est z + 2.

2. Le code linéaire C={01010, 10101, 11111, 00000} n’est pas cyclique. Par example,
01010 € C mais 00101 ¢ C.

Rappelons aussi que
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L’idéal engendre par f(z).

Théoréme 2.2

Pour tout f(z) € R, Uensemble (f(x)) est un code cyclique dit engendré par
f(z).
Preuve.

L s a(e)f() € () et b f() € (@) alors a(@)f(x) + b(a)f(x) =
(a(z) +b(x)) f(z) € (f(2)).

2. st a(x)f(x) € (f(z)) et r(z) € R, alors r(z) (a(x)f(z)) = (r(zx)a(x))f(z) €
(f(2)).

Code engendré par le polynéme de controéle

Définition 2.12
Le code engendré par h(z) est équivalent au code dual de C. C’est un code

cyclique de dimension n — dimC' = deg g(z). Pour
h(z) = hg + hyx + ... + hypa®

on peut construire sa matrice H :

0 0 hyg hi R

0O ... 0 hg ... hi ho O
g—| : .

0

I hi hy O 0

Théoréme 2.3

Soit C' un code cyclique dans R,

1. il existe un polynome unique (unitaire) g(x) de degré minimal dans C.

2. O = (g())
3. g(x) est facteur de x™ — 1.
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Preuve.

1. supposons g(x) et h(x) deux polyndomes unitaire de degré minimales alors
h(z),g(x) € C et ayant un degré minimal ceci conduit & une contradiction.
Si g(z) # h(z) ainsi g(x)h(z) est dans C' et de degré inférieur a deg g(x).

2. Supposons a(z) € C, par algorithme de division par g(x), a(z) = q(z)g(z)+
r(z) ot degr(z) < deg g(z) mais r(z) = a(x) — q(x)g(z) € C. On doit avoir
r(z) = 0 et ainsi a(x) € (g(x)).

3. En appliquant I'algorithme de division :
" —1=q(z)g(x) +r(z) ou degr(x) < degg(x)

mais

r(z) = —q(z)g(z) (mod 2™ — 1) et ainsi r(x) € (g(z)) .

Pour la minimalité de degré de g(x), on doit avoir 7(z) = 0 ce qui implique

g(x) est un facteur de z™ — 1.

Théoréme 2.4
Soit C' un code cyclique de polynome générateur g(x) = go+ 1z + go® + ... +
gr-x" avec deg g(z) = .

Alors, dimC =k =n — r et sa matrice génératrice est :

g g1 92 ... g 0 ... ... 0 [ g(x) |
0O 9 ¢ ... ... g 0 ... 0 xg(x)
G- o N
0O ... 0 9 o g ... g O
0O ... ... 0 g G G ... G | 2" g(x) |
Preuve.

Les n — r lignes de la matrice G sont nécessairement linéairement indépen-
dantes. Ces n—r lignes représentent les mots du code, g(z), zg(x),...... o ().

Il reste & montrer que chaque mot de code dans C' s’exprime a ’aide déceux-ci.

Le théoréme précédent montre que si a(x) est un mot de code on a(z) =
g(x)q(z), pour un polynoéme ¢(x) et que ceci est une égalité de polyndome dans

[F, [x], qui ne requiert aucune réduction modulo z" — 1 ainsi dega(z) < n il s’en
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suit que deg g(x) <n —r d’ou :
g([E)Q({E) = (q0a qQTy. ... ) Q’n—r—lxn_r_l) g([[‘)
= qg(z) + qrg(z)+...... + @ur—1x2" g ().
Laquelle est la combinaison linéaire désirée.

Exemple 2.8
Le code de Hamming de paramétre (7,4, 3) et de polynome générateur g(x) =

1+ z + 23 admet pour matrice génératrice :

1101000

01 10100
G =

0011010

00011°O01

Théoréme 2.5

Soit h(x) le polynome de controle d’un code linéaire cyclique C' dans R,,.

a) le code C' peut étre représenté par :

C ={p(z) € Ry / p(x)h(z) = 0}

b) soit h(z) = ho+hix + ...+ h,—.2™ " alors une matrice de contréle du code C

est donnée par

- ho 0O 0
0 hoy ho 0 0
H =
0 0 hpr ho O
i 0 0 hp, ho |

Exemple 2.9
Considérons le code binaire C' (7,4) généré par g(x) = 1 + x + x3 sa matrice

génératrice est composée & partir du polyndéme générateur

9(z) = go + 17 + g22° + ... + g2
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est
g 91 92 g3 0 0 O

0 g0 91 92 g5 0 O

G =
0 0 g0 1 92 93 O
0 0 0 90 g1 92 93
1 101000
01 10100
G =
0011010
0001101

Calculer la matrice de controle & partir de la matrice génératrice n’est pas en
généralaisé, par contre, on peut facilement trouver le polynome de controle h(z)

qui est telque :
h(z)g(x) =0

et donc

27— 1
1+ 2+ a3
= gt4+ 2+ +1

h(z) =

et la matrice de controéle correspondant est

hy hy ho hy hg 0 0
H = 0O hg hs ho hy hg O
0 0 hs hg hy hi ho
101 1100

= 0101110
0010111

Pour encoder 0111 en utilisant le produit polynomial, on doit multiplier le
polynéome m(z) = 2® + 22 + x correspondant par g(z) =1+ x + 3.

On obtient

c(z) = m(z)g(z) = (2* + 2%+ ) (1+ 2 +2°)
= 25 +a2% 4o

= cﬁxﬁ + csm5 + c4x4 + c3x3 + 02:172 + c1xr + ¢
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Qui correspondant au mot code cocycaczcacscg = 0100011,

2.4 Construction d’un code cyclique

Pour construire un code cyclique de longueur n, il est utile de connaitre la

décomposition de 2" — 1 en polyndémes irréductibles sur le corps de base F :
fn_lZHfi(l’)'
i

En P’absence d’un logiciel (maple, magma,...), on peut déterminer les classes
cyclotomiques modulo n. Le nombre de classes donne le nombre de facteurs irré-
ductibles. La donnée d’un polynoéme irréductible diviseur de ™ — 1 permet alors de
connaitre tous les autres facteurs. Le polynome générateur du code est un produit

d’un certain nombre de facteurs trouvés.

Exemple 2.10
Combien peut-on construire de codes cycliques [31,21] sur Fy ?
Il suffit de déterminer les classes cyclotomiques modulo 31. Il existe 7 classes

cyclotomiques, chacune contenant 5 éléments

Co = {0}

Cy = {1,2,4,8,16}

Cs = {3,6,12,24,17}
Cs = {5,10,20,9,18}
Cr = {7,14,28,25,19}
Cn = {11,22,13,26,21}
Cos = {23,15,30,29,27}

Il existe 6 facteurs de degré 5 et un facteur de degré 1 : (z — 1). Le polynéome
générateur d’un code [31, 21| doit étre de degré 10. Il y a (g) = 15 possibilités. Pour
pouvoir factoriser effectivement 23! — 1 il faut connaitre un polynéme irréductible
de degré 5 (en effet 31 = 2° — 1). 1l existe des tables qui donnent des polynomes

irréductibles ou primitifs de degré donné sur F.
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Chapitre 3

Les codes cycliques minimaux

3.1 Eléments minimaux d’une famille

Définition 3.1

Dans cette partie, nous considérons un corps fini F (pas nécéssairemment Fo
ou une extension) et un entier naturel n. Soit ¢ une famille de sous ensembles
de F™. Ici, nous n’imposons pas que les éléments sont des codes (des sous espace
vectoriels). Par contre, nous imposons que C' € .

Nous munissons cette famille de la relation d’ordre la plus naturelle, I’inclusion

C. Nous obtenons ainsi une famille partiellement ordonnée (£, C).

Définition 3.2

Soit C' un élément de & \ {0}. C est appelé un élément minimal de ¢ si :
(DcCetDeé) = (D=CouD={0}).

En d’autres mots, C' est un élément minimal de ¢ s’il n’existe pas de code entre

C et {0} dans (£, C).

Remarque 3.1
Notons que, puisque £ est une famille finie, le nombre d’éléments minimaux de

¢ est fini.

Définition 3.3

On note &, = {C4, ..., C,} Pensemble des éléments minimaux de (£, C).

min

45



Remarque 3.2

Si € n’est pas réduit a {0}, £ posséde au moins un élément minimal.

Proposition 3.1
Soit C un élément de & (C' # {0}).Alors, il existe i € {1,...,r} tel que :

c;cC.

Ce résultat découle de la définition d’élément minimal.

C, . &5 C;

Ca Co Cia Cn

Figure 3.1

Exemple 3.1

Ce schéma se lit de la maniére suivante : un élément C' est relié & un élément
D placé plus haut si et seulement si C' C D.

Dans cet exemple, {0} C Cs C Cy C Cy C F™.

3.2 Codes minimaux

Définition 3.4

Siz"—1= g;...9; est la factorisation complete de ™ — 1, on facteur irréductible
1

diffirent sur F,, alors les codes cycliques (%) engendres par les polynomes I’;f
sont appelés les codes cycliques minimaux.
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Définition 3.5

Soit C' une famille de codes linéaires sur F de longueur n contenant le code
trivial {0} .

L’inclusion C est une relation d’ordre sur C'. On a donc la notion d’éléments
minimaux : un élément ¢ € C est dit minimal si, dés que l'onac G D et D € C,
alors D = {0}.

Soit Cpin = {C4, Cy, ..., C,.} Pensemble des élément minimaux de (C,C).

Ainsi, pour tout ¢ € C, ¢ # 0, il existe i € {1,...... , 7} telque

c; Cc

On a la bijection suivante :

¢ : {diviseurs de " — 1} — {codes cycliques de longeur n}

g(x) = (9(x))

Si on considére C' la famille des codes cycliques de longeur n,

"—1
Crnin = ¢ ( <a: >) , g(x) polynéme irréductible
g(x)
Si on note g () ,...... , gr(x) les facteurs irréductibles de 2" — 1, alors
" —1
C'min: Ci = ,izl...r
o= ) |
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(1 G

C. Cs Cs

Figure 3.2 - Codes minimaux.

Exemple 3.2

Prenons n = 7 et F = [Fy. 27 — 1 se factorise de la facons suivante :
' =1=(z+1) (®+z+1) (° +2°+1)

Les trois facteurs étant irréductibles. Ainsi, les codes cycliques minimaux de

longeur 7 sont exactement les (M, (z)), (Mas (2)), (M3 (z)) avec

M, (z) = xgl(;)l tel que gi(z) = (x + 1)
My (z) = ng;)l tel que  go(z) = (2° +2° +1)

Ms(z) = xgg(q:)l tel que g3(z) = (2° + 2+ 1)
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[’

(x+1) (x3+x2+1) (C+x+1)
(1) (x*+x?+1)) ((x+1)(*+x+1)) ((3H+1) (3 +x+1))
\ {0} /
Figure 3.3

Exemple 3.3

Les codes cycliques minimaux de longueur 7 sur F,.

polynome générateur parametres de code
(z+1)(P+zx+1)=1+2z+ 2%+ 23+ 24 7, 3]
(x+1) (@ +22+ 1) =1+z+22+223 + 24 7, 3]
(@B +r+1)(@P+22+1)=1+x+ 2%+ 323 + 2" + 2° + 2 [7,1]

Exemple 3.4

Factor [—1 + z'*, modulus — 3] On utilisent le logiciel mathématica, on trouve
tP-1=0242)(2+2z+2°) (2+2°+2°) 24+ 2 +2°+2°) (2+ 20+ 227 +27).

Les codes cycliques minimaux de longueur 13 sur Fj

polynome générateur parameétres de code
1422 + 22 4+ 22* +22° + 2% + 27 + 28 + 210 [13, 3]
1422+ 223 + 25 + 2% + 27 + 228 + 2% + 210 [13, 3]
14+ 2 +222 + 2% + 2t + 2° + 227 + 22° + 210 13, 3]
1+ 2% + 23 4+ 2% + 225 + 225 + 28 + 229 4 210 13, 3]
l+z+22+28+ 2t + 25+ 28 + 27 + 28 + 2% + 210 + 2t + 212 [13,1]
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3.3 Les codes cycliques minimaux de longueur

p"'q sur le corps [F;

Soit IF; le corp fini est 7 un entier > 1, (avec [, m, p, ¢ sont des entiers premiers

impairs).

Théoréme 3.1
Sim = p'q, d=pged (o (p"),0(q), pt(g—1), 1 est une racine primitive
mod p" et mod q, alors il existe n (d + 1)+2 classes cyclotomiques mod p"q données

par

Co = {0}7

Cpn — {pn;pnl,anQ, o ’pnl¢(q)_1} 7
etpour 0 <i<n—10<k<d-1,
Crig = {p"q,p"ql, o ,p"ql‘i’(ﬂ”)—l} ,

C’ o { k, i _k zl k ild)(p7;_iq)1}
akpt = a'p,apl,...,ap .

Preuve.

Comme [ est une racine primitive mod ¢, {1,7,1%,...,197'} forme un systeme
de classe reduit mod ¢q. Aussi p"l9~! = p" (mod p"q) . Danc la classe cyclotomique
contient p" est Cpn = {p", p"l, p"I?, ..., p"17?}.

Comme [ est une racine primitive mod p"~* pour tout ¢, 0 < i < n — 1, et
piqld’(pnfi) = p'q (modp"q), la classe cyclotomique contenantt p'q est C, =
{piq,piql, . ,piql‘b(”"*i)‘l} :

Cyrpi et Conyi sont disjoints pour tout k& # h ou i # j. Pour k fixé , 0 < k <

¢ pnf'iq) )
d—1, et i fixée, 0 < i <n—1, a*pil ( e = a*p’ (mod p"q) . Donc, la classe

p

: , , o(p"
cyclotomique contient a*p’ est Cirpi = {akp’, akpil, ... akpil—a )1} :
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Finalement, ce sont toute les classes cyclotomiques mod p™q est les seules car

n—1 d—1 n—1 n—1 d1n1¢n2)
|Col + [Con| + > |Cig| + Carpi| = 1+@=D+D 0+
=0 k=0 i=0 1=0 k=0 i=0
d—1
1+ @-D+ 0" -0+ Y (2 6r - 1)
k=0
= p'q

Remarque 3.3

On obeserve

C, — {1,1,12,...,z¢("d“)-1}

#(p"q #(p"4q
C, = {a,al,al2,...,al (d )_1},...,Cad—1 = {ad_l,ad_ll,ad_1l2,...,ad_ll (d )_1}

Donc, C;UC, U...... U C,a—1 est un systeme reduce mod p"gq.

3.4 Dimension et polyndéme générateur de code
minimal de longueur p"q sur le corps [F;

polynéme générateur de code M,

le polynéme minimal de a?’4 pour 0 < j<n-—1est

n—j—1

M) () = 142777 22T g

Aussi pour 0 < j <n — 1, on trouve

(z7"1—1) = (:(;P"’j - 1) (1 N R AT o )
_ (l‘pn*jfl N 1) (1 + ajpn7j71 _|_ 1.2]3"7]‘71 _I_ o + x(p_l)pn7j71>

X (1 A R x(qu_l)p'“j>
le polynome générateur de M,p;, est donnée par

(xp"’j’l - 1) (1 Fa? T 2 x(ij—l)P"’j)
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Donc, le code M,,;, un code de répétition dans le code de longueur p™ 7 générée
par (xpn_j_l - 1) .

Polynome générateur de code M,

Pour 0 < 5 <n —1, on trouve

pq _ p" g P
(P ?1—=1) = |z -1
:(ﬂ“”—n(Lmﬁﬁﬂﬂ@“”+uwﬂ@*wﬁﬂ
_ (mp"ﬂ.*lq i 1) <1 + :Epnfjflq _I_ xzpnfjflq + o + x(p_l)pnfjflq>

X (1 AL S AL R x(pj‘l)P"_j‘Y)

on note

-1
Mysq () H Maryi = (1 pa" T g T x(pfl)p”‘f‘1q>
k=0

on obtient

'3
2" — 1

d—1
H Makpj (:E)
k=0

_ (Ipn—j—lq . 1) <1 + xpn—j—l + x2pn—j—1 + o + I(pil)pn—j—l)

x<r+ﬂ“”+x%“”+.”+xW”Wﬁﬂ

Exemples 3.5

On considére deux exemples :
1. Onprend p=5,¢q=17,n=1,1=3.

(a) Le polynoéme minimal correspondant pour toute classe cyclotomique est ob-

tient suivant :

(ZL‘85 — 1) = HMS (x),

M1<ZU):.CC16+.7314+!1712—I11—$10—$9+$6+$4+$3+$2—$+1,
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My(z) =216 — 215 1o 4 g8 1 212 4 010 5T 06 05 4 gy g2 0

Ms(z) =2+ 2P + 2+ + 22+ 241,

My(z) = 26 + 215 — M 4 211 4210 429 428 — o7 45 gt g4 1,

Myz(z) =2 + 23 + 2% + 2 + 1.

(b) Si gs () est le polyndéme générateur de M, alors :

go(z) =¥+ 2% + .+ +1,

gi(x) = (289 — 267 4 24— 63 _ 62 _ £60 4 459 58 4 45T 456 55 4 452 4 o5l
G40 A8 45y 44y 043 039 4 8T 0354 034 083 031 030 4 20 27
2% g2y g g2 0T 164 g5 g1 gl Ty a6 o g3 g ),

ga(x) = (299 4 208 4 67 1 266 _ 565 4 g4 _ 160 | 50 458 4 05T 4 56 4 455 |
gP4 L B3 4 52 g5l 4 050 | 049 | 048 46 A4 od2 o4l 040 | 039 )
238 4 3T 1 36 _ 85 4 034 033 4 82 030 4 098 | 2T 4 025 4 24y 22
o LS T b I I U SIS

ga(x) = 209 4 208 4 66 _ 465 _ 63 4 462 4 458 | 55 54 | 453y 052 4 g7 d6
245 4 44 4 42 040 4 039 | 038 | 036 035 | 034 032 4 030 026 425 4 24
22 20 18 T My 13 12 g 10 4 00 | Ty a6 5 4 g2 ),

gs(x) = (2% — 288 4 252 — P 4 g ¥y g8 0T g ]

() = (259 — 288 — 6T _ 65 _ 563 _ 462 L 61 460 4 058 5T 4 g53 sl
G40 AT 45 44 42 41y o389 8T 4 036 035 034 033 32
g3l 480 _ 429 4 428 4 027 4 025 023 021 020 o194 018 A7 416
PICTE ST S T S G RIS . JIpT R, s S |

grr(z) = (281 — 280 4 76 — 275 4 T g0 4 66 465 4 g6 460 4 56 455 4
2Bl _ 50 4 446 45 4 o4l 140 4 36 035 4 031 80 4 026 095 4 g2l
20 L gl6 g5 4 g1l 10 406 g5 4 g 7)),

(c) La dimension est donné par :

Code Mo Ml MQ M4 M5 Mg M17
Dimension | 1 16 16 16 16 16 16

2. Onprendp=7,¢q=19,n=1,1=3.

(a) Le polynoéme minimal correspondant pour toute classe cyclotomique est ob-

tient suivant :

(' —1) = H M, (),
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Mo(z) =z — 1,

M(z) =28+ 210 — g1 4 213 — 12 g1 10 98 07 064 0% — g 422 4 1,
MQ(:U):x18—$17—$16—$15+$12—$11+$10+x8—$7+x6—$3—$2—x+1,
M4<$) :$18—$16+$15+1‘14+$13—$12—$10—$9—$8—$6+$5+x4+$3—$2+1,
Mp(z) =2+ 2"+ 422+ 2+ 1,

My(z) = 218 + 21721 — 21 4 12 4210 — 29 4 48 4 06 g4 4 g3 4 g4 1

Mig(x) = 218 — 217 — 16 _ 415 _ 13 {011 010 _ 8 7 5 408 02 g
My(x) =28+ 2+ 2 + 23 + 22 + o + 1,
Mso(x) = 21 — a1 4 o™ — 210 429 — 28 + 27 — 2t + 1.
(b) Si g, () est le polyndome générateur de M alors :
go(z) =32 + 2B+ 2 +x+ 1,
g1 (z) = (2115 — 118 _ 111 p110 4 100 | 4107 _ (106 _ ;104 101 4 4100 _ 09 |
298 9T | 96 _ 95 494 93 02 91 190 89 88 | 85 84
o83 82 _ 480 79 T8 76 75 T3 4 069 06T 066 4 065 4 61
260 4 58 45T o 55 B4 050 4 049 | 48 46 4 042 040 39 37
236 | 35 _ B3 4 B2 81 030 97 96 | 95 024 93 22 4 o1y
220 19 18 1T | 16 g5 4 0d 4 0l 00 08 g6 4 g5 gd g2 ),
o) = (2115 4 14— g118 | 112 | 10 | 100 109 | 108 107 106 105
104 1108 001 | 98 9T 096 94 193 | 91 | 88\ 8T | 86 o84
g2 80 L T9 T T GT3 T2 Tl 68 065 L 064 063 4 61
259 B8 4 ST g56 54 | 052 051 050 | AT 44 43 49 41
238 _ 46 | 85 33 81 20 98 o7 24 23 21 4 09 4 8
o A I L L I A N e A B
ga(z) = (2115 4 13 _ g112 | 4109 | 107 ;106 105 4 108 ;102 101 100 4
299 96 4 95 L 194 93 192 4 00 | 88 8T 85y 84 83 4 81 80
28 4 TT 4 76 075 4 T3 072 o TL L aT0 4 68 | 064 63 | 062 4 61 | 60
259 | B8 g7 056 455 54 534 052 51 47 45 44 43 42
g0 039 38 4 3T 035 034 32 31 30 4 98 2T 954 023 00
220 g0 19 16 4 15 1y 18 12 4 00 00 08 06y 03 g2 )
() = 2115 — 114 | 596 _ 95 | o7 76 | 058 5T 4 39 488 4 20 g9y g
gs() = (2115 — 114§ g118 | pl12 4 G110 100 108 1106 4 102 101 100

x99 _ .I‘98 + $97 _ fL‘93 + ZE92 + $90 _ 1389 + ZL‘SS + IL‘87 + 1‘86 + 1'85 + {L‘83 + £L‘82 _
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g1 80 T8 476 TS T4 T3 T2 70 68 4 166 4 65 61
258 BT | B4 B0 49 | AT 45 43 42 AL |40 039 4 3T
235 g3 33 432 30 20 098 9T 096 95 23 90 a8
i e SR e e e el A DI

ro(2) = (2115 4 114 — 118 _ p112 | 110 108 4 106 4 105 | 104 _ 5102 101
299 | 98 | 96 _ 95 | 92 | 91 | 90 | 89 | 86 | 85 83 7T 76
275 70 _ 466 _ 463 _ 062 4 060 o 058 05T 055 053 052 49 45
g0 4 039 B8 | 032 030 29 026 495 o240 023 020 19 A7
PRI R € N S BT, U SRV S ST )

Gro(z) = (2127 — 126 4 £120 _ 4119 | 118 o112 4 106 105 4 499 08 | 402
g1 S5 8 T8 7T o TL 70 | 64 63 4 05T 056 4 50 49 4
P13 g2 A2 | g6 35 4 020 08 090 021y 05 M 8 0T 4 )

o (@) = (2115 4 111 108 _ 4107 _ 4106 4 4105 L 102 | 101 4100 099 08
296 95 93 492 89 8T 86 85 | 84 83y 082 81, 80
276 gTA g3 g7 LML 68 06T 066 | 065 | 064 062 061 60 4
258 BT | 5 | 54 | 53 51 050 49 048 | AT | 44 | 43 42
gAl B9 _ g5 _ 034 033 032 31 30 L 29 08 06 93 20
220 _ 19 L1716 4 15 gl 13 g0 9 4 08 4 0T g ),

(c) La dimension est donné par :

Code Mo | My | My | My | M7 | Mg | Mg | Mig | Mz
Dimension 1 18 18 18 18 18 18 6 18
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conclusion

Dans cette mémoire on a présenté les codes cycliques minimaux pour certaines
longueurs dans les corps finis Fy, F3, F;(tel que | un nombre premier impair).
De plus, on a pu utiliser le logiciel mathematica pour les codes cycliques mi-

nimaux.
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Résumé

Ce travail se situe dans le cadre de la théorie des codes correcteurs d'erreurs. Plus
précisément 'étude de codes cycliques minimaux.

Un code cyclique de longueur 72 sur le corps fini Fq est un idéal principal de l'anneau quotient

F |x
=7 [ ] <x n 1> ou Fq [x ] est I'anneau des polynomes a coefficients dans le corps fini

n

Fq et <x - 1> est I'idéal principal engendré par le polynome (x " — 1).
Dans cette mémoire on s'intéresse aux idéaux minimaux de l'anneau quotient R , ces idéaux
représentent les codes cycliques minimaux de Rn ‘

Mots clés: Corps finis, codes cycliques.
Abstract

This work is included in the frame of the theory of error -correcting codes. More precisely the
study of minimal cyclic codes.

A cyclic code of length 72 on the finite field Fq is a principal ideal of the quotient ring
F [x] o o o |
Rn = 1 <x - 1> where Fq [x ] is the ring of polynomials with coefficients in the finite

field Fq and <x " — 1> is the principal ideal generated by the polynomial (x " — 1).
In this memory we are interested in the minimal ideals of the ring quotientRn , these ideals

represent the minimal cyclic codes of R »

Keywords: Finite fields , cyclic codes.



