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Introduction générale

e Les méthodes arborescentes (La séparation et évaluation (nommée Branch and Bound
en anglais) est notée (B&B)) sont des méthodes exactes d’optimisation qui pratiquent
une énumeération intelligente de ’espace des solutions. Il s’agit d’énumération compléte
améliorée. Elles partagent I'espace des solutions en sous ensembles de plus en plus
petits, la plupart étant éliminés par des calculs de borne savant d’étre construits
explicitement. Appliquées a des problémes NP-difficiles, ces méthodes restent bien
sur exponentielles, mais leur complexité en moyenne est bien plus faible que pour une
énumération complete. Elles peuvent pallier le manque d’algorithmes polynomiaux
pour des problémes de taille moyenne. Pour des problémes difficiles de grande taille,
leur durée d’exécution est trés grande et il faut se retourner vers des heuristiques ou

solutions approchées.

Pour un problémes d’optimisation combinatoire, on peut inventer plusieurs méthodes

arborescentes. Cependant elles auront trois composantes communes :

x Une régle de séparation de I’ensemble des solutions.
* Une fonction d’évaluation des ensembles de solutions.

* Une stratégie d’exploration.

Le premier exemple développé de procédure par séparation est ’algorithme proposé

en 1960 par LAND et DOIG pour les programmes mixtes.

En 1963, Little et al. Utilisent une PS pour résoudre le probléme du voyageur de com-
merce et eut un grand retentissement. Il sera exposé dans la suite, dans le paragraphe

des exemples.
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On explore 'ensemble des solutions réalisables D en de sous ensembles de plus en plus

petits de facon a isoler une solution optimale dans I'un de ses sous ensembles.

Pour représenter cette exploration, on construit une arborescence dont le sommet de
base correspond a I’ensemble D et dont les autres sommets correspondent & des sous
ensembles de D. Pour définir I’exploration, nous devons définir une régle de séparation
et une régle pour se déplacer dans ’arborescence. Il faut définir pour chaque sous
ensemble, un minorant appelé " évaluation par défaut". Cela impose de savoir calculer
rapidement une " bonne" évaluation par défaut. Une itération consiste & choisir une
feuille de I'arborescence, nceuds ou sommets non encore séparés. Quand un sommet ne
peut fournir de meilleures solutions, il est dit tué ou élagué. La recherche se termine
quand tous les nceuds ont été tués. Les sommets sont numérotés dans 'ordre de leur

création.

Toute technique de séparation est valable, a condition qu’aucune solution ne soit per-
due. La fonction d’évaluation empéche en pratique que ’arborescence soit construite

en entier.[1]

C’est en fait de montrer la flexibilité de la méthode de branch and bound pour son
application : C’est comment elle est appliqué au probléme linéaire & valeurs entiéres,
le probléme de sac & dos, le probléme d’ordonnancement sur une machine et enfin le

probléme de voyageur de commerce.

On s’intéresse dans ce mémoire au méthode d’optimisation combinatoire et & I'une
des méthodes les plus puissantes pour déterminer une solution optimale. En fait on
considére quatre problémes d’optimisation combinatoire a savoir : la programmation
linéaire a valeur entiéres, le probléme de sac a dos, le probléme d’ordonnancement et
le probléme de voyageur de commerce. Le plan de ce mémoire est constitué de trois

chapitres :

Le premier chapitre : Concerne la définition des problémes combinatoires et leurs

classifications selon leurs difficultés. Ainsi que la méthode de séparation et évaluation.



Introduction générale

Le deuxiéme chapitre : est consacré a I'étude de la méthode de séparation et
évaluation et une autre méthode de solution d’une programme linéaire a savoir la

méthode de simplexe.

Le troisiéme chapitre : montre comment on adapte I'utilisation de la méthode de

séparation et évaluation aux problémes d’optimisation cités avant.

Finalement, On conclu le manuscrit par une conclusion général.



Chapitre 1

Probléme d’optimisation
combinatoire et méthode de

résolution exacte

1.1 Introduction

Dons ce chapitre on considére le probléme d’optimisation combinatoire et sa méthodes exacte
de solution & savoir la programmation dynamique et la méthode séparation et évaluation.
On va essayer de définie le probléme d’optimisation combinatoire et d’introduire la théorie
de complexité afin de pouvoir les classer selon leurs degrés de difficultés. Ensuite on va
donner quelques exemples de fameux problémes d’optimisation combinatoire. Aprés on a

introduit les deux méthodes exactes de solution.

1.2 Le probléme d’optimisation

L’optimisation est une branche des mathématiques et de 'informatique en tant que disci-
plines, cherchant & modéliser, a analyser et a résoudre analytiquement ou numériquement
les problémes qui consistent & déterminer quelles sont les solutions satisfaisant un objectif

quantitatif tout en respectant d’éventuelles contraintes.



1.2. Le probléme d’optimisation

L’optimisation joue un réle important en recherche opérationnelle (domaine a la frontiére
entre I'informatique, les mathématiques et 1’économie), dans les mathématiques appliquées
(fondamentales pour 'industrie et l'ingénierie), en analyse et en analyse numérique, en
statistique pour l'estimation du maximum de vraisemblance d’une distribution, pour la
recherche de stratégies dans le cadre de la théorie des jeux,

ou encore en théorie du controle et de la commande.

Aujourd’hui, tous les systémes susceptibles d’étre décrits par un modéle mathématique
sont optimisés. La qualité des résultats et des prédictions dépend de la pertinence du modeéle,

de Defficacité de I'algorithme et des moyens pour le traitement numérique.

1.2.1 Probléme d’optimisation discréte

e Les problemes d’optimisation discréte, par opposition & ’optimisation continue, for-
ment une classe de problémes d’optimisation particulierement étudiée. Toutes ou

partie des variables de ce type de problemes appartiennent a ’ensemble des entiers.

e Dans sa forme la plus générale, un probléme d’optimisation combinatoire (on dit aussi
d’optimisation discréte) consiste a trouver dans un ensemble discret un parmi les
meilleurs sous-ensembles (ou solutions) réalisables, la notion de meilleure solution

étant définie par une fonction objectif. Formellement, étant donnés :

— Un ensemble discret N.
— Une fonction d’ensemble f : 2V — R, dite fonction objectif.

— Un ensemble fini R de sous-ensembles de N, dont les éléments sont appelés les
solutions réalisables, un probléme d’optimisation combinatoire consiste a déter-

miner

max {f(S): S € R} 2]

SCN

1.2.2 Probléme d’optimisation combinatoire (POC)

Un modéle d’optimisation combinatoire consiste a affecter des valeurs aux variables de

décision qui réalisent 'optimum ( minimum ou maximum) de la fonction objectif parmi



1.3. Complexité théorique d’un probléme

I’ensemble de toutes les valeurs pour les variables de décision qui satisfont les contraintes

données.

1. Une (ou des) fonction (s) objectif.
2. Des variables de décision.

3. Des contraintes.

Un probléme d’optimisation combinatoire ( minimisation resp maximisation ) est

défini par la donnée :

e D’une fonction f : S — R.
e D’un ensemble discret S, tq | S | dénombrable ou bien fini.

e Et il s’agit de déterminer, s’il en existe un élément z* de S tel que :

{re) < 1), (vo e 5.4 = min ) |

€S

resp{ f1a%) 2 (o), (Vo € 5. 01) =maxs(0)) | 13

€S

Proposition 1.2.1 Un probléme de mazimisation d’une fonction f est équivalent au prob-
léme de minimisation de (—f).

max f(r) = — min(— f(z))

zeS €S

1.3 Complexité théorique d’un probléme

La complexité d’un probléme une estimation du nombre d’instructions a exécuter pour
résoudre les instances de ce probléme, cette estimation étant un ordre de grandeur par
rapport & la taille de I'instance.la complexité de leur résolution [Papadimitriou, 1994].
Ordre de complexité : Une fonction f(n) est O(g(n)), (f(n) est de complexité g(n)),
sl existe un réel ¢ > 0 et un entier positif ng tel que pour tout n > ngon a | f(n) |< c.g(n)

tq f: N—>Net g¢g:N—-=N. [4]



1.3. Complexité théorique d’un probléme

1.3.1 Probléme facile et difficile.

Tous les algorithmes étudiés étaien des algorithmes a temps polynomial : leurs temps
d’exécution aupire des cas est O(k™) ou n est la taille de 'entrée et k est une constante.
Mais tous les problemes ne peuvent étre résolus en un temps polynomial. On peut donc

distinguer deux types de problémes :

1. Problémes faciles : Tout probléme possédant une solution de complexité polynomi-

ale est considéré “facile”.

2. Problémes difficiles : Une solution exponentielle, ou pire qu’exponentielle, est as-

sociée & un probleme “difficile”.

» P est la classe de tous les problémes de décision qui peuvent étre résolus par un
algorithme polynomial.

» P-Complet : Un probléme décisionnel appartient & ce classement g’il fait partie de
la classe P et si tout probleme P dans P peut s’y réduire en temps poly-logarithmique en
utilisant un ordinateur avec un nombre polynomial de processeurs.

»Un probléme est NP est N'P-Complet si tout probléme NP s’y réduit en temps
polynomial. Autrement, les problemes NP les plus difficiles sont N'P-Complets.

Proposition 1.3.1 Si un seul probleme N'P-Complet peut étre résolu en un temps polyno-
mial, alors tous les problémes de N'P peuvent étre résolus en un temps polynomial.

Un probleme N'P-Complet est un probléme dans NP au moins aussi difficile que tout
autre probléeme de N'P.

o [l existe une réduction polynomiale qui permet de décrire n’importe quelle instance de
nimporte quel probléeme de N'P comme une instance de N'P-Complet.

e Si on sait résoudre toutes les instances d’un probléeme N'P-Complet on sait résoudre
toutes les instances de tous les probléemes N'P.

.57 un probléme N'P-Complet est dans la classe P ( N'P-Complet NP # &),

alors P = NP. [5]

Exemple 1.3.1 Un probléeme est N'P-difficile si tout probléme s’y réduit en temps poly-

nomial.



1.4. Quelques problémes d’optimisation combinatoire

Remarque 1.3.1 On a en générale P G NP mais est ce que P = NP ?

Problemes P

Problemes NP

Classification des problemes d’optimisation

combinatoire.

1.4 Quelques problémes d’optimisation combinatoire

1.4.1 Probléme linéaire en nombres entiers (PLNE)

Les programmes linéaires ainsi obtenus sont appelés programmes linéaires en nombres entiers
(PLNE). IIs sont souvent difficiles & résoudre.

x La programmation linéaire : La fonction objectif et les contraintes sont linéaires.

maxz = CTSE

(PLNE) Az <b

ri€Ni=1.n

tellque ¢ € R™, b € R™et A(m x n)

Exemple 1.4.1

( Max Z = x1 + xo

sciry —dry <7

—12.%1 + 15.1'2 S 7

(PLNE)

{7 > 0,2; sont des nombres entiers



1.4. Quelques problémes d’optimisation combinatoire

1.4.2 Le probléme de sac a dos (P.S.A.D)

Le probléme du sac & dos consiste a remplir un sac a dos de capacité C' avec des produits
Py, P, ..., P, , qui prennent une place vy, vy, ..., v, et rapportent ay, as,..., a,. Par unité, de
facon a maximiser le bénéfice. On suppose ici que I'on a autant d’unités de chaque produit

que 'on veut.

Exemple 1.4.2 Données un sac a dos de poids 15 kg, 5 objets ayant chacun :

A =T—=]

15

E-ﬂﬂ

8

!

Figure (2) : Exemple sac a dos

Objectif : quelles objets choisir afin de maximiser la valeur emporté ne dépassant pas
les15 kg 7
Ce probléme peut s’écrire comme un programme linéaire en nombres entiers. Si on note
x; le nombre d’unités du produit P; & mettre dans le sac a dos, il s’agit de calculer le bénéfice
maximal.
n n

m%izz?ﬂi sous la contrainte ) v,x; < c. [6]
;20,1 i=1)

- o O - O -]
(1.2.3.4) (1,372.4) {1,4.2.3) (2.1.3.4) (2.3.1.4) aeee (4.3.2.1)
(1.2,3.4) (1,3,4,2) (1.4,3,2) (2,1,4.3) (2,3.4,1) -.oooon

Figure (3) : Arbre énumérant ’ensemble des permutations de 4 éléments.



1.4. Quelques problémes d’optimisation combinatoire

Exemple 1.4.3 Prenons l’exemple numérique suivant avec 4 produits : de poids respectifs
: 2,5, 10, et 5 et de valeurs respectives : 40, 30, 50, et 10).

Le poids mazximal autorisé est 16.

Mazx z = 4021 + 30z9 + 5023 4+ 1024
(PLNE) 21 + 5xg + 1023 + Sy < 16
x; € N

1.4.3 Le probléme d’ordonnancement a une seule machine

L’étude du probléme & une machine apparait lorsque chaque tache requiert une ressource
dont la disponibilité est égale a 'unité. On doit ordonnancer n taches, en une durée mini-
male, en respectant les conditions suivantes : une tache ¢ est disponible a la date r;, a une
durée P; et un laps de temps d; doit s’écouler enter la fin de la tache i et 'achévement de

I'ordonnancement. Le probléme est NP-difficile.

1.4.4 Le probléme du voyageur de commerce (P.V.C)

Un voyageur de commerce doit visiter un ensemble de n villes, chacune une et seule fois,
et retourner a sa ville de départ. Sachant que la distance entre la ville i et la ville j est
c;j il s’agit de déterminer une telle tournée de longueur minimal. Le probleme du vc est
NP-difficile

Définition des variables z;; = 1 si la ville j est visitée immédiatement apres la ville
i, et x;; = 0 sinon (les variables z;; ne sont pas définies).

Définition des contraintes

e Le voyageur quitte la ville ¢ une fois i%’j =1,1=1.n.

nj:1
e Il arrive en chaque ville j une fois Y z;; =1, j = 1...n.

=1
e Les variables sont en (0 ou 1), ie z;; € {0.1}.

e Un chemin ¢ dans le graphe est représenté par une suite d’arétes, et son cott est défini

par :

f(t) =min ) ;x5

(i,7)€t



1.5. Résolution d’un probléme d’optimisation combinatoire

Remarque 1.4.1 Nombre de chemins t le cardinal de N(t) = $(n — 1)

Exemple 1.4.4 On a un probléme de voyageur de commerce de n = 6villes.
N duvwville | 1123 ]4] 5|6

Nom dewville| B|L|N|P|M|D

» La matrice de cotts est symétrique

B | L N P | M |D

oo | 780 | 320 | 580 | 480 | 660
780 | oo | 700 | 460 | 300 | 200
320 | 700 | co | 380 | 820 | 630
580 | 460 | 380 | oo | 750 | 310
480 | 300 | 820 | 750 | oo | 500
660 | 200 | 630 | 310 | 500 | oo

Sleg|v| =z |w

1.5 Résolution d’un probléme d’optimisation combi-
natoire

Résoudre un probléme d’optimisation combinatoire nécessite ’étude de trois points partic-

uliers :

o La définition de 'ensemble des solutions réalisables S.
o L’expression de 'objectif a optimiser f(s).

o Le choix de la méthode d’optimisation a utiliser.

» Les deux premiers points reléevent de la modélisation du probleme, le troisieme de

sa résolution. Afin de définir ’ensemble des solutions réalisables.

Remarque 1.5.1 Dans la réalité, nous trouvons une solution a un modéle du probléme.

Tous les modéles sont des simplifications de la réalité

Probléme — Modéle — Solution




1.5. Résolution d’un probléme d’optimisation combinatoire

1.5.1 Les méthodes exactes de résolution d’optimisation combi-

natoire

Le principe essentiel d'une méthode exacte consiste généralement a énumérer, souvent de
maniére implicite, ’ensemble des combinaisons de I’espace de recherche. Parmi les méthodes
exactes, nous trouvons les méthodes, dites méthodes de la programmation dynamique et

séparation et évaluation (B&B). [7]

Méthodes de résolution

Méthodes heuristiques
Les métaheuristiques Hewristiques particuliers

Méthodes exactes
programmation dynamique

Colonies de fourmis

Approches

basées sur la
transfarmation CEIEEBIRIED

Branch and bound

figure (4) : Classification des méthodes de résolution

La méthode de programmation dynamique.

* La programmation dynamique a été appelée comme cela depuis 1940 par Richard
Bellman et permet d’appréhender un probléme de fagon différente de celle que 1'on
pourrait imaginer au premier abord. Le concept de base est simple : une solution
optimale est la somme de sous-problémes résolus de fagon optimale. Il faut donc

diviser un probléme donné en sous-problémes.

La méthode par séparation et évaluation (B&B)

La séparation et évaluation est une technique qui effectue un parcours en profondeur de
I’arbre de recherche et de fournir une ou plusieurs solutions optimales & partir d’un ensemble

de solutions potentielles. Or chaque étape de la recherche, correspondant & un nceud de

10



1.6. Quelques notions de base

I’arbre de recherche, ’algorithme utilise une fonction Bound pour calculer une borne de

I’ensemble des solutions du sous arbre prenant sa racine a ce noeud. En début de résolution.

& Le principe d’une méthode arborescente est explorer I’ensemble des solutions réalisables
en le scindant en des sous-ensembles de plus en plus petits de facon a isoler une
solution optimale. Pour définir une telle procédure, nous devons élaborer une régle de
séparation qui permettra de constuire I’arborescence, choisir une regle de parcours de
I’arborescence et préciser les évaluations que nous utilisons. Notre séparation consiste a
remplacer 'intervalle d’exécution possible d’une tache par deux intervalles recouvrant

I'intervalle initial.

& On recommence la séparation en sous-ensembles avec chaque sous ensemble et ainsi de
suite jusqu’a ce que tous les ensembles ne contiennent plus qu’un seul élément. Cette
énumération peut se représenter par un arbre comme dans la figure (5) ou la racine de
I’arbre représente Ny, ses fils représentent les sous-ensembles créés dans la premiére

partition de Ny, et ainsi de suite. [6]

figure (5) : Découpage d’ensemble dans une procédure des séparation et évaluation

Remarque 1.5.2 Le nombre de neeuds d’un arbre complet est de la forme 2" = 21 11 1q

h : Le nombrer des niveaux de profondeur.

1.6 Quelques notions de base

1.6.1 Relaxation et relaxation linéaire (RL)

Déterminer un probléme relaxé peut s’avérer difficile en pratique. Cependant, dans le cas

du probléme en nombres entiers.

11



1.6. Quelques notions de base

maxz =clx maxz =clx
relaxation
(PLEN) Az <b (RPL) Ax<b et on a
=
Dpr, C Drpr

Le probleme linéaire associé ou les contraintes d’intégralité ne sont pas incluses remplit
cet objectif. Un tel probléme est alors dit "relaxation linéaire" ou "relaxation continue",
et on montre qu’il s’agit bien d’une relaxation, puisque le domaine réalisable du probléme

linéaire contient celui du probléeme en nombres entiers.

1.6.2 Une solution réalisable

Une solution réalisable est une affectation de valeurs aux variables telle que toutes les
contraintes sont satisfaites. La valeur de la fonction objective d’une solution réalisable est
obtenue en évaluant la fonction objective au point donné. Un probléme est dit probléme

faisable est un probléme qui posséde au moins une solution réalisable.  [3]

1.6.3 Une solution réalisable optimale

Une solution optimale minimisation (resp maximisation) est une solution réalisable dont la
valeur de la fonction objective est inférieure (resp supérieure) ou égale a celle de toute autre

solution réalisable.[3]

1.6.4 Un graphe

* Un graphe orienté : Est un couple G = (X, U), ou X est un ensemble dont
les éléments sont appelés sommets et U une partie de X x X dont les éléments sont

appelés arcs.

* Un graphe value (réseau) : Est un triplet G = (X, U, V') ou (X, U) est un graphe

et V' une application de U dans R (ensemble des réels).

* Un arbre :Un arbre est un graphe connexe sans cycle (avec | X | >2) [§].

12



1.7. Conclusion

1.7 Conclusion

On a introduit ici une certaine classe de problémes des mathématiques discrétes & savoir
celle d’optimisation combinatoire on a choisit spécifiquement quatre problémes NP difficiles.
On a aussi introduit une méthode de solution exacte qui est 'algorithme par séparation et
évaluation. Dans le chapitre suivant on essaye de voir comment cette méthode a été utilisé

pour résoudre chacun de ces problémes.
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Chapitre 2

La méthode de séparation et

évaluation et ’algorithme du simplexe

2.1 Introduction

Dons ce chapitre on considére la méthode de séparation et évaluation qui est une méthode
trés puissante pour résoudre le probléme d’optimisation combinatoire avec taille modérée.
Aussi une méthode trés célebre (Le simplexe) qui sert a résoudre un programme linéaire
a valeurs réelles a été rigoureusement introduite vu son importance pour déterminer une
évaluation par défaut (ou exces) par la valeur de la fonction objective d’un probléme linéaire

A valeurs entieres.

2.2 La méthode de séparation et évaluation (B&B)

Les méthodes arborescentes (Méthode de séparation et évaluation (B&B)) sont des méthodes
exactes d’optimisation qui pratiquent une énumération intelligente de ’espace des solutions.
Il s’agit d’énumérations complétes améliorées. Elles partagent 1’espace des solutions en sous-
ensembles de plus en plus petits, la plupart étant éliminés par des calculs de bornes avant
d’étre construits explicitement. Appliquées a des problémes NP-difficiles, ces méthodes
restent bien sur exponentielles, mais leur complexité en moyenne est bien plus faible que

pour un Branche P; si nous passons par (z, y) eénumération compléte. Elles peuvent pallier

14



2.2. La méthode de séparation et évaluation (B&B)

le manque d’algorithmes polynomiaux pour des problémes de taille moyenne. Pour des
problémes difficiles de grande taille, leur durée d’exécution est trés grande et il faut se

retourner vers des heuristiques ou solutions approchées.

2.2.1 Trois principes fondamentaux
La séparation(Branchement)

e La séparation (Branch) consiste a diviser le probléme en sous-problémes. Ainsi, en
résolvant tous les sous-problémes et en gardant la meilleure solution trouvée, on est
assuré d’avoir résolu le probléme initial. Cela revient a construire un arbre permettant
d’énumérer toutes les solutions. L’ensemble de nceuds de 'arbre qu’il reste encore a
parcourir comme étant susceptibles de contenir une solution optimale, c’est-a-dire

encore a diviser, est appelé ensemble des nceuds actifs.
e La séparation (Branch) consiste a séparer un ensemble de solutions en sous-ensembles

e Pour d “écrire I'opération de séparation, il suffit de dire comment on divise un ensemble
de Solutions en sous-ensembles. Cela revient a d’écrire comment construire I’arbre
permettant d “énumérer toutes Les solutions. L’ensemble de nceuds de ’arbre qu’il
reste encore a parcourir comme étant susceptibles de Contenir une solution optimale,

c’est -a-dire encore a diviser, est appelé ensemble des noeuds actifs [6].

4 — " _ (
max clx ’“=Vi §\"1“ max clx

n
™ s.c Az <b _— ez a:.ijm (n2) s.c Az <b
" z; < [x}] ' * * 7% P z; > [xf]+1

7
x > 0, entier

x > 0, entier

\ \

Figure(6) : La stratégie du séparation

L’évaluation

e [’évaluation permet de réduire ’espace de recherche en éliminant quelques sous-

ensembles qui ne contiennent pas la solution optimale. L’objectif est d’essayer d’évaluer



2.2. La méthode de séparation et évaluation (B&B)

I'intérét de ’exploration d’un sous-ensemble de I’arborescence. La séparation et évalu-
ation (B&B) utilise une élimination de branches dans I’arborescence de recherche de la
maniére suivante : la recherche d’'une solution de cotit minimal, consiste & mémoriser
la solution de plus bas cotit rencontré pendant I’exploration, et a comparer le cotit de
chaque noeud parcouru a celui de la meilleure solution. Si le cotit du noeud considéré est
supérieur au meilleur cotit, on arréte I’exploration de la branche et toutes les solutions
de cette branche seront nécessairement de cotit plus élevé que la meilleure solution
déja trouvée. Consiste a évaluer les solutions d’un sous-ensemble de fagon optimiste,

c’est-a-dire en majorant la valeur de la meilleure solution de ce sous-ensemble.

e [’algorithme propose de parcourir I’arborescence des solutions possibles en évaluant
chaque sous-ensemble de solutions de fagon optimiste. Lors de ce parcours, il maintient
la valeur M de la meilleure solution trouvée jusqu’ a présent. Quand I’évaluation d’un
sous-ensemble donne une valeur plus faible que M, il est inutile d’explorer plus loin
ce sous-ensemble. Les paragraphes suivants d “entaillent les différentes opérations de

'algorithme [6].

Evaluation1

Evaluationz* \*Evaluations

Figure (7) : La stratégies d’évaluation .

Evaluation optimiste

e Etant donné I’arbre énumérant toutes les solutions, chaque feuille contient une Solution
dont on peut calculer la valeur exacte. Pour un noeud interne de ’arbre £ on va évaluer
ce nceud en calculant un majorant de la valeur de toutes les solutions contenues dans

le sous-ensemble représente par La sous arabe de racine k.
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2.2. La méthode de séparation et évaluation (B&B)

Si l’arbre entier était connu, on pourrait évaluer un noeud par la meilleure solution
portée par ses feuilles. Mais ce n’est bien stir pas le cas!. Il faut donc essayer d’estimer
par majoration la meilleure solution qu’il est possible d’atteindre & partir du nceud.
Comme un nceud interne représente une solution partielle (dont une partie des vari-
ables du probléme est (partiellement) fixée), on calcule sa valeur en cherchant la

meilleure valeur qu’on peut obtenir grace aux degrés de liberté restants.

Cette fonction d’évaluation, spécifique a chaque probléme, est dite optimiste car elle
calcule un majorant du meilleur résultat possible a partir d’une solution partielle.
Une bonne fonction doit majorer au plus prés la solution maximale, tout en restant
le moins cotiteuse possible d'un point de vue algorithmique. C’est un des aspects

cruciaux quant aux performances de la résolution du probléme.[6]
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2.2. La méthode de séparation et évaluation (B&B)

Elaguage : Une fois que la valeur d’'un nceud interne est calculée, on peut utiliser
cette valeur pour interrompre éventuellement ’exploration de cette partie de ’arbre. En

particulier, il est inutile de diviser le noeud dans les cas suivants.

1. L’évaluation a permis de calculer une solution qui a exactement cette valeur. Cette
solution est nécessairement optimale dans ce sous-ensemble de solutions. Si cette
solution est la meilleure trouvée jusque-la, elle devient la meilleure solution courante.

Ce cas est plutot rare.

2. L’évaluation est inférieure ou égale a la valeur de la meilleure solution trouvée jusque-
la. On a donc aucune chance de trouver mieux dans ce sous-ensemble. Ceci peut

permettre des gains importants, car on élimine une partie de ’arbre de recherche.

3. Le sous-ensemble est réduit & un seul élément.

Dans les cas 1 et 2, on gagne dans ’exploration de ’arbre puisque la branche suivant
le nceud considéré ne sera pas explorée. On dit que cette branche est élaguée (pruning en
anglais). A noter que dans le cas 1, si la meilleure solution courante a changé, il convient

de parcourir tous les noeuds actifs pour voir s'ils le restent [6].

Stratégies de parcours

En fonction de la structure de données utilisée pour la liste des nceuds actifs N4, ’algorithme
peut avoir des performances expérimentales trés différentes. La facon dont on parcourt
I’arbre des solutions et donc le choix du prochain nceud actif & diviser sont cruciaux.

Plusieurs stratégies sont a envisager[6].

La largeur d’abord

e Cette stratégie favorise les sommets les plus proches de la racine en faisant moins de
séparations du probléme initial. Elle est moins efficace que les deux autres stratégies

présentées.

e Stratégie en largeur : on divise les noeuds dans 'ordre de leur création [6].
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2.2. La méthode de séparation et évaluation (B&B)

La profondeur d’abord

e Cette stratégie avantage les sommets les plus éloignés de la racine (de profondeur la
plus élevée) en appliquant plus de séparations au probléme initial. Cette voie meéne

rapidement & une solution optimale en économisant la mémoire.

e Stratégie de recherche en profondeur : on choisit pour prochain noeud actif I'un des
fils du nceud qui vient d’étre divisé. Si aucun de ces nceuds n’est actif on revient en

arriere (backtrack) dans I'arbre [6].

Le meilleur d’abord

e Cette stratégie consiste a explorer des sous problémes possédant la meilleure borne.
Elle permet aussi d’éviter ’exploration de tous les sous-problémes qui possédent une

mauvaise évaluation par rapport a la valeur optimale.

e Stratégie de la meilleure évaluation : on divise le nceud de meilleure évaluation [6].

Stratégie du plus prioritaire

e la priorité d'un noeud peut étre évaluée par pondération entre son évaluation et sa
profondeur dans I’arbre (en fait sa distance a une feuille). En effet, les évaluations
loin des feuilles sont souvent plus intéressantes mais moins fiables et il peut étre
avantageux de diviser un noeud potentiellement moins bon mais plus profond dans

Parbre.

Stratégie mixte

e On va en profondeur tant qu’on le peut, mais quand on ne peut plus on saute au noeud
de meilleure évaluation. On explorera les fils dans I'ordre d’évaluation : le meilleur

d’abord [6].
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2.3. La méthode du simplexe

2.2.2 Organigramme de ’algorithme de Branch & Bound

M iz valeur de la meilleure solution

l

M[A] < racine de I'arbre des soluticns

l Mon

LAY = @

l Oui

— Prendre un noeud actif nodans MNIA)

Diviser n

l

Evaluer f et en fonction du résultar,

Mettre & jour M et
MNon
Transformer f en noeud actif

L ou

Affiche T Pas solution

Figure (8) : Organigramme de ’algorithme de Branch &
Bound

2.2.3 L’algorithme

L’algorithme maintient la valeur M de la meilleure solution trouvée
Jusqu’ & pésent et la liste N4 des noeuds actifs, susceptibles de contenir de meilleures solutions que M.
N, < {racine de larbre des solutions}
Tant que N,y # () faire
Prendre un noceud actif n dans Ny;
Diviser n ;
Pour chaque fils f de n
Evaluer f et en fonction du résultat, mettre a jour M et
transformer f en noeud actif (le mettre dans N4) ou I'élaguer;

Fin pour

Fin tant que

2.3 La méthode du simplexe

Le programmes linéaire en nombres entiers :
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2.3. La méthode du simplexe

max z = CTZL’

(PLNE) Az <b

T; € N,Z =1.n

tellque ¢ € R™, b € R™et A(m x n).

» PL sous forme standard

_ T
f(z) = maz c z.

Axr =10

x>0
On dispose d’une base B et d’une solution de base réalisable  avec (& une permutation
pres des colonnes de A ).

B
A= (Ap | Ag) et z= | —

Lh
Ou Ap matrice m x m, inversible (variables de base).
A g matrice m X (n-m) (variables hors-base).
But : On veut trouver une autre base B* et une solution de base réalisable z* telles que

z* est meilleur que z ¢ a-d F(z*) > F(x).

2.3.1 Principe de la méthode du simplexe :

faire rentrer une variable hors-base dans la nouvelle base (variable entrante) et faire sortir
a la place une variable de base (variable sortante).

Variable entrante-calcul des cotits réduits Fonction objectif f exprimée en fonction des
variables hors-base. Ensemble des solutions réalisables Dy = {x € R"/Ax = b, x > 0}.

Proposition (cotts réduits) :

Pour tout x € Dy, on a f(x) = f(z) + LExy. ou LL = ¢, — cLAZ' Ay, Est le vecteur

des cotits réduits.

- Variable entrante :
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2.3. La méthode du simplexe

Si les cofits réduits sont tous négatifs i.e. L < 0, il n’est alors pas possible d’augmenter
la fonction objectif f : I’algorithme se termine normalement c’est- a-dire qu’on a trouvé

une solution de base réalisable z optimale.

Dans le cas contraire (i.e. 3(Ly); > 0), on a intérét a faire entrer dans la base, la

variable hors-base qui a le cotits
réduit positif le plus grand possible.

On note e ¢ B l'indice de la variable entrante. On choisit e tel que (Ly). = max{(Ly);
(Lg); > O0}ce qu'on note par

e = argmax{(Ly); ,(Lu); > 0}.

- Variable sortante :

Une fois I'indice e choisi, il faut déterminer la variable qui doit quitter la base. En
maintenant la relation Az = b avec x > 0, on augmente la variable entrante . jusqu’

a annuler une des variables de base. Cette variable sera alors la variable sortante.

Ona| 2= Az A° € R™ on doit avoir | x5 = x5 — 22, > 0

Si z < 0, on peut augmenter z. autant qu’on veut, on aura toujours la positivit e de
la variable de base xp. La fonction objectif n’est pas majorée sur Dy (maz f = +00)

arrét de l'algorithme.

Sinon (i.e. il existe z; > 0), pour avoir la positivité (zz); — z;z. > 0 pour tout 7, on
choisit la variable sortante x, pour laquelle le rapport (zg);/z; pour i = 1;...; m avec

z; > 0, est le plus petit possible :

Variable sortante (indice) :

s = argmz‘n{(i—f)",zi >0} |

On a, dans ce cas, rs = 0 et g > 0. La valeur de la variable entrante est donnée par :

Te = min{@, 2z >0} | 9]
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2.4. Conclusion

2.3.2 Organigramme de 1’algorithme du simplex

Ecrire l= syst:me sous forme standard
]
Construire b= premisr tableau correspondant & la forme standaed

1

Choisir bes wariables 4 introduire dans la base= : choisir e o= fFficient e plus fort de la fonction £conommigu-s

l

Chaoisir kes variables & enlewver de la

| Rapport : Second membres fooefhcient de la variable |

Re=temnir k= plus faible

Encadrer = piest
Muttiphi=r la fign= du pheot par b= rapport @ 1 val=ur pheot
Caloulsr les wvalswrs des aubres Fgnes 2@l = alijl-=fi k=L A=) Lkp))  a=L

= {ij] : Co=fficiznt & transformes.

a| L j} : Coefficient de la colonne du piwot.

1: Fgne. j: colonne

Les coe=fficientsde Ia
fonction £oonamigus sont
ils tows nematifs ouw nuls

Figure (9) : Organigramme de 'algorithme du simplexe

2.4 Conclusion

On s’est penché dans ce chapitre a ’etude de deux méthodes formeuses puissantes I'une pour
résoudre un probléme d’optimisations combinatoire. L’autre pour résoudre un programme
linéaire & valeurs réelles. Dans le prochain chapitre on essaye d’utiliser ces deux outils pour
résoudre quelques problémes d’optimisation combinatoire & savoir: le probléme linéaire en
nombres entiers, le probléme du sac a dos, le probléme d’ordonnancement sur une seule

machine et le probléme de voyageur de commerce.
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Chapitre 3

Application de la méthode de
séparation et évaluation sur quelques

problémes

3.1 Introduction

Ici on s’intéresse spécifiquement & la méthode exacte de séparation et évaluation et son
application a quatre problémes d’optimisation combinatoire afin de montrer tout d’abord
sa flexibilité et aussi de montrer comment que ses trois composantes principales, telles que
I’évaluation, la séparation et la stratégie de recherche varient d’un probléme & un autre.
Les quatres problémes d’optimisation combinatoire considérés sont : le probléme linaire
a valeurs entiéres, le probléme de sac & dos, le probléme d’ordonnancement sur une machine

et enfin le probléme de voyageur de commerce.

3.2 Le probléme linéaire en nombres entiers

Considérons le programme linéaire en nombre entier :

24



3.2. Le probléme linéaire en nombres entiers

MaXZ:a:1+x2
sc Txy — by <7

—12[L’1 + 151’2 S 7

x; > 0, x; sont des nombres entiers

L’évaluation :

Le probléme relaxé (RLP)

.

Max Z = z1 + 22

sSc Txy—dxy <7

()
—1221 + 152, < 7
L ZT; Z O,

x2

-~
(28/9; 133/45) =
\_\\ :
:w.; 7 6 5. 5 2 1 )

— Tr1-5x2=7 A2x1+15x2=7F le domaine des solution

Figure (10) : Résolution garphique de (P)

e Une solution de la relaxation est = (28/9; 133/45) et z = 273/45.
La séparation :

e Ensuite, considérons deux cas zo < 2 et x5 > 3.

L’évaluation :

e La relaxation linéaire est pour x5 > 3 :
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3.2. Le probléme linéaire en nombres entiers

Max Z = x1 + 29
scT7rxy—dxy <7
(P)'q =12z + 1525 < 7
To >3

L %20,

e N’a pas de solution possible, pour x5 > 3 car hors domaine des solutions admissibles.
L’évaluation :
e La relaxation linéaire est pour x5 < 2 :

(

Max Z = z1 + 29
ScTxy —dxy <7
(P2)'q =12z + 1529 < 7
Toy < 2

xz207

x2

x1=28/9
X2=133/45
2=273/45

B T\Zm; 133185

x2<=2 i

pas

solution

1 5 s 3 2 1

— Tx1-5x2=T A2x1+15x2=7
Pas solution

Figure (11) : Resolution garphique et separation (1) de (P)

e La solution de la relaxation est x = (17/7;2) avec z = 31/7.
La séparation :

e Ensuite, considérons deux cas 1 < 2 et 1 > 3.
L’évaluation :

e La relaxation linéaire est pour x; > 3 :
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3.2. Le probléme linéaire en nombres entiers

Max Z = x1 + 29
sc 7oy — Dby <7
(P3)'§  —122; + 1525 < 7
r1 >3

%20,

\

e N’a pas de solution possible, pour x; > 3 car hors domaine des solutions admissibles.
L’évaluation :
e La relaxation linéaire est pour x; < 2 :

/

Max Z:$1+$2
sc Tx1+5r, <7
—12x1 + 1529 < 7

P
4
T S 2
T S 2
Z; > 07
\ —_—
@\\
2 <x2=133!45 |
22273145
e X2 X2<=2 >\//< X2»=3
: / N
s P P
=2 /pas
6 x1=1717 { sous >
5 =307 | solution
M/ S
x2>=3} (2819;133145) N oy st
. /
- : 4
x2< zl : .
x 6 5 } } 1 ’ XZ;Z /) | soluton >
6 1 ] ) ‘ 2
. AT N
A2x1+15x2=T — 15T

pas soluution
Figure (12) : Resolution garphique et separation (2) de (P).
e Donc z* = (2;2) avec z = 4. Ceci est la solution optimale.

Remarque 3.2.1 Si le nombre de variables dépassent 3on utilise ’algorithme algébrique de

simplexe au lieu de la méthode graphique pour résoudre le probléme relaché (réel).
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3.2. Le probléme linéaire en nombres entiers

3.2.1 Meéthode algébrique (La méthode du simplexe)

Considérons le programme linéaire en nombres entiers :

L’évaluation :

(P)

Le probléme relaxé (P)

p

\

Max Z:.Cljl + zo
sc Txy—5xy <7
—12[L’1 + 151’2 S 7

x; > 0, x; sont des nombres entiers

» La méthode du simplexe:

(P)

\

¢

Max Z =x1 + X9
Sc 7oy —dxy <7
—12z1 + 1525, < 7

Max Z = x1 + x9
Ssc Tx1—dx9g+a3=7
—1221 + 1529+ x4 =7

x; > 0.

Détermination de la solution de base optimale :

Les principaux étapes de ’algorithme de Simplexe sont :

1. Détermination de la variable entrante.

2. Détermination de la variable sortante.

N =indices des variables hors base.

3. Pivotage.
B =indices des variables en base,
z T Ty | w3 | T4 | b
z | —111 1 0 10 [0
x3 |0 |7 —5|1 |0 |7
x4 | 0 —12 115 (0 |1 |7

» Variable entrante : (Choisir la variable k hors base avec le profit marginal maximum

(max z))
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3.2. Le probléme linéaire en nombres entiers

Mazx z — k=arg max ¢ |, si ¢ < 0 (max) pour tout k& € N, solution optimale,

ieN
STOP.
Donc x; variable entrante.
z |1z To | X3 | xa | b
z | —1 Pivotage 1 010 |0
x3 |0 |7 5|1 |0 |7
x4 | 0 —12 510 |1 |7

» Variable sortante : (Choisir la variable L en base telle que)

L= 4a£g mlfol == | si azy < 0 pour tout L € B, probléme non borné, STOP.
Jjeba >

On a min(f, =) = 1 donc x5 variable sortante.

Présentation du simplexe en tableaux :

Itération 1

= 1 T g | Ta | b
=z —1 1 1 O 8] 0
— a4 | O = —5 |1 i
Ta 0 —12 15 0 1 T
Regles de pivotage :
aLj i=1L _ b i=1L
(@)1 = e . et (by)r = _ Ok _ .
aj — (L) i#L bi —ap(Z=) i #L

z T1 | X2 | x3 | 24| b | calcul :

z | =110 |2 [ =0 [1 |2(-12,150, 1, |7)—(-12)(1, 2, 1, 0, | 1)

A 7
z1 | 0 1 | = % 0 [1 |1.(7,-5,1,0, |7)% tqaz =7
g |0 [0 | £ ]2 11 119]3.(1,1,0,0, [0)—(1)(1, 52, 3,0, |1)
Itération 2
z 1 | @ | a3 | x4 | b
2 —11]0 % _71 0 1
T 0 1 _7% % 0 1
— a4 | 0 0 4{; % 19
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3.2. Le probléme linéaire en nombres entiers

z Ti | x| x3 | T4 | D calcul :
=10 |0 | 52| 80,2, 58 0, [, 1)~ (2)(0. 1, ¢, Z|, 1
w0 |10 |3 |2 a2 o, |, 1) ()01, 4 L], 8
2|0 |0 |1 [ A Z BI04 12 1 |19)% tqay =L

Si ¢, < 0 pour tout £ € N, solution optimale, STOP
Onac; = (0,0, 2, 73) <0, donc STOP, la solution est z = (2; 12) avec z = 2.
Qui n’est pas entiére. Donc le processus de la méthode de séparation et évaluation se

poursuit :

La séparation :

On a

x2e—2 NS

élagage par iréalisabilité

Figure (13) : La séparation (1) sur simplexe

Le probléme linéaire a valeurs entiéres (P;) :

Max 7 = xr1 + o
sciry —dry <7
(P1) 8 =12z + 1525 < 7

Toy < 2

$iEN.

L’évaluation :

Le probléme relaxé (P;):
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3.2. Le probléme linéaire en nombres entiers

Max Z = x1 + 29

scT7xy—dxy <7

(P —12x, + 162, < 7

ZCQS2

» La méthode du simplexe:

( Max Z = x1 + 29
scTxy —dxyg+a23=17

(P)ry =122 + 152 + a4 =7

To + x5 = 2

L ZT; Z 0.
Présentation en tableau :

z Lz | 2o |23 | 24 | 5
z —-111 1
«—x3 |0 7 -5

T4 0 —12 115

T 0 1 0
Itération 1:

O | = | O | O
_ o | O | O

o | o= | O

Variable entrante est x1, et variable sortante est x3

= l T | =2 Tz | Fa rs | b
z —1 (1 1 B 0 }] 0
—axs |0 [z ||-5|1 |o |o |7
Ty ] —12 15 0 1 ) T
T 0 1 h] 0] 0 1 2
z T1 | X2 |23 | T4 | 25| b calcul :
z | =1]0 [ ]=Z]0 [0 [-1]2(1,1,0,00],0)—(1)(1,=2%0,0],1)
z [0 |1 |22 10 |0 |1 |1.(7,-5,1,0,0, | )} tqaz="7
g [0 |0 [ 221 |0 |19 |3.(-12,150,1,0, |,7) —(=12)(1, 2, £,0,0], 1)
5|0 [0 |1 |0 |0 |1 |2 [4(0,1,0,0,1,,2)—0(1, =2 %00/, 1)

Itération 2 :
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3.2. Le probléme linéaire en nombres entiers

Variable entrante est o, et variable sortante est x5

= ay ‘L:]Q I3 ara Irs b
z —1|0 |22 =lo |0 | —1
T, 0 1 | = [L (o |0 |1
T4 0 o | 2 211 (o |19
—x; |0 |0 |l o |o |1 |2
z T1 | x| x3 | s |25 | D calcul :
z |—=1]10 |0 ’71 0 ’TH ’729 2.(0,5,7,00|—1) (1—52)(0,1,0,0,1|2)
z [0 |1 ]0 [ |0 [2 | 13(1,-2100 |1)—(-2)(0,1,00,1]2)
z [0 [0 [0 |21 [ =22 140, %2, 21,0, [19—2(0,1,0,0,1]2)
2|0 |0 |1 [0 |0 |1 2 1.(0, 1, 0, 0, 1, |2) tqagzs = 1.

Si ¢, < 0 pour tout £ € N, solution optimale, STOP.

» On ac; = (0,0, ’71, 0, ’12) < 0, donc STOP, la solution est z = (1—777 2) avec z = ’ng,
T = 1—77 Qui n’est pas entiére. Donc le processus de la méthode de séparation et évaluation
se poursuit :

La séparation :

elagage par iréalisabilité

Figure (14) : La séparation (2) sur simplexe

Le probléme linéaire & valeurs entieres (1) :
( Max Z =21+ 2
sc Txy <17
(P2){ —12a1 < —23
T <2

L x; € N.
Le programme de (P;) est:
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3.3. Le probléme du sac a dos

Max Z =21+ 2 Max Z =21+ 2
sc Try <17 ScC :z:1<1—77 Max Z =z + 2
(Py) —122, < =23 = (P) xlgi—ﬁ’ = (P) sc x1 < % =
T < 2 Ty < 2 r1 € N.
\ r1 € N. \ r1 € N.

171:].

Donc z* = (1;2) avec z = 3 Ceci est la solution optimale.

La comparaison entre méthode de graphique et la méthode du simplexe

* 11 est a noter que 'algorithme du simplexe est une méthode itérative qui passe d’une
solution dite réalisable de base & une solution de base réalisable meilleur jusqu’a

I’aboutissement a la solution optimale.

Aussi il est a noté que chaque solution de base réalisable correspond & un point corner
du polyedre de la région des solutions admissibles dans le cas ot on ressoude le prob-
léeme par la méthode graphique. C’est pour cela qu'une solution optimale correspond

a est un sommet du polyédre de I’ensemble des solution admissible.

3.3 Le probléme du sac a dos

e Le Probléme peut s’écrire comme un programme linéaire en nombres entiers. Si on
note x; le nombre d’unités du produit P; a mettre dans le sac a dos, il s’agit de calculer

le bénéfice maximal.
On a 4 produits suivant avec : de poids respectifs : (2, 5, 10, et 5 et de valeurs
respectives : 40, 30, 50, et 10). Le poids maximal autorisé est 16.

max z = 4021 4+ 3025 + 5023 + 10z4
(P) 211 + 5xs + 1023 + 5y < 16
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3.3. Le probléme du sac a dos

objets | 1 2 3 4
Di $40 | $30 | $50 | $10
wW; 2 5) 10 |5
pi/wi | $20 | $6 | 85 | $2

La séparation :

» trier tous les objets par ordre décroissant de cette valeur p; /w;.

k—1

poids total=poids+ Y w;

On a

j=i+1
k-1

borne=(bénéfice+ > p;)+[(W —poids total) x 5/—’2]

j=i+1

Notation 3.3.1 La couple (z, y) :

x : Le numéro de l'article

y : Le numéro de neeud

L’évaluation :

(0.1)

(1.2)

(1.3)

(2.4)

p=130

w=20

| UB =115 = (04 40+ 30+ (16 - 7) x )

p = $40
w =2
UB = $115(0 +40 + 30 + (16 — 7) x 2)
p =30

w=20

UB = $82 = (0+ 30 + 50 + (16 — 15) x 12)
>

p =370

w="7

| UB =$115(0+40 +30 + (16 — 7) x 39)

34



3.3. Le probléme du sac a dos

(2.5) w =2

UB = $98 = (0 + 40 4 50 + (16 — 12) x 10)
p = $120

(3.6) { w = 17. Impossible (17 > 16)

UB =$%0

p=$70
(3.7) w="7
UB = $80 = (0 + 40 + 30 + 10)
( p = $90
(3.8) w =12
UB = $98(0 + 40 + 50 + (16 — 12) x )
p = %40
(3.9) w =2
| UB =$50(0+40 + 0+ 0 + 10)

’

p = $100

(4.10) ¢ w = 17. Impossible (17 > 16)
UB = $0
p=3$90

(4.11)" w =12

UB = $90 = (0 + 40 + 50)

donc z* = (1,0,1,0) et w=12 %, p = $90

Nous montrons comment on utilise la stratégie de dessin de séparation et évaluation

dans le probléme de sac a dos.

D’abord nous discutons la version simple qui appelé "la recherche de largeur d’abord".
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3.3. Le probléme du sac a dos

Objet n®1
$40
2

Objet n°2
$30

Objet n°3
$50
10

Objet n°4
$10
5

solution réalisable solution réalisable optimale - n'est pas soution

Figure (15) : Arbre de recherche associé a la résolution.

Apres ce la, Nous montrons I’amélioration sur la version simple dite la recherche de " Le

meilleur d’abord " avec le pruneau de séparation et évaluation.

Obhjat n°1
40
2

Objet N2
$30
5

Objet n=3
550
10

Objet n=4
10

solution réalisable solution réalisable optimale - nest pas southon

Figure (16) : Arbre de recherche associé a la résolution par branch and

bound

36



3.4. Le probléme d’ordonnancement sur une seule machine

3.4 Le probléme d’ordonnancement sur une seule ma-
chine

De nombreux problémes d’ordonnancement classés NP-difficiles peuvent étre résolus par des
procédures par séparation et évaluation. Nous présentons des problémes d’ordonnancement
a une soule machine et un job shop.

“ n ” taches doivent y étre

Un atelier comporte une soule machine toujours disponible.
exécutées les unes a la suite des autres. Elles sont tous disponibles dés l'instant Zéro. La
tache ¢ dure p; unités de temps et doit étre terminée avant 'instant d; sinon il faut payer
une pénalité de routard w; par unité de temps de retard. Il s’agit de trouver le meilleur
ordre de passage des taches sur la machine de maniére & minimise la somme des pénalités
de retard a payer.

Ensemble des solutions réalisable Ny est formé des n! Permutation possibles des n taches.

La séparation : se fera sur la tdche que l'on fixe en dernier, puis en avant dernier, ...
pour le calcul des bornes ou minorant, on prend en considérations la somme des pénalités
des tache placées en queue. L’élimination des sous ensemble se fera sur le somment ayant

le plus petite mineront. Le probléme suivant est & 1 machine et 3 taches. Telle que les

parameétres de problémes :

<1/di/iiowm>

tache 1 | tache 2 | tache 3
pi |2 4 1
d; |3 5 )
w; | 4 2 3

L’évaluation :
On relache le contrainte des date d’échue d; par la séparation d; = oo

Il est clair que

L; =¢; —d; <max(¢; — d; ,0) =T, = w;L; Swiﬂ<:>zwiLi < ZwiTi
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3.4. Le probléme d’ordonnancement sur une seule machine

Or le problémeest facile il peut étre résolue par la régle EDD (Earliest due date). Donc la
valeur de la solution optimal de ce dernier pour raite étre utilisé comme évaluation par

défaut pour le probléme

3
1=0

==b6=8 ME—

Figure (17) : Schéma récapitulatifs des séparations et évaluation.

eOn a séparé par rapport & une tache placée en derniére position.

ePour calculer by, quel que soit la séquence (2.3.1) ou (3.2.1), la tache 1 ne peut com-
mencer son exécution qu’a la date P, + P3; = 5. Elle sera en retard de 2 unités. Le cout de
retard sera d’au moins 2 x 4 = 8 d’ o b; = 8.

e Ainsi de suite by = 0 car la tache 2 ne sera pas en retard de 1 unité, b3 =3 x 1 = 3.

eOn sépare par rapport au sommet de by. On trouve que pour les séquences (1.3.2) ou
(3.1.2).les pénalités sont respectivement de 4 unités.

eIl faut encore séparer le sommet ou la tache 3 est placée la derniére. On trouve les 2

sous-ensembles de cout 8 et 18.D’out (1.3.2) et (3.1.2) sont optimaux. [1]
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3.5. Le probléme de voyageur de commerce (L’algorithme de little)

3.5 Le probléme de voyageur de commerce (L’algorithme

de little)

3.5.1 L’algorithme de Little

L’algorithme de Little est une simplification du Branch And Bound. Il se décompose de la

maniére suivante :

e Initialisation.
1. Reéduction de la matrice (RM)

- Réduction en ligne : soustraire le plus petit élément de chaque ligne, ce qui nous

permet d’avoir pour chaque ligne au

moins un 0.

- Réduction en colonne : soustraire le plus petit élément de chaque colonne, ce qui nous

permet d’avoir pour chaque colonne au moins un 0.
2. Calcul de la borne inférieure (BI).
e Branch and Bound

1. Calcul des cotits d’évitement (C'E)
CE(z, y) = min {Pui + Py |(i # y) N (G # @)}
2. Sélection de l'arc (x,y) avec CE(x,y) maximal

3. Branchement (création de Iarborescence)

- Branche P; si nous évitons de passer par (z, y).[15]

3.5.2 Le probléme de voyageur de commerce

Probléme du voyageur de commerce (Traveling Salesman Problem-TSP) : Calculer une

tournée de longueur minimale passant une et une seule fois par chacune des n villes.
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3.5. Le probléme de voyageur de commerce (L’algorithme de little)

- Le probléme du voyageur de commerce consiste a calculer un cycle hamiltonien de cotit
minimal.

- L’algorithme de Little est un algorithme de résolution du TSP par séparation et éval-
uation :

- La séparation consiste a considérer I'inclusion ou l'exclusion d’un trajet (i, j) dans une
tournée. Chaque séparation produisant deux branches.

L’évaluation fournit une borne inférieure du cotit de la tournée en effectuant des opéra-
tions sur la matrice de cofits.

On a un probléme de voyageur de commerce de n = 6 villes.
N° du ville 11213 |41]5 |6

Nomdeville | B|L| N |P | M |D
On a N(t) = (6 — 1)! = 60 tournées possibles.

Remarque 3.5.1 Lower Bound (borne inférieure) :
e On suppose que pour chaque sous-probléme on peut calculer efficacement une borne
inférieure (LB) sur le cott optimal, i.e. (LB) < f(t).

f(t) = min Z CijZTij-

(3,5)€t

B

Graphe complet

L’évaluation :
Matrice de coiits (symétrique et la distance par km)

» Réduction de la matrice lignes
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3.5. Le probléme de voyageur de commerce (L’algorithme de little)

B |L |N |P |M|D Min ligne :
oo | 780 | 320 | 580 | 480 | 660 | | 320
780 | 0o | 700 | 460 | 300 | 200 | | 200
320 | 700 | co | 380 | 820 | 630 | | 320
580 | 460 | 380 | oo | 750 | 310 | | 310
480 | 300 | 820 | 750 | oo | 500 | | 300

660 | 200 | 630 | 310 | 500 | oo 200
1650 total supprimé.

Sle|v| =z w

» Réduction de la matrice colonnes
B L N | P M | D

oo | 460 |0 260 | 160 | 340
580 | co | 500 | 260 | 100 | O
0 380 | oo | 60 | 500 | 310
270 | 150 | 70 | oo | 440 | O
180 | O 520 | 450 | co | 200
D 1460 |0 430 | 110 | 300 | oo

AR IEIGIE:

Min colonne 0 0 O 60 100 O | 160 total supprimé

Le noeud initial de l'arbre de recherche

1

Evaluation par défaut du
noeud:1650+160=1810

Figure (18) : Le nceud initial de l'arbre de recherche

Regret = min ligne 4+ min colonne, calcul des regrets dans toutes les cases de valeur 0.
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3.5. Le probléme de voyageur de commerce (L’algorithme de little)

B L N P M D Min ligne

B | 460 0(130) | 200 | 60 340 | 60
L | 580 00 500 200 | 0(60) | 0(0)
N []0(180) || 380 00 0(50) | 400 | 310
P | 270 150 70 00 340 | 0(70)
M | 180 0(180) | 520 390 | o0 200
D | 460 0(50) | 430 50 200 | o0

Min colonne 70 60 + 70 = 130

On privilégie ’étude du trajet de regret maximal: N-B.
La séparation :
On crée deux fils (2 et 3) correspondant a 'inclusion ou a 'exclusion du trajet N-B dans

la tournée

-

a2

Trajct NHB exclu Trajct NB inclus

Figure (19) : La séparation de noeud initial

L’évaluation d'un nceud de type “trajet exclu” est déja connue, sans autre calcul : il

s’agit de la valeur du pére + la valeur de regret

1810+180(regret)=1990

2

Pile

Figure (20) : Arbre de recherche et séparation N° (1).
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3.5. Le probléme de voyageur de commerce (L’algorithme de little)

L’évaluation :

On manipule une nouvelle matrice : la ligne de la ville départ (N) et la colonne de la
ville d’arrivée (B) du trajet a été supprimée
L |N |P |M |D
B | 460 |0 200 | 60 | 340
L | oo |500]200]0 0
P 150 |70 | oo |340 |0
M
D

0 520 | 390 | co | 200

0 430 | 50 | 200 | oo
On supprime tous les trajets aboutissent a des sous-tournées incomplétes (n’incluant pas

toutes les villes)

— Ici BN, aboutissant a la sous-tournée NB — BN
L N |P |M |D

460 200 | 60 | 340
oo | 9500 | 200 |0 0
150 [ 70 | oo | 340 |0

0 520 | 390 | co | 200
D |0 430 | 50 | 200 | oo

Réduction de la matrice lignes et colonnes

= ||~ | w

L N |P |M | D min ligne:
460 200 | 60 | 340 60

oo | 500 | 200 |0 0
150 [ 70 | oo | 340 |0

0 520 | 390 | co | 200
0 430 | 50 | 200 | oo

Sle|w|=|w

0
0
0
0

min colonne 0 70 50 0 0 |180 total supprimé
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3.5. Le probléme de voyageur de commerce (L’algorithme de little)

1810+=180 =1990

1
HE -, NB

Figure (21) : L’évaluation du séparation

Regret maximal : P-N (360)

L |N |P |M |D L N P |M |D
B | 400 90 |0 | 280 B | 400 90 | 0(90) | 280
L |oo [430 1500 |0 L | 430 150 | 0(0) | 0(0)
P 1500 |oo [340]0 - P | 150 0(360)| | oo | 340 | 0(0)
M |0 |450 | 340 | oo | 200 M | 0(200) | 450 340 oo | 200
D |0 [360]0 |200]cc D | 0(0) | 360 0(90) | 200 | oo

» Création des fils 4 et 5.
» Affectation de la valeur de 4.

La séparation :

1
B . NB
2 3
= PH 2
4 5 Pile

1990+360=2350

Figure (22) : Arbre de recherche et séparation N°(2)

» Elimination du trajet BP (aboutissant  la sous-tournée PN — NB — BP)
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3.5. Le probléme de voyageur de commerce (L’algorithme de little)

L |P |M|D _ B
B | 400 0 [280] ] 0 =
L |oo [150 [0 |0 0 A
— CORNE
M |0 340 | co | 200 0 1990-0irogrery
D |0 0 200 | o0 0
— . Figure (23) : L’évaluation du
0 0 0 0 | 0 total supprimé
séparation N°2
L’évaluation :
L P M | D L P M D
B | 400 0 | 280 B | 400 0(280)| | 280
Lo [150]0 |0 |= L | oo 150 | 0(0) 0(200)
M0 340 | 0o | 200 M | 0(200) | 340 | o0 200
Do |0 |200]c0 D | 0(0) | 0(150) | 200 %0

Regret maximal: B-M (280)
- Création des fils 6 et 7.

- Affectation de la valeur de 6.

- Empilage de 6.

B

A

2

Pile

~nE
\. 3
1990
PN P
4 / \. 5
2350 1990
BA4 aM
& / \7
2270 1990

2Z270=280+1990

Figure (24) : Arbre de recherche et séparation N °(3)




3.5. Le probléme de voyageur de commerce (L’algorithme de little)

Elimination du trajet M P (aboutissant & la sous-tournée PN — NB — BM — MP)

L | P D
L | oo |150 |0 0
0 200 | | 0
D |0 |0 00 0
0 0 0 |0 total supprimé

La séparation :

a
1210
NE ~NE
1990 190
P P
. / \ .
23350 10
F=Tor ] (=00
[=3 ./ \ i
22TFTO 1990

O (regret)+1990—1990

Figure (25) : L’évaluation du séparation N°3

L’évaluation :

» Calcul des regrets :
L P D

L | 150 0(350)
M | 0(200) 200

D [ 0(0) | 0(150) | o0
» Regret maximal: L-D (350) :

- Création des fils et 9.

- Affectation de la valeur de 8.
- Empilage de 8.

La séparation :
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3.5. Le probléme de voyageur de commerce (L’algorithme de little)

a

1m10
NE ~NE
= / \ =]
1990 1930
P P
-« ./ \. s
2350 1990
=} A
& ./ \- 7
2270 1920
5 LD
F=3 ./ \ =
23430

1990+350=2340

Figure (26) : Arbre de recherche et séparation N°(4)

L’évaluation :

» Matrice de colts

L |P
M |0 |
D 0|0
» Elimination du trajet DL (aboutissant & la sous-tournée LD — DL) :
L |P
M0 |oo
D oo |0
» Réduction de la matrice
L |P

M0 |oco]|]| O
D |oco|0 || O

0 0 |0 total supprimé
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3.5. Le probléme de voyageur de commerce (L’algorithme de little)

T
1210

NE ~NE
=2 / \_ 3
19530

=3 PN

. / \ .
1220

=] BM

=3 / \- Ld

1990

ey {
B/ °
2340

1920

2350

2270

Bl w

1990
2

O(Regret)+1990=1990
Pile

Figure (27) : L’évaluation du séparation N°4

» Branche terminée. Une premiére solution trouvée, contenant les trajets :

NB,PN,BM,LD,ML et DP

1950

1
~NE ~NB
==
(o0 1990
Bra PN
\ .

a

m BM
5/ \_7
ic LD , DP , ML
s o
(=20 D Canr

Figure (28) : Arbre de recherche finale.

» On peut donc construire une tournée au départ de n’importe quelle ville, par exemple

B:

|BM — ML - LD—-DP—PN - NB

» Valeur de référence (*): 1990km [13]



3.6. Conclusion

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre on a montré comment on adapte 1'utilisation de la méthode par séparation
et évaluation pour résoudre quelques problémes d’optimisation combinatoire :

L’évaluation : Qui se calcule généralement par relaxation des contraintes, I'intégralité
des variables, une tache peut ne pas avoir une date d’échue.

La séparation : la division de I’espace de recherche en deux sous régions, ’article peut
ou ne peut pas étre pris dans le sac , le choix de le tache dans une position donnée, une
aréte peut ou ne peut pas étre choisi dans la tournée cherchée.

NP : A la fin nous avons signalé que notre recherche n’est pas encor préte puisque le
temps est limité. Nous espérons que la programmation de la méthode de B&B sera affichée

le jour de I'exposé.
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3.6. Conclusion

Conclusion générale

Dans ce mémoire, on s’est concentré a 1’étude de quelques problémes d’optimisation
combinatoire dans la classe des NP-difficiles ou un algorithme polynomial de résolution
est introuvable. Ces problémes sont les plus célébres : le probléme linéaire en nombres
entiers (PLNE), le probléme de sac & dos, et le probléeme d’ordonnancement sur une seule
machine et le probléme de voyageur de commerce (PVC) . C’est via des exemples numériques
qu’on va montrer comment chacun pourrait étre résolu par ce qu’on appelle la méthode de
séparation et évaluation. C’est une méthode trés performante dans le cas ou le probléme
sous considération est de taille modérée. Cette méthode qui est aussi connu sous le nom
de" branch and bound" (en Anglais )est basée sur trois aspects : I’évaluation par défaut (ou
exces), la séparation et la stratégie de recherche.

Pour la stratégie du parcours dans ’arbre de recherche correspondant a la méthode de
séparation évaluation on considére dans les trois cas stratégie "meilleur d’abord" vu son
efficacité et son supériorité sur les autres stratégies a savoir : largeur d’abord, profondeur

d’abord.
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