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Introduction générale

Le calcul fractionnaire, l’intégration et la différenciation d’un ordre arbitraire ou fractionnaire,

fournit de nouveaux outils qui étendent le pouvoir descriptif de l’analyse mathématique au-delà

des concepts familiers d’ordre entier des taux de changement et de l’aire sous une courbe. Les ou-

tils du calcul fractionnaire prennent en charge les modèles mathématiques qui, dans de nombreux

cas, décrivent plus précisément la réponse dynamique des systèmes électriques, mécaniques et

chimiques. Une utilisation plus large de ces méthodes peut améliorer les capacités de l’ingénieur

à concevoir, caractériser et contrôler différents dispositifs et systèmes.

Les techniques du calcul fractionnaire, bien que bien comprises par les mathématiciens, ne sont

pas largement enseignées dans les programmes d’ingénierie. Cela peut être dû, en partie, au point

de vue qu’il s’agit d’un sujet avancé et que les équations aux dérivées ordinaires et partielles sont

suffisantes pour modéliser les événements physiques et autres processus les plus intéressants.

Cependant, les ingénieurs rencontrent rapidement des situations dans lesquelles les méthodes

classiques (séparation de variables, opérateurs différentiels linéaires, solutions en série, etc.) et

transformées (Laplace, Fourier) ne capturent pas toutes les caractéristiques essentielles du com-

portement du système. Le calcul fractionnaire peut être utile ici, et en fait, les méthodes de calcul

fractionnaire trouvent maintenant une place dans la littérature technique et dans les nouveaux

textbooks. Le calcul fractionnaire a plus à offrir à l’ingénieur que de simples outils mathéma-

tiques.

Le calcul fractionnaire connaît un regain d’intérêt. Des colloques récents, des publications dans la

littérature scientifique et technique et plusieurs livres portent son approche alternative à l’atten-

tion d’un grand nombre de chercheurs. De nombreux domaines traditionnels des sciences phy-

siques et de l’ingénierie (par exemple, l’électromagnétisme, l’électrochimie, la viscoélasticité, les

phénomènes de transport) ont actuellement des défenseurs de l’approche fractionnaire.

Aperçu historique sur le calcul fractionnaire du point de vue de l’ingénierie :
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Introduction Générale

Des questions fondamentales sur la signification des opérations non entières dans le calcul inté-

gral et différentiel ont été soulevées au début de son histoire. En 1695, par exemple, L’Hospital

dans une lettre à Leibniz [1], (inventeur de la notation dny/dxn pour la différenciation), demanda :

« Et si n est 1/2?". Leibniz répondit : « Il s’ensuit que d
1
2 x sera égal à x

√
dx : x (en notation mo-

derne d1/2x/dx1/2 = 2
√

x/π) un paradoxe apparent, dont on tirera un jour des conséquences

utiles." Le calcul fractionnaire est né de ce dialogue avec les contributions d’Euler (1730), La-

grange (1772), Laplace (1812), Fourier (1822) et de nombreux autres mathématiciens du XVIIIe et

du début du XIXe siècle. D’excellents résumés du développement historique du calcul fraction-

naire sont disponibles dans les livres de Samko et al [2], Oldham et Spanier [3], Miller et Ross [4],

et Davis [5].

Malgré cette riche histoire, jusqu’à relativement récemment [6], les opérations fractionnaires en

analyse mathématique sont restées des sujets d’intérêt principalement pour les mathématiciens.

Le premier problème d’ingénierie formulé à l’aide du calcul fractionnaire était celui de la tauto-

chrone : trouver la forme d’une courbe dans un plan tel que le temps nécessaire à un cordon pour

glisser, sous l’influence de la gravité, sans frottement jusqu’à l’origine soit indépendant de la posi-

tion de départ. En 1823, Abel a trouvé une solution (une cycloïde lorsque le temps de descente est

fixe) qui pourrait être écrite en termes d’équation intégrale de sorte qu’elle englobe la définition

contemporaine de Riemann-Liouville de l’intégration fractionnaire [4]

Cependant, les applications d’ingénierie plus répandues du calcul fractionnaire ont été entravées

par des définitions incomplètes et parfois contradictoires des opérations fractionnaires, une in-

certitude sur les fonctions complémentaires et des difficultés à établir des règles cohérentes pour

les opérations inverses. Ce n’est qu’au milieu du XIXe siècle avec les travaux de Liouville (1834),

Riemann (1847), Grunwald (1867) et Letnikov (1868) qu’une expression satisfaisante pour la géné-

ralisation de l’intégration et de la différenciation aux puissances fractionnaires a été développée

[3]. Les définitions dites de Riemann-Liouville et Grunwald-Letnikov du calcul fractionnaire sont

les plus largement utilisées aujourd’hui [7],[8]. L’acceptation de ces définitions et leur applica-

tion dans les problèmes d’ingénierie, cependant, a pris beaucoup de temps, et beaucoup d’efforts

ont été déployés au tournant du siècle dernier par les mathématiciens (Bromwich, 1919) [9] et les

ingénieurs (Heaviside, 1892) [10] qui a lutté pour concilier le calcul fractionnaire avec les tech-

niques émergentes des mathématiques opérationnelles. L’absence d’une définition unique pour

l’intégration et la différenciation fractionnaires et la méfiance à l’égard de la manipulation al-

gébrique des opérateurs différentiels et intégrales ont causé de nombreuses difficultés, qui ont

ralenti l’acceptation et l’application du calcul fractionnaire en science et en ingénierie.

L’approche de Heaviside pour le calcul fractionnaire
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Introduction Générale

Le principal défenseur de l’utilisation du calcul fractionnaire et des méthodes opérationnelles

pour résoudre les problèmes d’ingénierie est, comme on pouvait s’y attendre, Oliver Heaviside

(1850-1925). Il est aussi, à la fois par sa nature et la nature de son sujet, la source de nombreuses

controverses et conflits. Le lecteur intéressé est dirigé vers la biographie récente de Heaviside

par J. Nahin [11]. Une biographie concise écrite par E.T. Whittaker avec une revue des méthodes

de Heaviside est disponible dans le livre Heaviside Operational Calculus, An Elementary Foundation

[12].

Heaviside est connu aujourd’hui aux étudiants en ingénierie en grande partie pour son associa-

tion avec la fonction échelon unitaire d’Heaviside, mais il faut également se souvenir de lui pour

avoir écrit un bon nombre de livres et d’articles techniques [13] qui a porté les techniques des

mathématiques opérationnelles et de l’analyse vectorielle à l’attention des ingénieurs. Heaviside

a développé une approche d’opérateur fractionnaire pour résoudre les problèmes transitoires en

génie électrique [13].

Incorporation du calcul fractionnaire dans la physique et l’ingénierie en tant que méthode

opérationnelle

Il est très bon pour nous que de nombreuses techniques développés par Heaviside aient été véri-

fiées plus tard et aient ensuite été incorporées dans les techniques opérationnelles de la transfor-

mée de Laplace qui, avec l’analyse de Fourier, sont les pierres angulaires de la théorie contempo-

raine des systèmes linéaires. [9].

Ainsi, nous avons avancé chronologiquement et informatiquement des premiers travaux ana-

lytiques de Laplace et Fourier aux transformations contemporaines de Laplace et Fourier qui

résolvent une large classe de problèmes d’ingénierie d’une manière complète et cohérente. Mal-

heureusement, dans ce passage des méthodes opérationnelles aux techniques de transformation,

les ingénieurs ont perdu le contact avec les opérations d’ordre fractionnaire et ont ainsi développé

un sens restreint du champ d’application des méthodes opérationnelles. En étudiant le calcul frac-

tionnaire, nous revenons aux fondements du calcul pour récupérer ces opérations. Ici, nous trou-

verons naturel d’étendre le concept d’intégration et de différenciation au-delà de l’ordre entier

aux dérivées et intégrales d’un ordre complètement arbitraire. Ainsi, le calcul fractionnaire com-

blera les lacunes entre les opérateurs d’ordre entier tout en conservant toutes les fonctionnalités

utiles des transformées de Laplace et de Fourier [14], [15], et [16].

Ce mémoire est organisé en cinq chapitres. On assemble dans le premier chapitre des définitions

de base et des propriétés de quelques outils mathématiques fondamentaux et nécessaires pour la

compréhension des chapitres suivants..

Dans le deuxième chapitre, nous avons traité quelques approches pour définir un différo-intégral

tel que celles de Grunwald-Letnikov, Riemann-Liouville, Caputo, et Hadamard,...etc .

Dans le troisième chapitre, nous avons vérifié si certaines règles de base de différenciation et

d’intégration sont toujours valables pour ces différo-intégrals. Nous avons prouvé les différo-

intégrales de Grunwald-Letnikov et de Riemann-Liouville des opérateurs linéaires, et nous avons

donné une expression pour la règle de Leibniz pour les dérivées fractionnaires. Nous avons éga-
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Introduction Générale

lement exploré la composition des intégrales et des dérivées fractionnaires. Après avoir donné

le cadre des différo-intégrals nous avons pu nous en servir. Nous avons exploré des exemples de

certaines fonctions fréquemment utilisées, à savoir la fonction puissance, la fonction exponentielle

et les fonctions trigonométriques.

Le quatrième chapitre explore l’utilisation de la transformée de Laplace pour résoudre certains

types d’équations différentielles fractionnaires.

Dans le dernier chapitre, on a discuté quelques applications du calcul fractionnaire en ingénierie.

Finalement, la conclusion synthétise notre travail, présente des nouvelles perspectives de re-

cherche dans le domaine et préconise que ces opérateurs differo-integrals soient mises en œuvre

dans le curriculum de l’analyse mathématique pour les filières d’ingénierie.
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1
Préliminaires mathématiques

Il devrait être évident à partir des points traités dans l’introduction générale que la théorie de

la transformée de Laplace et les fonctions spéciales (par exemple, gamma, bêta, ...) jouent un

rôle important dans le développement du calcul fractionnaire. De plus, nous rencontrerons la

fonction Mittag-Leffler lors de la résolution d’équations différentielles d’ordre fractionnaire. Par

conséquent, avant de continuer, il convient d’assembler les définitions de base et les propriétés

de ces outils mathématiques fondamentaux et ces fonctions spéciales. Nous reviendrons souvent

sur ces informations dans les prochains chapitres. La transformée de Laplace ne sera pas traitée

ici. Nous en parlerons en détail dans le chapitre 4 de ce mémoire.

5



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES MATHÉMATIQUES

1.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma joue un rôle important dans le calcul fractionnaire et est donc mentionnée

dans les préliminaires.

Définition 1.1 (La fonction gamma) [2]

Soit z ∈ C, alors on définit la fonction Gamma comme

Γ(z) =
∫ ∞

0
e−ttz−1 dt (1.1)

Cette intégrale converge pour Re(z) > 0 (la moitié droite du plan complexe).

L’une des propriétés de base de la fonction Gamma est

Γ(z + 1) = zΓ(z) (1.2)

Pour le prouver, nous intégrons la formule de la fonction Gamma donnée dans la définition 1.1

par parties

Γ(z + 1) =
∫ ∞

0
e−ttzdt =

[
−e−ttz]t=∞

t=0 + z
∫ ∞

0
e−ttz−1 dt (1.3)

où le premier terme disparaît et le second terme est égal à zΓ(z), donc l’identité (1.2) suit.

On a aussi Γ(1) = 1 et si on utilise l’identité (1.2) on obtient

Γ(2) = 1 · Γ(1) = 1 = 1!

Γ(3) = 2 · Γ(2) = 2 · 1! = 2!

Γ(4) = 3 · Γ(3) = 3 · 2! = 3!
...

...
...

...

Γ(n + 1) = n · Γ(n) = n · (n− 1)! = n!

(1.4)

Donc, par récurrence, il s’ensuit que Γ(n + 1) = n! pour tout n ∈ N.

1.2 La fonction Beta

Dans certains cas, la fonction Beta est plus favorable que la fonction Gamma. Puisqu’il est pratique

de l’utiliser dans des dérivés fractionnaires de la fonction de puissance. Donc, nous mentionnons

également la fonction Beta ici.

Définition 1.2 (La fonction Beta) [2]

Soient z, w ∈ C, alors on définit la fonction Beta comme

B(z, w) =
∫ 1

0
τz−1(1− τ)w−1 dτ (1.5)

pour Re(z) > 0 et Re(w) > 0.

La fonction Beta peut être exprimée en termes de fonction Gamma par

B(z, w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
(1.6)

6



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES MATHÉMATIQUES

et il s’ensuit de (1.6) que

B(z, w) = B(w, z) (1.7)

Avec la fonction Beta, il est possible d’obtenir deux résultats utiles pour la fonction Gamma

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sin(πz)
(1.8)

Γ(z)Γ
(

z +
1
2

)
=
√

π22z−1Γ(2z) (1.9)

1.3 La fonction Mittag-Leffler

Nous savons que dans les équations différentielles d’ordre entier (ordinaires), la fonction expo-

nentielle ez joue un rôle important. Cela peut également être écrit sous sa forme de série qui est

donnée par [2]

ez =
∞

∑
k=0

zk

Γ(k + 1)
(1.10)

Plus généralement, on peut considérer l’expression

Eα,β(z) =
∞

∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
(1.11)

où α, β ∈ C et Re(α) > 0. On voit que dans le cas particulier de α = 1 et β = 1 on a E1,1(z) = ez.

Cette généralisation s’appelle la fonction de Mittag-Leffler et la fonction à deux paramètres est très

utile dans le calcul fractionnaire, en particulier dans les équations différentielles fractionnaires.

Puisque la forme série de la fonction de Mittag-Leffler dans (1.11) est uniformément convergente

sur tous les sous-ensembles compacts de C, nous pouvons la différencier terme par terme pour

obtenir l’expression suivante qui sera également nécessaire plus tard.

Corollaire 1.1 [2]

Soient z ∈ C, α, β ∈ C, Re(α) > 0 et m ∈N, alors la fonction de Mittag-Leffler différenciée m-fois (ou sa

mime derrivée ) est donnée par

E(m)
α,β (z) =

∞

∑
k=0

(k + m)!
k!

zk

Γ(αk + αm + β)
. (1.12)

1.4 Le changement d’ordre d’intégration

Dans l’une des prochaines sections, nous profiterons du changement de l’ordre d’une intégrale.

Si nous avons une fonction f (t, τ, ξ) intégrable par rapport à τ et ξ, le changement d’ordre est

donné par la formule suivante∫ t

a

∫ τ

a
f (t, τ, ξ)dξdτ =

∫ t

a

∫ t

ξ
f (t, τ, ξ)dτdξ (1.13)

7



2
Les intégrales et les dérrivées fractionnaires

En fait, le terme «calcul fractionnaire» n’est pas approprié car il ne signifie pas la fraction de

tout calcul, ni le calcul des fractions. C’est en fait la branche des mathématiques qui généralise la

différenciation et l’intégration d’ordre entier aux dérivées et intégrales d’ordre arbitraire.

Si nous regardons la séquence des intégrales et des dérivées d’ordre entier

. . . ,
∫ t

a

∫ τ2
a f (τ1)dτ1 dτ2,

∫ t
a f (τ1)dτ1, f (t), d f (t)

dt , d2 f (t)
dt2 , . . .

on peut voir la dérivée d’ordre arbitraire α comme l’insertion entre deux opérateurs dans cette

séquence. Elle est appelée une dérivée fractionnaire et tout au long de ce mémoire, la notation

suivante sera utilisée [7]

aDα
t f (t)

Pour une intégrale fractionnaire, la même notation est utilisée, mais avec α < 0. Ainsi, une inté-

grale d’ordre β peut être désignée par [7]

aD−β
t f (t)

La notation a Iβ
t f (t) aussi utilisée dans la littérature pour décrire une intégrale fractionnaire d’ordre

β. Dans ce mémoire, nous nous référons à cela avec le terme différo-intégral pour designer les

deux oprateurs d’integration et de derivation au meme temps. Les indices a et t sont appelés les

terminaux de l’opérateur différo-intégral et ce sont les limites de l’intégration.

Il y a eu différentes approches pour définir cet opérateur différo-intégral et cette section traite

des définitions de Grunwald-Letnikov, de Riemann-Liouville, de Caputo, de Hadamard et de

Katugampola.
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CHAPITRE 2. LES INTÉGRALES ET LES DÉRRIVÉES FRACTIONNAIRES

2.1 L’approche de Grunwald-Letnikov

Dans cette section, nous dériverons une formule pour le différo-intégral dit de Grunwald-Letnikov.

La preuve est basée sur la définition de la dérivée par un opérateur de différence finie « en avant

» 1(the forward difference derivative)

f ′(t) = lim
h→0

∆h[ f ](t)
h

= lim
h→0

f (t + h)− f (t)
h

. (2.1)

Si nous appliquons à nouveau cette formule, nous obtenons la dérivée de second ordre bien

connue

f ′′(t) = lim
h→0

∆2
h[ f ](t)

h2 = lim
h→0

f (t+2h)− f (t+h)
h − f (t+h)− f (t)

h
h

= lim
h→0

f (t + 2h)− 2 f (t + h) + f (t)
h2 .

(2.2)

On peut généraliser cette formule pour une dérivée et si on utilise le coefficient binomial (n
r) =

n!
r!(n−r)! , on obtient pour la nime-dérivés

f (n)(t) = lim
h→0

∑n
r=0(−1)r(n

r) f (t + (n− r)h)
hn . (2.3)

Si on remplaçe l’entier n par p ∈ R on obtient la définition suivante.

Définition 2.1 (Le différo-intégral de Grunwald-Letnikov) [7], [2]

Soit m le plus petit nombre naturel tel que |p| ≤ m, alors nous définissons le différo-intégral de Grunwald-

Letnikov comme

Dp f (t) = lim
h→0

1
hp

n

∑
r=0

(−1)r
(

p
r

)
f (t + (p− r)h) (2.4)

Puisque nous avons remplacé l’entier n par le nombre réel p, nous devons également généraliser

la définition du coefficient binomial. Cela peut être fait en utilisant la formule multiplicative qui

donne (
p
r

)
=

p(p− 1)(p− 2) · · · (p− r + 1)
r(r− 1)(r− 2) · · · 1 (2.5)

où r ∈ N. Quand la substitution h → −h est fait dans la définition 2.1, nous obtenons le différo-

intégral "direct" de Grunwald-Letnikov donné par

aDp
t f (t) = lim

h→0
mh=t−a

h−p
m

∑
r=0

(−1)r
(

p
r

)
f (t− rh)

= lim
h→0

(
t− a

m

)−p m

∑
r=0

(−1)r
(

p
r

)
f
(

t− r
t− a

m

) (2.6)

Quand p = n cela peut être vu comme le dérivé d’ordre n et si p = −n elle représente l’intégrale

n-fold.

Les dérivées fractionnaires de Grunwald-Letnikov et de Riemann-Liouville peuvent être liées

l’une à l’autre. Par conséquent, nous avons besoin d’une autre expression pour la dérivée de

Grunwald-Letnikov d’ordre arbitraire. Ceci est donné par la formule suivante :

1. L’opérateur de différence avant, ∆h, est défini par ∆h[ f ](x) = f (x + h)− f (x) , où h est le plus souvent une

constante, qu’on appelle le pas.
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Corollaire 2.1 [2]

aDp
t f (t) =

m

∑
k=0

f (k)(a)(t− a)−p+k

Γ(−p + k + 1)
+

1
Γ(−p + m + 1)

∫ t

a
(t− τ)m−p f (m+1)(τ)dτ (2.7)

Dans la dernière formule les dérivés f (k)(t) pour k = 1, 2, ..., m + 1 doivent être continus dans

l’intervalle fermé [a, t] et m > p − 1. La démonstration du corollaire 2.1 est assez longue. Par

conséquent, elle ne sera pas donnés ici, mais elle peut être trouvée dans [7], p. 52-55.

2.1.1 L’intégral de Riemann-Liouville

Soit Ω = [a, b] (−∞ < a < b < ∞) un intervalle fini sur l’axe réel R. Les intégrales fractionnaires de

Riemann-Liouville Iα
a+ f et Iα

b− f d’ordre α ∈ C(<(α) > 0) sont définis comme [2]

(Iα
a+ f ) (x) :=

1
Γ(α)

∫ x

a

f (t)dt
(x− t)1−α

(x > a;<(α) > 0) (2.8)

et (
Iα
b− f

)
(x) :=

1
Γ(α)

∫ b

x

f (t)dt
(t− x)1−α

(x < b;<(α) > 0) (2.9)

respectivement. Ici Γ(α) est la fonction Gamma (1.1). Ces intégrales sont appelées intégrales frac-

tionnaires de gauche et de droite. Quand α = n ∈ N, les définitions (2.8) et (2.8) oïncident avec

les nième intégrales de la forme [2]

(In
a+ f ) (x) =

∫ x

a
dt1

∫ t1

a
dt2 · · ·

∫ tn−1

a
f (tn) dtn

=
1

(n− 1)!

∫ x

a
(x− t)n−1 f (t)dt (n ∈N)

(2.10)

et (
In
b− f

)
(x) =

∫ b

x
dt1

∫ b

t1

dt2 · · ·
∫ b

tn−1

f (tn) dtn

=
1

(n− 1)!

∫ b

x
(t− x)n−1 f (t)dt (n ∈N)

(2.11)

2.1.2 La dérrivée de Riemann-Liouville

Les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville Dα
a+ f et Dα

b− f d’ordre α ∈ C(<(α) ≥ 0) sont définis

comme [2] (
Dα

a+y
)
(x) :=

(
d

dx

)n (
In−α
a+ y

)
(x)

= 1
Γ(n−α)

(
d

dx

)n ∫ x
a

y(t)dt
(x−t)α−n+1 (n = [<(α)] + 1; x > a)

(2.12)

et (
Dα

b−y
)
(x) :=

(
− d

dx

)n (
In−α
b− y

)
(x)

= 1
Γ(n−α)

(
− d

dx

)n ∫ b
x

y(t)dt
(t−x)α−n+1 (n = [<(α)] + 1; x < b),

(2.13)

respectivement, où[<(α)] désigne la partie entière de <(α). En particulier, lorsque α = n ∈ N0,

donc (
D0

a+y
)
(x) =

(
D0

b−y
)
(x) = y(x);

(
Dn

a+y
)
(x) = y(n)(x),

and
(

Dn
b−y

)
(x) = (−1)ny(n)(x)(n ∈N)

(2.14)

où y(n)(x) est la dérivée usuelle de y(x) d’ordre n.

10



CHAPITRE 2. LES INTÉGRALES ET LES DÉRRIVÉES FRACTIONNAIRES

2.2 L’approche de Caputo

Dans cette section, nous présentons les définitions et quelques propriétés des dérivées fractionnaires

de Caputo. Soit [a, b] un intervalle fini de la droite réelle R, et soient Dα
a+[y(t)](x) ≡

(
Dα

a+y
)
(x)

et Dα
b−[y(t)](x) ≡

(
Dα

b−y
)
(x) les dérivées fractionnaires d’ordre α ∈ C(<(α) ≥ 0) de Riemann-

Liouville définies par (2.12) et (2.13), respectivement. Les dérivés fractionnaires
(CDα

a+y
)
(x) et(

CDα
b−y

)
(x) d’ordre α ∈ C(<(α) ≥ 0) sur [a, b] sont définis via les dérivés fractionnaires de

Riemann-Liouville ci-dessus par [2], [3]

(
CDα

a+y
)
(x) :=

(
Dα

a+

[
y(t)−

n−1

∑
k=0

y(k)(a)
k!

(t− a)k

])
(x) (2.15)

et (
CDα

b−y
)
(x) :=

(
Dα

b−

[
y(t)−

n−1

∑
k=0

y(k)(b)
k!

(b− t)k

])
(x) (2.16)

respectivement, où

n = [<(α)] + 1 pour α /∈N0; n = α pour α ∈N0 (2.17)

Ces dérivées sont appelées dérivées fractionnaires d’ordre α à gauche et à droite de Caputo .

En particulier, lorsque 0 < <(α) < 1, les relations (2.16) et (2.17) prennent les formes suivantes :(
CDα

a+y
)
(x) = (Dα

a+[y(t)− y(a)]) (x) (2.18)

(
CDα

b−y
)
(x) =

(
Dα

b−[y(t)− y(b)]
)
(x) (2.19)

Théorème 2.1 (Dérivés fractionnaires Caputo) [2], [7]

Soit <(α) ≥ 0 et soit n donné par (2.17). Si y(x) ∈ ACn[a, b], donc les dérivées fractionnaires de Caputo(CDα
a+y
)
(x) et

(
CDα

b−y
)
(x) existent presque partout sur [a, b].

1. Si α /∈N0,
(CDα

a+y
)
(x) et

(
CDα

b−y
)
(x) sont représentés par

(
CDα

a+y
)
(x) =

1
Γ(n− α)

∫ x

a

y(n)(t)dt
(x− t)α−n+1 =:

(
In−α
a+ Dny

)
(x) (2.20)

et (
CDα

b−y
)
(x) =

(−1)n

Γ(n− α)

∫ b

x

y(n)(t)dt
(t− x)α−n+1 =: (−1)n

(
In−α
b− Dny

)
(x) (2.21)

respectivement, où D = d/dx et n = [<(α)] + 1.

2. Si α ∈N0, donc
(CDα

a+y
)
(x) et

(
CDα

b−y
)
(x) sont représentés par(

CDn
a+y
)
(x) = y(n)(x) and

(
CDn

b−y
)
(x) = (−1)ny(n)(x) (n ∈N) (2.22)

En particulier, (
CD0

a+y
)
(x) =

(
CD0

b−y
)
(x) = y(x) (2.23)
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2.3 L’approche d’Hadamard

Dans cette sous-section, nous présentons les définitions et quelques propriétés des intégrales frac-

tionnaires et des dérivées fractionnaires de type Hadamard.

Soit [a, b] un intervalle fini du demi-axe R+, et soient <(α) > 0 et µ ∈ C. On considère les

intégrales de gauche et de droite d’ordre fractionnaire α ∈ C(<(α) ≥ 0) définis par [2]

(J α
a+ f ) (x) :=

1
Γ(α)

∫ x

a

(
log

x
t

)α−1 f (t)dt
t

(a < x < b) (2.24)

et (
J α

b− f
)
(x) :=

1
Γ(α)

∫ b

x

(
log

t
x

)α−1 f (t)dt
t

(a < x < b) (2.25)

respectivement.

Les intégrales (2.24) et (2.25) sont souvent appelées intégrales fractionnaires de Hadamard d’ordre α.

Soit δ = xD(D = d/dx) la dérivé δ. Les dérivées fractionnaires d’Hadamard à gauche et à droite

d’ordre α ∈ C(<(α) ≥ 0) sur (a, b) sont définies par [2](
Dα

a+y
)
(x) := δn (J n−α

a+ y
)
(x)

=
(

x d
dx

)n 1
Γ(n−α)

∫ x
a
(
log x

t
)n−α+1 y(t)dt

t (a < x < b)
(2.26)

et (
Dα

b−y
)
(x) := (−δ)n

(
J n−α

b− y
)
(x)

=
(
−x d

dx

)n 1
Γ(n−α)

∫ b
x
(
log t

x
)n−α+1 y(t)dt

t (a < x < b),
(2.27)

où n = [<(α)] + 1.

2.4 L’approche de Katugampola

Soit Ω = [a, b], (−∞ < a < b < ∞) un intervalle fini sur l’axe réel R. L’ intégrale fractionnaire de

Katugampola
(

K Iα,ρ
a+ f

)
(x) d’ordre α ∈ C(<(α) ≥ 0) de f ∈ Xp

c (a, b) est défini par [17]

(
K Iα,ρ

a+ f
)
(x) =

ρ1−α

Γ(α)

∫ x

a

tρ−1 f (t)

(xρ − tρ)1−α
dt, (2.28)

pour x > a, Re(α) > 0 et ρ > 0. Cette intégrale est appelée intégrale fractionnaire gauche de Katu-

gampola.

De même, nous pouvons définir l’intégrale fractionnaire à droite de Katugampola
(

K Iα,ρ
b− f

)
(x) par

[17] (
K Iα,ρ

b− f
)
(x) =

ρ1−α

Γ(α)

∫ x

a

tρ−1 f (t)

(tρ − xρ)1−α
dt, (2.29)

pour x > a, Re(α) > 0.
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Soient α ∈ C, Re(α) ≥ 0, n = [Re(α)] + 1 et ρ > 0. Les dérivés fractionnés de Katugampola(
KDα,ρ

a+ f
)
(x) et

(
KDα,ρ

b− f
)
(x), correspondant aux intégrales fractionnaires de Katugampola dans

(2.28) et (2.29) sont définies, pour 0 ≤ a < x < b ≤ ∞ par [18](
KDα,ρ

a+ f
)
(x) =

(
x1−ρ d

dx

)n (
K I

n−α,ρ
a+ f

)
(x)

=
ρα−n+1

Γ(n− α)

(
x1−ρ d

dx

)n ∫ x

a

tρ−1 f (t)

(xρ − tρ)α−n+1 dt
(2.30)

et (
KDα,ρ

b− f
)
(x) =

(
x1−ρ d

dx

)n (
K I

n−α,ρ
b− f

)
(x)

=
ρα−n+1

Γ(n− α)

(
x1−ρ d

dx

)n ∫ b

x

tρ−1 f (t)

(tρ − xρ)α−n+1 dt
(2.31)

si les intégrales existent.
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3
Les propriétés des dérrivées fractionnaires

Dans ce chapitre, nous découvrirons si certaines propriétés de base, telles que la linéarité, la règle

de Leibniz et la composition, s’appliquent toujours aux intégrales et dérivées fractionnaires.
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3.1 La linéarité

La linéarité découle du simple fait de satisfaire les définitions des dérivées et des intégrales frac-

tionnaires. Si nous utilisons l’expression de la dérivée fractionnaire de Grunwald-Letnikov (2.6),

on a [2]

aDp
t (λ f (t) + µg(t)) = lim

h→0
mh=t−a

h−p
m

∑
r=0

(−1)r
(

p
r

)
(λ f (t− rh) + µg(t− rh))

=λ lim
h→0

mh=t−a

h−p
m

∑
r=0

(−1)r
(

p
r

)
f (t− rh)

+ µ lim
h→0

mh=t−a

h−p
m

∑
r=0

(−1)r
(

p
r

)
g(t− rh)

=λaDp
t f (t) + µaDp

t g(t)

(3.1)

Dans cette preuve f (t) et g(t) sont des fonctions pour lesquelles les opérateurs donnés sont définis

et λ, µ ∈ R sont des constantes réelles.

Une démonstration de la linéarité du différo-intégral de Riemann-Liouville sera également don-

née. En utilisant l’intégrale fractionnaire donné dans (2.8) on a

(Iα
a+ f ) (λ f (t) + µg(t)) =

1
Γ(p)

∫ t

a
(t− τ)p−1(λ f (τ) + µg(τ))dτ

=λ
1

Γ(p)

∫ t

a
(t− τ)p−1 f (τ)dτ

+ µ
1

Γ(p)

∫ t

a
(t− τ)p−1g(τ)dτ

=λ (Iα
a+ f ) (t) + µ (Iα

a+g) (t)

(3.2)

Une démonstration similaire peut être donnée pour la dérivée de Riemann-Liouville.

3.2 La règle du zéro

On peut prouver que si f (t) est continue pour t ≥ a ensuite nous avons [7]

lim
p→0

aD−p
t f (t) = f (t) (3.3)

La démonstration se trouve dans p. 65-67/[7]. Par conséquent, nous définissons

aD0
t f (t) = f (t) (3.4)

3.3 La règle du produit et la règle de Leibniz

Si f et g sont des fonctions dont nous savons que la dérivée de leur produit est donnée par la règle

du produit [7]

( f · g)′ = f ′ · g + f · g′ (3.5)

15



CHAPITRE 3. LES PROPRIÉTÉS DES DÉRRIVÉES FRACTIONNAIRES

Ceci peut être généralisé à

( f g)(n) =
n

∑
k=0

(
n
k

)
f (k)g(n−k) (3.6)

qui est également connue sous le nom de règle de Leibniz. Dans la dernière expression f et g sont

des fonctions n-fois dérivables. Si f (τ) et g(τ) et leurs dérivées sont continues dans [a, t], il peut

être prouvé que la règle de Leibniz pour les dérivées fractionnaires est donnée par l’expression

suivante

aDp
t ( f (t)g(t)) =

m

∑
k=0

(
p
k

)
f (k)(t)aDp−k

t g(t) (3.7)

où encore le coefficient binomial est donné par (2.5) et m ∈ N satisfait (m ≤ p ≤ m + 1). La

démonstration est assez longue donc elle ne sera pas donnée ici, mais peut être trouvée dans p.

91-97/ [7]. Si nous connaissons la dérivée fractionnaire d’une fonction, disons g(t) et que nous

voulons déterminer la dérivée fractionnaire d’une fonction qui est un produit de g(t) et d’une

autre fonction, disons f (t) , la règle de Leibniz est très utile.

3.4 La composition

3.4.1 Intégration fractionnaire d’une intégrale fractionnaire

L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville possède la propriété importante suivante [2]

aD−p
t

(
aD−q

t f (t)
)
= aD−q

t

(
aD−p

t f (t)
)
= aD−p−q

t f (t) (3.8)

qui est appelée la règle de composition pour les intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville.

En utilisant la définition, sa démonstration est assez simple.

aD−p
t

(
aD−q

t f (t)
)
=

1
Γ(p)

∫ t

a
(t− τ)p−1

(
aD−q

τ f (τ)
)

dτ

=
1

Γ(p)

∫ t

a
(t− τ)p−1

(
1

Γ(q)

∫ τ

a
(τ − ξ)q−1 f (ξ)dξ

)
dτ

=
1

Γ(p)Γ(q)

∫ t

a

∫ τ

a
(t− τ)p−1(τ − ξ)q−1 f (ξ)dξdτ

(3.9)

Changer l’ordre d’intégration à l’aide de la formule (1.13) donne

aD−p
t

(
aD−q

t f (t)
)
=

1
Γ(p)Γ(q)

∫ t

a
f (ξ)

∫ t

ξ
(t− τ)p−1(τ − ξ)q−1 dτdξ (3.10)

On fait la substitution τ−ξ
t−ξ = ζ d’où il découle que dτ = (t− ξ)dζ et le nouvel intervalle d’inté-

gration est [0, 1]. Nous pouvons maintenant réécrire la dernière expression sous la forme

aD−p
t

(
aD−q

t f (t)
)
=

1
Γ(p)Γ(q)

∫ t

a
f (ξ)

(
(t− ξ)p+q−1

∫ 1

0
(1− ζ)p−1ζq−1 dζ

)
dξ

=
1

Γ(p)Γ(q)

∫ t

a
f (ξ)

(
(t− ξ)p+q−1B(p, q)

)
dξ

(3.11)
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où dans la dernière formule, nous avons utilisé la fonction bêta donnée dans la définition (1.2).

Si nous utilisons maintenant l’identité (1.6) pour exprimer la fonction bêta en termes de fonction

Gamma, nous obtenons

aD−p
t

(
aD−q

t f (t)
)
=

1
Γ(p)Γ(q)

Γ(p)Γ(q)
Γ(p + q)

∫ t

a
f (ξ)(t− ξ)p+q−1 dξ

=
1

Γ(p + q)

∫ t

a
(t− ξ)p+q−1 f (ξ)dξ

= aD−p−q
t f (t)

(3.12)

3.4.2 Différenciation fractionnaire d’une intégrale fractionnaire

Une propriété importante de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville est [2]

aDp
t

(
aD−q

t f (t)
)
= aDp−q

t f (t) (3.13)

où f (t) doit être continu et si p ≥ q ≥ 0, la dérivée aDp−q
t f (t) existe. Cette propriété est appelée

la règle de composition pour les dérivés fractionnaires de Riemann-Liouville. Nous allons prou-

ver cette propriété, mais nous avons d’abord besoin d’une autre propriété qui est en fait un cas

particulier de la précédente avec q = p

aDp
t

(
aD−p

t f (t)
)
= f (t) (3.14)

où p > 0 et t > a. Ceci implique que l’opérateur de différenciation fractionnaire de Riemann-

Liouville est l’inverse à coté gauche de l’intégration fractionnaire de Riemann-Liouville du même

ordre p. Nous le démontrons de la manière suivante. On considère d’abord le cas p = n ∈ N≥1,

puis on a

aDn
t
(

aD−n
t f (t)

)
=

dn

dtn
1

Γ(n)

∫ t

a
(t− τ)n−1 f (τ)dτ

=
d
dt

∫ t

a
f (τ)dτ = f (t).

(3.15)

Pour le cas non entier, nous prenons k− 1 ≤ p < k et nous utilisons (3.8) pour écrire

aD−k
t f (t) = aD−(k−p)

t

(
aD−p

t f (t)
)

(3.16)

En utilisant maintenant la définition du différo-intégrales de Riemann-Liouville, nous obtenons

aDp
t

(
aD−p

t f (t)
)
=

dk

dtk

[
aD−(k−p)

t

(
aD−p

t f (t)
)]

=
dk

dtk

[
aD−k

t f (t)
]
= f (t)

(3.17)

Ceci termine la démonstration.

3.4.3 Intégration fractionnaire et différenciation d’une dérivée fractionnaire

Il existe deux autres possibilités lorsque nous traitons la composition des différo-intégrales, à sa-

voir l’intégration fractionnaire d’une dérivée fractionnaire et la différenciation fractionnaire d’une

dérivée fractionnaire. Les deux compositions ne sont pas nécessaires dans les prochaines sections

de ce mémoire, nous ne les traiterons donc pas ici.
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3.5 Des exemples

Cette section traite quelques exemples de dérivées et d’intégrales fractionnaires. Tout d’abord,

nous examinerons la fonction puissance, puis explorerons la fonction exponentielle et les fonc-

tions trigonométriques.

3.5.1 La fonction puissance

La fonction puissance est très importante en mathématiques, car de nombreuses fonctions peuvent

être dérivées d’une série entière infinie. Tout d’abord, nous allons utiliser l’intégrale fraction-

naire de Riemann-Liouville pour calculer l’intégrale d’ordre p ∈ R > 0 de la fonction puissance

(t− a)β. Le fait de substituer cela dans l’équation donne

aD−p
t (t− a)β =

1
Γ(p)

∫ t

a
(t− τ)p−1(τ − a)βdτ (3.18)

Si on fait la substitution τ−a
ta = ξ d’où il résulte que dτ = (ta)dξ et le nouvel intervalle d’intégra-

tion est [0, 1], nous pouvons réécrire la dernière expression comme

aD−p
t (t− a)β =

(t− a)β+p

Γ(p)

∫ 1

0
(1− ξ)p−1ξβdξ

=
(t− a)β+p

Γ(p)
B(p, β + 1)

=
Γ(β + 1)

Γ(β + p + 1)
(t− a)β+p

(3.19)

où dans la dernière équation nous avons utilisé (1.6) pour écrire la fonction Beta en termes de

fonction Gamma. Il s’ensuit que β > −1.

Ensuite, nous allons calculer la dérivée d’ordre r ∈ R > 0 de la même fonction puissance (t− a)β

en utilisant la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville. Encore une fois, en substituant f (t) =

(t− a)β, on trouve

aDr
t (t− a)β =

dk

dtk

(
aD−(k−r)

t (t− a)β
)

(3.20)

Nous pouvons maintenant utiliser l’intégrale de la fonction puissance que nous venons de cal-

culer dans (3.19). Si nous remplaçons l’ordre p par k − r > 0 nous pouvons réécrire la dernière

expression comme

aDr
t (t− a)β =

Γ(β + 1)
Γ(β + k− r + 1)

dk

dtk (t− a)β+k−r

=
Γ(β + 1)

Γ(β− r + 1)
(t− a)β−r

(3.21)

où β > −1.
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CHAPITRE 3. LES PROPRIÉTÉS DES DÉRRIVÉES FRACTIONNAIRES

Les deux exemples suivants peuvent clarifier cela en utilisant des nombres concrets. Tout d’abord,

nous voulons calculer la demi-dérivée de la fonction f (x) = x, donc dans la dernière expression

nous définissons t = x, a = 0, β = 1 et r = 1
2 . On obtient alors

aD
1
2
t (x− 0)1 =

Γ(1 + 1)

Γ
(

1− 1
2 + 1

) (x− 0)1− 1
2

aD
1
2
t x =

Γ(2)
Γ
( 3

2
) x

1
2 = 2

√
x
π

(3.22)

Dans l’exemple suivant, nous voulons calculer la dérivée d’ordre 3
4 de la fonction f (x) = x2, donc

encore une fois dans la formule (3.21) nous définissons t = x, a = 0, mais maintenant β = 2 et

r = 3
4 . Cela nous donne

aD
3
4
t (x− 0)2 =

Γ(2 + 1)
Γ
(
2− 3

4 + 1
) (x− 0)2− 3

4

aD
3
4
t x2 =

Γ(3)
Γ
( 9

4
) x

5
4

(3.23)

3.5.2 La fonction exponentielle

Une autre fonction fréquemment utilisée en mathématiques est la fonction exponentielle. Nous

utiliserons le différo-intégral de Weyl, qui est formellement égale à l’intégrale fractionnaire de

Riemann-Liouville, pour calculer l’intégrale d’ordre p ∈ R>0 de la fonction f (t) = eλt, où λ ∈
C. Ce différo-intégral de Weyl, que l’on peut trouver dans p.80/[19], s’applique aux fonctions

périodiques où l’intégrale est égale à zéro sur une période. Si nous utilisons le différo-intégral de

Weyl, nous n’avons pas à faire la restriction de définir Re(λ) > 0. Donc, en utilisant l’intégrale

fractionnaire de Weyl et en mettant a égal à −∞, on trouve

−∞D−p
t eλt =

1
Γ(p)

∫ t

−∞
(t− τ)p−1eλτdτ (3.24)

Cette expression peut être réécrite comme

−∞D−p
t eλt = λ1−p 1

Γ(p)

∫ t

−∞
(λ(t− τ))p−1eλτdτ (3.25)

Si on fait la substitution ξ = λ(t− τ) il s’ensuit que ξ va de ∞ → 0 et −λdτ = dξ. Maintenant,

nous pouvons réécrire la dernière expression sous la forme

−∞D−p
t eλt = −λ1−p 1

Γ(p)

∫ 0

∞
ξ p−1eλt−ξλ−1 dξ

= λ1−p 1
Γ(p)

∫ ∞

0
ξ p−1eλt−ξλ−1 dξ

= λ−p eλt

Γ(p)

∫ ∞

0
ξ p−1e−ξdξ

(3.26)

Maintenant, en utilisant la définition de la fonction Gamma, nous obtenons

−∞D−p
t eλt = λ−p eλt

Γ(p)
Γ(p) = λ−peλt (3.27)

La dérivée fractionnaire d’ordre p ∈ R>0 est alors donnée par

−∞Dp
t eλt = λpeλt (3.28)
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CHAPITRE 3. LES PROPRIÉTÉS DES DÉRRIVÉES FRACTIONNAIRES

3.5.3 Les fonctions trigonométriques

Dans cet exemple, nous voulons explorer le différo-intégral des fonctions sinus et cosinus. Nous

pouvons utiliser le dernier exemple car nous pouvons écrire les fonctions trigonométriques en

fonction de la fonction exponentielle de la manière suivante

sin(t) =
eit − e−it

2i
and cos(t) =

eit + e−it

2
(3.29)

Nous allons d’abord explorer le différo-intégral de Weyl d’ordre p ∈ R de la fonction sinus

−∞Dp
t sin(t) = −∞Dp

t

(
eit − e−it

2i

)
(3.30)

Si nous utilisons maintenant la linéarité du différo-intégral de Weyl, qui découle directement de la

linéarité du différo-intégral de Rieman-Liouville puisqu’ils sont formellement égaux, la dernière

expression peut être réécrite comme

−∞Dp
t sin(t) =

1
2i

(
−∞Dp

t eit −−∞ Dp
t e−it

)
(3.31)

Si nous utilisons maintenant l’expression du différo-intégral de la fonction exponentielle (3.28)

donnée dans le dernier exemple, nous obtenons

−∞Dp
t sin(t) =

1
2i

(
ipeit − (−i)pe−it

)
=

1
2i

(
ei π

2 peit − e−i π
2 pe−it

)
=

1
2i

(
ei(t+ π

2 p) − e−i(t+ π
2 p)
)
= sin

(
t +

π

2
p
) (3.32)

Le différo-intégral pour la fonction cosinus peut être obtenue de la même manière et est donnée

par

−∞Dp
t cos(t) = cos

(
t +

π

2
p
)

(3.33)
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4
Les équations différentièlles fractionnaires

linéaires

Les équations différentielles fractionnaire sont une généralisation des équations différentielles or-

dinaires. Ils peuvent être résolus par plusieurs méthodes, dont la transformée de Laplace est la

plus utilisée. Nous allons explorer cette méthode, mais nous donnons d’abord quelques proprié-

tés de base de la transformée de Laplace, qui sont nécessaires pour comprendre la suite de ce

chapitre.
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CHAPITRE 4. LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIÈLLES FRACTIONNAIRES LINÉAIRES

4.1 La transformation de Laplace des dérivés fractionnaires

Tout d’abord, on donne la définition de la transformée de Laplace elle-même.

Définition 4.1 (La transformation de Laplace) [20]

On définit la transformée de Laplace d’une fonction f (t) pour t ∈ R≥0 et s ∈ C comme la fonction F(s)

donnée par

F(s) = L{ f (t); s} =
∫ ∞

0
e−st f (t)dt (4.1)

Pour que cette intégrale existe, nous devons avoir

e−αt| f (t)| ≤ M for all t > T (4.2)

où M et T sont des constantes positives. La fonction originale f (t) peut être récupérée à partir de

sa transformée de Laplace.

Définition 4.2 (La transformée de Laplace inverse) [20]

La transformée de Laplace inverse f (t) où t ∈ R>0, s ∈ C et F(s) est la transformée de Laplace, est donnée

par

f (t) = L−1{F(s); t} =
∫ c+∞

c−∞
estF(s)ds (4.3)

Une propriété importante de la transformée de Laplace est qu’il s’agit d’un opérateur linéaire,

c’est-à-dire
L{ f (t) + g(t); s} = L{ f (t); s}+ L{g(t); s}

L{c f (t); s} = cL{ f (t); s}
(4.4)

où L{ f (t); s} et L{g(t); s} doit exister et c est une constante.

Pour une autre propriété utile de la transformée de Laplace, nous devons d’abord définir la convo-

lution de deux fonctions

Définition 4.3 (L’intégrale de convolution) [20]

La convolution de deux fonctions f (t) et g(t) est définie comme

( f ∗ g)(t) =
∫ t

0
f (t− τ)g(τ)dτ =

∫ t

0
f (τ)g(t− τ)dτ (4.5)

Si les deux fonctions f (t) et g(t) sont égales à zéro pour t < 0 et F(s) et G(s) existent, la transfor-

mée de Laplace de leurs convolution est égale au produit de leurs transformées de Laplace. Cette

propriété est donnée dans le théorème suivant.

Théorème 4.1 [20], [21]

La transformée de Laplace de la convolution de deux fonctions f (t) et g(t) est donnée par

L{ f (t) ∗ g(t); s} = F(s)G(s) (4.6)

Une autre propriété intéressante de la transformée de Laplace est donnée dans le corollaire sui-

vant.
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Corollaire 4.1 [22] , [23]

La transformée de Laplace de la dérivée d’ordre entier n est donnée par

L { f n(t); s} = snF(s)−
n−1

∑
k=0

sn−k−1 f (k)(0) = snF(s)−
n−1

∑
k=0

sk f (n−k−1)(0) (4.7)

4.1.1 Transformée de Laplace de l’opérateur de Riemann-Liouville

Nous explorerons d’abord la transformée de Laplace de l’intégrale fractionnaire de Riemann-

Liouville. En utilisant la définition et en mettant la borne inférieure a égal à zéro, nous obtenons

[2]

0D−p
t f (t) =

1
Γ(p)

∫ t

0
(t− τ)p−1 f (τ)dτ (4.8)

Si nous utilisons la définition de la convolution et définissons la fonction g(t) = tp−1, la dernière

expression peut être réécrite comme [2]

0D−p
t f (t) =

1
Γ(p)

tp−1 ∗ f (t) =
1

Γ(p)
g(t) ∗ f (t) =

1
Γ(p)

(g ∗ f )(t) (4.9)

Si nous regardons maintenant la transformée de Laplace de g(t) et utilisons donc la définition de

la transformée de Laplace, nous avons

G(s) = L{g(t); s} = L
{

tp−1; s
}
=
∫ ∞

0
tp−1e−st dt (4.10)

Si nous faisons la substitutionst = r il s’ensuit que dt = 1
s dr et nous pouvons réécrire la dernière

expression comme

G(s) =
1
sp

∫ ∞

0
rp−1e−r dr = s−p

∫ ∞

0
rp−1e−r dr = Γ(p)s−p (4.11)

Où dans la dernière égalité nous avons utilisé la définition de la fonction Gamma.

Il est maintenant possible de définir la transformée de Laplace de l’intégrale fractionnaire de

Riemann-Liouville. En utilisant d’abord (4.9) nous obtenons

L
{

0D−p
t f (t); s

}
= L

{
1

Γ(p)
(g ∗ f )(t); s

}
(4.12)

En utilisant la transformée de Laplace de la convolution donnée dans le théorème 4.1 et la linéarité

de de la transformée de Laplace (4.4), la dernière expression peut être réécrite comme

L
{

0D−p
t f (t); s

}
=

1
Γ(p)

G(s)F(s) (4.13)

Si on utilise maintenant (4.11) on obtient pour la transformée de Laplace de l’intégrale de Riemann-

Liouville d’ordre p > 0

L
{

0D−p
t f (t); s

}
=

1
Γ(p)

Γ(p)s−pF(s) = s−pF(s) (4.14)

Ensuite, nous explorerons la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouville. Comme suggéré dans [7] nous écrirons cette dérivée fractionnaire sous la forme sui-

vante

0Dp
t f (t) = g(n)(t) (4.15)
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d’où il découle que

g(t) = 0D−(n−p)
t f (t) =

1
Γ(n− p)

∫ t

0
(t− τ)n−p−1 f (τ)dτ (4.16)

pour n− 1 ≤ p < n, si on utilise la transformée de Laplace d’une dérivée d’ordre entier donnée

dans le corollaire 4.1 on peut écrire

L
{

0Dp
t f (t); s

}
= L

{
g(n)(t); s

}
= snG(s)−

n−1

∑
k=0

skg(n−k−1)(0) (4.17)

Pour réécrire cette dernière expression, nous évaluerons G(s) et g(n−k−1)(t). Premièrement, nous

utilisons la transformée de Laplace de l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville pour écrire

G(s) = L{g(t); s} = L
{

0D−(n−p)
t f (t); s

}
= s−(n−p)F(s) (4.18)

Nous allons maintenant explorer g(nk−1)(t) en prenant la dérivée d’ordre (nk− 1) de g(t) don-

née dans (4.16). L’utilisation de la formule de dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville permet

également d’écrire

g(n−k−1)(t) =
dn−k−1

dtn−k−1 0D−(n−p)
t f (t) = 0Dp−k−1

t f (t) (4.19)

Ainsi, la substitution des deux dernières équations dans (4.17) donne l’expression de la transfor-

mée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre p > 0

L
{

0Dp
t f (t); s

}
= sns−(n−p)F(s)−

n−1

∑
k=0

sk
[

0Dp−k−1
t f (t)

]
t=0

= spF(s)−
n−1

∑
k=0

sk
[

0Dp−k−1
t f (t)

]
t=0

(4.20)

pour n− 1 ≤ p < n.

Donc en utilisant la dernière expression pour le cas n = 1 nous obtenons

L
{

0Dp
t f (t); s

}
= spF(s)− 0Dp−1

t f (0) (4.21)

où 0 ≤ p < 1. Pour n = 2 on a 1 ≤ p < 2 et il résulte de (4.20) que

L
{

0Dp
t f (t); s

}
= spF(s)− 0Dp−1

t f (0)− s0Dp−2
t f (0) (4.22)

Nous verrons que ces cas particuliers sont utiles pour résoudre quelques équations différentielles

fractionnaires simples, qui seront traitées dans les exemples à la fin de ce chapitre.

4.1.2 Transformée de Laplace de la dérrivée fractionnaire de Grunwald-Letnikov

Dans cette sous-section, nous explorerons la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de

Grunwald-Letnikov. En fait, nous avons déjà fait la plupart du travail et il s’agit essentiellement

d’utiliser des définitions. Encore une fois, comme dans le cas de Riemann-Liouville, nous fixons

la borne inférieure a égale à zéro. Considérons d’abord le cas 0 ≤ p < 1. En utilisant la définition

de la dérivée fractionnaire de Grunwald-Letnikov, nous avons [2]

0Dp
t f (t) =

f (0)t−p

Γ(1− p)
+

1
Γ(1− p)

∫ t

0
(t− τ)−p f ′(τ)dτ (4.23)
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En utilisant la transformée de Laplace de la fonction donnée dans (4.11), la transformée de Laplace

pour le produit de convolution donné dans le théorème 4.1 et la transformée de Laplace de la

dérivée d’ordre entier donnée dans le corollaire 4.1 nous obtenons

L
{

0Dp
t f (t); s

}
=

f (0)
s1−p +

1
s1−p (sF(s)− f (0)) = spF(s) (4.24)

Dans le cas de p > 1, les fonctions dans la somme du Corollaire 2.1 ne peuvent pas être intégrées

au sens classique. Cependant, on peut prouver que sous l’hypothèse que m ≤ p < m + 1, la

transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Grunwald-Letnikov donnée dans (4.24)

tient toujours au sens des fonctions généralisées.

4.2 La méthode de transformation de Laplace

Avant de continuer, nous avons également besoin de la transformée de Laplace d’une fonction très

importante pour les équations différentielles fractionnaires linéaires constituées de deux termes.

Nous devons explorer la transformée de Laplace de la fonction suivante [2]

L
{

tαm+β−1E(m)
α,β (atα) ; s

}
(4.25)

Si nous regardons de plus près, nous pouvons voir que cette fonction est une combinaison de la

fonction puissance et de la fonction de Mittag-Leffler différenciée donnée dans le corollaire 1.3.

L’évaluation de cette fonction de Mittag-Leffler à atα donne

E(m)
α,β (atα) =

∞

∑
k=0

(k + m)!
k!

(atα)k

Γ(αk + αm + β)
=

∞

∑
k=0

(k + m)!
k!

aktαk

Γ(αk + αm + β)
(4.26)

La substitution de cette expression dans (4.25) donne

L
{

tαm+β−1E(m)
α,β (atα) ; s

}
= L

{
tαm+β−1

∞

∑
k=0

(k + m)!
k!

aktαk

Γ(αk + αm + β)
; s

}
(4.27)

En utilisant la linéarité de la transformée de Laplace , nous pouvons réécrire la dernière expression

comme

L
{

tαm+β−1E(m)
α,β (atα) ; s

}
=

∞

∑
k=0

(k + m)!ak

k!Γ(αk + αm + β)
L
{

tαk+αm+β−1; s
}

(4.28)

Maintenant, nous voulons inspecter L
{

tαk+αm+β−1; s
}

de la dernière équation. Nous avons déjà

déterminé la transformée de Laplace de la fonction puissance dans (4.11) qui nous a donné l’éga-

lité suivante

L
{

tp−1; s
}
= Γ(p)s−p (4.29)

Donc dans ce cas on a

L
{

tαk+αm+β−1; s
}
= Γ(αk + αm + β)s−(αk+αm+β) =

Γ(αk + αm + β)

sαk+αm+β
(4.30)

Substituer ceci dans (4.28) nous donne

L
{

tαm+β−1E(m)
α,β (atα) ; s

}
=

∞

∑
k=0

(k + m)!ak

k!Γ(αk + αm + β)

Γ(αk + αm + β)

sαk+αm+β

=
∞

∑
k=0

(k + m)!ak

k!sαk+αm+β
=

∞

∑
k=0

(k + m)!
k!

ak

sαk+αm+β

= s−αm−β
∞

∑
k=0

(k + m)!
k!

( a
sα

)k

(4.31)
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Pour réécrire davantage la dernière expression, nous regardons la série

∞

∑
k=0

(k + m)!
k!

( a
sα

)k
=

∞

∑
k=0

(k + m)(k + m− 1) · · · (k + 1)
( a

sα

)k

=
∞

∑
k=m

k(k− 1) · · · (k−m + 1)
( a

sα

)k−m

=
dm

dtm

∞

∑
k=m

( a
sα

)k

(4.32)

Puisque les premiers termes m disparaissent après la différentiation, nous pouvons réécrire la

dernière expression sous la forme

∞

∑
k=0

(k + m)!
k!

( a
sα

)k
=

dm

dtm

∞

∑
k=0

( a
sα

)k
=

dm

dtm
1

1− a
sα

=
m!(

1− a
sα

)m+1 (4.33)

Donc, en substituant ceci dans (4.31), nous obtenons finalement [2]

L
{

tαm+β−1E(m)
α,β (atα) ; s

}
= s−αm−β m!(

1− a
sα

)m+1 =
m!sα−β

(sα − a)m+1 (4.34)

4.2.1 Exemples

Dans cette sous-section, nous allons explorer quelques exemples d’équations différentielles frac-

tionnaires linéaires simples.

Exemple 1. Nous voudrions résoudre l’équation différentielle fractionnaire donnée par

0D
1
3
t f (t) = c1 f (t) (4.35)

où c1 est une constante. Puisque 0 ≤ p = 1
3 < 1 nous allons utiliser la transformée de Laplace de

la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville pour n = 1 et prendre la transformée de Laplace

des deux côtés de la dernière équation. Si nous utilisons également la linéarité de la transformée

de Laplace, cela donne

L
{

0D
1
3
t f (t)

}
= L {c1 f (t)} = c1L{ f (t)}

s
1
3 F(s)− 0D

1
3−1
t f (0) = c1F(s)

s
1
3 F(s)− 0D−

2
3

t f (0) = c1F(s).

(4.36)

On voit que 0D−
2
3

t f (0) est la valeur de 0D−
2
3

t f (t) évaluée à t = 0. Si nous supposons que cette

valeur existe, nous pouvons définir 0D−
2
3

t f (0) égal à c2 pour obtenir

s
1
3 F(s)− c2 = c1F(s) (4.37)

Si nous résolvons ceci pour F(s) nous obtenons

F(s) =
c2

s
1
3 − c1

(4.38)

C’est un cas particulier de (4.37) avec α = β = 1
3 et a = c1, donc la solution est donnée par

f (t) = L−1

{
c2

s
1
3 − c1

}
= c2t

1
3−1E 1

3 , 1
3

(
c1t

1
3

)
= c2t−

2
3 E 1

3 , 1
3

(
c1t

1
3

)
(4.39)
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Exemple 2. Maintenant, nous voudrions résoudre l’équation différentielle fractionnaire donnée

par

0D
19
12
t f (t) = 0 (4.40)

Puisque 1 ≤ p = 19
12 < 2, nous allons utiliser la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire

de Riemann-Liouville pour n = 2 et prendre la transformée de Laplace des deux côtés. Cela donne

L
{

0D
19
12
t f (t)

}
= 0

s
19
12 F(s)− 0D

19
12−1
t f (0)− s0D

19
12−2
t f (0) = 0

s
19
12 F(s)− 0D

7
12
t f (0)− s0D−

5
12

t f (0) = 0

(4.41)

En suivant les mêmes étapes que dans l’exemple 1, on obtient la solution suivante

f (t) = L−1
{

c3

s
19
12

}
+ L−1

{
c4s

s
19
12

}
= L−1

{
c3

s
19
12

}
+ L−1

{
c4

s
7
12

}
=

c3t
7
12

Γ
(

19
12

) +
c4t−

5
12

Γ
( 7

12
)

(4.42)
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5
Applications du calcul fractionnaire en

ingénierie

Le calcul fractionnaire est utilisé dans de nombreux domaines, par exemple en ingénierie, phy-

sique, économie, processus biologiques, etc. De nombreux modèles peuvent être représentés par

des équations différentielles fractionnaires et sont donc de plus en plus utilisés dans ces branches.

Il apporte de nouvelles possibilités, à savoir que les dérivées fractionnaires peuvent décrire des

effets de mémoire, il est donc possible d’évaluer l’influence du passé sur le comportement du

système à l’heure actuelle.

L’un des premiers scientifiques à utiliser le calcul fractionnaire pour résoudre un problème était

le mathématicien norvégien Niels Henrik Abel. En 1823, il l’appliqua dans la formulation de sa

solution au problème tautochrone. L’idée de ce problème est de trouver la courbe d’un fil sans

frottement qui se trouve dans le plan (x, y) de telle sorte que le temps nécessaire pour qu’une

particule glisse vers le point le plus bas de la courbe est indépendant de l’endroit où le la particule

est placée [24].

Depuis lors, le calcul fractionnaire a été appliqué à de nombreux autres problèmes tels que la

conservation fractionnelle de la masse, le problème d’écoulement des eaux souterraines, l’équa-

tion de dispersion d’advection fractionnaire, les modèles d’équation de diffusion fractionnaire

dans l’espace-temps, les modèles d’amortissement structurel, les équations d’ondes acoustiques

pour les milieux complexes, le équation fractionnaire de Schrödinger en théorie quantique et bien

d’autres.

Quoiqu’il serait bien de discuter quelques un de ces problèmes, leurs solutions dépassent le ni-

veau de difficulté de ce travail. Par conséquent, nous n’avons mentionné que quelques modèles

et problèmes et laissons au lecteur d’explorer en plus de détails ces applications du calcul frac-

tionnaire s’il le souhaite.
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CHAPITRE 5. APPLICATIONS DU CALCUL FRACTIONNAIRE EN INGÉNIERIE

5.1 Cinétique fractionnaire des porteurs de charge dans les su-

percondensateurs

Les équations cinétiques d’ordre fractionnaire constituent un outil unificateur pour la description

du comportement des porteurs de charge dans les milieux désordonnés [25].

5.1.1 Répartition des taux de relaxation

Un supercondensateur électrochimique (ES) typique se compose de deux électrodes poreuses sé-

parées par un séparateur perméable aux ions et d’un électrolyte connectant ioniquement des élec-

trodes (Figure 5.1(a)). Approximativement, l’électrode poreuse peut être modélisée par un réseau

de pores individuels (Figure 5.1(b)) disposés en parallèle (Figure 5.1(c)) [25].

FIGURE 5.1 – Schéma d’un supercondensateur électrique à double couche (EDLC) (a), du compo-

sant élémentaire (b) et du circuit équivalent le plus simple d’EDLC (c) [25].

La disposition parallèle des pores individuels est responsable de la distribution des temps de re-

laxation associés aux "condensateurs élémentaires". Chaque composante élémentaire se décharge

selon l’équation de relaxation la plus simple : ḟ (t) = −µ f (t) (µ > 0), ayant une solution sous

la forme d’une exponentielle une fonction. Considérant un processus stochastique dichotomique

dans lequel la relaxation entre deux états n’est pas donnée par un seul taux µ, mais par une

distribution ρ(µ), les auteurs de [26] ont représenté la fonction de relaxation par moyen de super-

position

f (t) =
∞∫

0

ρ(µ) exp(−µt)dµ (5.1)

De plus, en considérant une forme d’échelle de cette distribution, ils arrivent à l’équation de

relaxation différentielle fractionnaire

Dα
t f (t) = −µ0 f (t) + δα(t) f0, δα(t) = t−α

+ /Γ(1− α), (5.2)
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dont la solution est exprimée en termes de fonction de Mittag-Leffler Eα(z) =
∞
∑

k=0

zk

Γ(1−αk) ,

f (t) = f0Eα(−µtα). (5.3)

5.1.2 Transfert de charge à diffusion limitée

En raison du fait que les EDLC avec électrodes en carbone ont une faible pseudocapacité en raison

de la réaction de Faraday des groupes fonctionnels de surface, le cas général du transfert de

charge limité par la diffusion à la surface des électrodes est considéré dans [25]. Oldham note

dans [27] que l’électrochimie "n’était pas la première discipline scientifique à bénéficier du calcul

fractionnaire, mais elle a certainement été l’une des premières à récolter une moisson soutenue de

concepts et de méthodologies utiles".

5.2 Réglage des contrôleurs PID à l’aide du calcul fractionnaire

Les contrôleurs proportionnels-intégraux-dérivés (PID) 1 sont les algorithmes de contrôle les plus

couramment utilisés dans l’industrie. Parmi les différents schémas existants pour le réglage des

contrôleurs PID, la méthode Ziegler-Nichols (Z-N) [28] est la plus populaire et est encore large-

ment utilisée pour la détermination des paramètres PID. La fonction de transfert en boucle fermée

FIGURE 5.2 – Système de contrôle d’ordre fractionnaire avec fonction de transfert en boucle ou-

verte [29].

du système de contrôle à ordre fractionnaire de la figure 5.2 est donnée par [29]

G(s) =
L(s)

1 + L(s)
=

1
(s/ωc)

α + 1
, 1 < α < 2 (5.4)

La réponse indicielle de G(s) est donnée par l’expression

yd(t) = L−1
{

1
s

G(s)
}

= L−1
{

ωα
c

s(sα + ωα
c )

}
= 1−

∞

∑
n=0

[−(ωct)α]n

Γ(1 + αn)
= 1− Eα[−(ωct)α]. (5.5)

Ainsi, pour le réglage des contrôleurs PID, on considère la fonction de transfert d’ordre fraction-

naire dans (5.4).

1. https ://en.wikipedia.org/wiki/PID_controller
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CHAPITRE 5. APPLICATIONS DU CALCUL FRACTIONNAIRE EN INGÉNIERIE

5.3 Systèmes fractionnaires linéaires invariants dans le temps

Bien que les systèmes linéaires fractionnaires aient déjà une longue histoire, la première présenta-

tion formelle de la théorie des systèmes linéaires fractionnaires a été faite en 2000 [30]. Un système

fractionnaire linéaire invariant dans le temps (FLTI) peut être décrit par une équation différentielle

fractionnaire de la forme [31]

N

∑
n=0

anDvn y(t) =
M

∑
m=0

bmDvm x(t) (5.6)

5.4 Systèmes de commande de type fractionnaire

Certaines des implications des systèmes d’ordres non entiers dans le domaine s de Laplace peuvent

simplement être explorées en utilisant le calcul fractionnaire. Pour plus de détails, on peut vérifier

[32].

5.5 La transformée de Fourier fractionnaire

La transformée de Fourier fractionnaire (FrFT) est une famille de transformations linéaires géné-

ralisant la transformée de Fourier ordinaire. Ses applications vont de la conception de filtres et de

l’analyse de signaux à la récupération de phase et à la reconnaissance de formes. Le FrFT peut

être utilisé pour définir la convolution et la corrélation fractionnaires, et d’autres opérations.

Une première définition de la FrFT a été introduite par Condon [33] en résolvant la fonction

de Green pour les rotations dans l’espace des phases, et aussi par Namias [34] généralisant les

travaux de Wiener [35] sur les polynômes d’Hermite.

La transformée de Fourier fractionnaire f̂α(ω) d’ordre α d’une fonction f en un point ω ∈ R est

définie comme suit [36]

f̂α(ω) = (Fα f ) (ω) =
∫ +∞

−∞
f (x)eα(ω, x)dx (5.7)

où

eα(ω, x) = ei sign(ω)|ω| 1α x =

 e−i|ω|1/αx, ω ≤ 0

ei|ω|1/αx, ω ≥ 0
(5.8)
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Conclusion et perspectives

Le travail fait dans ce mémoire a introduit le concept de calcul fractionnaire ; la branche des ma-

thématiques qui explore les intégrales et les dérivées fractionnaires. Nous avons d’abord donné

quelques techniques et fonctions de base, telles que la fonction Gamma, la fonction Beta et la

fonction Mittag-Leffler, qui étaient nécessaires pour comprendre la suite de ce mémoire.

Par la suite, nous avons traité quelques approches pour définir un différo-intégral tel que celles de

Grunwald-Letnikov, Riemann-Liouville, Caputo, et Hadamard,...etc . Par conséquent, nous avons

utilisé respectivement la dérivée au sens de différences finies directe et la formule de Cauchy pour

l’intégration répétée. Bien que ces différo-intégrals ne se ressemblent pas, nous avons vu que le

différo-intégral de Grunwald-Letnikov était un cas particulier de celui de Riemann-Liouville et

donne donc les mêmes résultats dans certaines conditions particulières. Ensuite, nous avons vé-

rifié si certaines règles de base de différenciation et d’intégration sont toujours valables pour ces

différo-intégrals. Nous avons prouvé que les différo-intégrals de Grunwald-Letnikov et Riemann-

Liouville sont tous les deux linéaires et nous avons donné une expression pour la règle de Leibniz

pour les dérivées fractionnaires. Nous avons également exploré la composition des intégrales et

des dérivées fractionnaires. Après avoir donné le cadre des différo-intégrals nous avons exploré

des exemples de certaines fonctions fréquemment utilisées, à savoir la fonction puissance, la fonc-

tion exponentielle et les fonctions trigonométriques.

Ensuite, nous avons étudié les équations différentielles linéaires fractionnaires. Tout d’abord,

nous devions donner quelques notions de base sur la transformée de Laplace, puisque nous étions

sur le point d’utiliser cette transformée intégrale pour résoudre ces équations différentielles. En-

suite, nous avons appliqué la transformée de Laplace aux différo-intégrals de Riemann-Liouville

et Grunwald-Letnikov. Après avoir évalué la transformée de Laplace d’une fonction très utile, à

savoir une combinaison de la fonction puissance et de la fonction Mittag-Leffler, nous avons pu

explorer quelques exemples simples et les fonctions trigonométriques.

Enfin, nous avons brièvement discuté quelques applications du calcul fractionnaire.
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Ce mémoire n’a pas couvert tout ce qui touche au calcul fractionnaire. Par exemple, il y a eu

beaucoup plus d’approches pour définir un differo-integral. Cependant, les differo-integrals dont

nous avons parlé sont les plus courantes.

De plus, il existe de nombreuses autres méthodes pour résoudre les équations différentielles li-

néaires fractionnaires. Outre la transformée de Laplace, nous aurions également pu utiliser la

transformée de Fourier, la méthode de réduction à une équation intégrale de Volterra, la mé-

thode des séries entières ou la transformation à une équation différentielle ordinaire. En raison

des limitations dans l’espace et le temps et puisque le but était de donner une brève introduction

aux équations différentielles fractionnaires et à leurs solutions, nous avons décidé d’explorer une

seule méthode.

Enfin, nous pouvons préconiser que ces differo-integrals soient mises en œuvre dans le curri-

culum standard de l’analyse mathématique pour les filières d’ingénierie et remplacent les déri-

vées et intégrales d’ordre entier où plus de possibilités sont données puisque ces differo-integrals

couvrent les dérivées et les intégrales d’ordre arbitraire, et donc aussi les dérivées et intégrales

d’ordre entier.
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Abstract

In this thesis, we have dealt with fractional derivatives and fractional integrals, shortly differ-

integrals. After a short introduction and some preliminaries, different approaches for defining a

differ-integral have been explored. Then some basic properties of differ-integrals, such as linearity,

the Leibniz rule and composition, have been presented. Thereafter the definitions of the differ-

integrals have been applied to a few examples. Also, linear fractional-order differential equations

and one method for solving them have been discussed. The thesis ends with some applications of

fractional calculus in engineering.

Keywords : fractional derivatives and fractional integrals, fractional calculus, fractional diffe-

rential equations. Riemann-Liouville differ-integral. Caputo derivative.



ص 
 :  ملخ ّ

ية، والتي يمكن أن تسمىّ اختصاراً ب" " . بعد المشتكاملات في هذه المذكرّة ، تعاملنا مع المشتقات والتكاملات ال كسر

يف هذا النوع من المشتقات و التكاملات.   مقدمة قصيرة وبعض التمهيدات ، تم استكشاف مختلف المقاربات المعتمدة لتعر

الأساسية للمشتكاملات مثل خاصيةّ الخطيةّ، قاعدة ليبنز و خاصيةّ التركيب. بعد ذلك تمّ ثم تم تقديم بعض الخصائص 

ية و تمّ مناقش تطبيق هذه المشتكاملات على بعض الأمثلة،  ةكما تمت مناقشة المعادلات التفاضلية الخطية ذات الرتّب ال كسر

ميدان العلوم  اضل والتكامل ال كسري في احدى طرق حلهّا. تنتهي الرسالة بأمثلة عن بعض تطبيقات حساب التف

 ة.يالهندس

Résumé

Dans ce mémoire, nous avons traité les dérivées et les intégrales d’ordre fractionnaire, en bref les

différo-intégrales. Après une brève introduction et quelques préliminaires, différentes approches

pour définir une différo-intégrale ont été explorées. Ensuite, certaines propriétés de base des

différo-intégrales, telles que la linéarité, la règle de Leibniz et la composition, ont été présen-

tées. Par la suite, les définitions des différo-intégrales ont été appliquées à quelques exemples. En

outre, des équations différentielles d’ordre fractionnaire linéaires et l’une méthode pour les ré-

soudre ont été discutées. Le mémoire se termine par quelques applications du calcul fractionnaire

en ingénierie.

Mots clés : Dérivées et intégrales fractionnaires, calcul fractionnaire, équations différentielles

fractionnaires. intégrale et dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville. dérivée fractionnaire de

Caputo.
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