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Résumé
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@ ans ce mémoire, nous avons étudié un probléme inverse pour déterminer un coefficient de terme
source dépend de temps dans une équation de diffusion fractionnaire avec des conditions aux li-
mites mixtes homogenes et une condition de type intégrale. Nous avons démontré 1’existence et 1'unicité
de la solution, ainsi que la dépendance continue par rapport aux données, en utilisant la méthode de
Fourier et I’équation intégrale de Volterra. Ensuite, nous avons proposé un algorithme d’inversion basé
sur un schéma implicite pour résoudre numériquement ce probleme inverse. Finalement, nous avons
présenté des exemples numériques pour valider cet algorithme.

Mots-Clés : Probléme inverse, Méthode de Fourier, Equation de diffusion fractionnaire, Equation
intégrale de Volterra, Schéma implicite.

Z:] n this memoir, we studied an inverse problem to determine a time dependent source term coefficient

in a fractional diffusion equation with homogeneous mixed boundary conditions and an integral type
condition. We have demonstrated the existence and uniqueness of the solution, as well as the continuous
dependence on the data, using the Fourier method and the integral Volterra equation. Then, we proposed
an inversion algorithm based on an implicit scheme to solve numerically this inverse problem. Finally,
we presented numerical examples to validate this algorithm.

Keywords : Inverse problem, Fourier method, Fractional diffusion equation, Integral equation of
Volterra, Implicit scheme.
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Introduction générale

es phénomenes de diffusion anormale (sous-diffusion et super-diffusion) présentent de

nombreux aspects différents des processus de diffusion classiques. Les équations de

diffusion fractionnaire en temps sont couramment utilisées pour décrire un tel proces-
sus de diffusion anormal. Ce type d’équations est obtenu en remplacant la dérivée temporelle
premiére par une dérivée fractionnaire dans le temps. Les problemes directs posés par les équa-
tions de diffusion fractionnaire, telles que les problémes de valeurs initiales ou aux limites, ont
été étudiés de maniere approfondie dans [28, 20, 22, 27]. Contrairement au probléme direct,
I’analyse mathématique du probleme inverse pour 'équation de diffusion fractionnaire n’est
pas étudiée de maniére satisfaisante. Les premiers résultats mathématiques du probléme in-
verse de la recherche du coefficient de diffusion pour une équation de diffusion fractionnaire
sont obtenus dans [4]. Dans cet article, le théoréme de 1'unicité est prouvé en utilisant un déve-
loppement en termes de fonctions propres du probleme de Sturm-Liouville adapté a la théorie
de Gelfand-Levitan. Un résultat similaire de développement en fonctions propres et la trans-
formation de Laplace est utilisé dans la détermination du terme source dépendant de l'espace
dans une équation de diffusion fractionnaire dans [32]. Les articles [18] and [30] étudient les
problémes inverses liés a la détermination de termes sources dépendants de 1'espace et du
temps, respectivement, dans 'équation de diffusion fractionnaire dans le temps en utilisant le
développement en fonctions propres du probleme spectral non auto-adjoint par la méthode de
Fourier.

Dans ce mémoire, nous avons considéré 1’'équation de diffusion fractionnaire suivant :

D (2,t) = Uyy (w,8) +7(t) f (2,1), (2,t) € Dy, (1)
avec la condition initiale
u(xz,0)=p(x), 0<z<1, (2)
et les conditions aux limites mixtes homogeénes
w(0,t) =u, (1,t) =0, 0<t<T, 3)

ou “D¢ désigne la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre 0 < o < 1 définie par :

o) = [ gy 2n®9)
CDtu(x,t)_m/o (t—s) Ep ds, (4)

¢ (z) et f (z,t) sont des fonctions données, Dy = {(z,t) : 0 <z <1, 0 <t <T}.
Si la fonction 7 (t) est connue, le probleme de la recherche de u (x,t) & partir de (I)-(3) est
appelé le probleme direct. Cependant, le probleme ici est que le coefficient de source r (t) est
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inconnu, ce qui doit étre déterminé par la condition énergétique (intégrale). ott £ (¢) est une
fonction donnée. Ce probleme s’appelle le probleme inverse de terme source.

/1u(x,t)dx:E(t), 0<t<T, (5)
0

Ce probleme inverse (I)-(5) peut étre modélise la température de chauffage par micro-ondes
utilisé dans diverses applications industrielles. L'énergie externe est fournie a une cible a un
niveau contrdlé par le équipement générant des micro-ondes. Cependant, la constante diélec-
trique du matériau cible varie dans le temps et dans 1'espace, ce qui entraine une conversion
spatialement hétérogene de 1'énergie électromagnétique en chaleur. Ceci peut correspondre au
terme source r(¢) f(z,t) en (1), ot r(t) est proportionnel a la puissance de la source d’énergie
externe et f(z,t) est taux de conversion local de 1’énergie des micro-ondes. Si u(z,t) indique
la concentration d’énergie absorbée dans cet exemple, son intégrale sur tout le volume de ma-
tériau déterminant la dépendance temporelle de 1’énergie absorbée. Le probleme inverse de
terme source (I))-(5) pour un tel modele donne une idée de la maniere dont le contenu énergé-
tique total pourrait étre controlé de maniere externe.

La condition intégrale (5) est naturelle et peut étre utilisée comme information supplémen-
taire dans la détermination du coefficient r (¢) dans le terme source. En prenant le dérivé “D¢
dans la condition (5), l'intégration sur [0, 1] de I’équation (1) et les conditions aux limites (3), on
obtient :

CDEE (t) — u, (0,1)
r(t) = 6
(t) folf(x,t)dx (6)

Le probleme inverse de trouver r(¢) dans I'équation de diffusion classique a déja été étudié
dans [23] 13], en utilisant le développement en termes des fonctions propres d'un probleme
spectral auxiliaire basé sur la méthode de Fourier, et pour I'équation de diffusion fractionnaire
au sens de Riemann-Liouville dans [16]. Notre objectif dans ce mémoire est de inspirer cette
méthode pour le cas d'une dérivée fractionnaire au sens de Caputo avec des conditions aux
limites mixtes homogeénes.

Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la maniére suivante : dans le premier cha-
pitre, nous rappelons quelques définitions de base concernant le calcul fractionnaire, les équa-
tions intégrales de Volterra, la transformation de Laplace et la fonction de Mittag-Leffler. De
plus, nous avons donné un rappel sur la méthode des différence finis et 1'intégration numsé-
rique.

Dans le deuxieme chapitre, nous avons calculé la solution par la méthode de Fourier. En-
suite, ’existence et 1'unicité de la solution du probleme inverse (I)-(5) sont prouvées en utilisant
les équations intégrales de type Volterra, ainsi que la dépendance continue de la solution par
rapport aux données.

Dans le dernier chapitre, nous avons présenté un schéma aux différences finis implicite pour
déterminer numériquement la solution u (x,¢) du probleme direct. Nous avons montré que cet
schéma est stable et converge. Ensuite, nous avons proposé un algorithme d’inversion pour
la coefficient r (¢) du probleme inverse (I)-(5). Des exemples numériques sont illustrés pour
valider cet algorithme d’inversion.

On termine ce mémoire par une conclusion et quelques perspectives.
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CHAPITRE 1

RAPPEL SUR DES OUTILS MATHEMATIQUES

@ ans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions de base concernant le calcul frac-
tionnaire, les équations intégrales de Volterra, la transformation de Laplace et la fonction
de Mittag-Leffler. De plus, nous avons donné un rappel sur la méthode des différence finis et
I'intégration numérique.



1.1. FONCTIONS SPECIALES 8

1.1 Fonctions Spéciales

1.1.1 Fonction Gamma

Définition 1.1. (voir[25]) On appelle fonction Gamma, la fonction définie par
—+o00
INa) = / e 't ldt ot a € C et Re(a) > 0.
0

Propriétés 1.1. Nous avons les propriétés suivantes
1. T(z+ 1) = al(x).
2.I'(1) =1 et I'(—m) = £oo pour tout m € N.
3. I'(0) = 0
1 (2n)l/m

4. SineN, ona: I'(n+1)=n! et F(n+§):4n—n!.

1 1
Exemple 1.1. Soit o = 5 pour calculer F(ﬁ) On utilise une changement de variable on pose que

t = 22 = dt = 2t3dx, on obtient

1 +o0 1
I'z) = e 't adt
2 0

+oo 5
= 2/ e Tdx
0
+o0 9
A = / e Tdx
0

+o00 9 +00 5
A2 = / eV dy/ e dr

0 0

+oo +oo

0 0

Le calcul est plus simple a réaliser qu’on effectue les coordonnées polaires

A% = /2/ re") drdh
o Jo
T

Pour calculer cette intégrale posons

Prenons

.
I
B

alors

KAKA A. Probleme inverse de terme source pour une équation de diffusion fractionnaire



1.1. FONCTIONS SPECIALES 9

Lemme 1.1. la fonction Gamma est une fonction de classe C*> sur R, (resp. holomorphe sur le demi
plan x € C, Re(x) > 0) et

+o0
Vk € N*,Vz € R* (resp.z € C, Re(x) > 0;T%(x) = / (Int)*+* e 'da.
0

Corollaire 1.1. La détermination de la fonction Gamma pour les valeur négatifs non entiers par la
formule
I'(z+n)

< < 1.
zlx+1)(x+2)...(x+n—-1) 0sz+ns

[(x) =

1.1.2 Fonction Béta

Définition 1.2. (voir[25]) La fonction Béta est un type d’intégrale d’Euler définie pour tout
complexes p et ¢ par

1
B(p,q) = / 71 (1 —t)77'dt, Re(p) >0, Re(q) > 0.
0
Proposition 1.1. La relation entre la fonction Gamma et Béta donnée par

L'(p)I'(q)
L(p+q)’

Démonstration. Soit, D =|0,+o00[x]0,+00[ ona

+oo +00
L(p)T(q) = ( /0 e‘xwp‘ldw) ( /0 e‘yyq‘ldy)
+o00 +oo
= / / e~ @) P~ 1yt dady.
0 0

En utilisant le changement de variable suivant

y=u—=x N dy = du = dxdy = dxdu
dr = udt

B(p,q) = p,q € C avec Re(p) > 0et Re(q) > 0.

r=ut
De méme que le domaine D’ correspondante a D dans les cordonnées u, z est
D' = {(u,z)/u>0,0<z<1}.
Alors,

P(p(g) = /0 /Ole_“(u—x)q_ldxdu

— /0 ( / tu)pl(u—tu)qludt) du
— /;00 (/ T T 1(1—t)q1u> dt

400 1
— e U Pta— 1dU/ tpfl(l _ t)qildt
0 0

= I'p+q)B(p,q)

—+00
—+00

KAKA A. Probleme inverse de terme source pour une équation de diffusion fractionnaire



1.2. INTEGRALES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 10

Par conséquent, on a

11
Exemple 1.2. Calculons B(§, 5)

= 7

Propriétés 1.2. 1. B(p,q) = B(q,p), (symétrique).
1
2. B(p,1) =—.
(P, 1) p

1.2 Intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Soient ) = [a, b] avec (—oo < a < b < 4+00) un intervalle fini sur R et f € L'([a,b]) fonction
intégrable sur (2. Nous avons

1= [ ()

La primitive seconde de f définit comme suite

zio = [ ([ sw)

Permutant 'ordre d’intégration, de plus d’apres le théoreme de Fubini, on obtient
t t
e - ( / du) f@)da,
t
B = [ @-awis

Le n'®"¢ itération l'opérateur I peut s’écrire

I — /at dt, /: dtQ---/atn_l Flt)dt = (n—ll)! /at (tff))l_ndx

Cette formule est appelée formule de Cauchy, et d’pres la propriété de Gamma
I'(n) = (n —1)!, nous avons

I — /at dt, /at dt2.../atn1 F(t)dt, = r(ln) /at (t_f%)l_ndx.

KAKA A. Probleme inverse de terme source pour une équation de diffusion fractionnaire




1.2. INTEGRALES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 11

Définition 1.3. (voir[17][29]) Soient 2 = [a, b] avec (—o0 < a < b < 4+00) un intervalle fini sur R
et f € L'([a,b]) une fonction intégrable sur (2. Les intégrales

197 = F(la) /t (tf%>l_adx, t > a, Re(a) > 0. (1.1)
b
I f() = = (1a) /t 0 f (;))1_adx, t < b, Re(a) > 0. (1.2)

sont appelés les intégrales fractionnaires a gauche (a droite) de Riemann-Louville d’ordre
ae€C (Re(a)>0) respectivement.

Exemple 1.3. Soit f(z) = (t — a)’. On

L e — Ve
F(a)/a(t )21t — a)’d.

Avec le changement de variable = = a + (t — a)z, nous avons

19(t —a)f =

r=a%<z2=0,
r=t&2=1,
dr = (t — a)dz.

Iéi)(t —a)’ = (t—a—(t—a)2)*a+ (t—a)z—a)’(t—a)dz

"
/ —2)°7 Nt —a)?2P(t — a)dz

4. =
r—th—kgr—t

. Z a ldz( )a—i—p

—

1
(a
t— B

(t—a)*""T(B+1)I'(a)

I(a) T(B+a+1)

_ F(ﬁ + 1) (t _ a)a+ﬁ
I'(f+a+1)

A

Sia=1

1 I +1) _ g)fH
L(t=a)’ = m(t )7

1 1
- et

Remarque 1.1. L'intégrale d"une fonction constante au sens Riemann-Liouville d’ordre
a > 0 est donnée par

C C

134 f(t) = m(t —a)® et I f(t) = m(b —1) f(t)=CeC

KAKA A. Probleme inverse de terme source pour une équation de diffusion fractionnaire



1.3. DERIVEES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 12

Théoreme 1.1. (voir[17]) Soit f € C([a,b]) et o > 0. Les intégrales fractionnaires de Riemann-
Liouville (1.1) et (1.2) posséde les propriétés suivantes

1. 19 [[ﬁ f(t)] = I f(1).
2 1 (1710 = 177 5 (0).

Démonstration.

I f() = / (t — 2)* 1 (f () do,

= ﬁ /at(t —z)* ! (ﬁ /ax(:v — s)ﬁlf(s)ds) dx,
= m /at /:(t — ) Nz — 5)%7 1 f(s)dsdx,
= m /atf(s)ds /:(t — ) Na — 5)°da,

Par le changement de variable

{x:s—i-(t—s)T {x:s:>7':0
=

dr = (t — s)dr r=t=>71=1

- m / )i / (b= s (t = 7)™ ((t = 5)7) (0 — o),
= m/atf(s)ds /Ol(t—s)a_l(l—T)a—l(t_s)ﬂ—lTB—l(l_S)dT,
= m atf(s)(t—s)‘”“@1ds/01751(1—7)“1d7

- T /at(t T ()

~ T T, ¢ e

= [ s

= I f().

1.3 Deérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.4. (voir[17, page 70]) Soit f € L'([a,b]) une fonction intégrable sur [a,b]. Les
dérivées fractionnaires ou sens de Riemann-Liouville D¢, f et D;" f d’ordre a € C

KAKA A. Probleme inverse de terme source pour une équation de diffusion fractionnaire



1.3. DERIVEES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 13

(Re(a) > 0) sont définies par
DY f(t) = 4\ (I f(t
o f0) = (%) i)

_ L (Y[ @ i
~ T(n—oa) (dt) /a(t_x)a_nw [Re(a)] +1; t>a. (1.3)

et
Dy f(t) = (;—td) (I (1))
B S 1 e
- F(n—a)(dt) /t = oty "= @I+ Lt <b. (14)

respectivement, olt [Re(«)] est partie entiere de Re(a).
d
Remarque 1.2. 1. poura=0,n=1.onaD’, f(t) = pm (Ior f) = f(¢)
2. Toutes ces dérivées coincident avec les dérivées usuelles pour les ordres entiers :

mn — n — dn
Vn € N*, Da+ <t> - D+f(t) - %f(tc)in
Dy £(t) = D () = (~1)" 22 (1)

Propriétés 1.3. (voir[17, page 71]) Pour a« >0, 5 >0, ona
1 (D2t = )%) (1) = (¢ — a)

L5 - a)
2. (D0 =1)°) (1) = %(b — )P

Démonstration. On calcul la dérivée fractionnaire d’ordre o de la fonction f = (t —a)?

Dt —a)’ = —[I"‘a(t—a)ﬁ}

Di(t—a) = — (t —a)"*F

Dérive n fois, on obtient

afy  NB _ L(B+1) _ \B-a
Da<t CL) —F(B—a—i—l)(t CL)
Comme cas particulier o =1
Dult—a)® = —P(f(;)l)@—a)ﬁ—l

Dyt —a)’ = Bt—a)’"

]

KAKA A. Probleme inverse de terme source pour une équation de diffusion fractionnaire



1.4. DERIVEES FRACTIONNAIRES AU SENS DE CAPUTO 14

Remarques 1.1. Quelques remarques pour ces dérivées

1. Tout ces dérivées coincident avec les dérivées usuelles pour les ordres entiers :

D f(t) = fT(),
Dyt f(t) = (=1)" ™ ().

2.Si 0<a<l, alors n=[a]+1=1Donc, (1.3) et (I1.4) devient:

VmEN*,{

o B 1 d [P f(t)dt
Dy f(t) = —F(l—a)a/a —(t—a:)a’ t>a
N B 1 d [* f(t)at
DA = fmma ) e <

3.Si =1, et 0 < Re(c) < 1, alors la dérivée au sens de Riemann-Liouville d"une fonction
en général n’est pas nulle :

(t—a)" (b—t)=

l=——— et Dy l=———

T Tl —a) T T T —a)

4. Pourtoutj =1,2,...,[Re(a)] +1 avec Re(a) > 0, nous avons

O (t—a)*? =D (b—1)*7 =0.

1.4 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 1.5. (voir[17]) Soient o € C avec n = [Re(a)] + 1 et f : [a,b] — C une fonction telle
que f™ € L'[a,b]. Les dérivées fractionnaires d’ordre o de f au sens de Caputo sont définies

)
D f(0) = Iy = s [ 15
et
BT )
Dy f(0) = (-1 ) = ot s [ 16)

Proposition 1.2. Les relation entre les dérivées au sens de Caputo (1.5),(1.6) et les dérivées au sens de
Riemann-Liouville (1.3),(1.4) sont données par

n—1 (k) a
D f(1) = D lf(t)— ! kf%t—aﬁ], 7)
et
nml k)
Dy f(1) = DY [f(t> S PEACLITE t>’f] . 1.9
k=0 ’

KAKA A. Probleme inverse de terme source pour une équation de diffusion fractionnaire



1.5. GENERALITES SUR LES MATRICES 15

1.5 Généralités sur les matrices

Définition 1.6. (voir[3]) Soit m,n € N. Une matrice de type (m,n) sur K est un tableau de
scalaires (réels ou complexes ) a m lignes et n colonnes

ai; G2 - Qin
A - a1 Q22 -+ Q2p
Ui Gz Gy
Nous utilisons les abréviations suivantes, A = (a;;) avec ¢ = 1,...,m et j =
1,...,n, et M,,(K) 'ensemble des matrices (m,n) sur K.

Définition 1.7. (voir[3]) Soit A € #,,,(K), la transposée de A noté A’, estla matrice de
Moy (K) définie par

(AT)y; = Ayj pour tout i=1,....,net j=1,...,m,

si AT = A onditque A est symétrique.

Soit A une matrice carrée, A € #,,,(K) de coefficients a,; € K pour tout i,j =1,...,n.

Définition 1.8. (voir[21]) On dit que A est inversible s’il existe une matrice B de taille n telle
que
AB = BA=1,,

la matrice B est appelée inverse de A etnoté Al

Définition 1.9. (voir[21]) On dit que A est tridiagonale si a;; = 0 pour tout ¢, j tels que|i — j| >
2, i.e., si les seuls coefficients non nuls sont les coefficients diagonaux, ceux juste au dessus de
la diagonale, et ceux juste en-dessous de la diagonale

ai; Q12 O

a21 A2
A=

T . Gp—in
O Apn—1 Qnn
Définition 1.10. (voir[3]]) On dit que A est a diagonale strictement dominante par ligne si

n
|lai| > Z la;;|, avec 1 <i<n.
=Ly

Théoréme 1.2. (voir[3l]) Une matrice a diagonale strictement dominante par ligne est inversible

Démonstration. On doit montre que

AX =0=X=0.
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Soit X = (x1,...,x,)" et k un indice tel que |z)| = ||z| .. Alors,
AX =0 = Ak * Tl = — Z Qg - Tj
J=Lj#k

n

= ol o <D0 awg] - ]

i=1j#k
n
= am] - oxllo < D angl- 11X
j=1,j#k

n

= |agr| — Z Jar| | -1 X <0

j=1,j#k
N - 7

>0
= || Xl <0
= X =0.

Définition 1.11. (voir[3]]) Le rayon spectral de A est défini par

p(A) = nax ’)‘Z| )

1<i<n

ou \; sont les valeurs de la matrice A .

1.6 Les normes vectorielles et matricielles

IdK=RouC

1.6.1 Normes Vectorielles

Définition 1.12. (voir[21]) Une norme sur K" est une application ||.|| : K" — R telle que
1. ||z|| = Ox implique = = 0,,, pour toutz € K",
2. || Az|| = [A|||z]], pour tout = € K", pour tout) € K,
3. |lz+yl < |zl + |ly|| , pour tout z,y € K* (inégalité triangulaire).

On définit p—norme, pour 1 < p < 400

o], = (Z )7% |

i=1

Les normes les plus usuelles sont

KAKA A. Probleme inverse de terme source pour une équation de diffusion fractionnaire
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1. Lanorme: .
llly =) |l
=1

2. La norme (norme euclidienne) :

1
" 2
2
1, = (Zm\ ) :
i=1

1l = max x| .

3. Lanorme (norme du sup) :

1.6.2 Normes matricielles

a partir de normes vectorielles, on définit les trois normes matricielles subordon-
nées ||,/ -llet [|-lo, st A € An(K)

[Az]l,

|A]], = sup —=% = sup [Az]]
Pooazo =l = P

oup=1,2, oucc.

Proposition 1.3. (voir[3]) Pour chacune de ces normes, on a pour toutes Aet B € .#,(K) et pour

tout x € R™

[AB|| < [[A] || B]| ,
et

| Az|| < [|A]l [|=]],
oit || = II-ll, ow.[l, oull-|..

Remarque 1.3. (voir[3]) Si A € .#,(K) alors,

n

lAll, = ggjag;Z}lmﬂ-
1=

n
1A, = max Y |ay].
j=1

1<i<n

[All, = V/p(ATA).

Théoreme 1.3. (voir[5, page 18]) Soit A € #,,(K) alors pour toute norme matricielle ||.|

p(A) < [|A]].

KAKA A. Probleme inverse de terme source pour une équation de diffusion fractionnaire
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1.7 Schéma de différences finies

Définition 1.13. Un maillage est un ensemble de oints isolés (appelés) situés dans le domaine
définition des fonctions assujetties aux équation aux dérivées partielle. On appelle pas maillage
la distance entre deux nceud voisins.

Définition 1.14. (voir[19]) Soit u(z) représente une fonction d'une variable, les schémas de
différences finies sont obtenus grace aux formules de Taylor.

Formules de Taylor d’ordre 01
w(x + h) = u(z) + hu'(x) + O(h). (1.9)

Formules de Taylor d’rdre 02

h2
w(x +h) = u(z) + h'(z) + gu"(m) +O(h?). (1.10)
En un poit = € [, L] et pour une valeur h de pas du discrétisation donné par h = ZL, N € N, la

formule(1.9) nous permet d’approximer «'(z) comme suite

approximation avant

u'(x) = N + O(h), (1.11)

approximation arriere
() = ) = Z<x —M L om), (1.12)

approximation centré
W(a) = e —u@=h) g (1.13)

2h

et se basant sur (1.10) et (1.13) nous obtenons

oy = TN U D) | )

1.7.1 Stabilité et convergence

Un certain nombre de notion est nécessaire lors de la résolution d’équations aux dérivées
partielles au moyen de leurs équivalents discrétisés. Les deux principales sont la stabilité et la
convergence.

Définition 1.15. (voir[9])Un schéma aux différence finie est dit stable pour la norme ||.||__, s"il
existe une constante C' > 0 indépendante de pas de maillage, telle que

Ju"[|, < C ||u°||, ,pour tout n >0,

quelle que soit la donnée initiale u°.
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Définition 1.16. (voir[26]) (Erreur de troncature) on appelle erreur de troncature la quantité
obtenue remplacant I'inconnue par solution exacte dans le schéma numérique, que nous dési-
gnons par ;.

Proposition 1.4. (voir[19]]) Soit u; I'approximation de la solution exacte u(zx;), il est naturel d’utiliser
les erreur ponctuelles u; —u(z;). Si on pose que U le vecteur des valeur exactes et U le vecteur des valeurs
discretes, alors le vecteur d’erreur E défini par

E=U-U.
Définition 1.17. (voir[19]) Une méthode est site convergente si

|E|| = 0 lors que h — 0.

1.8 Transformation de Laplace

Définition 1.18. (voir[31} page 5]) Soit f € L'(R) une fonction intégrable sur R. la transformée
de Laplace est définie par :

LU == [ eta (1.14)

ou s est la variable de transformation.
— La transformée Laplace inverse est réalisée selon la formule Fourier Mellin

1 c+ioo
LUPO = f0 =5 [ £t 10 (1.15)
T Je—ico
ol ¢ est un nombre fixe.
Propriétés 1.4. (voir[31, page 7]) Nous avons les propriétés suivantes :

1. La transformée de Laplace pour l'intégrale fractionnelle de Riemann-Liouville(1.1) :

1 *
L) = ()
2. La transformée de Laplace pour la dérivée de Riemann-Liouville(1.3) :

LADG  f(t)} =sf"(s) — mZ_IDKTmaf(()*)sm1]€ ot m—1<a<m.
k=0
3. La transformée de Laplace pour la dérivée de Caputo(1.5) :
L{Df(t)} =s"— mzlf(K)f(OJr)sa_l_k ol m—1<a<m. (1.16)
k=0
— Le théoreme de convolution, Souvent utilisé pour l'inversion de la transformée Laplace est
donnée par :

£} = [ He= ot
= /tg(t — 1) f(T)dr

0

(1.17)
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1.9 Fonction Mittag-Leffler

Définition 1.19. (voir[31} page 24]) La fonction Mittag-Leffer est définie par :

k

z
. a>0, 2>0.
Tak+1) “7 707

WE

E(2) =

e
Il

0
la fonction généralisée Mittag-Leffer avec deux parametres a et 3 est définie par :

k

E.p(z) = ;a>0, 5>0.

s
C(ak+ )

NE

>
Il

0

— La relation entre fonction Mittag-Leffler et la fonction Gamma

Eaﬁ(z) = ﬁ + ZEa7a+5(Z).

— Le rdle essentiel de la fonction Mittag-Leffler est trouvé dans le calcul de la transformation
inverse de Laplace suivant

a—p3
£ {; . b} = (P B 5 (—bt). (1.18)

Lemme 1.2. (voir[2]]) pour 0 < o < 1 la fonction de type Mittag-Leffler E. .(—At*) satisfait

1
< BEoo=MY) < ——, t€]0,00), A>0.
0< Byl ) o) € [0,00) 0
Lemme 1.3. (voir[25][29]) Pour 0 < o <1, X€ Ry ona

/t (t — 1) Baa( At — 7)%)dr = %(1  Ba( At — to)™).

Propriétés 1.5. (voir[31, page 27]) Nous distinguons les trois cas suivants :
1. Pourg =1

a—1
—1 S a
= E,(— .
L {Sa+b} o (—0t%) (1.19)
2. Pour =2
P Pl GRS (1.20)
s +b| o2 '
3. Pour =«
o = 1*7 B, o (—bt?Y). (1.21)
s+ b L
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1.10 Equations intégrales de Volterra

1.10.1 Equations intégrales linéaire de Volterra

Définition 1.20. (voir[10])
1. On appelle équation intégrale de Volterra de seconde espéce une équation de la forme

plo)+ f() = [ K typld (1.22)
2. On appelle équation intégrale de Volterra de premiere espece une équation de la forme

o) = A / ()t (123)

est appelée équation intégrale de Volterra de premiere espeéce.

1.10.2 Equations intégrales non-linéaire de Volterra

Définition 1.21. (voir[10])
1. On appelle équation intégrale de Volterra de seconde espéce une équation de la forme

Plo)+ Fla) = [ klastplt)de (124
2. On appelle équation intégrale de Volterra de premiere espece une équation de la forme
p(0) = [ K.t o) (1.25)

Onprend A =1

1.10.3 Méthode de Trapeze

Soit ’équation intégrale de Volterra

o) = g(o) + A [ K 0pBdt, a << (1.26)
0

Notre objectif est d’approximer la solution ¢* de cette équation. Pour ce faire, nous
commengons par partitionner l'intervalle en petits intervalles [r;,2;41], ¢ = 0, N -1,
c’est-a-dire nous choisissons des points z;,7 = 0,1,..., N (des Noeuds) tels que

a=20<x1<...<2;<T, =0

supposons que ce systeme est équidistant, i.e. 7; = a + jh avec j = 0,1,...,n ou h est le pas
de la discrétisation. Pour ce faire en exigeant que 1’équation (1.26) ait lien uniquement en ces
neceud, I'équation (1.26)) devient

w@ﬂzg@ﬂ+A%M%¢wumt
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la méthode de Trapeze, nous amene a une seconde discrétisation par rapport a la variable d’in-
tégration t. On pose t = (z;)o<i<;, il vient

olws) = glay) + Z | et
alors . _
ola;) = g(a;) + 5 i[k<xj, b )pltinn) + ko, ) (8
donc -
o(x;) = gla;) + hk (zj,t)p(t) + th 25, (1.27)
sij=0
p(zo) = ¢la) = g( )

On notons ¢; = ¢(z;),9; = g(x;) et kj; = k(x;,t;), alors la formule (1.27) devient
h h =
Y; = 9g; + 5]{’]‘0@0 + §]€jj90j + hz k’inDZ
=1
donc on a, en général

h h =
(1 — 5]{/’]']‘) $; = gj + 51?]‘0900 + hz k?ji(,DZ (128)
i=1

KAKA A. Probleme inverse de terme source pour une équation de diffusion fractionnaire



CHAPITRE 2

ETUDE THEORIQUE

@ ans ce chapitre, nous avons démontré un résultat d’existence et d"unicité de la solution du
probléme inverse de terme source (I)-(4) en utilisant la méthode de Fourier et les équations
intégrales de type Volterra, ainsi que un résultat de la dépendance continue de la solution par
rapport aux données.

23
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2.1 Position du probléme

On considere le probleme dans le domaine Dy = {(z,¢) : 0 < x < 1,0 <t < T} suivant:

82
D, u(z, t) = 8—;2‘@,@ Yt f(z.t), (1.8)€Dr ,0<a<l, 2.1)
avec les condition initiales
u(z,0) = (), 0<z<l, (2.2)
les conditions aux limites
ou
t)= —(1,t) = t > 2.
u(07 ) ax< Y ) 07 — 07 ( 3)

ouT >0 et°Dy, estladérivée fractionnaire de Caputo d’ordre o définie par :

emya _ 1 bY(s)
Dyh(t) = T /0 = 8>ad5, 0<a<l. (2.4)

et la condition intégrale
1
/ u(z,t)de =E(t), 0<1<T (2.5)
0

ou f(x,t),p(x), E(t) sont des fonctions données, et r(t¢) est un terme source .

2.2 Solution analytique

Proposition 2.1. (voir[i8][25]) Soient introduit la fonction
ea(t,\) = Eu(=Xt%) et eqnl(t,\) = t* Eyo(—MtY) ot X € Ry. Puis les déclarations suivantes
pour la fonction de type Mittag-Leffler e, (t,\) et eqq(t, \) retient.

1. pour 0 < o < 1, X € Ry lafonction e, (t, \) est fonction décroissante monotone

2. la fonction, e, (t,\) a les estimations

)\ (64
ea(t,\) e Pla+1) pour t<<1
et 1
LA ————— t 1
ealt, \) T pour t>>

t
Fas(—M%) < oo et / (t— )9 By 4(—A(t — 7)%)dr < oo,
0

1 ¢
aata)\<_ 9
canll:N) S 37550

Direa(t,\) = —Aea(t, A),
L7 %(aa(t,N) = ea(t, ).
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Théoreme 2.1. (voir[6]) La solution u € C[0,T] du probléme fractionnaire linéaire non homogene

{ “Dyult) + u(t) = h(t), te€0,T], A>0, (2.6)

u(0) = up.

oit h € L'[0, T, est donne par l'expression intégrale

t
u(t) = upeqa(t, \) + / Caa(t — T, A\)R(T)dT.
0
Démonstration. On applique la transformée de Laplace sur I’'équation (2.6)
LA{Dgu(t)} +AL{u(t)} = L{h(t)} (2.7)
La transformation de Laplace pour la dérivée de Caputo (1.16) d’ordre 0 < o < 1 sont

L(Dgiu) (s) = s*L(u)(s) — s "u(0)

= s*L(u) (s) — s* .
alors

& s°L(u)(s) — s Tug + AL (u) (s) = L (h) (s)

o L) (s):sz; Sai (1) (5 (2.8)

on applique la transformée inverse de Laplace sur 1’équation (2.8) on obtient
ppiq p q

R e

s+ A

L] @9)

— D’apres I’équation (1.19), on a

£ {Sa - A} = E,(—=\t9) (2.10)

— D’apres le théoreme de convolution (1.17), on obtient

c {Sa 1+ NO (3)} _ /O L (CATh(t — 7)dr 2.11)
on remplagons les résultats précédents et on obtient la forme de la fonction u :
u(t) = BEo(=Muy+ /t T By o (= AT*)R(t — T)dT,
0
u(t) = wupeq(t,\) + /Ot eaa(t, \)h(t — T)dr,
u(t) = wupealt, ) + /Ot aa(t — T, \)R(T)dT.

]
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Lemme 2.1. (voir[29]) Soit (fi(t))i>o suite de fonction définie sur l'intervalle |0,T]. Supposons que
les conditions suivantes soient remplies :

— la dérivée fmctzonal de Caputo D¢, f(t), pour une donnée o > 0,1 € N, t €|0,T] exists
— les deux séries Z fi(t) et Z “Dg. fi(t) sont convergents uniformément sur l'intervalle [e, T
1=1

pour toute € > 0;

Alors la fonction définie par la série Z fi(t) est a-différentiable est satisfait

=1

Dy > filt) ZCDW ;
=1
Lemme 2.2 (voir[24]) Soit Q(t,7) € SV et v < 1. Alors l'opérateur intégral de Volterra T' défini par

fo 7)dT mappe C|0, 1] en lui-méme et T : [0, 1] — [0, 1] est compact.

Lemme 2.3. (voir[24]) Soit f € C[0,1] et Q(t,7) € S” avec v < 1. Alors (1.22)) est une solution
unique v € C|0, 1] nous aurons aussi besoin de rappeler les résultats sur la version faiblement singuliere
de l'inégalité de Gronwall.

Lemme 2.4. (voir[7]]) Soit T,e, M € Ry et 0 < o < 1, De plus supposer que § : [0,T] — R. est une
fonction continue satisfaisant I'inégalité

Mo » -
\5(t)|§6+m/o(t—r) |0(7)| dr,  avec v=1—«

pour tous t € [0, T, puis
10(t)] < eE, (M)

pourt € [0,T].

Lemme 2.5. (voir[[14]) Si ¢ € Ls[0,1], alors les estimations

Z (4, Xo)[* < e IIdJHLZ Z (9, u)[* < e WIILz

n;éno n#”o
mamtenez pour quelques constantes positives c; et cy, oit (¢, X,) fo x)dx et
fo x)dx désignent les produits internes habztuels dans Lg [0 1]
Notons
@, [0,1] :=
{uta) € CH0.13010) = 00), 000) = (1) = 07(0) = 07(0) =0, [ (o) o)z =0}
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Lemme 2.6. (voir[14]) Si ¢ (x) € @, [0,1], ensuite nous avons :

A2 (Y, X)) = (W, X)), A2(,u,) = (¥ up), n>0,

Z A, X))l < e ||1/)||c4[0 1] Z An (¥, )] < C4||¢||c4[01

n#ﬂo nsﬁno
Z |(¢hn, X[ < 5 [90]]capo,qy Z | (Vny un)| < 6 [ Y]] cago ) »
n;éno n;éno

ol c3, ¢4, Cj5 et cg sont des constantes positives.

Pour le probleme (2.3)1es condition au bord sont non locales
t) = 1,1) = t >
u(0.0)= 21 =0, 120

Nous résolvons I'équation homogene correspondante dans le probleme, telle que r(t) f(z,t) est
remplacée par 0 avec les conditions aux limites

“Dyiulw,t) =
u(w,0) = p(z) (2.12)
ou
)= —(1,7) =
u(0,6) = S4(1,8) =0
En utilisant la méthode de séparation des variables, la méthode peut étre présentée en deux
étapes :

1. La premiere étape :séparation des variables, on cherche la solution du probléme de la
forme

u(z,t) = X(x)T'(t). (2.13)

2. La deuxieme étape :superposition, oli on essaie de trouver une somme de solutions de la
forme(2.13)) que vérifie la condition aux limites de probléeme (2.12).

1. Séparation des variables, on cherchons la solution du probleme qui est donné par la for-

mule (2.13). On remplagons (2.13) dans 1’équation de probleme (2.12), on obtient :
“Dyu(e,t) = DG (X (2)T(1) = X (2) D T(2),

Pu(x,t)  0?

or2 02

Dong, I'équation de probléme (2.12) devient :

(X (@)T(8)) = T(t) X (x).

X (@)D T(t) —Tt)XP(z) =0 pourtout 0 <z <1, 0<t<T,

ce qui implique que:

DT XOx) DT X))
T(t) X(z) Tt — X(z)
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Nous avons une fonction de la variable x qui est égale a une fonction avec une variable t.
Donc, cette fonction est égale a une constante

Dy, T(t) XB(z)
T~ X - A (2.14)

les conditions aux limites de la probleme (2.12) devient

u(o,t) = X(0)T(t)=0 = X(0)=0,
Su(l,t)=X'()T(t)=0 = X'(1) =0, pourtout 0 <t¢<T.

Nous obtenons une équation différentielle linéaire ordinaire par X (x). Une relation diffé-
rentielle linéaire fractionnaire ordinaire avec la dérivée de Caputo pour 7'(t).

Cherchons les valeurs propres et les fonctions propres du probleme Sturm-Liouville (de
équation différentielle linéaire ordinaire par X (xz)) ce qui est donné par

X"(x) = AX(z) =0
{ X(0) = X'(1) =0, avec A <0, (2.15)

onpose A= —w?

X"+ WX (r) =0
en utilisant I’équation caractéristique, il devient
r = tiw
Donc, la solution de (2.15) est donnée par
X(z) = Acos(wz) + Bsin(wz).

On a, le probleme (2.15) est constitué de I'équation différentielle et des conditions aux
limites

X(0)=A=0

X'(1) = —Bwcos(w) =0 = w= 2T,

Ces condition aux limites sont dites séparées, car elles portent chacune sur une extrémité
de l'intervalle [0, 1].
On trouve que le spectre (les valeurs propres) est

2n +1

p={{w,:neN} ot w, = 5 ™

et des fonctions propres associées a w,, sont données par

2n+1

X,(x) = By, sin ( x) , n=1223, ...

alors, la solution du probléme est donnée par

2n + 1

u(a:,t):BnSin< x) , n=1,223, ...

D’ou, la somme des solution est encore une solution de probléme .
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2. Superposition,maintenant on cherchons la solution du probleme non homogeéne de la

forme -
= Z B, (t) sin (2n2+ 17rx) (2.16)
Nous développons f(z,t) comme un série de Fourier par les fonctions propres sin (24 )
£ t)—if (t)sin (2L 2.17)
Z, = 2 n S 9 .

ou

t) = 2/01f(x,t) sin <2n2—l— 17T33) dx

on remplagant (2.16) et (2.17) en probleme, on trouve :

- . (2n+1 S . (2n+1

ng_l B, (t) sin ( 5 )] pye 5_1 B, (t) sin ( 5 m:)]
= 2n+1

r(t) 321 fn(t)sin ( 2+ mv)

ce qui donne,

= 2n + 1 2n + 1 2n + 1
;CD8+Bn(t) sin( n2+ Wx) = —( n2+ ) ZBn(t) sin( n2+ mc)

+r(t) g fn(t) sin (2n2+ 17rx)

on obtient

Dy B0 =~ (P5) Bult) + 0100

Puisque u(x,t) satisfait les condition initiale en probleme, nous devons avoir :

= 2n + 1
:ZBR(O)SHI< n2—l— mc) =p(z), 0<zx <1
n=1

on a ¢ est écrire comme une série de Fourier, avec le coefficient de Fourier B,,(0) qui est

donnée par :
! 2n + 1
B,(0) = 2/ o(z) sin( n2—l— Wx) dzx.
0

Donc, B, (t) est une solution de probleme suivant :

{ CDngBn(t) + (2";1)23 (t) = r(t)fu(t) (2.18)

0)=2 fol ¢(z)sin () de.
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Théoréme 2.2. (voir[15l]) Supposons que les conditions suivantes tiennent :

(A1) p(z) € @,[0,1]

(A2) E(t) € C'[0,1]; E(0) = [, ¢(z)d.

(A3) f(=z,t) € C(Dr); f(x,t) € @, [0,1], Vt € [0,T];

alors il existe une solution classique unique du probleme inverse dans (2.1)) et2.5)) dans Dr.

Démonstration. Pour arbitraire r(t) € C[0, 7], la solution de (2.1)(2.3) peut étre écrite sous

la forme
= 2n + 1
u(z,t) = Z B, (t) sin ( n Wx)
rigtmo
ou la fonctions B, (t), n =0,1,2,...;n # ng, doit étre déterminée a I'aide de la méthode
de Fourier, on peut facilement voir que B, (t), n =0,1,2,...;n # ny, satisfait le systeme

suivant de nombreuses équations différentielles fractionnaires linéaires :

‘DY, B(t) + (%)2 B, (t) = r(t) fu(t) (2.19)
Bn<0) = o-

Selon (2.6), on peut facilement voir que la solution (2.19) est de la forme

B, (t) = @oea(t, \) + /0 ot — T, N (7) fu(T)dT

! 2n +1 2n +1
©o :/ () Sin( n;— 7T£L‘) dzr, fo / f(z,t) Sm( n2~|— a:) dz.
0

et la solution est donnée formellement

avec

o0

u(z,t) = 3 [gooea(t, A + /0 Cenlt — T A7) fn(f)m} sin (2”; 1m), (2.20)

n=0
n#ng

les formules (2.20) et (2.15) donnent une équation intégrale de Volterra du premiére
espece sur r(t) :

/ K(t,7)r(r)dr + F(t) = E(t) (2.21)
" K=Y {fn( Jemalt =75 A) (/Olsm (2”;1)6195)1
nino
) 0= 52 [reton ([0 (20) )
nyEno
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De plus, 'équation (2.21) donne 1’'équation de Volterra du second espece en prenant un
dérivé fractionnaire “Dy, :

t
/ CDIK(L7)r(r)dr 4 r() lim K (1) + CDF() = CDRE()  (222)
0 T—t—
En utilisant les propriétés dans la proposition[2.1} il est facile de montrer que
- ! 2n + 1
a—1 _ : . .
nglol K(t,7) = TLHEO z; {fn(T)ea(t 7, \) (/0 Sm( 5 )dm)}
n;zno

_ /0 ety

D, F(t) = — i [)\gooea(t, N ( /O “in <2”2+ 1) dm)] (2.23)

n=0
n#ng

[e.o]

DK (t,7) = — Y {)\e(w(t 7 ) fu(T) ( /0 i (2"; 1) dx)] (2.24)

n=0
n#ng

On obtient I'équation intégrale de Volterra du second espéce par rapport a r(¢) dans la
forme

+ /tQ(t,T>T(T)dT (2.25)
0
avec le terme
“Dg, E(t) = Dg, F(t).
fol f(x, t)dx

p(t) =
et noyau
CD(‘Q K(t,T)
[ fla, t)da
Selon le lemme (1.2 nous estimons le noyau de (2.25) dans la suite de

Q(t, ) =

‘D5 Kt C

Q(t,7)| = <
] T
ou
My max 1FC O aorny
B 2 1
C = t€0,T avec M > |sin (i) , Vne N, Vr e [0,1] et A =1—a.
T(a) min | [ f(z t)da:‘ 2
te[0,T]

Barce que le noyau (¢, 7) appartient a la classe avec S, I'équation intégrale Volterra
(2.25) est faiblement singuliere, alors a une solution unique r € C[0, 1] conforme au lemme

22 et2.3]. ]
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2.3 Existence et unicité

(voir[I5])Tout d’abord, la solution du probléeme inverse 2.I)(2.5) est unique. Supposons
qu'il y ait deux paires de solutions (r, u) et (a, v) du probléme inverse puis de la forme
de la solution (2.21) et (2.25) nous avons

o0

u(e ) = v(m ) = 3 [eanlt — 7, N fu(1)[F(7) — a(r)dr] sin (2”; 1> (2.26)

n=0
n#ng

et
:/0 Qt,7)[r(r) —a(r)]dr (2.27)

puis les rendements » = a. Apres insertion on a u = v Jusqu'ici, nous avons prouvé
la caractere unique de la solution du probleme inverse car la solution u(z,t) est formelle-
ment donné par la dérie frome (2.21), nous devons montrer que la série correspondant a
u(w,t), Up(, 1), Ugg (, ) et “Dy u(z, ) représentent des fonctions continues. Sous les hypotheses
(Al) — (A3) et lemme pour tout (z,t) € Dy la série correspondant a u(z,t) est délimitée
ci-dessus par série

- 1
S [l 3 e 0 s 110 2.28)
n#ng

la série de majorisation (2.2T) est convergente en utilisant le lemme [2.5 et 2.6, Cela implique
que, par le Weierstrass M-test, la série (2.21)) est uniformément convergente dans le D et donc
que la solution u(z,t) est continue dans Dy . La série de majorisation pour x-dérivée partielle
est

Z ool Vs <= e (0] e 1,00 2.29)

n;éno

Pour la seconde dérivée partielle par rapport a x

te[0,T]

5 [Ieala + s (0] e 110 230)

n=0

n#ng
On peut facilement voir que les séries (2.29)-(2.30)sont convergentes en utilisant le lemme
et2.6], Inégalité de Schwarz. C’est pour quoi, par le test de Weierstrass, la série obtenue pour
les dérivées x-partiales et la seconde dérivée partielle par rapport a = est uniformément conver-
gente dans Dy. Donc leurs sommes u,(z, t) et u,,(z,t) sont continu en Dr. Il reste maintenant a
montrer que la dérivée fractionnaire de u(z,t) représente une fonction continue sur Dr. Nous
montrerons que pour tout e > 0 et t € [¢, T les séries suivantes

[e.o]

> (DG Bue)]sin ()

n=0
n#ng
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ce qui correspond a la dérivée fractionnaire de la fonction u(z, t) est uniformément convergent.
Avant de rappeler le lemme 2.1|, Nous voyons maintenant que I’équation (2.20) donne

CD3+BH(75) = —)\ncpoea(t, /\n> - /\n/o ea,a(t - T, /\n>r<7>fn(7)d7 + T(t)fn(t)'

Nous avons les estimations suivante

1“Di Bi(t)] < |wo] Aneal€, A\n) + 2 max r(t) max f,(t)

te[0,7 te[0,T
et on obtient une série majorant comme suit
o0
; [|%00| )\ne_%ea + ZtQ&}Tc] |7 (t)] trerﬁ%c] fn()
n#no

par conséquent “Dj, u(x, t) est uniformément convergent dans Dry.

24 Dépendance continu de la solution par rapport aux don-
nées

Théoreme 2.3. Soit  est la classe de triples sous la forme de & = { f, ¢, E'} qui vérifient les hypotheses
(A1) — (A3) du théoreme[2.2]et

/01 f(z, t)dx

pour certaines constantes positives N;,© = 0,1, 2, 3.
Alors la paire de solution (r,w) du probleme inverse (2.1)-(2.5) dépend en permanence des données 3.

0 < Ny < min

+[0,T] ) Hf||c4,0(D‘T) < M, H90HC4[0,1] < Ng, HEHCI[O,T} < N,

Démonstration. Soit ® = {f, o, E} et ® = { f, 0 F } € $§ étre deux ensembles de données.

Nous notons ||| = [|fllgaos,) + l¢lloapy + 1Bl - )
Soit (r,u) et (7,u) est les solution des problemes (2.1)-(2.5) correspondant aux données ¢ et
respectivement
Selon (2.25) nous avons
t
r(t) = p(t) + / Q(t,7)r(T)dr (2.31)
0
et
t ~
() =50 + | Qe.(r)dr 2.32)
0

Premierement a partir des équations (2.22)-(2.24) et en utilisant E(t) € C*[0,T], lemme[1.3], il
est facile de calculer que
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“Dgs F(t)| < Nuy  |“Dgi E(t)| < Ns (2.33)
ou
TO[

Ny =caNoM, Ny = ——
4 CqiV2 ) 5 Oér(l—Oé)

Ns.

Laissez nous estimer la différence » — 7.

Formulaire (2.31) et (2.32) nous obtenons

r(t) — r(t) = p(t) — p(t) —l—/o [Q(t,T) — Q(t, 7')] r(r)dr + /0 Q(t, 7)[r(r) = 7(7)]dr.  (2.34)

Soiter = [[p = Dllcor + Taa 2l ‘f f‘ 040(15 ) Il o, -
’ T

Puis dénoter R(t) = (r(t) — 7 (¢ )), equatlon implique

R(t) < e + %/g (t —7)* 'R(7)dr

ol € = Mulict

que

Alors, une inégalité de Gronwall faiblement singuliere, le lemme , implique

R(t) S ElEa(Egta), t e [O, T]
Enfin en utilisant (2.34) on obtient il résulte de (2.25) que

( T N1M04

lp — p”c ([0,77) +||T’|C[OT] aF( Hf f’

) (2.35)
04 O

Ir — f”c([o,T])

ol €3 = E,(eT). Aussi on peut estimer que

2 = Dllegory < M oy T M2 0 = Pllosoy + Ms HE E‘ o) (2.36)
ou M N4]$2N57 M2 = 64%2]\[17 M3 = %]]\\/{é
En utilisant l’megahte (2.36) de(2.35) on obtient
[r THC(OT] <Hf f‘C40DT)+||SO 90”04[01 +HE E‘ o OT]) :M4H‘I>—‘1>H
o T NiMc4
«a Mec
M4 = maxr (E‘g,MQ, €3M1 —|‘ €3 HTHC([O,T]) ar—@Tg>

Cela montre que r dépend continuellement des données d’entrée, a partir de (2.20), une estima-
tion similaire est également obtenue pour la différence v — & comme

lu—llop,y < Ms Hfb - @H . Ceci complete la preuve du théoreme O
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CHAPITRE 3

ETUDE NUMERIQUE

@ ans ce chapitre, nous avons présenté un schéma aux différences finis implicite pour déter-
miner numériquement la solution u (x,t) du probleme direct. Nous avons montré que cet
schéma est stable et convergent. Ensuite, nous avons proposé un algorithme d’inversion pour
la coefficient r (¢) du probleme inverse (I)-{@). Des exemples numériques sont illustrés pour
valider cet algorithme d’inversion.

35
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3.1 Approximation numérique

Soient n,m € N. Ondéfinit t; = jk, j =0,1,...,n, x; =ih, i =0,1,...,m, ou k =
L et h =L sontle pas d’espace et le pas temps respectivement. Soit u] 1’approximation

n

numérique de u(z;,t;) , f/T' 'approximation numérique de f(z;,¢;) et r/*! 'approximation
numérique de r(¢;) .

1. La discrétisation de la dérivée premiere dans la direction x est donnée par :

ou uj-i-l ]+1

5y (T tin) = =t O(h), (3.1)

2. La discrétisation de la dérivée seconde ordre dans la direction = est donnée par :

92u ug+1 ) j+1+u]+1
@(xiatj-&-l): = 12 O(hZ)a (3.2)

3. La discrétisation de les conditions initiales et aux limites sont données par :
— Pour la condition initiale :

u(r;,0) = p(x;) = uf = ¢ (3.3)
— Pour les conditions aux limites :

u(zo,tiy1) = 0= ult' =0

3.4
Up (T tj1) = 0 = wH =l 3.4)

4. La discrétisation de la dérive de Caputo pour 0 < a < 1 est définie par le lemme suivant

Lemme 3.1. Une approximation discréte de la dérivée fractionnaire (1.5) peut étre obtenue par
une formule simple :

gju (Tistjp) = Zbk [ z K f_k/} ) (3.5)

ou
bk/ — [(k/ + 1)1—a _ k/l—a]

Démonstration. D’apres 1’équation de la dérivée fractionnaire de Caputo (1.5), ona:

0%u 1 /tj+1 ou(x;, s) " ds
0

— . t' =
ot (i, ti41) 'l —a) ds (tjs1 — 8)™
B 1 ! /t"“ ou(z;, s) " ds
F(l — C\{) Y7 0s (t]’+1 - S)a
d’autre part
8u(xi’t) _ w(i, tyer) — u(w;, ty) O,

ot k
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et

try1 —(t., 4 — g)—otl try1
/ (tj41 — ) %ds = { (1 = ) ]
t _Oé + 1 t]

(1—a) [(tja1 = )% = (1 — trs2) 7]

=[G+ = Dk = TR (4 Dk~ (T DR

=[G )R = )]

(1-a)
ki« , 1 . 1
= (1—0&) [(]+1_J) _a_(.]_‘]) _a}
alors, on obtient
0% ke T Ty, t —u(z;,t , o Y
S @i tja) = ot > [ ( "“)k [@ts)| [(G+1— ) = (G — )]
J=0
+ O(k),
et d’apres Propriétés (1.1)), on a
(1-—a)(1—-a)=T(2-a);
donc,
0% e I T, t —u(x;,t , o Y
%(ﬁ,tﬂ_l):mz { ( J+1)k ( J>:|X[(]+1—J)1 —(j—J)l }—FOU{J),
J=0
on pose
F=j—J—J=j-F

J=0=Fk=j

J=j=kK=0
D’ou '

0% e IS Tu(ag, t —u(z;,t
%(mﬁt]’-‘rl) - F(2 — Oé) Z |: ( J+1)k’ ( J) X bk/ + O(k)v

J=0

ou

bk/ — (k/ + 1)17& _ k/lfa'

5. La discétisation de r(t) donnée par :

I’équation (2.25) devient

r(t;) = plt;) + / QU Tyr(r)dr
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d’aprés la méthode de Trapeze, on obtient

Il b

r(ty) = p(t;) + ) Q(t;, T)r(r)dr

alors .
r(t;) = p(t;) + g ZQ(% Tir )7 (Tig1) + Qt, 7)r(73)dT
i=0
donc
j—1
rlts) = plts) + S Qe () + B Y QU myr(r) 36
i—1
Sij—0
r(to) = r(a) = p(to)
= r(a) = p(a)
= r(0) = p(0)
on notons
ry=r(t;), pj=pt;) et Qs = Q(t; )
Alors de devient

k k —
rj =pj+ 5@0r0 + 5Q4m; + kY Qi

i=1
donc on a, en général

J—1

k k
(1- §ij)7"j =p;+ 5@;‘07”0 + kZQjﬂ’i (3.7)
=1

Cette discritisation nous a fournée alors un sysléme d’équations algebriques linéaires, de
la forme AX = b ou A est une matrice de la forme

1 0 ... 0
—ngo 1 —ngu . 0
A 2:Q12 5 (22 1—5Q2n ... 0
: 0
—EQu . 0 1-%Q,,

our = (ro,r,...,7n) €tp=(pPo,P1,---,0n)

S’agissant dela solbilité du systéme (3.7), un r"ole essentiel revient au déterminant de la
matrice A.

Cette matrice, elle a pour déterminant

det(A) = (1 — SQH) <1 - §Q22> (1 - ng)
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parceque la matrice A est trianguliére inferieur.
Soit M = max |@Q |, il en résulte évidement
1<j<n ' Y

det(A) > (1 - gM)n - (1 - b;naM)n

b—a

(1) o

le second membre de cette inégalité est non nul pour tout h suffisamment petit, il en croit
avec la diminution de A, ainsi (1 — £M/) et pour k deux fois moindre

2 2
1—EM —1—EM+]€M2
2 2 16

Lorsque k — 0, le second membre de (3.8) tend vers exp(—(b — a)X).
Algebriquement dit, le déterminant du systeme (3.7)) est non nul et ne tend pas vers 0 avec
k ce qui prouve justement 1’absence des valeurs de I’équation de Volterra.

3.1.1 Schéma des différences finies

Un schéma implicite peut étre donné par suite :

En utilisant (3.2) (3.5) et (3.7), 'équation de probleme (2.1) devient

/ I S, Y L T b
by [ud 1 Ko g Uiy — 20 + Ui pi+L el
“ B h? v

ce que implique que

’ - 10 aF 2— . . .
Zb ¥ g ] = K22 oty g 1 ker(2 - )t

K] h?
) kT'(2 — « . . A~
Pouri=1,2,... M—-1,;=0,1,2,...,N—1.Soitg = Ql’é uation ci dessus peut étre
72 q p
reécrite comme suivant
—q(ulf] — 2" 4 ulf)) = Z by [ T ug"“} +EOT(2 — o)/ 7
k=1
. . . ] . / . ’ . .
—q(ufj:ll — Tt = —d T 4 — Z b [ufrl_k — uf_k} + kOT(2 — )i+t T
k=1
_qugill + (14 2¢)u j+1 querll _ u _ Z by [ JH1-K k’} +ET(2 — oz)?”jﬂ fin.
k=1

Par conséquent
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1. Pourj =0
—qu}+1 + (1 +2q)u; — qu;_ | = ul + k°T(2 — a)r' f}

De (3.3) on obtient
—qui + (14 20)u; = quiy = @i + E°TQ2 = a)r! f
Dong, le schéma des différences finies implicite pour j = 0 est donnée par
—qui + (14 20)u; = quiy = @i + E°TQ2 = a)r! f (3.9)

2. Pour j>0

—qully + (1 +2q)ul™ — qul’}

= — Zb [ JH-H uffk/] + kOT(2 — )it 741
k=1

= u — E bk/+1uji E bk/u —|— kaF(Z — Oé)?“j+1fg+1
k'=1
-1

.

[ bk/ — bk/+1] u + U + blu - bZUJ = bluz_l - b]u? + kar<2 - Oé)Tj-H fij+1

<.
|
L

[ bk/ — bk/+1] (1 + bl)u + ( b2ug_1 - blug_l)l_bju? + ]{;O‘F(Q - a)rj—H fij+1

k'=0

X
I
—_

-1

.

(b — bl ™+ (14 by)ud — bjul + kOT(2 — )™t fIT,

/

x>
Il
—

Dong, le schéma des différences finies implicite pour j > 0 est donnée par

—qul + (1 +2q)ul™ — qult] = Z Croul ™ 4+ (1 4+ b))ul — bjul + k°T(2 — )it 71

(3.10)

Ck/ = —bk/ — bk/+1.

3.1.2 Systéme matricielle

On observe qu’on obtient (m — 1) équations servant a déterminer les (m — 1)
inconnues(uy, ug, . .., Un—1) . On dit usuellement qu’on a discrétisé le probleme par une mé-
thode dedifférences finies utilisant le schéma implicite. On note que la connaissance des condi-
tions aubord u et u,,_; est nécessaires a la résolution du systeme, puisqu’elles apparaissent

dans (3.9),(3.10)lorsque i =1,...,m — 1
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1. Pourj =0
De (3.9),0n a

— Pour:=1
—qui + (1 + 2q)u; — qu(l) = + kT (2 — a)r' fl.

— Pouri =2
—quzt+ (14+2q)uy —qui = @2 +kT(2—0a) r'f,.

— Pouri=m—1

_quyln + (1 + 2Q)U71n—1 - qu}n—2 = Pm—1+ kaF(Q - 04)7"1 fv%@—l’

En utilisant (3.3) et (3.4), nous obtenons
— Pouri=1
—quy + (14 2)u; — qug = o1 + k°T(2 — a)r' f1.

— Pouri =2
—quit (1+2q)ud —qui = @2 +k°T(2—a) r'f;.

— Pouri=m—1

_qu71n—2 +(1+ Q)uin—1 = Qm-1 +kT(2 - 04)7”1 fﬁz—r

2. Pour j > 0 De méme maniere de cas (j = 0). Donc, pouri = 1,2, 3, ..., m, 'équations (3.9)
et (3.10) peuvent étre écrits comme suite :

BU' =U° + k°T'(2 — a)rt f1,

BU* = (14 0,)U7 — b;U° + CoU' + ... + C;U" + k°T(2 — a)ri*t /1 (3.11)
Ud=¢p
ou
1+2¢ —q O
—q 1+2¢g —q
—q 142
B = q . q Y
g
O —q l4gq
'
Uy 5
ul = : et f/ =
uin—l rjn—1
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Remarque 3.1. La matrice B est définie positive

Démonstration. Pour montrer que la matrice B est définie positive, il suffit de montrer que

u'Bu >0, Yu#0.

on a
1+2q —¢q O
—q¢ 1+2¢ —q “
142 2
—q + 2q
W'Bu=(w uz ... ... Up_1) .
- - 4 Um—1
O —q 1+¢
m—3

[(1+2) (w:)* = 2quiry + (1+2) (wis1)*] + [(1 4 29) (Um-—2)* = 2qum—ottym—1 + (1 + q) (tn-1)?]

[ B 2

i

I
3
|

7

q q 3q q
+ (\/;Umg — \/;uml) +(1+ ?)u?n_z(l + §)u72n_1]
> 0,
dong, pour tout u # 0 : u” Bu > 0 O

3.1.3 Stabilité et convergence du schéma implicite
Lemme 3.2. (voir[11]) Pour j =1,2,....n— 1,0na
J
> optby=1, (3.12)
kl
oitcp (k' =1,2,...,7) est définiepar (3.9) et b;j(j =1,2...,n—1) est donné par(3.5).
Proposition 3.1. (voir[111[12]) La matrice B est définie positive on a

1< p(B) <2|all, -1, (3.13)
! <p(BH<1 (3.14)
— p .
2jall —1
oit ||al, = | Jpax {aii}-
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Théoreéme 3.1. ([12l]) Le schéma de différence finie implicite défini par (3.11)) est inconditionnellement
stable.

Démonstration. Soit ¢ une conditions initiale perturbée a laquelle on associe une nouvelle solu-
tion U’ et a l'aide de systeme de différence linéaire (3.11) nous avons

BU' = U° 4+ k°T'(2 — a)r! f, (3.15)
BU = (14 0)U7 — b;U° 4 coU* 4 ... + ¢;U" + k°T(2 — a)rit f/1 '
et soit B/ = Ui — UY désigne l'erreur de solution pour l'itération d’étape j, et j = 0,1,...,n — 1.
En utilisant (3.11)) et (3.15), on obtient
BE'=E°, E=¢—
Y roY ) 1 (3.16)
BEI* = (14 b1)E? —b;E° 4+ oE' + ... + ¢;E.
pour montrer que ||[E/T|| < ||E°||, pourj =0,1,...,n — 1, on utilisent la récurrence
- S5ij=0, par (3.16) on a
BE' = E",
on multiplient par B! on obtient
El — B—lEO

d’ou
12, = 1B7E| .,
d’apres les propriétés de la norme matricielle on obtient
12 < 1B7 M2, -
d’autre par, de théoreme nous avons
p(B) < Bl

alors,
B, < (B,

et en utilisant Proposition 3.1|on trouve
187l < p(B™) <1,
d’otu
1537 <2

par conséquent
124 = 11E°]l

supposons qu’il existe

HE’“,H < HEOHOO,pour =2 .7,
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— d’apres (3.16) on a
BEt = (1+b)E; —bjE° + coE' + ... + ;B!

alors
Ej+1 = Bil ((1 + bl)EJ — bJEO + C()El 4+ ...+ CjEl)
d’ou ‘
| B = |1B7 (L +b1)E; = bE° + qE' + ... + ¢, EY) ||

grace a les propriétés de la norme matricielle

oo’

0 < (1 | 10 00 -0 e
<1

en utilisant ’hypothese précédente on trouve

J
B < (Z +b]-) 1]

k=1
et d’apres Lemme 3.2/ on obtient
1B e < 112°]e

donc,

27 < | pour =01, n = 317

Ce qui signifie que le schéma de différence implicite (3.11)) est stable.
O

Théoréme 3.2. ([12l]) La solution de différence du systeme linéaire (3.11)) est convergente a la solution
exacte du probleme 2.1), (2.2)-(2.3) lorsque h, k — 0 pour le domaine de temps fini.

Démonstration. Soit eg = u(z;, t;) — uf(z =1,2,...m—1,5 = 1,2,...,n — 1), olu(x;, ;) est la
solution exacte du probleme 2.1), 2.2)-(2:3) a point de maillage u(z;,;), et u] est la solution
de schéma de différence aussi a u(z;,t;). Ou e/ = (e],€},...,e). ;)T on remarque que
e? = u(x;,0) — ¢; = 0, donc, ¢ = 0. Nous avons u) = u(z;,t;) — ¢! en le remplagant et
donc,

— Pourj =0

—q [u(ipr, ) — ey ] + (1+29) [ulwi, tr) — e;] — q [u(zia, tr) — e ] = ula, to) — €]
+ k°T(2 — a)r} f1,

donc
—qeipy + (14 29)e; — gej_y = —q fuzi, tr) = 2u(zi, ty) + u(ws, )]+ u(w;, th) — uf
— k°T(2 — a)r f!
— R!
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— Pourj >0
— q [u(@it1, tj) — €Z+J (14 2q) [u(wi, tj41) — efﬂ] —q [u(wioy, tj1) — el 1] = (1+4+b1)x

oot )+ 3 o [t toe) — 7]

k'=1
Alors
j—1 j—1
—qelli + (14290l = qel'y = (L4 b)el + > cwgael ¥ =D cwpaula, tiow) + ulzi, ti)
k'=1 k=1

— q[u(@ivr, ti1) — 2u(@i, tn) + w(@ion, tia)] + w(@is tia) — (L + bo)ulzi, ;) + bju(wi, o)
— k°T(2 — a)r; f}

j—1
= (1+b)e] + ) el ™" + R,

k'=1

Soit R/ = (R}, R}, ..., R} )T une erreur de troncature dans I'approximation des solutions pour
. . ; )

j=1,2,...,n,onae} " =0etelf! = ¢t! eten utilisant le systeme de différence linéaire (3.11)),

nous avons

B 1 _ 1
e =R, , | (3.18)
B€]+1 = (1 + bl)ej — bjel + 0061 + ..+ Cjel + RJ—H-

7j—1

Rg+1 = — Z Ck/_,_lu(ZL’i, tj—k’) —q [u(l’i+1, tj+1> - QU(ZL’Z, tj—i-l) + UJ(Ii—lv tj-H)] + u<xi7 tj“’l)
k'=1

= (- bulai )+ byulaisto) — K2 - a)rf LT

—Z = bir)up T A (L b)u(z )

k'=1

J/

-~

I
"—bjU(iL'i, to —q [U(.’L'Z;H? tj+1) — QU(.ZEZ, tj+1) + U(.’L’ifl, t]’+1>] — kaF(Q — @)Tj+1fj+l .

J/

-

Iz
on a

7—1
[1 + IQ = — ij+1u Z b UJ K 1 + bl) ($i,tj) -+ bjU(l'i,tU)
0 k'=1

Sty [l =l = Zb (s 1) — (i, )

Donc

, ET(2 — «
R = Z bj [u(@s, tjp1-w) — wlwi, )] — % [u(@ir1, 1) = 2ul@s, tjs1) + wl(@io1, tja)]

. k,ar( _ Ck)T']—Hfij—H
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De (3.2) nous avons

% 7t‘ -2 i)t' ’i*?t‘ 82
u(@ip1, b)) = 2u(@is b)) +u(io tin) u(xi’tj+1)+0(h2)

h? T Ou2
et '
b . 0%u )
kT (2 — a) k/gzzobk/ [w(wi, tj1—p) — (@i, tip)] = %(mi’t]’—i—l) +O(k?)
par conséquent
BRI = kT2 = a) [%(%tﬂl) - 8_1; — I O(R?) + O(K?)

De I’équation de diffusion fractionnare , on obtient
R = k°T(2 — 2)O(h? + k?),
ce qui implique que il existe une constante M > 0 telle que
“Rj+1||oo < MET(2 = a),pourj =0,1,...,n—1,

par récurrence, on peut démontrer 1'inégalité suivante
: 1
e, < —MET(2 = a), (3.19)
J

ou M > 0 représente une constante positive arbitraire et b; est donné par (3.5)

— Pour j =0, d’apres (3.18) on a

¢! = BIRY,
alors,
1B, = 11B7 Rl
<1187l 18l
<17
et d’apres (3.19)

HelHOO < ME*(R* + k%),

on pose que

k;/

ME“(R2+ k%), K =1,2,...,j (3.20)

<

00 k' —1

— d’apres(3.18)

i1 1y i1 i1 i+1
=B e + e+ e+ R,

alors
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e = 1B ere + e 4 e ™+ R

<||B7H| [Jere’ + e’ . 4 T4 RITY|

1 ‘ ‘ |
< g€ o+ byez €7 |+ B [l + 1 RHL)
J

de (3.5) nous avons b; < 1, et d’apres (3.19)-(3.20) on obtient

kl

e < 5 (Z w) M+ 1),
J

i=1

et en utilisant lemme[3.2 en trouve

] < oAk (n 4 82), (3.21)
J

D’autre part,

:‘llin -

—+o00 —a

! ]{(1—1—1 —1}
1

= lim

1

S l-a

«

#o
onat; = jk = k* = -~ dong, par (3.2I) on obtient
ja

HWﬂm<£%mﬁ+H)
J

(e
2

etnous avons - < ?—5, alors, pour j suffisannent grand on peut déduire que

M
T (h* + k?),

el < 2

ce qui implique que I'affirmation du théoreme est valide
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3.2 Algorithme

Algorithme de Thomas
Initialisation :
m,mn, o
h=1/m
k=1/n

_ kOT(2—a)
=
Pour:i=1:m—2

bm—1:1+q
Pouri=1:m—2

Triangularisation :
d=ug+ kT2 — a)r' f1
Pour i = Cl

¢ = .
A N
Pour: =1

Résolution :

U1 =y,
Pouri=m—2:-1:1
U; = d; - C;ui—&—l
Pourj=1:n-1

c (uj_uj)
DE(tj) +

Lf(L,t5) + £(0,5)]

r (tj) =%
. 2

écrire

stop

3.3 Application numérique

Dans cette section, nous avons implémente notre schéma de différence sur un exemple qui
supporte I’analyse théorique

1
Dans l'équation (2.I), soient @ = bY le terme source r(t) = €' et f(x,t) =
?(1 — x)°T(21)
re2l—a)
0
2%(1 — z)?, les condition aux limites (2.3) u(0,t) = a—u(l, t) = 0 et la solution exacte de probleme
T

(t2072) — (1222 — 122 + 2) (t** + 1)| e7* , la condition initiale 2.2) ¢(z) =
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3.3. APPLICATION NUMERIQUE
7)%(t* 4 1). En utilisant Matlab,nous avons représenté la solution nu-

inverse u(z,t) = 2*(1 —
mérique, la solution exacte et le terme source r(¢) du probleme inverce, avec (m = 100, n = 100)

#  zolution apprache

solution exacte

0.ov

0.06

0.05

0.04

uix b

0.03

0.0z

0.o1

FIGURE 3.1 - la solution exacte et la solution approche de u(x,t)

Probleme inverse de terme source pour une équation de diffusion fractionnaire
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3.3. APPLICATION NUMERIQUE

solution exacte
= solution approché

)

3
2.5 ==

|

3]
0

0.8 0.9 1

(.7

0.6

0.4 (0.5

5

+
wfl

0.2 0

0.1

0

FIGURE 3.2 - la solution exacte et la solution approche de r(t)

Probleme inverse de terme source pour une équation de diffusion fractionnaire
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons étudié un probléme inverse de source terme pour déterminer
numériquement un coefficient dépendant de temps dans une équation de diffusion fraction-
naire temporelle de Caputo en dimension un avec conditions aux limites de Dirichlet-Neumann
homogénes et une condition supplémentaire de tye intégrale. Ce mémoire se déroule en deux
étapes :

Etude théorique : nous avons démontré un résultat d’existence et d’unicité de la solution du
probleme inverse de terme source (I)-(4) en utilisant la méthode de Fourier et les équa-
tions intégrales de type Volterra, ainsi que un résultat de la dépendance continue de la
solution par rapport aux données.

Etude numérique : nous avons présenté un schéma aux différences finis implicite pour déter-
miner numériquement la solution u (z,t) du probléme direct (I)-(3). Nous avons montré
que cet schéma est stable et converge. Ensuite, nous avons proposé un algorithme d’inver-
sion pour la coefficient r (¢t) du probleme inverse (I)-({). Des exemples numériques sont
illustrés pour valider cet algorithme d’inversion.

Comme perspectives, nous avons le probleme ouvert suivant :

1= Analyse mathématique et numérique d’un probleme inverse de terme source pour une
équation de diffusion-onde fractionnaire avec condition de type intégrale suivant :

DY (2,t) = Uy (2,8) +7 (1) f(2,8), O0<a<1,0<t<T,

u(r,0) = ¢ (@), u(x,0)=1v (), 0<z<1,
ug (0,t) = uy, (1,t) = 0, 0<t<T,
[ u(z,t)de = E(t), 0<t<T.

ot “Dfu (z,t) est la dérivée de Caputo d’ordre 1 < o < 2 définie par :

1 ¢ _a O%u(z, )
Cpo - - / — ) s,
rule?) re-a)l, (t=s) 0s? ds
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@ ans ce mémoire, nous avons étudié un probléeme inverse pour déterminer un coefficient de terme
source dépend de temps dans une équation de diffusion fractionnaire avec des conditions aux li-
mites mixtes homogenes et une condition de type intégrale. Nous avons démontré I’existence et 1'unicité
de la solution, ainsi que la dépendance continue par rapport aux données, en utilisant la méthode de
Fourier et ’équation intégrale de Volterra. Ensuite, nous avons proposé un algorithme d’inversion basé
sur un schéma implicite pour résoudre numériquement ce probleme inverse. Finalement, nous avons
présenté des exemples numériques pour valider cet algorithme.

Mots-Clés : Probléme inverse, Méthode de Fourier, Equation de diffusion fractionnaire, Equation
intégrale de Volterra, Schéma implicite.

U n this memoir, we studied an inverse problem to determine a time dependent source term coefficient

in a fractional diffusion equation with homogeneous mixed boundary conditions and an integral type
condition. We have demonstrated the existence and uniqueness of the solution, as well as the continuous
dependence on the data, using the Fourier method and the integral Volterra equation. Then, we proposed
an inversion algorithm based on an implicit scheme to solve numerically this inverse problem. Finally,
we presented numerical examples to validate this algorithm.

Keywords : Inverse problem, Fourier method, Fractional diffusion equation, Integral equation of
Volterra, Implicit scheme.
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