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Résumé

D ans ce mémoire, nous avons étudié un problème inverse pour déterminer un coefficient de terme
source dépend de temps dans une équation de diffusion fractionnaire avec des conditions aux li-

mites mixtes homogènes et une condition de type intégrale. Nous avons démontré l’existence et l’unicité
de la solution, ainsi que la dépendance continue par rapport aux données, en utilisant la méthode de
Fourier et l’équation intégrale de Volterra. Ensuite, nous avons proposé un algorithme d’inversion basé
sur un schéma implicite pour résoudre numériquement ce problème inverse. Finalement, nous avons
présenté des exemples numériques pour valider cet algorithme.

Mots-Clés : Problème inverse, Méthode de Fourier, Équation de diffusion fractionnaire, Équation
intégrale de Volterra, Schéma implicite.

I n this memoir, we studied an inverse problem to determine a time dependent source term coefficient
in a fractional diffusion equation with homogeneous mixed boundary conditions and an integral type

condition. We have demonstrated the existence and uniqueness of the solution, as well as the continuous
dependence on the data, using the Fourier method and the integral Volterra equation. Then, we proposed
an inversion algorithm based on an implicit scheme to solve numerically this inverse problem. Finally,
we presented numerical examples to validate this algorithm.

Keywords : Inverse problem, Fourier method, Fractional diffusion equation, Integral equation of
Volterra, Implicit scheme.
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Introduction générale

L
es phénomènes de diffusion anormale (sous-diffusion et super-diffusion) présentent de
nombreux aspects différents des processus de diffusion classiques. Les équations de
diffusion fractionnaire en temps sont couramment utilisées pour décrire un tel proces-

sus de diffusion anormal. Ce type d’équations est obtenu en remplaçant la dérivée temporelle
première par une dérivée fractionnaire dans le temps. Les problèmes directs posés par les équa-
tions de diffusion fractionnaire, telles que les problèmes de valeurs initiales ou aux limites, ont
été étudiés de manière approfondie dans [28, 20, 22, 27]. Contrairement au problème direct,
l’analyse mathématique du problème inverse pour l’équation de diffusion fractionnaire n’est
pas étudiée de manière satisfaisante. Les premiers résultats mathématiques du problème in-
verse de la recherche du coefficient de diffusion pour une équation de diffusion fractionnaire
sont obtenus dans [4]. Dans cet article, le théorème de l’unicité est prouvé en utilisant un déve-
loppement en termes de fonctions propres du problème de Sturm-Liouville adapté à la théorie
de Gelfand-Levitan. Un résultat similaire de développement en fonctions propres et la trans-
formation de Laplace est utilisé dans la détermination du terme source dépendant de l’espace
dans une équation de diffusion fractionnaire dans [32]. Les articles [18] and [30] étudient les
problèmes inverses liés à la détermination de termes sources dépendants de l’espace et du
temps, respectivement, dans l’équation de diffusion fractionnaire dans le temps en utilisant le
développement en fonctions propres du problème spectral non auto-adjoint par la méthode de
Fourier.

Dans ce mémoire, nous avons considéré l’équation de diffusion fractionnaire suivant :

CDαt u (x, t) = uxx (x, t) + r (t) f (x, t) , (x, t) ∈ DT , (1)

avec la condition initiale

u (x, 0) = ϕ (x) , 0 ≤ x ≤ 1, (2)

et les conditions aux limites mixtes homogènes

u (0, t) = ux (1, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T, (3)

où CDαt désigne la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre 0 < α < 1 définie par :

CDαt u (x, t) =
1

Γ (1− α)

∫ t

0

(t− s)−α ∂u (x, s)

∂s
ds, (4)

ϕ (x) et f (x, t) sont des fonctions données, DT = {(x, t) : 0 < x < 1, 0 < t ≤ T}.
Si la fonction r (t) est connue, le problème de la recherche de u (x, t) à partir de (1)-(3) est

appelé le problème direct. Cependant, le problème ici est que le coefficient de source r (t) est

vi



inconnu, ce qui doit être déterminé par la condition énergétique (intégrale). où E (t) est une
fonction donnée. Ce problème s’appelle le problème inverse de terme source.

∫ 1

0

u (x, t) dx = E (t) , 0 ≤ t ≤ T, (5)

Ce problème inverse (1)-(5) peut être modélise la température de chauffage par micro-ondes
utilisé dans diverses applications industrielles. L’énergie externe est fournie à une cible à un
niveau contrôlé par le équipement générant des micro-ondes. Cependant, la constante diélec-
trique du matériau cible varie dans le temps et dans l’espace, ce qui entraîne une conversion
spatialement hétérogène de l’énergie électromagnétique en chaleur. Ceci peut correspondre au
terme source r(t)f(x, t) en (1), où r(t) est proportionnel à la puissance de la source d’énergie
externe et f(x, t) est taux de conversion local de l’énergie des micro-ondes. Si u(x, t) indique
la concentration d’énergie absorbée dans cet exemple, son intégrale sur tout le volume de ma-
tériau déterminant la dépendance temporelle de l’énergie absorbée. Le problème inverse de
terme source (1)-(5) pour un tel modèle donne une idée de la manière dont le contenu énergé-
tique total pourrait être contrôlé de manière externe.

La condition intégrale (5) est naturelle et peut être utilisée comme information supplémen-
taire dans la détermination du coefficient r (t) dans le terme source. En prenant le dérivé CDαt
dans la condition (5), l’intégration sur [0, 1] de l’équation (1) et les conditions aux limites (3), on
obtient :

r (t) =
CDαt E (t)− ux (0, t)∫ 1

0
f (x, t) dx

(6)

Le problème inverse de trouver r(t) dans l’équation de diffusion classique a déjà été étudié
dans [23, 13], en utilisant le développement en termes des fonctions propres d’un problème
spectral auxiliaire basé sur la méthode de Fourier, et pour l’équation de diffusion fractionnaire
au sens de Riemann-Liouville dans [16]. Notre objectif dans ce mémoire est de inspirer cette
méthode pour le cas d’une dérivée fractionnaire au sens de Caputo avec des conditions aux
limites mixtes homogènes.

Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la manière suivante : dans le premier cha-
pitre, nous rappelons quelques définitions de base concernant le calcul fractionnaire, les équa-
tions intégrales de Volterra, la transformation de Laplace et la fonction de Mittag-Leffler. De
plus, nous avons donné un rappel sur la méthode des différence finis et l’intégration numé-
rique.

Dans le deuxième chapitre, nous avons calculé la solution par la méthode de Fourier. En-
suite, l’existence et l’unicité de la solution du problème inverse (1)-(5) sont prouvées en utilisant
les équations intégrales de type Volterra, ainsi que la dépendance continue de la solution par
rapport aux données.

Dans le dernier chapitre, nous avons présenté un schéma aux différences finis implicite pour
déterminer numériquement la solution u (x, t) du problème direct. Nous avons montré que cet
schéma est stable et converge. Ensuite, nous avons proposé un algorithme d’inversion pour
la coefficient r (t) du problème inverse (1)-(5). Des exemples numériques sont illustrés pour
valider cet algorithme d’inversion.

On termine ce mémoire par une conclusion et quelques perspectives.
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CHAPITRE 1

RAPPEL SUR DES OUTILS MATHÉMATIQUES

D ans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions de base concernant le calcul frac-
tionnaire, les équations intégrales de Volterra, la transformation de Laplace et la fonction

de Mittag-Leffler. De plus, nous avons donné un rappel sur la méthode des différence finis et
l’intégration numérique.
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1.1. FONCTIONS SPÉCIALES 8

1.1 Fonctions Spéciales

1.1.1 Fonction Gamma

Définition 1.1. (voir[25]) On appelle fonction Gamma, la fonction définie par

Γ(α) =

∫ +∞

0

e−ttα−1dt où α ∈ C et Re(α) > 0.

Propriétés 1.1. Nous avons les propriétés suivantes
1. Γ(x+ 1) = xΓ(x).

2. Γ(1) = 1 et Γ(−m) = ±∞ pour tout m ∈ N.
3. Γ(0) =∞

4. Si n ∈ N, on a : Γ(n+ 1) = n! et Γ(n+
1

2
) =

(2n)!
√
π

4nn!
.

Exemple 1.1. Soit α =
1

2
pour calculer Γ(

1

2
) On utilise une changement de variable on pose que

t = x2 ⇒ dt = 2t
1
2dx, on obtient

Γ(
1

2
) =

∫ +∞

0

e−tt−
1
2dt

= 2

∫ +∞

0

e−x
2

dx

Pour calculer cette intégrale posons

A =

∫ +∞

0

e−x
2

dx

Prenons

A2 =

∫ +∞

0

e−y
2

dy

∫ +∞

0

e−x
2

dx

=

∫ +∞

0

∫ +∞

0

e−(x+y)2

dx

Le calcul est plus simple à réaliser qu’on effectue les coordonnées polaires

A2 =

∫ π
2

0

∫ ∞
0

re(−r2)drdθ

=
π

4

A =

√
π

2

alors

Γ

(
1

2

)
=
√
π.

KAKA A. Problème inverse de terme source pour une équation de diffusion fractionnaire



1.1. FONCTIONS SPÉCIALES 9

Lemme 1.1. la fonction Gamma est une fonction de classe C∞ sur R∗+, (resp. holomorphe sur le demi
plan x ∈ C, Re(x) > 0) et

∀k ∈ N∗,∀x ∈ R∗+(resp.x ∈ C, Re(x) > 0; Γk(x) =

∫ +∞

0

(ln t)ktx−1e−tdx.

Corollaire 1.1. La détermination de la fonction Gamma pour les valeur négatifs non entièrs par la
formule

Γ(x) =
Γ(x+ n)

x(x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ n− 1)
, 0 ≤ x+ n ≤ 1.

1.1.2 Fonction Bêta

Définition 1.2. (voir[25]) La fonction Bêta est un type d’intégrale d’Euler définie pour tout
complexes p et q par

B(p, q) =

∫ 1

0

tp−1(1− t)q−1dt, Re(p) > 0, Re(q) > 0.

Proposition 1.1. La relation entre la fonction Gamma et Bêta donnée par

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
, p, q ∈ C avec Re(p) > 0 et Re(q) > 0.

Démonstration. Soit, D =]0,+∞[×]0,+∞[ on a

Γ(p)Γ(q) =

(∫ +∞

0

e−xxp−1dx

)(∫ +∞

0

e−yyq−1dy

)
=

∫ +∞

0

∫ +∞

0

e−(x+y)xp−1yq−1dxdy.

En utilisant le changement de variable suivant{
y = u− x
x = ut

⇒

{
dy = du⇒ dxdy = dxdu

dx = udt

De même que le domaine D′ correspondante à D dans les cordonnées u, x est

D
′
= {(u, x)/u ≥ 0, 0 ≤ x ≤ 1}.

Alors,

Γ(p)Γ(q) =

∫ +∞

0

∫ 1

0

e−u(u− x)q−1dxdu

=

∫ +∞

0

e−u
(∫ 1

0

(tu)p−1(u− tu)q−1udt

)
du

=

∫ +∞

0

(∫ 1

0

tp−1up−1uq−1(1− t)q−1u

)
dt

=

∫ +∞

0

e−uup+q−1du

∫ 1

0

tp−1(1− t)q−1dt

= Γ(p+ q)B(p, q)

KAKA A. Problème inverse de terme source pour une équation de diffusion fractionnaire



1.2. INTÉGRALES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 10

Par conséquent, on a

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
.

Exemple 1.2. Calculons B(
1

2
,
1

2
)

B(
1

2
,
1

2
) =

Γ(
1

2
)Γ(

1

2
)

Γ(1)

=

√
π
√
π

1
= π

Propriétés 1.2. 1. B(p, q) = B(q, p), (symétrique).

2. B(p, 1) =
1

p
.

1.2 Intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Soient Ω = [a, b] avec (−∞ < a < b < +∞) un intervalle fini sur R et f ∈ L1([a, b]) fonction
intégrable sur Ω. Nous avons

I1
af(t) =

∫ t

a

f(x)dx.

La primitive seconde de f définit comme suite

I2
af(t) =

∫ t

a

(∫ u

a

f(x)dx

)
du,

Permutant l’ordre d’intégration, de plus d’après le théorème de Fubini, on obtient

I2
af(t) =

∫ t

a

(∫ t

x

du

)
f(x)dx,

I2
af(t) =

∫ t

a

(t− x)f(x)dx.

Le nieme itération l’opérateur I peut s’écrire

I(n)
a =

∫ t

a

dt1

∫ t

a

dt2 · · ·
∫ tn−1

a

f(tn)dtn =
1

(n− 1)!

∫ t

a

f(x)

(t− x)1−ndx.

Cette formule est appelée formule de Cauchy, et d’près la propriété de Gamma
Γ(n) = (n− 1)!, nous avons

I(n)
a =

∫ t

a

dt1

∫ t

a

dt2 · · ·
∫ tn−1

a

f(tn)dtn =
1

Γ(n)

∫ t

a

f(x)

(t− x)1−ndx.
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Définition 1.3. (voir[17][29]) Soient Ω = [a, b] avec (−∞ < a < b < +∞) un intervalle fini sur R
et f ∈ L1([a, b]) une fonction intégrable sur Ω. Les intégrales

I
(α)

a+ f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

f(x)

(t− x)1−αdx, t > a,Re(α) > 0. (1.1)

I
(α)

b− f(t) =
1

Γ(α)

∫ b

t

f(x)

(t− x)1−αdx, t < b,Re(α) > 0. (1.2)

sont appelés les intégrales fractionnaires à gauche (à droite) de Riemann-Louville d’ordre
α ∈ C (Re(α) > 0) respectivement.

Exemple 1.3. Soit f(x) = (t− a)β. On

I
(α)

a+ (t− a)β =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− x)α−1(t− a)βdx.

Avec le changement de variable x = a+ (t− a)z, nous avons
x = a⇔ z = 0,

x = t⇔ z = 1,

dx = (t− a)dz.

I
(α)

a+ (t− a)β =
1

Γ(α)

∫ 1

0

(t− a− (t− a)z)α−1(a+ (t− a)z − a)β(t− a)dz

=
1

Γ(α)

∫ 1

0

(t− a)α−1(1− z)α−1(t− a)βzβ(t− a)dz

=
1

Γ(α)

∫ 1

0

zp(1− z)α−1dz(t− a)α+p

=
(t− a)α+β

Γ(α)
B(β + 1, α)

=
(t− a)α+β

Γ(α)

Γ(β + 1)Γ(α)

Γ(β + α + 1)

=
Γ(β + 1)

Γ(β + α + 1)
(t− a)α+β

Si α = 1

I1
a+(t− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(β + 2)
(t− a)β+1

=
1

Γ(β + 1)
(t− a)β+1

Remarque 1.1. L’intégrale d’une fonction constante au sens Riemann-Liouville d’ordre
α > 0 est donnée par

Iαa+f(t) =
C

Γ(1 + α)
(t− a)α et Iαb−f(t) =

C

Γ(1 + α)
(b− t)α, f(t) = C ∈ C.
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Théorème 1.1. (voir[17]) Soit f ∈ C([a, b]) et α > 0. Les intégrales fractionnaires de Riemann-
Liouville (1.1) et (1.2) possède les propriétés suivantes

1. Iαa+

[
Iβa+f(t)

]
= Iα+β

a+ f(t).

2. Iαb−
[
Iβb−f(t)

]
= Iα+β

b− f(t).

Démonstration.

Iαa+I
β
a+f(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a

(t− x)α−1Iβ(f(x))dx,

=
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− x)α−1

(
1

Γ(β)

∫ x

a

(x− s)β−1f(s)ds

)
dx,

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

∫ x

a

(t− x)α−1(x− s)β−1f(s)dsdx,

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

f(s)ds

∫ t

s

(t− x)α−1(x− s)β−1dx,

Par le changement de variable{
x = s+ (t− s)τ
dx = (t− s)dτ

⇒

{
x = s⇒ τ = 0

x = t⇒ τ = 1

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

f(s)ds

∫ 1

0

(t− s− (t− s)τ)α−1((t− s)τ)β−1(t− s)dτ,

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

f(s)ds

∫ 1

0

(t− s)α−1(1− τ)α−1(t− s)β−1τβ−1(1− s)dτ,

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

f(s)ds

∫ 1

0

(t− s)α+β−1τβ−1(1− τ)α−1dτ,

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

f(s)(t− s)α+β−1ds

∫ 1

0

τβ−1(1− τ)α−1dτ

=
B(α, β)

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

(t− s)α+β−1f(s)ds,

=
1

Γ(α)Γ(β)

Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)

∫ t

a

(t− s)α+β−1f(s)ds,

=
1

Γ(α + β)

∫ t

a

(t− s)α+β−1f(s)ds,

= Iα+β
a+ f(t).

1.3 Dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.4. (voir[17, page 70]) Soit f ∈ L1([a, b]) une fonction intégrable sur [a, b]. Les
dérivées fractionnaires ou sens de Riemann-Liouville Dαa+f et Dαb−f d’ordre α ∈ C

KAKA A. Problème inverse de terme source pour une équation de diffusion fractionnaire
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(Re(α) > 0) sont définies par

Dαa+f(t) =

(
d

dt

)n
(In−αa+ f(t))

=
1

Γ(n− α)

(
d

dt

)n ∫ t

a

f(x)dx

(t− x)α−n+1
, n = [Re(α)] + 1; t > a. (1.3)

et

Dαb−f(t) =

(
−d
dt

)n
(In−αb− f(t))

=
1

Γ(n− α)

(
−d
dt

)n ∫ b

t

f(x)dx

(x− t)α−n+1
, n = [Re(α)] + 1; t < b. (1.4)

respectivement, où [Re(α)] est partie entière de Re(α).

Remarque 1.2. 1. pour α = 0, n = 1. on a D0
a+f(t) =

d

dt

(
I1
a+f
)

= f(t)

2. Toutes ces dérivées coïncident avec les dérivées usuelles pour les ordres entiers :

∀n ∈ N∗,


Dna+f(t) = Dn+f(t) =

dn

dtn
f(t)

Dnb−f(t) = Dn−f(t) = (−1)n
dn

dtn
f(t)

Propriétés 1.3. (voir[17, page 71]) Pour α ≥ 0, β > 0, on a

1.
(
Dαa+(t− a)β

)
(t) =

Γ(β)

Γ(β − α)
(t− a)β−α

2.
(
Dαb−(b− t)β

)
(t) =

Γ(β)

Γ(β − α)
(b− t)β−α

Démonstration. On calcul la dérivée fractionnaire d’ordre α de la fonction f = (t− a)β

Dαa (t− a)β =
dn

dtn
[
In−α(t− a)β

]
Dαa (t− a)β =

dn

dtn

[
Γ(β + 1)

Γ(n+ β − α + 1)
(t− a)n−α+β

]

Dérive n fois, on obtient

Dαa (t− a)β =
Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(t− a)β−α

Comme cas particulier α = 1

Da(t− a)β =
Γ(β + 1)

Γ(β)
(t− a)β−1

Da(t− a)β = β(t− a)β−1
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Remarques 1.1. Quelques remarques pour ces dérivées

1. Tout ces dérivées coïncident avec les dérivées usuelles pour les ordres entiers :

∀m ∈ N∗,

{
Dma+f(t) = f (m)(t),

Dmb−f(t) = (−1)mf (m)(t).

2. Si 0 < α < 1, alors n = [α] + 1 = 1.Donc, (1.3) et (1.4) devient :

Dαa+f(t) =
1

Γ(1− α)

d

dt

∫ t

a

f(t)dt

(t− x)α
, t > a

Dαb−f(t) =
1

Γ(1− α)

d

dt

∫ b

t

f(t)dt

(x− t)α
, t < b

3. Si β = 1, et 0 < Re(α) < 1, alors la dérivée au sens de Riemann-Liouville d’une fonction
en général n’est pas nulle :

Dαa+1 =
(t− a)−α

Γ(1− α)
et Dαb−1 =

(b− t)−α

Γ(1− α)

4. Pour tout j = 1, 2, . . . , [Re(α)] + 1 avec Re(α) ≥ 0, nous avons

Dαa+(t− a)α−j = Dαb−(b− t)α−j = 0.

1.4 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 1.5. (voir[17]) Soient α ∈ C avec n = [Re(α)] + 1 et f : [a, b] → C une fonction telle
que f (n) ∈ L1[a, b]. Les dérivées fractionnaires d’ordre α de f au sens de Caputo sont définies

cDαa+f(t) = In−αa+ f (n)(t) =
1

Γ(n− α)

∫ t

a

f (n)(t)dt

(t− x)α−n+1
, (1.5)

et

cDαb−f(t) = (−1)nIn−αb− f (n)(t) =
(−1)n

Γ(n− α)

∫ b

t

f (n)(t)dt

(x− t)α−n+1
, (1.6)

Proposition 1.2. Les relation entre les dérivées au sens de Caputo (1.5),(1.6) et les dérivées au sens de
Riemann-Liouville (1.3),(1.4) sont données par

cDαa+f(t) = Dαa+

[
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k

]
, (1.7)

et

cDαb−f(t) = Dαb−

[
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(b)

k!
(b− t)k

]
. (1.8)
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1.5 Généralités sur les matrices

Définition 1.6. (voir[3]) Soit m,n ∈ N. Une matrice de type (m,n) sur K est un tableau de
scalaires (réels ou complexes ) à m lignes et n colonnes

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
am1 am2 · · · amn


Nous utilisons les abréviations suivantes, A = (ajj) avec i = 1, . . . ,m et j =
1, . . . , n, et Mmn(K) l’ensemble des matrices (m,n) sur K.

Définition 1.7. (voir[3]) Soit A ∈ Mmn(K), la transposée de A noté AT , est la matrice de
Mmn(K) définie par

(AT )ij = Aij pour tout i = 1, . . . , n et j = 1, . . . ,m,

si AT = A on dit que A est symétrique.

Soit A une matrice carrée, A ∈Mmn(K) de coefficients aij ∈ K pour tout i, j = 1, . . . , n.

Définition 1.8. (voir[21]) On dit que A est inversible s’il existe une matrice B de taille n telle
que

AB = BA = In,

la matrice B est appelée inverse de A et noté A−1.

Définition 1.9. (voir[21]) On dit que A est tridiagonale si aij = 0 pour tout i, j tels que|i− j| ≥
2, i.e., si les seuls coefficients non nuls sont les coefficients diagonaux, ceux juste au dessus de
la diagonale, et ceux juste en-dessous de la diagonale

A =


a11 a12 0
a21 a22

. . .
. . . . . . an−1n

0 ann−1 ann


Définition 1.10. (voir[3]) On dit que A est à diagonale strictement dominante par ligne si

|aii| >
n∑

j=1,j 6=i

|aij| , avec 1 ≤ i ≤ n.

Théorème 1.2. (voir[3]) Une matrice à diagonale strictement dominante par ligne est inversible

Démonstration. On doit montre que

AX = 0⇒ X = 0.
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Soit X = (x1, . . . , xn)t et k un indice tel que |xk| = ‖x‖∞. Alors,

AX = 0 ⇒ akk · xk = −
n∑

j=1,j 6=k

akj · xj

⇒ |akk| · |xk| ≤
n∑

j=1,j 6=k

|akj| · |xj|

⇒ |akk| · ‖xk‖∞ ≤
n∑

j=1,j 6=k

|akj| · ‖X‖∞

⇒

|akk| −
n∑

j=1,j 6=k

|akj|︸ ︷︷ ︸
>0

 · ‖X‖ ≤ 0

⇒ ‖X‖∞ ≤ 0

⇒ X = 0.

Définition 1.11. (voir[3]) Le rayon spectral de A est défini par

ρ(A) = max
1≤i≤n

|λi| ,

où λi sont les valeurs de la matrice A .

1.6 Les normes vectorielles et matricielles

Ici K = R ou C

1.6.1 Normes Vectorielles

Définition 1.12. (voir[21]) Une norme sur Kn est une application ‖.‖ : Kn → R+ telle que

1. ‖x‖ = 0K implique x = 0n, pour toutx ∈ Kn,

2. ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ , pour tout x ∈ Kn, pour toutλ ∈ K,
3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ,pour tout x, y ∈ Kn (inégalité triangulaire).

On définit p−norme, pour 1 ≤ p ≤ +∞

‖x‖p =

(
n∑
i=1

|xi|p
)1

p
.

Les normes les plus usuelles sont
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1. La norme :

‖x‖1 =
n∑
i=1

|xi|.

2. La norme (norme euclidienne) :

‖x‖2 =

(
n∑
i=1

|xi|2
)1

2
.

3. La norme (norme du sup) :
‖x‖∞ = max

1≤i≤n
|xi| .

1.6.2 Normes matricielles

à partir de normes vectorielles, on définit les trois normes matricielles subordon-
nées ‖.‖1, ‖.‖2et ‖.‖∞, si A ∈Mn(K)

‖A‖p = sup
x 6=0

‖Ax‖p
‖x‖p

= sup
‖x‖p=1

‖Ax‖p

où p = 1, 2, ou∞.

Proposition 1.3. (voir[3]) Pour chacune de ces normes, on a pour toutes A et B ∈ Mn(K) et pour
tout x ∈ Rn

‖AB‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖ ,

et
‖Ax‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖ ,

où ‖.‖ = ‖.‖1 ou ‖.‖2 ou ‖.‖∞ .

Remarque 1.3. (voir[3]) Si A ∈Mn(K) alors,

‖A‖1 = max
1≤j≤n

n∑
i=1

|aij|.

‖A‖∞ = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij|.

‖A‖2 =
√
ρ(ATA).

Théorème 1.3. (voir[5, page 18]) Soit A ∈Mn(K) alors pour toute norme matricielle ‖.‖

ρ(A) ≤ ‖A‖ .
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1.7 Schéma de différences finies

Définition 1.13. Un maillage est un ensemble de oints isolés (appelés) situés dans le domaine
définition des fonctions assujetties aux équation aux dérivées partielle. On appelle pas maillage
la distance entre deux nœud voisins.

Définition 1.14. (voir[19]) Soit u(x) représente une fonction d’une variable, les schémas de
différences finies sont obtenus grâce aux formules de Taylor.

Formules de Taylor d’ordre 01

u(x+ h) = u(x) + hu′(x) +O(h). (1.9)

Formules de Taylor d’rdre 02

u(x+ h) = u(x) + hu′(x) +
h2

2!
u′′(x) +O(h2). (1.10)

En un poit x ∈ [l, L] et pour une valeur h de pas du discrétisation donné par h = L−l
N
, N ∈ N, la

formule(1.9) nous permet d’approximer u′(x) comme suite

approximation avant

u′(x) =
u(x+ h)− u(x)

h
+O(h), (1.11)

approximation arrière

u′(x) =
u(x)− u(x− h)

h
+O(h), (1.12)

approximation centré

u′(x) =
u(x+ h)− u(x− h)

2h
+O(h), (1.13)

et se basant sur (1.10) et (1.13) nous obtenons

u′′(x) =
u(x+ h)− u(x) + u(x− h)

h2
+O(h2).

1.7.1 Stabilité et convergence

Un certain nombre de notion est nécessaire lors de la résolution d’équations aux dérivées
partielles au moyen de leurs équivalents discrétisés. Les deux principales sont la stabilité et la
convergence.

Définition 1.15. (voir[9])Un schéma aux différence finie est dit stable pour la norme ‖.‖∞ , s’il
existe une constante C > 0 indépendante de pas de maillage, telle que

‖un‖∞ ≤ C
∥∥u0
∥∥
∞ ,pour tout n ≥ 0,

quelle que soit la donnée initiale u0.
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Définition 1.16. (voir[26]) (Erreur de troncature) on appelle erreur de troncature la quantité
obtenue remplaçant l’inconnue par solution exacte dans le schéma numérique, que nous dési-
gnons par Ri.

Proposition 1.4. (voir[19]) Soit ui l’approximation de la solution exacte u(xi), il est naturel d’utiliser
les erreur ponctuelles ui−u(xi). Si on pose que Û le vecteur des valeur exactes et U le vecteur des valeurs
discrètes, alors le vecteur d’erreur E défini par

E = U − Û .

Définition 1.17. (voir[19]) Une méthode est site convergente si

‖E‖ → 0 lors que h→ 0.

1.8 Transformation de Laplace

Définition 1.18. (voir[31, page 5]) Soit f ∈ L1(R) une fonction intégrable sur R. la transformée
de Laplace est définie par :

L{f(t)} = f ∗(s) =

∫ ∞
0

e−stdt, (1.14)

où s est la variable de transformation.
– La transformée Laplace inverse est réalisée selon la formule Fourier Mellin

L−1 {f ∗(s)} = f(t) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
f ∗(s)estdt, t > 0, (1.15)

où c est un nombre fixe.

Propriétés 1.4. (voir[31, page 7]) Nous avons les propriétés suivantes :
1. La transformée de Laplace pour l’intégrale fractionnelle de Riemann-Liouville(1.1) :

L{fα(t)} =
1

sα
f ∗(s).

2. La transformée de Laplace pour la dérivée de Riemann-Liouville(1.3) :

L{DαR.Lf(t)} = sαf ∗(s)−
m−1∑
k=0

DKIm−αf(0+)sm−1−k où m− 1 < α < m.

3. La transformée de Laplace pour la dérivée de Caputo(1.5) :

L{cDαf(t)} = sα −
m−1∑
k=0

f (K)f(0+)sα−1−k où m− 1 < α < m. (1.16)

– Le théorème de convolution, Souvent utilisé pour l’inversion de la transformée Laplace est
donnée par :

L−1
{
f ∗(s)g(∗)(s)

}
=

∫ t

0

f(t− τ)g(τ)dτ

=

∫ t

0

g(t− τ)f(τ)dτ

(1.17)
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1.9 Fonction Mittag-Leffler

Définition 1.19. (voir[31, page 24]) La fonction Mittag-Leffer est définie par :

Eα(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)
; α > 0, z > 0.

la fonction généralisée Mittag-Leffer avec deux paramètres α et β est définie par :

Eα,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
; α > 0, β > 0.

– La relation entre fonction Mittag-Leffler et la fonction Gamma

Eα,β(z) =
1

Γ(β)
+ zEα,α+β(z).

– Le rôle essentiel de la fonction Mittag-Leffler est trouvé dans le calcul de la transformation
inverse de Laplace suivant

L−1

{
sα−β

sα + b

}
= tβ−1Eα,β(−btα). (1.18)

Lemme 1.2. (voir[2]) pour 0 < α < 1 la fonction de type Mittag-Leffler Eα,α(−λtα) satisfait

0 ≤ Eα,α(−λtα) ≤ 1

Γ(α)
, t ∈ [0,∞), λ ≥ 0.

Lemme 1.3. (voir[25][29]) Pour 0 < α < 1, λ ∈ R+ on a∫ t

t0

(t− τ)α−1Eα,α(−γ(t− τ)α)dτ =
1

γ
(1− Eα(−γ(t− t0)α).

Propriétés 1.5. (voir[31, page 27]) Nous distinguons les trois cas suivants :

1. Pour β = 1

L−1

{
sα−1

sα + b

}
= Eα(−btα) (1.19)

2. Pour β = 2

L−1

{
sα−2

sα + b

}
= tEα,2(−btα) (1.20)

3. Pour β = α

L−1

{
1

sα + b

}
= tα−1Eα,α(−btα). (1.21)
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1.10 Equations intégrales de Volterra

1.10.1 Equations intégrales linéaire de Volterra

Définition 1.20. (voir[10])

1. On appelle équation intégrale de Volterra de seconde espèce une équation de la forme

ϕ(x) + f(x) = λ

∫ x

a

k(x, t)ϕ(t)dt (1.22)

2. On appelle équation intégrale de Volterra de première espèce une équation de la forme

ϕ(x) = λ

∫ x

a

k(x, t)ϕ(t)dt (1.23)

est appelée équation intégrale de Volterra de première espèce.

1.10.2 Equations intégrales non-linéaire de Volterra

Définition 1.21. (voir[10])

1. On appelle équation intégrale de Volterra de seconde espèce une équation de la forme

ϕ(x) + f(x) = λ

∫ x

a

k(x, t, ϕ(t))dt (1.24)

2. On appelle équation intégrale de Volterra de première espèce une équation de la forme

ϕ(x) = λ

∫ x

a

k(x, t, ϕ(t))dt (1.25)

On prend λ = 1

1.10.3 Méthode de Trapèze

Soit l’équation intégrale de Volterra

ϕ(x) = g(x) + λ

∫ x

0

k(x, t)ϕ(t)dt, a ≤ x ≤ b (1.26)

Notre objectif est d’approximer la solution ϕ∗ de cette équation. Pour ce faire, nous
commençons par partitionner l’intervalle en petits intervalles [xi, xi+1], i = 0, N − 1 ,
c’est-à-dire nous choisissons des points xi, i = 0, 1, . . . , N (des Nœuds) tels que

a = x0 < x1 < . . . < xj < xn = b

supposons que ce système est équidistant, i.e. xj = a + jh avec j = 0, 1, . . . , n où h est le pas
de la discrétisation. Pour ce faire en exigeant que l’équation (1.26) ait lien uniquement en ces
nœud, l’équation (1.26) devient

ϕ(xj) = g(xj) +

∫ xj

0

k(xj, t)ϕ(t)dt
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la méthode de Trapèze, nous amène à une seconde discrétisation par rapport à la variable d’in-
tégration t. On pose t = (xi)0≤i≤j, il vient

ϕ(xj) = g(xj) +

j−1∑
i=0

∫ xj+1

0

k(xj, t)ϕ(t)dt

alors

ϕ(xj) = g(xj) +
h

2

j−1∑
i=0

[k(xj, ti+1)ϕ(ti+1) + k(xj, ti)ϕ(ti)]

donc

ϕ(xj) = g(xj) +
h

2
k(xj, t)ϕ(t) + h

j−1∑
i=1

k(xj, ti)ϕ(ti) (1.27)

si j = 0

ϕ(x0) = ϕ(a) = g(x0)

⇒ ϕ(a) = g(a)⇒ ϕ(0) = g(0).

On notons ϕj = ϕ(xj), gj = g(xj) et kji = k(xj, ti), alors la formule (1.27) devient

ϕj = gj +
h

2
kj0ϕ0 +

h

2
kjjϕj + h

j−1∑
i=1

kjiϕi

donc on a, en général (
1− h

2
kjj

)
ϕj = gj +

h

2
kj0ϕ0 + h

j−1∑
i=1

kjiϕi (1.28)
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CHAPITRE 2

ÉTUDE THÉORIQUE

D ans ce chapitre, nous avons démontré un résultat d’existence et d’unicité de la solution du
problème inverse de terme source (1)-(4) en utilisant la méthode de Fourier et les équations

intégrales de type Volterra, ainsi que un résultat de la dépendance continue de la solution par
rapport aux données.

23
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2.1 Position du problème

On considère le problème dans le domaine DT = {(x, t) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 < t ≤ T} suivant :

cDα0+u(x, t) =
∂2u

∂x2
(x, t) + r(t)f(x, t), (x, t) ∈ DT , 0 < α < 1, (2.1)

avec les condition initiales

u(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ 1, (2.2)

les conditions aux limites

u(0, t) =
∂u

∂x
(1, t) = 0, t ≥ 0, (2.3)

où T > 0 et cDα0+ est la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre α définie par :

cDα0+ψ(t) =
1

Γ(1− α)

∫ t

0

ψ′(s)

(t− s)α
ds, 0 < α < 1. (2.4)

et la condition intégrale ∫ 1

0

u(x, t)dx = E(t), 0 ≤ 1 ≤ T (2.5)

où f(x, t), ϕ(x), E(t) sont des fonctions données, et r(t) est un terme source .

2.2 Solution analytique

Proposition 2.1. (voir[8][25]) Soient introduit la fonction
eα(t, λ) = Eα(−λtα) et eα,α(t, λ) = tα−1Eα,α(−λtα) où λ ∈ R+. Puis les déclarations suivantes
pour la fonction de type Mittag-Leffler eα(t, λ) et eα,α(t, λ) retient.

1. pour 0 < α < 1, λ ∈ R+ la fonction eα(t, λ) est fonction décroissante monotone
2. la fonction, eα(t, λ) a les estimations

eα(t, λ) ' e
−

λ

Γ(α + 1)
tα

pour t << 1

et
eα(t, λ) ' 1

Γ(1− α)tα
pour t >> 1

3.

Eα,β(−λtβ) <∞ et

∫ t

0

(t− τ)α−1Eα,β(−λ(t− τ)α)dτ <∞,

eα,α(t, λ) ≤ 1

t

tα

1 + λtα
,

cDα0+eα(t, λ) = −λeα(t, λ),

I1−α
0+ (eα,α(t, λ)) = eα(t, λ).
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Théorème 2.1. (voir[6]) La solution u ∈ C[0, T ] du problème fractionnaire linéaire non homogène{
cDα0+u(t) + λu(t) = h(t), t ∈ [0, T ], λ > 0,

u(0) = u0.
(2.6)

où h ∈ L1[0, T ], est donne par l’expression intégrale

u(t) = u0eα(t, λ) +

∫ t

0

eα,α(t− τ, λ)h(τ)dτ.

Démonstration. On applique la transformée de Laplace sur l’équation (2.6)

L{cDα0+u(t)}+ λL{u(t)} = L{h(t)} (2.7)

La transformation de Laplace pour la dérivée de Caputo (1.16) d’ordre 0 < α < 1 sont

L (cDα0+u) (s) = sαL (u) (s)− sα−1u(0)

= sαL (u) (s)− sα−1u0.

alors

(2.7) ⇔ sαL (u) (s)− sα−1u0 + λL (u) (s) = L (h) (s)

⇔ L (u) (s) =
sα−1u0

sα + λ
+

1

sα + λ
L (h) (s) (2.8)

on applique la transformée inverse de Laplace sur l’équation (2.8) on obtient

L−1 {L (u) (s)} = u(t) = L−1

{
sα−1u0

sα + λ

}
+ L−1

{
1

sα + λ
L (h) (s)

}
(2.9)

– D’après l’équation (1.19), on a

L−1

{
sα−1

sα + λ

}
= Eα(−λtα) (2.10)

– D’après le théorème de convolution (1.17), on obtient

L−1

{
1

sα + λ
(h) (s)

}
=

∫ t

0

τα−1Eα,α(−λτα)h(t− τ)dτ (2.11)

on remplaçons les résultats précédents (2.10) et (2.11) on obtient la forme de la fonction u :

u(t) = Eα(−λtα)u0 +

∫ t

0

τα−1Eα,α(−λτα)h(t− τ)dτ,

u(t) = u0eα(t, λ) +

∫ t

0

eα,α(t, λ)h(t− τ)dτ,

u(t) = u0eα(t, λ) +

∫ t

0

eα,α(t− τ, λ)h(τ)dτ.
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Lemme 2.1. (voir[29]) Soit (fi(t))i≥0 suite de fonction définie sur l’intervalle ]0, T ]. Supposons que
les conditions suivantes soient remplies :

– la dérivée fractional de CaputoCDα0+f(t), pour une donnée α > 0, i ∈ N, t ∈]0, T ] exists

– les deux séries
∞∑
i=1

fi(t) et
∞∑
i=1

CDα0+fi(t) sont convergents uniformément sur l’intervalle [ε, T ]

pour toute ε > 0;

Alors la fonction définie par la série
∞∑
i=1

fi(t) est α-différentiable est satisfait

CDα0+

∞∑
i=1

fi(t) =
∞∑
i=1

CDα0+fi(t).

Lemme 2.2. (voir[24]) Soit Q(t, τ) ∈ Sv et v < 1. Alors l’opérateur intégral de Volterra T défini par
(Tr)(t) =

∫ t
0
Q(t, τ)r(τ)dτ mappe C[0, 1] en lui-même et T : [0, 1]→ [0, 1] est compact.

Lemme 2.3. (voir[24]) Soit f ∈ C[0, 1] et Q(t, τ) ∈ Sv avec v < 1. Alors (1.22) est une solution
unique u ∈ C[0, 1] nous aurons aussi besoin de rappeler les résultats sur la version faiblement singulière
de l’inégalité de Gronwall.

Lemme 2.4. (voir[7]) Soit T, ε,M ∈ R+ et 0 < α < 1, De plus supposer que δ : [0, T ] → R. est une
fonction continue satisfaisant l’inégalité

|δ(t)| ≤ ε+
M

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)−v |δ(τ)| dτ, avec v = 1− α

pour tous t ∈ [0, T ], puis
|δ(t)| ≤ εEα(Mtα)

pour t ∈ [0, T ].

Lemme 2.5. (voir[14]) Si ψ ∈ L2[0, 1], alors les estimations

∞∑
n=0
n6=n0

|(ψ,Xn)|2 ≤ c1 ‖ψ‖2
L2

[0,1]
,

∞∑
n=0
n6=n0

|(ψ, un)|2 ≤ c2 ‖ψ‖2
L2

[0,1]

maintenez pour quelques constantes positives c1 et c2, où (ψ,Xn) =
∫ 1

0
ψ(x)Xn(x)dx et

(ψ, un) =
∫ 1

0
ψ(x)un(x)dx désignent les produits internes habituels dans L2[0, 1].

Notons

Φ4
n0

[0, 1] :={
ψ(x) ∈ C4[0, 1];ψ(0) = ψ′(0), ψ(1) = ψ′(1) = ψ′′(1) = ψ′′′(1) = 0,

∫ 1

0

ψ(x)Xn0(x)dx = 0

}
.
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Lemme 2.6. (voir[14]) Si ψ(x) ∈ Φ4
n0

[0, 1], ensuite nous avons :

λ2
n(ψ,Xn) = (ψ4, Xn), λ2

n(ψ, un) = (ψ4, un), n ≥ 0,

∞∑
n=0
n6=n0

|λn(ψ,Xn)|. ≤ c3 ‖ψ‖c4[0,1] ,

∞∑
n=0
n 6=n0

|λn(ψ, un)|. ≤ c4 ‖ψ‖c4[0,1] ,

∞∑
n=0
n6=n0

|(ψn, Xn)| ≤ c5 ‖ψ‖c4[0,1] ,
∞∑
n=0
n6=n0

|(ψn, un)| ≤ c6 ‖ψ‖c4[0,1] ,

où c3, c4, c5 et c6 sont des constantes positives.

Pour le problème (2.1) (2.3)les condition au bord sont non locales

u(0, t) =
∂u

∂x
(1, t) = 0, t ≥ 0

Nous résolvons l’équation homogène correspondante dans le problème, telle que r(t)f(x, t) est
remplacée par 0 avec les conditions aux limites

cDα0+u(x, t) =
∂2u

∂x2
(x, t)

u(x, 0) = ϕ(x)

u(0, t) =
∂u

∂x
(1, t) = 0

(2.12)

En utilisant la méthode de séparation des variables, la méthode peut être présentée en deux
étapes :

1. La première étape :séparation des variables, on cherche la solution du problème de la
forme

u(x, t) = X(x)T (t). (2.13)

2. La deuxième étape :superposition, où on essaie de trouver une somme de solutions de la
forme(2.13) que vérifie la condition aux limites de problème (2.12).

1. Séparation des variables, on cherchons la solution du problème qui est donné par la for-
mule (2.13). On remplaçons (2.13) dans l’équation de problème (2.12), on obtient :

cDα0+u(x, t) =c Dα0+(X(x)T (t)) = X(x)cDα0+T (t),

∂2u(x, t)

∂x2
=

∂2

∂x2
(X(x)T (t)) = T (t)X(2)(x).

Donc, l’équation de problème (2.12) devient :

X(x)cDα0+T (t)− T (t)X(2)(x) = 0 pour tout 0 < x < 1, 0 < t < T,

ce qui implique que :

cDα0+T (t)

T (t)
− X(2)(x)

X(x)
= 0⇒

cDα0+T (t)

T (t)
=
X(2)(x)

X(x)
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Nous avons une fonction de la variable x qui est égale à une fonction avec une variable t.
Donc , cette fonction est égale à une constante

cDα0+T (t)

T (t)
=
X(2)(x)

X(x)
= λ (2.14)

les conditions aux limites de la problème (2.12) devient{
u(o, t) = X(0)T (t) = 0 ⇒ X(0) = 0,
∂u
∂x

(1, t) = X ′(1)T (t) = 0 ⇒ X ′(1) = 0, pour tout 0 < t < T.

Nous obtenons une équation différentielle linéaire ordinaire par X(x). Une relation diffé-
rentielle linéaire fractionnaire ordinaire avec la dérivée de Caputo pour T (t).
Cherchons les valeurs propres et les fonctions propres du problème Sturm-Liouville (de
équation différentielle linéaire ordinaire par X(x)) ce qui est donné par{

X ′′(x)− λX(x) = 0

X(0) = X ′(1) = 0, avec λ < 0,
(2.15)

on pose λ = −ω2

X ′′ + ω2X(x) = 0

en utilisant l’équation caractéristique, il devient

r = ±iω

Donc, la solution de (2.15) est donnée par

X(x) = A cos(ωx) +B sin(ωx).

On a, le problème (2.15) est constitué de l’équation différentielle et des conditions aux
limites {

X(0) = A = 0

X ′(1) = −Bω cos(ω) = 0 ⇒ ω = 2n+1
2
π,

Ces condition aux limites sont dites séparées, car elles portent chacune sur une extrémité
de l’intervalle [0, 1].
On trouve que le spectre (les valeurs propres) est

ρ = {ωn : n ∈ N} , où ωn =
2n+ 1

2
π,

et des fonctions propres associées à ωn sont données par

Xn(x) = Bn sin

(
2n+ 1

2
x

)
, n = 1, 2, 3, ....

alors, la solution du problème est donnée par

u(x, t) = Bn sin

(
2n+ 1

2
x

)
, n = 1, 2, 3, ....

D’où, la somme des solution est encore une solution de problème .
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2. Superposition,maintenant on cherchons la solution du problème non homogène de la
forme

u(x, t) =
∞∑
n=1

Bn(t) sin

(
2n+ 1

2
πx

)
(2.16)

Nous développons f(x, t) comme un série de Fourier par les fonctions propres sin
(

2n+1
2

)
f(x, t) =

∞∑
n=1

fn(t) sin

(
2n+ 1

2
πx

)
(2.17)

où

fn(t) = 2

∫ 1

0

f(x, t) sin

(
2n+ 1

2
πx

)
dx

on remplaçant (2.16) et (2.17) en problème, on trouve :

cDα0+

[
∞∑
n=1

Bn(t) sin

(
2n+ 1

2
πx

)]
=

∂2

∂x2

[
∞∑
n=1

Bn(t) sin

(
2n+ 1

2
πx

)]

+ r(t)
∞∑
n=1

fn(t) sin

(
2n+ 1

2
πx

)

ce qui donne,
∞∑
n=1

CDα0+Bn(t) sin

(
2n+ 1

2
πx

)
= −

(
2n+ 1

2

)2 ∞∑
n=1

Bn(t) sin

(
2n+ 1

2
πx

)
+ r(t)

∞∑
n=1

fn(t) sin

(
2n+ 1

2
πx

)

on obtient
CDα0+Bn(t) = −

(
2n+ 1

2

)2

Bn(t) + r(t)fn(t)

Puisque u(x, t) satisfait les condition initiale en problème, nous devons avoir :

u(x, 0) =
∞∑
n=1

Bn(0) sin

(
2n+ 1

2
πx

)
= ϕ(x), 0 ≤ x ≤ 1

on a ϕ est écrire comme une série de Fourier, avec le coefficient de Fourier Bn(0) qui est
donnée par :

Bn(0) = 2

∫ 1

0

ϕ(x) sin

(
2n+ 1

2
πx

)
dx.

Donc, Bn(t) est une solution de problème suivant :{
CDα0+Bn(t) +

(
2n+1

2

)2
Bn(t) = r(t)fn(t)

Bn(0) = 2
∫ 1

0
ϕ(x) sin

(
2n+1

2
πx
)
dx.

(2.18)
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Théorème 2.2. (voir[15]) Supposons que les conditions suivantes tiennent :
(A1) ϕ(x) ∈ Φ4

n0
[0, 1]

(A2) E(t) ∈ C1[0, 1]; E(0) =
∫ 1

0
ϕ(x)dx.

(A3) f(x, t) ∈ C(D̄T ); f(x, t) ∈ Φ4
n0

[0, 1], ∀t ∈ [0, T ];
alors il existe une solution classique unique du problème inverse dans (2.1) et(2.5) dans DT .

Démonstration. Pour arbitraire r(t) ∈ C[0, T ], la solution de (2.1)(2.3) peut être écrite sous
la forme

u(x, t) =
∞∑
n=0
n 6=n0

Bn(t) sin

(
2n+ 1

2
πx

)

où la fonctions Bn(t), n = 0, 1, 2, . . . ;n 6= n0, doit être déterminée à l’aide de la méthode
de Fourier, on peut facilement voir que Bn(t), n = 0, 1, 2, . . . ;n 6= n0, satisfait le système
suivant de nombreuses équations différentielles fractionnaires linéaires :{

cDα0+Bn(t) +
(

2n+1
2

)2
Bn(t) = r(t)fn(t)

Bn(0) = ϕ0.
(2.19)

Selon (2.6), on peut facilement voir que la solution (2.19) est de la forme

Bn(t) = ϕ0eα(t, λ) +

∫ t

0

eα,α(t− τ, λ)r(τ)fn(τ)dτ

avec

ϕ0 =

∫ 1

0

ϕ(x) sin

(
2n+ 1

2
πx

)
dx, fn(t) =

∫ 1

0

f(x, t) sin

(
2n+ 1

2
πx

)
dx.

et la solution est donnée formellement

u(x, t) =
∞∑
n=0
n 6=n0

[
ϕ0eα(t, λ) +

∫ t

0

eα,α(t− τ, λ)r(τ)fn(τ)dτ

]
sin

(
2n+ 1

2
πx

)
, (2.20)

les formules (2.20) et (2.15) donnent une équation intégrale de Volterra du première
espèce sur r(t) :

∫ t

0

K(t, τ)r(τ)dτ + F (t) = E(t) (2.21)

où

K(t, τ) =
∞∑
n=0
n6=n0

[
fn(τ)eα,α(t− τ, λ)

(∫ 1

0

sin

(
2n+ 1

2

)
dx

)]
et

F (t) =
∞∑
n=0
n6=n0

[
ϕ0eα(t, λ)

(∫ 1

0

sin

(
2n+ 1

2

)
dx

)]
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De plus, l’équation (2.21) donne l’équation de Volterra du second espèce en prenant un
dérivé fractionnaire cDα0+ :∫ t

0

CDατK(t, τ)r(τ)dτ + r(t) lim
τ→t−0

Iα−1
τ K(t, τ) + CDα0+F (t) = CDα0+E(t) (2.22)

En utilisant les propriétés dans la proposition 2.1, il est facile de montrer que

lim
τ→t−0

Iα−1
τ K(t, τ) = lim

τ→t−0

∞∑
n=0
n6=n0

[
fn(τ)eα(t− τ, λ)

(∫ 1

0

sin

(
2n+ 1

2

)
dx

)]

=

∫ 1

0

f(x, t)dx,

cDα0+F (t) = −
∞∑
n=0
n6=n0

[
λϕ0eα(t, λ)

(∫ 1

0

sin

(
2n+ 1

2

)
dx

)]
(2.23)

cDατK(t, τ) = −
∞∑
n=0
n6=n0

[
λeα,α(t− τ, λ)fn(τ)

(∫ 1

0

sin

(
2n+ 1

2

)
dx

)]
(2.24)

On obtient l’équation intégrale de Volterra du second espèce par rapport à r(t) dans la
forme

r(t) = p(t) +

∫ t

0

Q(t, τ)r(τ)dτ (2.25)

avec le terme

p(t) =
cDα0+E(t)−c Dα0+F (t)∫ 1

0
f(x, t)dx

;

et noyau

Q(t, τ) = −
cDα0+K(t, τ)∫ 1

0
f(x, t)dx

.

Selon le lemme 1.2, nous estimons le noyau de (2.25) dans la suite de

|Q(t, τ)| =
∣∣cDα0+K(t, τ)

∣∣∣∣∣∫ 1

0
f(x, t)dx

∣∣∣ ≤ C

(t− τ)λ

où

C =

Mc4 max
t∈[0,T ]

‖f(., t)‖c4[0,1]

Γ(α) min
t∈[0,T ]

∣∣∣∫ 1

0
f(x, t)dx

∣∣∣ avec M ≥
∣∣∣∣sin(2n+ 1

2

)∣∣∣∣ , ∀n ∈ N, ∀x ∈ [0, 1] et λ = 1−α.

Barce que le noyau Q(t, τ) appartient à la classe avec Sα, l’équation intégrale Volterra
(2.25) est faiblement singulière, alors à une solution unique r ∈ C[0, 1] conforme au lemme
2.2 et2.3 .
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2.3 Existence et unicité

(voir[15])Tout d’abord, la solution du problème inverse (2.1)(2.5) est unique. Supposons
qu’il y ait deux paires de solutions (r, u) et (a, v) du problème inverse (2.1)(2.5) puis de la forme
de la solution (2.21) et (2.25) nous avons

u(x, t)− v(x, t) =
∞∑
n=0
n6=n0

[eα,α(t− τ, λ)fn(τ)[r(τ)− a(τ)]dτ ] sin

(
2n+ 1

2

)
(2.26)

et

r(t)− a(t) =

∫ t

0

Q(t, τ)[r(τ)− a(τ)]dτ (2.27)

puis (2.27) les rendements r = a. Après insertion on a u = v Jusqu’ici, nous avons prouvé
la caractère unique de la solution du problème inverse car la solution u(x, t) est formelle-
ment donné par la dérie frome (2.21), nous devons montrer que la série correspondant à
u(x, t), ux(x, t), uxx(x, t) et cDα0+u(x, .) représentent des fonctions continues. Sous les hypothèses
(A1) − (A3) et lemme 2.5 pour tout (x, t) ∈ D̄T la série correspondant à u(x, t) est délimitée
ci-dessus par série

∞∑
n=0
n 6=n0

[
|ϕ0|+

1

λn
max
t∈[0,T ]

|r(t)| max
t∈[0,T ]

|fn(t)|
]

(2.28)

la série de majorisation (2.21) est convergente en utilisant le lemme 2.5 et 2.6 , Cela implique
que, par le Weierstrass M-test, la série (2.21) est uniformément convergente dans le D̄T et donc
que la solution u(x, t) est continue dans D̄T . La série de majorisation pour x-dérivée partielle
est

∞∑
n=0
n6=n0

[
|ϕ0|

√
λn +

1√
λn

max
t∈[0,T ]

|r(t)| max
t∈[0,T ]

|fn(t)|
]

(2.29)

Pour la seconde dérivée partielle par rapport à x

∞∑
n=0
n6=n0

[
|ϕ0|λn + max

t∈[0,T ]
|r(t)| max

t∈[0,T ]
|fn(t)|

]
(2.30)

On peut facilement voir que les séries (2.29)-(2.30)sont convergentes en utilisant le lemme 2.5
et 2.6 , Inégalité de Schwarz. C’est pour quoi, par le test de Weierstrass, la série obtenue pour
les dérivées x-partiales et la seconde dérivée partielle par rapport à x est uniformément conver-
gente dans D̄T . Donc leurs sommes ux(x, t) et uxx(x, t) sont continu en D̄T . Il reste maintenant à
montrer que la dérivée fractionnaire de u(x, t) représente une fonction continue sur DT . Nous
montrerons que pour tout ε > 0 et t ∈ [ε, T ] les séries suivantes

∞∑
n=0
n6=n0

[cDα0+Bn(t)] sin

(
2n+ 1

2

)
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ce qui correspond à la dérivée fractionnaire de la fonction u(x, t) est uniformément convergent.
Avant de rappeler le lemme 2.1 , Nous voyons maintenant que l’équation (2.20) donne

cDα0+Bn(t) = −λnϕ0eα(t, λn)− λn
∫ t

0

eα,α(t− τ, λn)r(τ)fn(τ)dτ + r(t)fn(t).

Nous avons les estimations suivante

|cDα0+Bn(t)| ≤ |ϕ0|λneα(ε, λn) + 2 max
t∈[0,T ]

r(t) max
t∈[0,T ]

fn(t)

et on obtient une série majorant comme suit

∞∑
n=0
n6=n0

[
|ϕ0|λne−

λn
Γ(1+α)

εα + 2 max
t∈[0,T ]

|r(t)| max
t∈[0,T ]

fn(t)

]

par conséquent cDα0+u(x, t) est uniformément convergent dans DT .

2.4 Dépendance continu de la solution par rapport aux don-
nées

Théorème 2.3. Soit = est la classe de triples sous la forme de Φ = {f, ϕ,E} qui vérifient les hypothèses
(A1)− (A3) du théorème 2.2 et

0 < N0 ≤ min
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∫ 1

0

f(x, t)dx

∣∣∣∣ , ‖f‖C4,0(D̄T ) ≤ N1, ‖ϕ‖C4[0,1] ≤ N2, ‖E‖C1[0,T ] ≤ N3,

pour certaines constantes positives Ni, i = 0, 1, 2, 3.
Alors la paire de solution (r, u) du problème inverse (2.1)-(2.5) dépend en permanence des données =.

Démonstration. Soit Φ = {f, ϕ,E} et Φ̃ =
{
f̃ , ϕ̃, Ẽ

}
∈ = être deux ensembles de données.

Nous notons ‖Φ‖ = ‖f‖C4,0(D̄T ) + ‖ϕ‖C4[0,1] + ‖E‖C1[0,T ] .

Soit (r, u) et (r̃, ũ) est les solution des problèmes (2.1)-(2.5) correspondant aux données Φ et Φ̃
respectivement
Selon (2.25) nous avons

r(t) = p(t) +

∫ t

0

Q(t, τ)r(τ)dτ (2.31)

et

r̃(t) = p̃(t) +

∫ t

0

Q̃(t, τ)r̃(τ)dτ (2.32)

Premièrement à partir des équations (2.22)-(2.24) et en utilisant E(t) ∈ C1[0, T ], lemme 1.3 , il
est facile de calculer que
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|cDα0+F (t)| ≤ N4, |cDα0+E(t)| ≤ N5 (2.33)

où
N4 = c4N2M, N5 =

Tα

αΓ(1− α)
N3.

Laissez nous estimer la différence r − r̃.
Formulaire (2.31) et (2.32) nous obtenons

r(t)− r̃(t) = p(t)− p̃(t) +

∫ t

0

[
Q(t, τ)− Q̃(t, τ)

]
r(τ)dτ +

∫ t

0

Q̃(t, τ) [r(τ)− r̃(τ)] dτ. (2.34)

Soit ε1 = ‖p− p̃‖C([0,T ]) + Tα

αΓ(α)
2N1Mc4
N2

0

∥∥∥f − f̃∥∥∥
C4,0(D̄T )

‖r‖C([0,T ]) .

Puis dénoter R(t) = (r(t)− r̃(t)), équation (2.34) implique

R(t) ≤ ε1 +
ε2

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1R(τ)dτ

où ε2 = N1Mc4
N0

Alors, une inégalité de Gronwall faiblement singulière, le lemme 2.4 , implique
que

R(t) ≤ ε1Eα(ε2t
α), t ∈ [0, T ].

Enfin en utilisant (2.34) on obtient il résulte de (2.25) que

‖r − r̃‖C([0,T ]) ≤ ε3

(
‖p− p̃‖C([0,T ]) + ‖r‖C([0,T ])

Tα

αΓ(α)

N1Mc4

N2
0

∥∥∥f − f̃∥∥∥
C4,0(D̄T )

)
(2.35)

où ε3 = Eα(ε2T
α). Aussi on peut estimer que

‖p− p̃‖C([0,T ]) ≤M1

∥∥∥f − f̃∥∥∥
C4,0(D̄T )

+M2 ‖ϕ− ϕ̃‖C4[0,1] +M3

∥∥∥E − Ẽ∥∥∥
C1([0,T ])

(2.36)

où M1 = N4+N5

N2
6
, M2 = c4MN1

N2
0
, M3 = Tα

αΓ(1−α)
N1

N2
0

En utilisant l’inégalité (2.36) de(2.35) on obtient

‖r − r̃‖C([0,T ]) ≤M4

(∥∥∥f − f̃∥∥∥
C4,0(D̄T )

+ ‖ϕ− ϕ̃‖C4[0,1] +
∥∥∥E − Ẽ∥∥∥

C1([0,T ])

)
= M4

∥∥∥Φ− Φ̃
∥∥∥

où

M4 = max

(
ε3M2, ε3M1 + ε3 ‖r‖C([0,T ])

Tα

αΓ(α)

N1Mc4

N2
0

)
.

Cela montre que r dépend continuellement des données d’entrée, à partir de (2.20), une estima-
tion similaire est également obtenue pour la différence u− ũ comme
‖u− ũ‖C(D̄T ) ≤M5

∥∥∥Φ− Φ̃
∥∥∥ . Ceci complète la preuve du théorème 2.3.
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CHAPITRE 3

ÉTUDE NUMÉRIQUE

D ans ce chapitre, nous avons présenté un schéma aux différences finis implicite pour déter-
miner numériquement la solution u (x, t) du problème direct. Nous avons montré que cet

schéma est stable et convergent. Ensuite, nous avons proposé un algorithme d’inversion pour
la coefficient r (t) du problème inverse (1)-(4). Des exemples numériques sont illustrés pour
valider cet algorithme d’inversion.

35
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3.1 Approximation numérique

Soient n,m ∈ N. On définit tj = jk, j = 0, 1, . . . , n, xi = ih, i = 0, 1, . . . ,m, où k =
T
n

et h = L
m

sont le pas d’espace et le pas temps respectivement. Soit uji l’approximation
numérique de u(xi, tj) , f j+1

i l’approximation numérique de f(xi, tj) et rj+1 l’approximation
numérique de r(tj) .

1. La discrétisation de la dérivée première dans la direction x est donnée par :

∂u

∂x
(xi, tj+1) =

uj+1
i − uj+1

i−1

h
+O(h), (3.1)

2. La discrétisation de la dérivée seconde ordre dans la direction x est donnée par :

∂2u

∂x2
(xi, tj+1) =

uj+1
i+1 − 2uj+1

i + uj+1
i−1

h2
+O(h2), (3.2)

3. La discrétisation de les conditions initiales et aux limites sont données par :
– Pour la condition initiale :

u(xi, 0) = ϕ(xi)⇒ u0
i = ϕi (3.3)

– Pour les conditions aux limites :

u(x0, tj+1) = 0⇒ uj+1
0 = 0

ux(xm, tj+1) = 0⇒ uj+1
m = uj+1

m−1

(3.4)

4. La discrétisation de la dérive de Caputo pour 0 < α < 1 est définie par le lemme suivant

Lemme 3.1. Une approximation discrète de la dérivée fractionnaire (1.5) peut être obtenue par
une formule simple :

∂αu

∂tα
(xi, tj+1) =

k−α

Γ(2− α)

j∑
k′=0

bk′
[
uj−k

′+1
i − uj−k

′

i

]
, (3.5)

où
bk′ =

[
(k′ + 1)1−α − k′1−α

]
.

Démonstration. D’après l’équation de la dérivée fractionnaire de Caputo (1.5), on a :

∂αu

∂tα
(xi, tj+1) =

1

Γ(1− α)

∫ tj+1

0

∂u(xi, s)

∂s
× ds

(tj+1 − s)α

=
1

Γ(1− α)

j∑
J=0

∫ tJ+1

J

∂u(xi, s)

∂s
× ds

(tj+1 − s)α

d’autre part
∂u

∂t
(xi, t) =

u(xi, tJ+1)− u(xi, tJ)

k
+O(k),
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et ∫ tJ+1

tJ

(tj+1 − s)−αds =

[
−(tj+1 − s)−α+1

−α + 1

]tJ+1

tJ

=
1

(1− α)

[
(tj+1 − tJ)1−α − (tj+1 − tJ+1)1−α]

=
1

(1− α)

[
((j + 1− J)k − Jk)1−α − ((j + 1)k − (J + 1)k)1−α]

=
1

(1− α)

[
(j + 1− J)1−αk1−α − (j − J)1−αk1−α]

=
k1−α

(1− α)

[
(j + 1− J)1−α − (j − J)1−α]

alors, on obtient

∂αu

∂tα
(xi, tj+1) =

k1−α

(1− α)Γ(1− α)

j∑
J=0

[
u(xi, tJ+1)− u(xi, tJ)

k

]
×
[
(j + 1− J)1−α − (j − J)1−α]

+O(k),

et d’après Propriétés (1.1), on a
(1− α)Γ(1− α) = Γ(2− α);
donc,

∂αu

∂tα
(xi, tj+1) =

k1−α

Γ(2− α)

j∑
J=0

[
u(xi, tJ+1)− u(xi, tJ)

k

]
×
[
(j + 1− J)1−α − (j − J)1−α]+O(k),

on pose
k′ = j − J ⇐⇒ J = j − k′{

J = 0⇒ k′ = j

J = j ⇒ k′ = 0

D’où
∂αu

∂tα
(xi, tj+1) =

k1−α

Γ(2− α)

j∑
J=0

[
u(xi, tJ+1)− u(xi, tJ)

k

]
× bk′ +O(k),

où
bk′ = (k′ + 1)1−α − k′1−α.

5. La discétisation de r(t) donnée par :
l’équation (2.25) devient

r(tj) = p(tj) +

∫ tj

0

Q(tj, τ)r(τ)dτ
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d’aprés la méthode de Trapèze, on obtient

r(tj) = p(tj) +

j−1∑
i=0

∫ ti+1

ti

Q(tj, τ)r(τ)dτ

alors

r(tj) = p(tj) +
k

2

j−1∑
i=0

Q(tj, τi+1)r(τi+1) +Q(tj, τi)r(τi)dτ

donc

r(tj) = p(tj) +
k

2
Q(tj, τ)r(τ) + k

j−1∑
i=1

Q(tj, τi)r(τi) (3.6)

Si j = 0

r(t0) = r(a) = p(t0)

⇒ r(a) = p(a)

⇒ r(0) = p(0)

on notons
rj = r(tj), pj = p(tj) et Qji = Q(tj, τi)
Alors (3.6) de devient

rj = pj +
k

2
Qj0r0 +

k

2
Qjjrj + k

j−1∑
i=1

Qjiri

donc on a, en général

(1− k

2
Qjj)rj = pj +

k

2
Qj0r0 + k

j−1∑
i=1

Qjiri (3.7)

Cette discritisation nous à fournée alors un sysléme d’équations algebriques linéaires, de
la forme AX = b où A est une matrice de la forme

A =



1 0 . . . . . . . . . . . . . . . 0
−k

2
Q10 1− k

2
Q11 0

−k
2
Q12 −k

2
Q22 1− k

2
Q22 . . . 0

...
...

... 0
−k

2
Q1n . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1− k

2
Qnn


où r = (r0, r1, . . . , rn) et p = (p0, p1, . . . , pn)
S’agissant dela solbilité du systéme (3.7), un rˆole essentiel revient au déterminant de la
matrice A.
Cette matrice, elle a pour déterminant

det(A) =

(
1− k

2
Q11

)(
1− k

2
Q22

)
. . .

(
1− k

2
Qnn

)
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parceque la matrice A est triangulière inferieur.
Soit M = max

1≤j≤n
|Qjj|, il en résulte évidement

det(A) ≥
(

1− k

2
M

)n
=

(
1− b− a

2n
M

)n
≥
(

1− k

2
M

) b−a
k

(3.8)

le second membre de cette inégalité est non nul pour tout h suffisamment petit, il en croit
avec la diminution de h, ainsi

(
1− k

2
M
)

et pour k deux fois moindre(
1− k

2
M

)2

= 1− k

2
M +

k2

16
M2

Lorsque k → 0, le second membre de (3.8) tend vers exp(−(b− a)M
2

).
Algebriquement dit, le déterminant du système (3.7) est non nul et ne tend pas vers 0 avec
k ce qui prouve justement l’absence des valeurs de l’équation de Volterra.

3.1.1 Schéma des différences finies

Un schéma implicite peut être donné par suite :
En utilisant (3.2) (3.5) et (3.7), l’équation de problème (2.1) devient

k−α

Γ(2− α)

j∑
k′=0

bk′
[
uj+1−k′
i − uj−k

′

i

]
=
uj+1
i+1 − 2uj+1

i + uj+1
i−1

h2
+ rj+1 f j+1

i ,

ce que implique que

j∑
k′=0

bk′
[
uj+1−k′
i − uj−k

′

i

]
=
kαΓ(2− α)

h2
(uj+1

i+1 − 2uj+1
i + uj+1

i−1 ) + kαΓ(2− α)rj+1 f j+1
i .

Pour i = 1, 2, . . . ,M −1 ; j = 0, 1, 2, . . . , N −1. Soit q =
kαΓ(2− α)

h2
l’équation ci dessus peut être

reécrite comme suivant

−q(uj+1
i+1 − 2uj+1

i + uj+1
i−1 ) = −

j+1∑
k′=1

bk′
[
uj+1−k′
i − uj−k

′

i

]
+ kαΓ(2− α)rj+1 f j+1

i .

−q(uj+1
i+1 − 2uj+1

i uj+1
i−1 ) = −uj+1

i + uji −
j∑

k′=1

bk′
[
uj+1−k′
i − uj−k

′

i

]
+ kαΓ(2− α)rj+1 f j+1

i .

−quj+1
i+1 + (1 + 2q)uj+1

i − quj+1
i−1 = uji −

j∑
k′=1

bk′
[
uj+1−k′
i − uj−k

′

i

]
+ kαΓ(2− α)rj+1 f j+1

i .

Par conséquent
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1. Pour j = 0
−qu1

i+1 + (1 + 2q)u1
i − qu1

i−1 = u0
i + kαΓ(2− α)r1 f 1

i

De (3.3) on obtient

−qu1
i+1 + (1 + 2q)u1

i − qu1
i−1 = ϕi + kαΓ(2− α)r1 f 1

i

Donc, le schéma des différences finies implicite pour j = 0 est donnée par

−qu1
i+1 + (1 + 2q)u1

i − qu1
i−1 = ϕi + kαΓ(2− α)r1 f 1

i (3.9)

2. Pour j>0

− quj+1
i+1 + (1 + 2q)uj+1

i − quj+1
i−1

= uji −
j∑

k′=1

bk′
[
uj+1−k′
i − uj−k

′

i

]
+ kαΓ(2− α)rj+1 f j+1

i

= uji −
j−1∑
k′=0

bk′+1u
j−k′
i −

j∑
k′=1

bk′u
j−k′
i + kαΓ(2− α)rj+1f j+1

i

=

j−1∑
k′=1

[−bk′ − bk′+1]uj−k
′

i + uji + b1u
j
i − b2u

j−1
i − b1u

j−1
i − bju0

i + kαΓ(2− α)rj+1 f j+1
i

=

j−1∑
k′=1

[−bk′ − bk′+1]uj−k
′

i + (1 + b1)uji + (−b2u
j−1
i − b1u

j−1
i )︸ ︷︷ ︸

k′=0

−bju0
i + kαΓ(2− α)rj+1 f j+1

i

=

j−1∑
k′=1

[−bk′ − bk′+1]uj−k
′

i + (1 + b1)uji − bju0
i + kαΓ(2− α)rj+1 f j+1

i .

Donc, le schéma des différences finies implicite pour j > 0 est donnée par

−quj+1
i+1 + (1 + 2q)uj+1

i − quj+1
i−1 =

j−1∑
k′=0

Ck′u
j−k′
i + (1 + b1)uji − bju0

i + kαΓ(2− α)rj+1 f j+1
i

(3.10)

où
Ck′ = −bk′ − bk′+1.

3.1.2 Système matricielle

On observe qu’on obtient (m − 1) équations servant à déterminer les (m − 1)
inconnues(u1, u2, . . . , um−1) . On dit usuellement qu’on a discrétisé le problème par une mé-
thode dedifférences finies utilisant le schéma implicite. On note que la connaissance des condi-
tions aubord u0 et um−1 est nécessaires à la résolution du système, puisqu’elles apparaissent
dans (3.9),(3.10)lorsque i = 1, . . . ,m− 1
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1. Pour j = 0
De (3.9),on a
– Pour i = 1

−qu1
2 + (1 + 2q)u1

1 − qu1
0 = ϕ1 + kαΓ(2− α)r1 f 1

1 .

– Pour i = 2
−qu1

3+ (1 + 2q)u1
2 − qu1

1 = ϕ2 + kαΓ(2− α) r1 f 1
2 .

...
...

...
...

...
...

– Pour i = m− 1

−qu1
m + (1 + 2q)u1

m−1 − qu1
m−2 = ϕm−1 + kαΓ(2− α)r1 f 1

m−1.

En utilisant (3.3) et (3.4), nous obtenons
– Pour i = 1

−qu1
2 + (1 + 2q)u1

1 − qu1
0 = ϕ1 + kαΓ(2− α)r1 f 1

1 .

– Pour i = 2
−qu1

3+ (1 + 2q)u1
2 − qu1

1 = ϕ2 + kαΓ(2− α) r1 f 1
2 .

...
...

...
...

...
...

– Pour i = m− 1

−qu1
m−2 + (1 + q)u1

m−1 = ϕm−1 + kαΓ(2− α)r1 f 1
m−1.

2. Pour j > 0 De même manière de cas (j = 0). Donc, pour i = 1, 2, 3, . . . ,m, l’équations (3.9)
et (3.10) peuvent être écrits comme suite :

BU1 = U0 + kαΓ(2− α)r1 f 1,

BU j+1 = (1 + b1)U j − bjU0 + C0U
1 + . . .+ CjU

1 + kαΓ(2− α)rj+1 f j+1
i ,

U0 = ϕ

(3.11)

où

B =



1 + 2q −q 0
−q 1 + 2q −q

−q 1 + 2q
. . .

. . . . . . . . .
. . . . . . −q

0 −q 1 + q


,

uj =


uj1
uj2
...
...

ujm−1

 et f j =


f j1
f j2
...
...

f jm−1

 .
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Remarque 3.1. La matrice B est définie positive

Démonstration. Pour montrer que la matrice B est définie positive, il suffit de montrer que

uTBu > 0, ∀u 6= 0.

on a

uTBu =
(
u1 u2 . . . . . . um−1

)


1 + 2q −q 0
−q 1 + 2q −q

−q 1 + 2q
. . .

. . . . . . . . .
. . . . . . −q

0 −q 1 + q




u1

u2
...
...

um−1



=
m−3∑
i=1

[
(1 + 2q)(ui)

2 − 2qui+1 + (1 + 2q)(ui+1)2
]

+
[
(1 + 2q)(um−2)2 − 2qum−2um−1 + (1 + q)(um−1)2

]
=

m−3∑
i=1

[(√
q

2
ui −

√
q

2
ui+1

)2

+ (1 +
3q

2
)u2

i + (1 +
3q

2
)u2

i+1

]

+

[(√
q

2
um−2 −

√
q

2
um−1

)2

+ (1 +
3q

2
)u2

m−2(1 +
q

2
)u2

m−1

]
> 0,

donc, pour tout u 6= 0 : uTBu > 0

3.1.3 Stabilité et convergence du schéma implicite

Lemme 3.2. (voir[11]) Pour j = 1, 2, . . . , n− 1, on a

j∑
k′

ck′ + bj = 1, (3.12)

où ck′(k′ = 1, 2, . . . , j) est définie par (3.9) et bj(j = 1, 2 . . . , n− 1) est donné par(3.5).

Proposition 3.1. (voir[11][12]) La matrice B est définie positive on a

1 < ρ(B) < 2 ‖a‖∞ − 1, (3.13)

1

2 ‖a‖∞ − 1
< ρ(B−1) < 1 (3.14)

où ‖a‖∞ = max
1≤i≤m−1

{aii}.
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Théorème 3.1. ([12]) Le schéma de différence finie implicite défini par (3.11) est inconditionnellement
stable.

Démonstration. Soit ϕ̃ une conditions initiale perturbée à laquelle on associe une nouvelle solu-
tion Ũ j et à l’aide de système de différence linéaire (3.11) nous avons{

BŨ1 = Ũ0 + kαΓ(2− α)r1 f 1,

BŨ j+1 = (1 + b1)Ũ j − bjŨ0 + c0Ũ
1 + . . .+ cjŨ

1 + kαΓ(2− α)rj+1 f j+1
i .

(3.15)

et soit Ej = Ũ j −U j désigne l’erreur de solution pour l’itération d’étape j, et j = 0, 1, . . . , n− 1.
En utilisant (3.11) et (3.15), on obtient{

BE1 = E0, E0 = ϕ̃− ϕ,
BEj+1 = (1 + b1)Ej − bjE0 + c0E

1 + . . .+ cjE
1.

(3.16)

pour montrer que ‖Ej+1‖∞ ≤ ‖E0‖∞, pour j = 0, 1, . . . , n− 1, on utilisent la récurrence
– Si j=0, par (3.16) on a

BE1 = E0,

on multiplient par B−1 on obtient

E1 = B−1E0,

d’où ∥∥E1
∥∥
∞ =

∥∥B−1E0
∥∥
∞ ,

d’après les propriétés de la norme matricielle on obtient∥∥E1
∥∥
∞ ≤

∥∥B−1
∥∥
∞

∥∥E0
∥∥
∞ ,

d’autre par, de théorème 1.3, nous avons

ρ(B) ≤ ‖B‖∞ ,

alors, ∥∥B−1
∥∥
∞ ≤ ρ(B−1),

et en utilisant Proposition 3.1 on trouve∥∥B−1
∥∥
∞ ≤ ρ(B−1) < 1,

d’où ∥∥B−1
∥∥
∞ < 1

par conséquent ∥∥E1
∥∥
∞ ≤

∥∥E0
∥∥
∞ ,

supposons qu’il existe ∥∥∥Ek′
∥∥∥
∞
≤
∥∥E0

∥∥
∞ , pour k′ = 2, . . . j,
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– d’après (3.16) on a

BEj+1 = (1 + b1)Ej − bjE0 + c0E
1 + . . .+ cjE

1

alors
Ej+1 = B−1

(
(1 + b1)Ej − bjE0 + c0E

1 + . . .+ cjE
1
)

d’où ∥∥Ej+1
∥∥
∞ =

∥∥B−1
(
(1 + b1)Ej − bjE0 + c0E

1 + . . .+ cjE
1
)∥∥
∞ ,

grâce à les propriétés de la norme matricielle

∥∥Ej+1
∥∥
∞ ≤

∥∥B−1
∥∥
∞︸ ︷︷ ︸

<1

∥∥(1 + b1)Ej − bjE0 + c0E
1 + . . .+ cjE

1
∥∥
∞ ,

en utilisant l’hypothèse précédente on trouve

∥∥Ej+1
∥∥
∞ ≤

(
j∑

k′=1

ck′ + bj

)∥∥E0
∥∥
∞ ,

et d’après Lemme 3.2 on obtient ∥∥Ej+1
∥∥
∞ ≤

∥∥E0
∥∥
∞ ,

donc,

∥∥Ej+1
∥∥
∞ ≤

∥∥E0
∥∥
∞ , pour j = 0, 1, . . . , n− 1 (3.17)

Ce qui signifie que le schéma de différence implicite (3.11) est stable.

Théorème 3.2. ([12]) La solution de différence du système linéaire (3.11) est convergente à la solution
exacte du problème (2.1), (2.2)-(2.3) lorsque h, k → 0 pour le domaine de temps fini.

Démonstration. Soit eji = u(xi, tj) − uji (i = 1, 2, . . .m − 1, j = 1, 2, . . . , n − 1), oùu(xi, tj) est la
solution exacte du problème (2.1), (2.2)-(2.3) à point de maillage u(xi, tj), et uji est la solution
de schéma de différence (3.11) aussi à u(xi, tj). Où ej = (ej1, e

j
2, . . . , e

j
m−1)T , on remarque que

e0
i = u(xi, 0)− ϕi = 0, donc, e0 = 0. Nous avons uji = u(xi, tj)− eji en le remplaçant (3.8) et (3.9)

donc,
– Pour j = 0

− q
[
u(xi+1, t1)− e1

i+1

]
+ (1 + 2q)

[
u(xi, t1)− e1

i

]
− q

[
u(xi−1, t1)− e1

i−1

]
= u(xi, t0)− e0

i

+ kαΓ(2− α)r1
i f

1
i ,

donc

− qe1
i+1 + (1 + 2q)e1

i − qe1
i−1 = −q [u(xi, t1)− 2u(xi, t1) + u(xi, t1)] + u(xi, t1)− u0

i

− kαΓ(2− α)r1
i f

1
i

= R1
i ,
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– Pour j > 0

− q
[
u(xi+1, tj+1)− ej+1

i+1

]
+ (1 + 2q)

[
u(xi, tj+1)− ej+1

i

]
− q

[
u(xi−1, tj+1)− ej+1

i−1

]
= (1 + b1)×[

u(xi, tj)− eji
]

+

j−1∑
k′=1

ck′+1

[
u(xi, tj−k′)− ej−k

′

i

]
,

Alors

− qej+1
i+1 + (1 + 2q)ej+1

i − qej+1
i−1 = (1 + b1)eji +

j−1∑
k′=1

ck′+1e
j−k′
i −

j−1∑
k′=1

ck′+1u(xi, tj−k′) + u(xi, tj+1)

− q [u(xi+1, tj+1)− 2u(xi, tj+1) + u(xi−1, tj+1)] + u(xi, tj+1)− (1 + b1)u(xi, tj) + bju(xi, t0)

− kαΓ(2− α)r1
i f

1
i

= (1 + b1)eji +

j−1∑
k′=1

ej−k
′

i +Rj+1
i ,

SoitRj = (Rj
1, R

j
2, . . . , R

j
m−1)T une erreur de troncature dans l’approximation des solutions pour

j = 1, 2, . . . , n, on a ej+1
0 = 0 et ej+1

m = ej+1
m−1, et en utilisant le système de différence linéaire (3.11),

nous avons {
Be1 = R1,

Bej+1 = (1 + b1)ej − bje1 + c0e
1 + . . .+ cje

1 +Rj+1.
(3.18)

Où

Rj+1
i = −

j−1∑
k′=1

ck′+1u(xi, tj−k′)− q [u(xi+1, tj+1)− 2u(xi, tj+1) + u(xi−1, tj+1)] + u(xi, tj+1)

− (1 + b1)u(xi, tj) + bju(xi, t0)− kαΓ(2− α)rj+1f j+1
i

−
j−1∑
k′=1

(−bj − bj+1)uj−k
′

i + (1 + b1)u(xi, tj)︸ ︷︷ ︸
I1

+bju(xi, t0 − q [u(xi+1, tj+1)− 2u(xi, tj+1) + u(xi−1, tj+1)]− kαΓ(2− α)rj+1f j+1︸ ︷︷ ︸
I2

.

on a

I1 + I2 = −
j−1∑

0

bj+1u
j−k′
i −

j∑
k′=1

bju
j−k′
i − (1 + b1)u(xi, tj) + bju(xi, t0)

j∑
k′=0

bj

[
uj+1−k′
i − uj−k

′

i

]
=

j∑
k′=0

bj [u(xi, tj+1−k′)− u(xi, tj−k′)]

Donc

Rj+1 =

j∑
k′=0

bj [u(xi, tj+1−k′)− u(xi, tj−k′)]−
kαΓ(2− α)

h2
[u(xi+1, tj+1)− 2u(xi, tj+1) + u(xi−1, tj+1)]

− kαΓ(2− α)rj+1f j+1
i
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De (3.2) nous avons

u(xi+1, tj+1)− 2u(xi, tj+1) + u(xi−1, tj+1)

h2
=
∂2u

∂u2
(xi, tj+1) +O(h2)

et
1

kαΓ(2− α)

j∑
k′=0

bk′ [u(xi, tj+1−k′)− u(xi, tj−k′)] =
∂αu

∂uα
(xi, tj+1) +O(k2)

par conséquent

Rj+1
i = kαΓ(2− α)

[
∂αu

∂uα
(xi, tj+1)− ∂2u

∂u2
− rj+1f j+1

i +O(h2) +O(k2)

]
De l’équation de diffusion fractionnare (2.1), on obtient

Rj+1
i = kαΓ(2− α)O(h2 + k2),

ce qui implique que il existe une constante M > 0 telle que∥∥Rj+1
∥∥
∞ ≤MkαΓ(2− α), pourj = 0, 1, . . . , n− 1,

par récurrence, on peut démontrer l’inégalité suivante∥∥ej+1
∥∥
∞ ≤

1

bj
MkαΓ(2− α), (3.19)

où M > 0 représente une constante positive arbitraire et bj est donné par (3.5)
–
– Pour j = 0, d’après (3.18) on a

e1 = B−1R1,

alors, ∥∥E1
∥∥
∞ =

∥∥B−1R1
∥∥
∞

≤
∥∥B−1

∥∥
∞

∥∥R1
∥∥
∞

<
∥∥R1

∥∥
∞ ,

et d’après (3.19) ∥∥e1
∥∥
∞ < Mkα(h2 + k2),

on pose que

∥∥∥ek′∥∥∥
∞
<

1

bk′−1

Mkα(h2 + k2), k′ = 1, 2, . . . , j (3.20)

– d’après(3.18)
ej+1 = B−1(c1e

j + c2e
j−1 + . . .+ c1e

j+1 +Rj+1),

alors
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∥∥ej+1
∥∥
∞ =

∥∥B−1(c1e
j + c2e

j−1 + . . .+ c1e
j+1 +Rj+1)

∥∥
∞

≤
∥∥B−1

∥∥∥∥c1e
j + c2e

j−1 + . . .+ c1e
j+1 +Rj+1

∥∥
∞

≤ 1

bj
(bjc1

∥∥ej∥∥∞ + bjc2

∥∥ej−1
∥∥
∞ + . . . bjcj

∥∥e1
∥∥
∞ +

∥∥Rj+1
∥∥
∞)

de (3.5) nous avons bj < 1, et d’après (3.19)-(3.20) on obtient

∥∥ej+1
∥∥
∞ ≤

1

bj

(
k′∑
j=1

ck′ + bj

)
Mkα(h2 + k2),

et en utilisant lemme 3.2 en trouve

∥∥ej+1
∥∥ ≤ 1

bj
Mkα(h2 + k2), (3.21)

D’autre part,

lim
j→∞

1

bjjα
= lim

j→+∞

1

j1−α
[(

1 + 1
j

)1−α
− 1

]
jα

= lim
j→+∞

1

j

[(
1 + 1

j

)1−α
− 1

]
= lim

j→+∞

1

j
[
1 + 1−α

j
− 1
]

=
1

1− α
.

on a tj = jk ⇒ kα =
tαj
jα

donc, par (3.21) on obtient

∥∥ej+1
∥∥
∞ <

M

bjjα
tα(h2 + k2),

et nous avons
tαj
jα
≤ Tα

jα
, alors, pour j suffisannent grand on peut déduire que

∥∥ej+1
∥∥
∞ <

M

1− α
Tα(h2 + k2),

ce qui implique que l’affirmation du théorème est valide
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3.2 Algorithme

Algorithme de Thomas
Initialisation :
m,n, α
h = 1/m
k = 1/n

q = kαΓ(2−α)
h2

Pour i = 1 : m− 2
bi = 1 + 2q
bm−1 = 1 + q
Pour i = 1 : m− 2
ci = −q
Pour i = 2 : m− 1
ai = −q
Triangularisation :
d = u0 + kαΓ(2− α)r1f 1

Pour i = 1
c′i =

ci
bi − c′i−1ai

Pour i = 1

d′1 =
d1

b1
Pour i = 2 : m− 1

d′i =
di − d′i−1ai
bi − c′i−1ai

Résolution :
um−1 = d′m−1

Pour i = m− 2 : −1 : 1
ui = d′i − c′iui+1

Pour j = 1 : n− 1

r(tj) =
cDE(tj) +

(uj1−u
j
0)

h2

h
2

[f(1, tj) + f(0, tj)]
écrire
stop

3.3 Application numérique

Dans cette section, nous avons implémente notre schéma de différence sur un exemple qui
supporte l’analyse théorique

Dans l’équation (2.1), soient α =
1

2
, le terme source r(t) = et et f(x, t) =[

x2(1− x)2Γ(21)

Γ(21− α)
(t20−α)− (12x2 − 12x+ 2) (t20 + 1)

]
e−t , la condition initiale (2.2) ϕ(x) =

x2(1− x)2, les condition aux limites (2.3) u(0, t) =
∂u

∂x
(1, t) = 0 et la solution exacte de problème
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inverse u(x, t) = x2(1 − x)2(t20 + 1). En utilisant Matlab,nous avons représenté la solution nu-
mérique, la solution exacte et le terme source r(t) du problème inverce, avec (m = 100, n = 100)

FIGURE 3.1 – la solution exacte et la solution approche de u(x, t)

KAKA A. Problème inverse de terme source pour une équation de diffusion fractionnaire



3.3. APPLICATION NUMÉRIQUE 50

FIGURE 3.2 – la solution exacte et la solution approche de r(t)
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons étudié un problème inverse de source terme pour déterminer
numériquement un coefficient dépendant de temps dans une équation de diffusion fraction-
naire temporelle de Caputo en dimension un avec conditions aux limites de Dirichlet-Neumann
homogènes et une condition supplémentaire de tye intégrale. Ce mémoire se déroule en deux
étapes :

Étude théorique : nous avons démontré un résultat d’existence et d’unicité de la solution du
problème inverse de terme source (1)-(4) en utilisant la méthode de Fourier et les équa-
tions intégrales de type Volterra, ainsi que un résultat de la dépendance continue de la
solution par rapport aux données.

Étude numérique : nous avons présenté un schéma aux différences finis implicite pour déter-
miner numériquement la solution u (x, t) du problème direct (1)-(3). Nous avons montré
que cet schéma est stable et converge. Ensuite, nous avons proposé un algorithme d’inver-
sion pour la coefficient r (t) du problème inverse (1)-(4). Des exemples numériques sont
illustrés pour valider cet algorithme d’inversion.

Comme perspectives, nous avons le problème ouvert suivant :

+ Analyse mathématique et numérique d’un problème inverse de terme source pour une
équation de diffusion-onde fractionnaire avec condition de type intégrale suivant :

CDαt u (x, t) = uxx (x, t) + r (t) f (x, t) , 0 < x < 1, 0 < t < T,

u (x, 0) = ϕ (x) , ut (x, 0) = ψ (x) , 0 ≤ x ≤ 1,

ux (0, t) = ux (1, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T,∫ 1

0
u (x, t) dx = E (t) , 0 ≤ t ≤ T.

où CDαt u (x, t) est la dérivée de Caputo d’ordre 1 < α < 2 définie par :

CDαt u (x, t) =
1

Γ (2− α)

∫ t

0

(t− s)1−α ∂
2u (x, s)

∂s2
ds.
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KAKA A. Problème inverse de terme source pour une équation de diffusion fractionnaire



D ans ce mémoire, nous avons étudié un problème inverse pour déterminer un coefficient de terme
source dépend de temps dans une équation de diffusion fractionnaire avec des conditions aux li-

mites mixtes homogènes et une condition de type intégrale. Nous avons démontré l’existence et l’unicité
de la solution, ainsi que la dépendance continue par rapport aux données, en utilisant la méthode de
Fourier et l’équation intégrale de Volterra. Ensuite, nous avons proposé un algorithme d’inversion basé
sur un schéma implicite pour résoudre numériquement ce problème inverse. Finalement, nous avons
présenté des exemples numériques pour valider cet algorithme.

Mots-Clés : Problème inverse, Méthode de Fourier, Équation de diffusion fractionnaire, Équation
intégrale de Volterra, Schéma implicite.

I n this memoir, we studied an inverse problem to determine a time dependent source term coefficient
in a fractional diffusion equation with homogeneous mixed boundary conditions and an integral type

condition. We have demonstrated the existence and uniqueness of the solution, as well as the continuous
dependence on the data, using the Fourier method and the integral Volterra equation. Then, we proposed
an inversion algorithm based on an implicit scheme to solve numerically this inverse problem. Finally,
we presented numerical examples to validate this algorithm.

Keywords : Inverse problem, Fourier method, Fractional diffusion equation, Integral equation of
Volterra, Implicit scheme.
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