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Introduction

Le présent travail est partagé en deux chapitres :

Dans le premier chapitre, on présente un rappel général sur la théorie des opérateurs
compacts dans les espaces des fonctions continues tout en étudiant comme cas spécifique les
opérateurs intégraux .

Dans le deuxiéme chapitre, on rappele la théorie de Riesz .



Chapitre 1

Théorie des opérateurs

1.1 Opérateur compact

1.1.1 Opérateurs linéaires compacts

Soit A un opératuer linéaire d’un espace normé E dans un espace normé F', on dit que A est

un opérateurs compact s’il envoie tout ensemble borné G dans F & un ensemble relativement

compact A (G) dans F. Autrement dit, la fermeture A (G) est compacte.

1.1.2 Ensemble relativement compacts

Un ensemble G C FE est relativement compact si pour toute suite {u,} de G, il existe une

sous suite {un(k)} qui converge dans F.
Théoréme 1.1.1 (critére de compacité)

Un opérateur linéaireA :FF — F' est compact si et seulement si pour toute suite bornée
v, de E, la suiteAyp,, contient une sous suite convergente deF'.

Démonstration. =

Il suffit d’appliquer les définitions appropriés d’nu ensemble borné et un ensemble rela-

tivement compact.

Théoréme 1.1.2



1.1. Opérateur compact

Une combinaison linéaire A = aA; + BA; des opératuers compacts est un opérateur
compact.
Démonstration. m

Soit {(,,} une suite borné de E et soit { A, } une suite de F', alors

Agpn ([L’) = OéAﬁOn (.’L’) +5A2¢n (ZL’), avec @, < E,?’L €N

Ay et Ay étant compact, on peut extraire de {A;p,} et de {Asp,} deux sous suites
convergentes qui donne par leur somme une sous suite convergente de {4y, }, donc A est

compact.
Théoréme 1.1.3

Le produit AB de deux opérateurs bornés A et B est compact si I'un des opérateurs A
ou B est compact.

Démonstration. m

Soit {¢,,} un suite bornée de E, alors si B est un opérateur borné la suite By, (=) est
aussi bornée, et de la compacité de 'opérateur A il existe une sous suite de A (Byp,, (x)) qui
converge, ce qui implique que AB est compact.

D’autres part si B est compact, on peut extraire de la suite By,, () une sous suite conver-
gente By, (), et de la continuité de Popérateur A car il est borné la suite A (By, ) ()

converge, ce qui implique que AB est compact.
Théoréme 1.1.4

Soit F un espace normé et F' un espace de banach, et soit {A,} une suite d’opérateurs

compacts de F/ dans F', convergente en norme vers ’opérateur linéaire A de E dans F'

lim ||A, — Al =0.
Alors A et compact.
Démonstration. m
Soit {¢,,} une suite bornée de E, I'opérateur A étant compact, on peut extraire de la
suite { A1, } une sous suite convergente; soit {,}} une sous suite de {,,} telle que, {A;}}

soit convergente.



1.1. Opérateur compact

De la méme fagon, on peut extraire de la suite { A2} une sous suite convergente, car
Ay est compact; soit{p?} une sous suite de{¢’} telle que, la suite { Ayp? } soit convergente.

Remarquons que, la suite {A;02} est une sous suite de la suite convergente {A;pl} qui
a son tour convergente.

En raisonnant de la méme fagon, pour les opératuers Ay, A, ..., Ay, ..., on détermine les
suites {pL}, {©2}, ... {pP},... L est a remarquer que la suite {¢” } est une sous suite de toutes
les suites qui lui préceédent et que les suites { AP} sont convergentes pour(k = 1,2, ...p) .

Comme 'espace Y est complet, pour la compacité de I'opérateur A il suffit de montrer
que la suite {A¢P} est une suite Cauchy, alors

Ak — Api|l < [|Aph — Anh || + || Aneh — Anpi|l + | Anwf — Api ||

£

537> ensuite choisissons

Soit ||, || < M. choisissons n de sorte que 'on a [|[A — A,|| <
N tel que, pour tous les p > N et ¢ > N, on a la relation ||A,¢h — A,0l]| < 5 car la suite
{A,¢P} est convergente.

Dans ces conditions, on aura pour tout p et ¢ suffisamment grands.

|App, — Api]] <e.
Théoréme 1.1.5

Soit A un opérateur borné de E dans F, & image A (E) de dimension finie. Alors A est
compact.

Démonstration. =

En effet, car 'opérateur A transforme tout ensemble borné GG de E & un ensemble borné

A (G) dans un espace de dimension finie A (E) ce qui implique que A (G) est précompact.
Lemme 1.1.1

Soit G un sous espace fermé d’un espace normé F tel que, G # E, alors il existe un

élément ¢ € F, avec ||| = 1 tel que, pour tout ¢ € G, on a

lp— || > a, avec 0 <a <1

Démonstration. =



1.1. Opérateur compact

En effet, soit f un élément de E tel que f ¢ G alors, on a

nf |1 = ol = > 0.

choisissons un élément ¢ € G tel que

s
a
soit ¢ le vecteur donné par
()0 — ‘f——w
If =l
alors le vecteur ¢ est de norme égale & I'unité (||¢|| =1).
De plus, on a
le =4 S (-
® = = - -
[l
> _F > o
Lf =]

Théoréme 1.1.6

L’opérateur identique I de F dans E est compact si et seulement si E est de dimension
finie.

Démonstration. m

Soit ¢, un élément de E, tel que ||¢|| = 1, alors G7 = span {¢,} est un sous espace
fermé de E car G; est de dimension finie. D’apres le lemmel, il existe un élément ¢, €
E, tel que [lg,| = 1 et [l¢; — @5f| > 3.Prenons une deuxieme fois le sous espace fermé
Gy = span{py,¢,}, il existe alors un élément ¢ € E avec ||pg]| = 1,[j¢; — ps]| > 3 et
s — @3]l > 3. On répete la méme procédure jusqu’a l'obtention d’un suite {¢,} vérifiant
lenll =1 et ||, — @]l > 3, pour tout m # n.

Il est & remarquer que cette suite {(,, } est bornée mais elle ne contient aucune sous suite

convergente. C.Q.F.D.

Corollaire 1.1.1



1.1. Opérateur compact

La boule unité B (0, 1) dans un espace de dimension infinie n’est pas compact.
En effet, il suffit d’appliquer le théoréme précedant, car la boule unité B (0, 1) est sa

propre image dans ’espace X de dimension infinie par 'opérateur identique
Théoréme 1.1.7

Un opérateur compact est un opérateur borné. La réciproque est fausse.
Démonstration. m

En effet, si on désigne par

B(0,1) ={z € X, =[] <1},

la boule fermé de rayon 'unité, alors l’ensembleA (B (0,1)) est compact, donc borné,

c’est a dire

||Az|| < oo et par conséquent, sup ||Az| < oo,
zll<1

ce qui signifie que 'opérateur A est borné.

Réciproquement, I'opérateur identique I de E' dans E est borné mais il n’est pas compact.
Théoréme 1.1.8

L’opérateur intégral A de C' (G) dans C'(G) & noyau continu est un opérateur compact.
Démonstration. =

Soit E un ensemble borné de C (G) alors, on a

lloll < M pour tout p € E.

De plus

|Ap (z)| < M |G| ma>(<;|K(a:,y)] NVreGetVypekL,
x,ye

cela veut dire que A (F) est borné.
L’opérateur K est uniformément continu sur le compact G x G, d’ot

Ve > 0,36 > 0,Vz,y,z € G, |lzv —y| <d = |K(x,2) — K (y,2)| <ﬁG|



1.1. Opérateur compact

d’ou
|Ap (x) — Ap (y)| < € pourtout p € E et z,y € G,avec |z —y| < 6.

Ceci exprime que 'ensemble A (E) est équicontinu, d’ou A (E) est relativement compact

d’aprés le théoréme d’Arzela-Ascoli. Alors A est compact.

1.1.3 Noyau faiblement singulier

On appelle noyau faiblement singulier la fonction K continue sur G x G C R™ x R" sauf

peut étre aux points x = y et telle que,

M
Ve,ye Gy £y, AM > 0, |K (z,y)| < ————,0< a<n

|z —y|"

Théoréme 1.1.9

lopérateur intégral A de C' (G) dans C' (G) a noyau faiblement singulier est un opérateur
compact.
Démonstration. m

Il est & remarquer que 'opérateur

A¢<x>=/k<x,y>¢<y>dy, tyeG

existe comme une intégrale impropre, car

K (2, 9) ¢ ()] < M|l [ —y[*"

De plus, on a

d
T — a—nd Swn a—n n—ld :(’ﬁda7
|z —y| y Pt dp = —
G 0

ol w, désigne la surface de la sphére unité dans R”, et d le diamétre ’ensemble G.
Construire maintenant une suite d’opérateurs compacts A, convergente vers I’'opérateur

A et telle que, on a



1.1. Opérateur compact

lim || A — A,|| = 0.
p—0o0

Soit h une fonction continue par morceau, définie sur [0, co[ a valeurs dans R, par

0si 0<t<
ht)=9q 2t—1 si £ <t<1
1 si 1<t<oo

le noyau K, défini sur G x G a valeurs dans C, par

hiple—yl) siz#y
0 si z=y

K, (z,y) =

est un noyau cotinu pour tout p € N et par conséquent, les opérateurs intégraux A, sont

compacts.De plus,

|Ap (z) — App ()] =

LLn_pa{l_h@”$—MHKW%yMdey

D=

< Mlglwn / N
0

Wn
< M| 2 a e

Il est aisé de remarquer que la suite des opérateurs A,y converge uniformément vers Ay

quand p — oo, d’ou 'opérateur Ap est un élément de C' (G), de plus

A=Al <M

w”’l
(63

— 0, lorsque p — o0,
ap

cela implique que 'opérateur A est compact.
Théoréme 1.1.10

L’opérateur intégral A de C (0G) dans C (OG) a noyau continu ou a noyau faiblement

singulier est un opérateur compact sur C (9G) si OG est de classe C*.



1.2. Opérateurs Intégraux

1.1.4 Compacité dans C (K)

Théoréme 1.1.11 (Arzela-Ascoli)

Un ensemble G C C (K) est relativement compact si et seulement si elle est bornée et

équicontinu. Dire s’il existe une constante M telle que

v (x) < M pour tout z € K et p € G.

Plus loin, pour chaque € > 0, il exists ¢ > 0 telle que , pour tout ¢ € GG, nous avons

lo () — ¢ (y)| < e pour tout z,y € K avec |x —y| < 9.

L’ensemble C' (K) désigne 'espace des fonctions de valeurs réel ou complexes définies

dans un ensemble compact K C R" | muni de la norme maximale
Il = max i (2)].

1.2 Opérateurs Intégraux

Les opérateurs intégraux constituent des objets fondamentaux en analyse fonctionnelle, ot
ils permettent notamment de transformer les équations fonctionnelles en une version plus
simple afin de les résoudre facilement. Les opérateurs intégraux interviennent dans plusieurs
domaines tels que les équations aux dérivées partielles, les phénomeénes de diffusion et les

équations intégrales.

1.3 Opérateur Intégral

On appelle opérateur intégral tout opérateur linéaire A défini sur un espace normé E &

valeurs dans un espace normé F' donné sous la forme



1.3. Opérateur Intégral

ot k(z, y) une fonction mesurable définie sur un ensemble mesuré Gy x G et ¢(y) est
une fonction mesurable définie sur G,.

1.3.1 Noyau d’un opérateur

La fonction mesurable k(z, y) est dite noyau de 'opérateur intégral A.

1.3.2 Normes des opérateurs intégraux

Soit A un opérateur intégral défini sur L,(G;) , alors pour tout p et ¢

conjugués (% - % =1),avec (1 <p, ¢ <o), lanorme de 'opérateur A est donnée par

P, 1

(Jo,(Je, (2, y)|9dy)sdx)» pour 1 < p < oo
| All, = fGl esssup, |k(z, y)|dz, pour p =1

esssup, [, [k(z, y)|dy, pour p = oo

ou k(z, y) une fonction mesurable définie sur un ensemble mesuré G; x Gb.

Théoréme 1.3.1

Soit A un opérateur intégral de norme finie

[A]lp < o0 (2)

Alors I opérateur intégral A est un opérateur linéaire continu de L,(G2) dans L,(Gy) .

De plus, on a

[Agll, < [[Allpll#ll (3)

Démonstration. m
e Premier cas 1 < p < oo

Par utilisation de I'inégalité de Holder, on obtient

10



1.3. Opérateur Intégral

Ap(z)Pdz = / ([ 1k ety

G1
< [ () e i [ el gy
G1 Ga G2
= el [ (] 1Ko g
G2 JGo
= [Alllell;
D’ou la continuité de l'opérateur intégral Ap(z) = [, k s o(y)dy de L,(G2) dans

L,(Gy) . De plus, on a
([ [Ap(z)Pdz)r < (JA[Flel})?

G1
ou encore
[Aelly < Allpllellp-
e Deuxiéme cas p =1
Ae@lis = [ ([ b i)
G1 G1 JGo
< [ essswplk(e, y)lds [ Jolwldy
G1 Yy (e
= el | esssupli(z, y)ids
G1 Y
= [[Allllell-
D’ou la continuité de Vopérateur intégral Ap(z) = [, k G (y)dy de L1(G2) dans Li(Gh)
. De plus, on a
[Aplly < [[All2lle]l:-
e Troisiéme cas p = o0
esssup [Tp(z)| = esssup| [ k(z, y)e(y)dy|
x x Ga
< esssuplp(y)lesssup [ |k(z, y)ldy
Yy z Go
= [[Allollello-

Dot la continuité de Vopérateur intégral Ap(r) = [, k(z, y)p(y)dy de Le(G2) dans
Lo(G1) . De plus, on a
[A¢lloo < [[Alloolléplloo-

11



1.3. Opérateur Intégral

Remarque 1.3.1

La norme de l'opérateur intégral A pour p = q¢ = 2 est donnée par

Al = ([ [ ke, )Pdsdy)t < oc
G JGa
Proposition 1.3.1

La condition ||A||, < oo donnée sur la norme de I’ opérateur intégral A est uniquement
suffisante et non nécessaire pour la continuité de cet I’ opérateur.

En effet, il suffit de prendre A comme opérateur de convolution dans L, (R)

Ap(z) = /Rk(x —y)p(y)dy

ou k(x, y) est un noyau de convolution k(z, y) = k(z — y) avec la condition

/m e(t)]dt < oo.

o0

Comme il est connu que la norme dans l'espace L,(G) est aussi donnée par

||f||p—sup/|f Dlde, g€ L(G) , lglly = 1.

Le théoréeme de Fubini, nous donne

lAgl, = sup / 19(2) A ()| da

llgllg=1

< sup/!gx /kaﬂ— y)|dy)dx
||9Hq 1

= | swp / 9= / k() — y)\dy)dz
9||q—1

= | sup /Ik‘ Idy/lg y)|dy)dx
9”11—1

< lglaliel, sup / k(y)\dy

llgllq=1

= el / o

D’ou la continuité de I'opérateur intégral Ap(z) = [; k( o(y)dy de L,(R) dans L,(R)

. De plus, on a

12



1.3. Opérateur Intégral

[Aell, < 1Al 1@l

Bien entendu, la condition (2) n’est pas remplie car, on a
P
Al = [ ([ bt = iy
R JR

= /||A||§dx: 0.
R

Théoréme 1.3.2

Soit A un opérateur intégral vérifiant les conditions suivantes

o [l existe deux constantes positives C7 > 0 et Cy > 0 telles que

(/ |k(x, y)|rdy)% < C4, r > 0, pourtout = € Gj. (4)
G2
De plus,
(/ |k(x, y)|5dx)% < Oy, s> 0,pourtout y € Gj. (5)
G1
e Pour tout p et q conjugués (}D + % =1), avec (1 <p, <), ona

p1— S

r
S_
b1 q

. (6)

4 Zpa plZS,

Alors I opérateur A est un opérateur linéaire continu de L,(G3) dans

L, (G1) . De plus, on a

p1—s s

|A| < C ™ Cyr (7)

Démonstration. =

pp1
p1i—p

Utilisons I'inégalité de Holder généralisée pour les valeurs py, q et

vérifient la relation (pi1 + é + B2 =1) alors, on a

13



1.3. Opérateur Intégral

[Ap(z)] = | [ Kz, y)p(y)dy|

2

S

< /Gz"“”“"’ )lle(y)ldy
= / (it Pl )7 () [k, y)[ 5 dy
- /Ggwe(a:, WPl @) )7 () P ki, )| dy
- /qum, Ple@)P)7 (e 7 (k(, y)* ) idy
D’ou la relation
Ap(@)] < ( / (ke W)l ) dy) 7 5 () Pdy) 77 ( O )" dy)s

En vertu de (4), avec ¢(%=) > 0, on obtient

pP1—s p1—s
([ k@, 9™ dy)s = ([ |k, )" dy)s &) 5 < ot
Gz G2

Q=

De plus, on a

p1—P

([ le@lPdy) s = (| |e)Pdy)r) o =l¢|
G Gla

D’ou, la relation
[Ap(z)| < (/ (k(z, Ple@IP)dy) el 7 cy ™

G2

Par intégration des deux cotés, il vient

14



1.3. Opérateur Intégral

p1—s

. [ Ap(z)Prde - < /Gl((/GQ(Ik(w, Y le)P)dy) el » G )P de

_ / / k(z, o))l dyde] ol PCm—
G1 JGa

= gmren / ke, y)Pde [ o(y)lPdy
Gl G2

= elmren |l /G Ik, y)[d

)

1
s

= JlelPorr(( /G k(x, )|*da)

T Csllel™

IN

D’ou la continuité de 'opérateur A de 'espace L,(G2) dans L, (G;)
L —s L S
( o [Ap()["dz)rr < (CF°CFllel)rr = G Gl
1

Autrement dit, on a
p1—s s

1Al < C ™ 3 llellp,

ou encore
pr—s s

[A¢llp < [[Allll@llp, avee [|A] < C;™ Cy.
Remarque 1.3.2

Le cas ou p = 1, 'opérateur A devient un opérateur continu de L;(G3) dans Ly, (G;)

sous la condition suivante

1
(| |k(z, y)[P*dx)rr < Cy, pourtout y € Gs.
G1

De plus, on a

[All < Cs.

Bien entendu, si p = 1 implique que ¢ = oo et la relation (6) donne p; = s, ce qui entraine

le résultat voulu.

Remarque 1.3.3

15



1.3. Opérateur Intégral

Le cas ol p; = oo, l'opérateur A devient un opérateur continu de L,(G2) dans L (G)
sous la condition suivante

q<r.

De plus, on a

[Al < Ch.

Bien entendu, si p; = oo implique que g > 1 et la relation (6) donne pil = 0, ce qui entraine

le résultat voulu.
Proposition 1.3.2 (Opérateurs produits)

Soient Ay et Ay deux opérateurs intégraux de L,(E) dans L,(E) , alors I’ opérateur
produit (A1As)p = A1 (Asp) est un opérateur intégral de L,(E) dans L,(E) .

En effet, on a

(A1Ar)p(z) = Ai(Axp)
/Ekl(x, 2)Axp(2)dz

= [ B ([ ke et
E E
= / sO(y)dy(/ ki(z, 2)ka(z, y)dz)
E E
= [ ke vt
E
ou la fonction k3(z, y) désigne le noyau de l'opérateur produit A; Ay donné par la relation
tale, o) = [ e, 2k, )i
E
Remarque 1.3.4

L’opérateur intégral produit A%p(z) = A(Ap(z)) admet un noyau ko(z, y) donné par

ko(z, y) = /k(:c, 2)k(z, y)dz.

16



1.3. Opérateur Intégral

1.3.3 noyaux itérés

Le noyau k,(z, y) de Popérateur intégral produit A"p(x) = A(A" 1p(z)) est dit noyau itéré

du noyau k(z, y) , donné par

kn(z, y) = /k(:z:, 2)kn_1(z, y)dz.

17



Chapitre 2

Représentation de Riesz

2.1 Les équations du deuxiéme type

Soit A un opérateur compact définie sur ’espace normé E dans lui-méme, 'opérateur T =
I — A ou [ désigne I'opérateur identité définit une équation d’opérateur appelé équation du

second type, étant donné que

To=I-A)p=p—Ap=F,

ou f est une fonction donnée de E et ¢ est la fonction inconnue de E.

2.2 La théorie de Riesz et ’alternative de Fredholm

Théoréme 2.2.1 (Premier Théoréme de Riesz)

le noyau de l'opérateur T' défini par

ker (T) ={p € E; Tp= (I — A)p =0},

est un sous-espace de dimension finie fermée.

Démonstration. =

En effet, il est connu que le noyau ker (7)d’un opérateur borné 7' est un sous-espace
fermé de F, étant donné que, pour toute suite ¢, en ker (T') converge vers ¢ dansF, on

obtient ¢ dans ker (T"). En effet, en raison de la bornitude deT" nous avons
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Ty, =0= lim Ty, =0,

n—oo

ou encore

T (limy,) =0= T () =0.

Par conséquent, ker (") est fermé .

D’autre part, toutes les fonctions ¢ € ker (T') doivent satisfaire a 1’équation

Ty =¢ — Ap = 0, Par conséquent Ap = ¢.

En notant que la restriction de l'opérateur A au sous-espace ker (7') coincide avec
I'opérateur d’identité sur ker (T') .L’opérateur A est compact de E vers F , et donc aussi
compact de ker (T") vers ker (T") ,puisque ker (T") est fermée. Evidemment , pour toute suite
bornée ¢, dans E en particulier dans ker (7') la suite Ap = ¢ contient une sous-suite
convergente Ap,, = ¢, dans le fermé ker (7).

Par conséquent, le sous-espace ker (T') est de dimension finie.
Remarque 2.2.1

ker (7T) de 'opérateur T™ pour tout n € N, est un sous-espace de dimension finie fermée.

En effet, les opérateurs T peut étre écrit sous la forme

T =(I—-A"=1-A4,

ou A, est un opérateur compact donné par

A, = zn: (—1)"*! (Z”) Al

=1

Théoréme 2.2.2

La suite des noyaux ensembles
ker (T),ker (T7%),...ker (I"), ...
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est croissante et stationnaire.
En d’autres termes, la suite contient uniquement un nombre fini d’ensembles distincts

de sorte qu’il existe un entier positif p € N,tel que

{0} C ker (T) C ker (T?) C ... C ker (T?) = ker (") = ...,

le nombre p est appelé le nombre de Riesz de 'opérateur compact A pour les ensembles
noyaux ker (7).
Démonstration. =

En effet, I'inclusion est évident, étant donné que

p €ker (T") = T"p =0,

et donc

T(Te) =T =0= ¢ € ker (T"*").

Par conséquent, I'inclusion d’ensembles

ker (T™) C ker (T™). (1)

Supposons qu’il n’y ait pas entier p € N, tel que la suite ker (T") est stationnaire,

c’est-a-dire

ker (T™) # ker (T"), pour tout m,n € N, avec m < n.

En d’autres termes, nous avons

{0} C ker (T) C ... C ker (I"™) C ker (T™*') C ... Cker (") C ker (IT") C ...

La relation ker (T"') C ker (T™) entre deux sous-espaces fermés implique I'existence

d’un élément ,, dans ker (7T"), avec une norme d’unité ||, | =1, tel que

||Q0n — ‘Pn—lH > %,pour tout ,,_; € ker (T”_l) :
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généralement, pour toute suite ¢,, € ker (T™) et pour tout m,n € N tel que m < n, nous

avons la relation suivante

|Ap, — Al = llon =T, — 0m + Tl (2)

1

Notez que, 'élément de la suite (¢,, — T'p,, + T, ) appartiennent au sous-espace ker (7771).

Effectivement, en utilisant le produit par T ,on obtient

En notant que

@ € ker (T™) C ker (T"") C ker (T™) et ¢, € ker (T™).

Alors

", =0,T",, =0et T"p, =0,

ou encore

" @y = T, +To,) = 0.

la suite ¢, est bornée, de sorte que grace a la compacité de l'opérateur A, on peut
extraire une sous-suite convergente de la suite Agp,,.

Contradiction avec la relation (2). Par conséquent

ker (T"7") = ker (T™) .

Il reste & démontrer maintenant la relation

ker (I™) = ker (T"*) .

en effet, nous obtenons
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¢ € ker (T") = T =T"(Typ) =0,

ou encore

Ty € ker (T") = ker (T"7'),

ce qui veut dire

To €ker(T" ) = T ' (Typ)=T'p=0 = ¢ € ker (T"),

et donc

ker (T"*) C ker (T™).

Par conséquent, il existe un entier positif p € N,tel que
{0} C ker (T™) C ker (T?) C ... C ker (TP) = ker (TP™!) = ker (T7P"2) = ...,

ou p est donnée par
p=min{k € N; tel que ker (T*) = ker (T"*1)} .

Théoréme 2.2.3 (Deuxiéme Théoréme de Riesz)

L’image de l'opérateur 1" défini par

ImT =T (E)={;Jp € E,Tp =1},

est un sous-espace linéaire ferme et de co-dimension finie.
Démonstration. =
eIl est connu que I'image d’un opérateur linéaireT” est un sous-espace linéaire.

Soit f un élément de la fermeture 7' (E£), alors il existe une sous-suite f,, de 'ensemble

T(E) tel que

lim f, = f.

En d’autres termes, il existe une suitep,, de £ tel que
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avec la relation de convergence

lim Ty, = lim f = f.
esupposons que, la suitep, est bornée, alors il existe une sous-suite ¢, telle que, la

suite Ap, ) converge. Par conséquent, la convergence de la sous-suite ¢, d’un élément ¢

dans E. Dire

Jim oy = Jim Ty = fim Ay = 2 € .

En raison de la bornitude de 'opérateur 7', on a

lim T, =T (lim 9, ) = Tip = f € T (E) = T (E),

k—o00 k—o00
esupposons que, la suite ¢, n’est pas bornée, alors on a

si ¢, € ker (T"), nous avons

To,=0 = lim Tp, =0=f T (E)=T(E),

comme un sous-espace linéaire contient un élément null
Si ¢, ¢ ker (T), en prenant le sous-espace G de E engendré par ¢, et ker (T') définie

comme

G = span{y, +ker (T)}.

Le sous-espace S est fermé dans G.Le sous-espace ker (T') est fermé dans G, par con-

séquent, il existe un élément 1,, € G avec une norme unitaire |1, || = 1 tel que

1
Hwn - Xn” > §7vXn € ker (T)7

avec la relation suivante
Y, = An, + X, an € R, X, € ker (T) .
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En notant que, il n’y a pas de sous-suite a, ) de la suite a,, converge vers I’élément null.

Car, si 'on suppose qu’il existe une telle sous-suite, dire

lim a,) = 0, on obtient

k—oo

Jim Ty = lim (anmTonn) + lim Ty,

k—oo

= lim an(k). klim Tgon(k) = Of =0.

k—o0

En d’autres termes, il existe une sous-suite v,,;) de la sous-suite v, de la suite bornée
1, tel que A¢n(j) converge vers un élément 1 de FE.
Cela implique la convergence de la sous-suite ,,.;) d’'un méme élément ¢ de F, car nous

avons

Jj—o0 J—0

Il est clair que, T% = 0. Par conséquent ) € ker (T') . Contradiction avec le fait que

1

nous pouvons donc conclure que a, ' est bornée. Dire

-1 _ -1
an n - gpn + an X’m

Ensuite, vient le

lim T (a;'¢,) = lim T, + lim T (a;'x,)
lim Ty, +0 = f.

La suite a,, ', est borné comme produit de deux suite a ! et 1, bornée. Par conséquent
il existe une sous- suite a;(lk)zpn(k) tel que A (a;(lk)zpn(k)) converge vers un élément a9 de
E. Cela implique la convergence de la sous-suite a;(lk) au méme élément a ) de E, car

nous avons
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lim a ) = Jim T <a1:(1k)wn(k)> + lim A <@;(1k)¢n(k)> =a ek,

k—o0

L’opérateur T est continue, alors nous écrivons

lim T (a;(lk)@bn(k)) —T (hm (a;(%ﬂ)zbn(k))) —T(a") =feT(E)=T(E).

k—o0 k—o0

Par conséquent, le résultat

Théoréme 2.2.4

La suite des images ensembles

Im (7),Im (7?) , ..., Im (T™), ...

est décroissante et stationnaire.
En d’autres termes, la suite contient uniquement un nombre fini d’ensembles distincts ,

de sorte qu’il existe un entier positif p € N,tel que

ey Im (T =Im (T%) C ..,.CIm (T?) CIm (T) C X

le nombreq est appelé le nombre de Riesz de I'opérateur compact A pour les ensembles
images Im (77) .
Démonstration. m

En effet, I'inclusion est évident, étant donné que

pemm(I") — ¢ =T"(¢) = T"" (Tp) = T" g, € Im (T"7),

et donc

p=T"¢ = Y =T""¢,.

Par conséquent, I'inclusion d’ensembles
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2.2. La théorie de Riesz et I'alternative de Fredholm

Im (T7) C Im (T771) . (1)

Supposons qu’il y ait aucun entier ¢ € N, tel que la suite Im (7™) est stationnaire,

c’est-a-dire

Im (T™) # Im (T™) pour tout m,n € N avec m < n.

En d’autres termes, nous avons

wCIm(T)..Cclm(T™") CcIm(T™)C..CIm(T)CE

La relation Im (7™*) C Im (T™) entre un sous-espaces fermés implique I'existence d'un

élément 1), de Im (7T™), avec norme unité ||, || = 1, tel que

1
@ = Y || > 5 forall ¥, € Im (T

En général, pour toutes suite v, € Im (T™) et pour tout m,n tel que m < n,nous avons

la relation suivante

= W~ (o= T + T > 5.

On notera que, 1’élément de la suite Ty, +T appartiennent au sous-espace
n n m

Im (7T™*1). En effet, nous pouvons écrire

U =Ty + T, = Tl =T(T"p) + T (T"¢)
— TngD o Tm+1§0 + TnJrlgO.

Par conséquent

U, T, € Im (T™) C Im (T™) et T4, € Im (T™).
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La suite 1, est bornée, si en raison de la compacité de 'opérateur A, on peut extraire
une sous-suite convergente de la suite A,,.

Contradiction avec la relation (2’). Par conséquent

Im (77*") =Im (T™).

Il reste & démontrer maintenant la relation

ker (Tm“) = ker (Tmﬂ) )

En effet, la premiére inclusion ker (T™%2) C ker (T™*!) est toujours vrai Suivant (1°) ,

pour le second, on a

1/1 c Im (Tm+1) — ?/J — TerlQO =T (ngp) =T (Terlng) — Tm+2s01 c Im (Tm+2) ,

ou encore

Im (TmH) C Im (Tm“) .

Par conséquent, il existe un entier positif ¢ € N, tel que

yo=Im (T77%) =Im (T%"") =Im (7% C ...Im (T?) CIm(T) C X

ou ¢ est donné par

g =min {k € N; tel que Im (T%) = Im (T")} .
Lemme 2.2.1

Le nombre Riesz p de l'espace ker (1™) et Le nombre Riesz ¢ de 'espace Im (7™) sont

égaux. dire

Démonstration. m
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supposons que, les nombres de Riesz p et ¢ sont différents, dire p # q.

e Premier cas p < ¢, on a

{0} Cker(T) C ... Cker (T?) C ker (T"*') = ... =ker (T9") =ker (T%) = ...  (3)

et aussi

we=Im (T9") =Im (T) C Im (T97") C ... CIm(7T?) C ... C Im(T) C X. (4)

Nous pouvons voir que, il existe une fonction ¢ € Im (T771) tel que ¢ ¢ Im (T7), c’est-

a-dire

Yp=T""oelm (T,

la composition par 'opérateur 1" sur les deux cotés, ce qui nous donne

Ty =T € Im (T7) = Im T4+

Cette équation montre que, il existe une fonction ¢, tel que

Ty =TI =Ty,

ou encore

Ty, — Tl = 0.

Par conséquent, on obtient

T (T, — ) =0 = T (p;) — ¢ € ker (T%) = ker (7). (5)

Il est & remarquer que la relation (5) nous a donné

T(p)—p€ker (T9") = T (T, — ) =0T, =T""p =1,

Cela implique que ) = T, € Im (T9) ,contradiction avec le fait que ¢ ¢ Im (7).
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e second cas ¢ < p, on a

{0} Cker (T) C ... C ker (T%) C ... C ker (T?7") C ker (I?) = ker (T"*") = ... (3%)
et aussi

e=Im(T")=Im (7" ") =..=Im(T) CIm(T" ") Cc..cIm(T)Cc X. (1)

Nous pouvons voir que, il existe une fonction ¢ € ker (T%) tel que ¢ ¢ ker (TP7'),

c’est-a-dire

"o € Im (T77") = Im (T%) = Im (T),

Cette équation montre que, il existe des fonctions ¢, et ¢, tel que

TP o =TPp) = T, (5)

la composition par 1'opérateur 7" sur les deux cotés et la relation ¢ € ker (1T7) donner

comme

TPy = TpH‘Pl = Tq“%% =0,

Cela implique que

¢y € ker (TP*) = ker (T7).

Par conséquent, il arrive

TP, = TPp, = 0.

Il est & remarquer que la relation (5’) nous donne TPp, = TP 1p = 0, cela implique

¢ € ker (TP~1), contradiction avec le fait que o ¢ ker (T77!) .

Théoréme 2.2.5 (Troiziéme Théoréme de Riesz)
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Le sous-espace ker (17) et Im (7") sont complémentaires. C’est-a-dire

X =ker(T") @ Im (T7)

ol r = p = ¢ est le nombre de Riesz.
Démonstration. m

e pour tout élément ¥ € X, on a

YpeX = T elm(T) =..=Im(T%).

Cette relation implique ’existence d’une fonction ¢, tel que

T =T"p = T"(¢p —T"¢) =0,

ou encore

(Y —=T"p)=x € ker (T").

Donc, nous avons

Y=x+T"p, avec x € ker (T") et T"¢ € Im (1)

e Pour tout élément ¢ € ker (77) N Im (77), on a

Y elm(T") et ¢ € ker (T7),

Cette relation implique 'existence d’une fonction ¢, tel que

v=T"pet T =T"p=0,

ou encore

peker (T) = ..,... =ker (I").

Donc, nous avons
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Lemme 2.2.2

L’opérateur T'= I — A est injective si et seulement si, 'opérateur 7" est injective pour
tout r € N.
Démonstration. =

e En supposant que, 'opérateur 1" est injective alors, pour tout » € N, nous avons

T'oy = Tlop = T(T" ) =T (T 'py) = T oy =T,
= T (Tr—ngl) — T (TT_QSOQ) — TT_2901 _ Tr_Q(p2
— T(Te) =T(Tey) = T, =T,
= 1= Vg

Par conséquent, 'opérateur 7" est injective.

e En supposant que, 'opérateur 17" est injective pour tout r € N, ensuite nous avons

To, = To, = T (Tp,) = Tt (Tpy) = T"p; =T,

= Y1 =¥

Par conséquent, 'opérateur T est injective. C’est-a-dire

{0} =ker (T) =ker (T?) = ... =ker (T") = ..., ...
Lemme 2.2.3

L’opérateur T" = I — A est surjective si et seulement si, 'opérateur 1" est surjective pour
tout r € N.
Démonstration. m
e Supposons que, I'opérateur T est surjective alors, pour tout » € N. nous avons
Vip € X, dp; € X5 =Ty, = dpy € X590, =Ty
= Y =Typ, =T (Tp,) =T,
= .Je. e X590, =T,
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b=Tp =T (Tp,) = .. =T (IT"'p,) =T"¢,
= Ye X, dp, € X;9=T"¢p
Par conséquent, 'opérateur T est surjective.
e En supposant que, 'opérateur 1" est surjective pour tout r» € N, ensuite nous avons
Vi€ X,3p € Xsp =T"p) = Trp =T (T" ) =T
— Ve X,Jp=T""1p, € X;9="Top.

Par conséquent, 'opérateur T est surjective. C’est-a-dire

X=Im(T)=Im(T*)=...=Im(T") = ..., ..
Théoréme 2.2.6

Soit A un opérateur compact défini & partir de 'espace normé X dans lui-méme alors,
Popérateur T'= I — A est un opérateur injectif si et seulement si, T'= I — A est surjective.
Outre Popérateur inverse 7' = (I — A)~" défini de X dans X est bornée.

Démonstration. m

Il est connu que, pour tout nombre de Riesz r = p = ¢, Le sous-espace ker (T") et Im (7™)

sont complémentaires. dire

X =ker(T") @ Im (1T7).

e L’injection de 'opérateur 7" implique I'un de T". D’ou la surjection de 'opérateur 1"
dont elle assure la surjection de 'opérateur 7.

e La surjection de 'opérateur 7" implique 'un de 7". D’ou L’injection de 'opérateur 7"
dont elle assure L’injection de 'opérateur 7.

e L’injection de l'opérateur 1" ou La surjection de l'opérateur 1" implique la bijection

de lopérateur T' = (I — A). Cet opérateur est borné, alors il a une inverse bornée T~ =

(I—A)".
Théoréme 2.2.7

Soit A un opérateur compact d'un espace normé E dans lui-méme, 1’équation non ho-

mogene
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To=¢p—Ap=f (6)
admet une solution unique ¢ € X, pour tout f € X, si et seulement si, ’équation

homogéne

To=9p—Ap=0 (6")

admet de maniére unique une solution triviale ¢ = 0.

Démonstration. =

En effet, supposons que ’équation (6) admet une solution pour tout f € X, il veut dire
que l'opérateur T' est surjective et le nombre de Riesz r est nul.

Ainsi Popérateur T' est injective. En d’autres termes, I’équation (6’) admet la solution
triviale ¢ = 0.

Réciproquement, supposons que 1’équation (6’) admet uniquement la solution triviale
@ =0, il veut dire que 'opérateur T" est injective et le nombre de Riesz r est nul. Par con-
séquent, 'opérateur 1" est surjective et donc cet opérateur est bijective.En d’autres termes,

’existence et I'unicité de la solution de I’équation (6).
Corollaire 2.2.1

i-Si I’équation homogéne

w—Ap=0

admet seulement la solution triviale ¢ = 0, alors pour tout f € X 1’équation

p—Ap=f
admet une solution unique ¢ € X et cette solution et depend de la continuité de f.
ii- Si ’équation homogene ¢ — Ap = 0 n’admet pas la solution triviale ¢ = 0; alors elle
a seulement un nombre fini m € N de solutions ¢, ¢,, ..., ¢, de indépendant de linéarités
et I’équation non homogene ¢ — Ap = f est unsolvable ou sa solution est de la forme

générale
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p=0+ ) arpy
k=1

ol ai,as, ...,ar sont des nombre arbitraire complex et ¢ une solution particulier de

I’équation non homgeéne.
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Conclusion

Conclusion

Dans ce mémoire on étude le théoréeme de la représentation de Riesz, et

on essayer d’appliquer cette théoréme sur les équations de deuxiéme type.
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