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Introduction

Pour comprendre les phénomeénes physiques, il est préférable de modéliser ces équations aux
dérivées partielles, ces derniéres sont généralement notée en abrégé par E.D.P.

Dans la vie quotidienne la majorité des ingénieurs en mécanique aussi bien en physique
rencontrent des problémes y afférent au phénoméne de la dynamique des fluides et le trans-
port de masse. .. etc. Pour solutionner ce genre de problémes, la formulation en EDP est
la meilleur moyen et plus particuliérement celle qu’on appelle I’EDP non-linéaire.

Le probleme aprés sera de trouver une solution aux EDPs, ils existent plusieurs méthodes
pour chercher des solutions particuliéres, car la recherche de solution générale pour les EDPs
(non-linéaires) est impossible. Une classe des méthodes consistent & réduire les EDPs en
EDOs. Ces méthodes de transformation sont appelés « METHODES DE REDUCTION »
[1], [10] et [16], qui sont notre étude.

Ce mémoire est organisé en quatre chapitres :

Dans le premier chapitre, on présente quelques notions sur les équations aux dérivées
partielles, et en particulier celle de I’équation de Burgers aussi bien le théoréme de forme
bilinéaire, définition de la solution similaire et ['auto-similaire, quelques notions sur les
équations différentielles et les méthodes de réduction pour les EDPs non-linéaire. Nous
nous basons sur la méthode de Clarkson et Kruskal.

Dans le deuxiéme chapitre on trouve la réduction de similarité et la solution similaire

de l’équation de Burgers de forme :
Uy +uu, =0
Dans le troisiéme chapitre on s’intéresse a l’équation de Burgers de forme plus générale:

U + UUy = Ugy



Introduction

En cherchant les solutions par la méthode de Clarkson et Kruskal.
Enfin dans le dernier chapitre on s’intéresse la réduction de similarité ainsi que la

solution similaire pour l’équation de Burgers sous forme plus générale :
U + Uy + OU = Ugy

Appelée « équation de Burgers avec amortissement linéaire ».

Notre contribution personnelle consistait :

- A développer les calculs de travauz établis par [10] avec de proposition de nouvelle
solution.

- L’application du théoréme de forme bilinéaire (séparation des variables) a ce type

d’équation.



Chapitre 1

Introduction aux équations aux

dérivées partielles

1.1 Les définitions générales

On donne tout d’abord quelques définitions sur les équations aux dérivées partielles.

Définition 1.1.1 soit une variable u (I'inconnue) dépendant de n variables indépendantes
(x1,22,...,x,) € R". Toute relation entre u, x; (i = 1,...,n) et des dérivées partielles de

u par rapport aux x;

F u7$17"‘$n7u$17u$2"'7“’11117“’1'1127'"7“1’1...3317"‘ :0
——

n fois

Constitue une équation auz dérivées partielles (en abrégé : EDP).

Définition 1.1.2 On appelle ordre d’une EDP ['ordre le plus élevé des dérivées partielles
intervenant dans ’EDP. Une EDP est dite d’ordre n quand la dérivée partielle d’ordre le

plus élevé qu’elle contient est d’ordre n.



1.2. Equation de Burgers

Définition 1.1.3 Une EDP est dite linéaire quand elle l’est par rapport a u et a toutes ses
dérivées partielles. St u et ses dérivées partielles apparaissent séparément et "a la puissance

1" dans UEDP, celle-ci est linéaire.

Définition 1.1.4 Des EDPs non linéaire, c’est-a-dire que la relation entre les dérivées
partielles est non linéaire .Par exemple elle fait intervenir le carré d’une dérivée ou bien on

multiplie par une fonction qui dépend elle-méme de la solution.

1.2 Equation de Burgers

1.2.1 formulation de I’équation

I’équation de Burgers est un modeéle d’équation aux dérivées partielles non-linéaire, elle

s’écrit comme suite :

uy +uu, =0 reR,t>0.

L’intérét de I’équation est qu’elle peut s’écrire sous forme conservation :

1
ut~|—<§u2) =0 reRt>0.

Et la forme générale de I’équation de Burgers est :

U + Uy = [UUgy reRt>0.

Si u = 1, en ajoutant le terme ou dans la forme générale de ’équation de Burgers, on obtient

la forme plus générale :

U + U, + OU = Uy reRt>0,

avec o est un constant et u(z,t) le champ de déplacement, cette équation est I’équation de"

Burgers avec amortissement linéaire ".



1.3. Les méthodes de réduction

1.2.2 Les utilisations de I’équation

I’équation de Burgers est utilisée dans I’enseignement de la dynamique des fluides comme
un modele simplifié de la turbulence et le comportement de la couche limite, la formation
d’onde de choc, et le transport de masse.

Elle possede des solutions analytiques généralement obtenues par plusieurs méthodes.
Ces solutions permettent de valider les méthodes numériques de résolutions de cette équa-
tion.

Cette équation a été étudiée par de plusieurs auteur on peut citer Sachdev et Nair (1987),

Clarkson et Kruskal (1989).

1.3 Les méthodes de réduction

Pour réduire une équation aux dérivées partielles a une équation différentielle ordinaire
(EDP ~ EDO), il existe pour cela plusieurs méthodes et qui sont :

- La méthode classique "Groupe de Lie de transformation infinitésimale".

- La méthode directe de Clarkson et Kruskal.

Aussi on peut utiliser le théoréme de forme bilinéaire (séparation des variables).

Dans ce mémoire, on va utiliser une seule méthode, qui est la méthode directe de Clarkson
et Kruskal pour trouver la réduction de similarité, et ceci a travers des cas particuliers on

peut trouver la solution de similarité des équations aux dérivées partielles non-linéaire.

1.3.1 La méthode de Clarkson et Kruskal

En 1989 Clarkson et kruskal ont développé la méthode directe pour obtenir des réductions
précédemment inconnues de I’équation de Burgers, et aussi ils ont trouvé la réduction de
similarité de plusieurs équations aux dérivées partielles non-linéaires.

Le principe de la méthode

Il suffit de chercher une solution de forme générale :

u(z,t) = a(z,t) + Bz, Hhw(z), z € R, t >0,



1.3. Les méthodes de réduction

avec «, et z = z(z,t) sont des fonctions a déterminer, par la suite, il suffit de remplacer
la solution de cette forme dans I’équation & résoudre.

Pour transformer I’équation différentielle obtenue en une équation différentielle ordinaire
(EDO), on prend des coefficients de sorte que chaque coefficient soit le produit de I';(2),
{i =1,...,n} avec le coefficient de la fonction dérivée (de la fonction de similarité w(z) )
et qui possede le plus haut degré.

Le résultat obtenu (le produit) sera comparé avec le reste des coefficients de ’équation
différentielle précédant. La comparaison fait générer un systéme d’équations aux dérivées
partielles qu’il faut résoudre.

Pour résoudre ce systéme on utilise des cas particuliers ce qui donne enfin la solution

similaire.

La solution similaire

Une solution similaire d’une équation aux dérivées partielles reste inchangé d’échelle. Pour
une équation aux dérivées partielles & deux variables = et t, les solutions de similitudes
peuvent étre trouvées en résolvant une équation différentielle. La forme générale de la
solution similaire est :

u(z,t) = oz, t) + Bz, t)w(z),

avec

z = z(x,t), f(x,t) #0.x € Rt > 0.

La solution auto-similaire

La solution auto-similaire joue un grand role dans les équations aux dérivées partielles. Si

x
——, donc on

a(t)

en prend a(z,t) comme une fonction nulle et f(x,t) = c(t), et aussi z(z,t) =

obtient une nouvelle forme

u(z,t) = e(t)w (%t)) . alt) £0, z€R,t >0,

ou c(t) et a(t) sont des fonctions qu’on pourra déterminer, et w est une fonction d’une

variables, et qui est solution d’une équation différentielle ordinaire non-linéaire. S’appelle"la

solution auto-similaire".



1.4. Théoréme (Forme bilinéaire)

Remarque 1.3.1 La solution auto-similaire est un cas particulier de la solution similaire.

Dans la suite on a besoin du théoréme suivant :

1.4 Théoréme (Forme bilinéaire)
Théoréme 1.4.1 soit la forme bilinéaire
B(f,g) = ifi(m)gi(t), reRt>0.
i=1
Si B(f,g) =0 alors, il existe des constants A;, (i =1,2,3,...,n) tel que
fil@) = S AL ().

a(t) = —Argi(t), (k=2,3,...,n).

Preuve. (Par récurrence)

Pour n =2
ce qui implique

donc
fi=Asf2, g2 = —Asq:.

Alors, la relation est vraie pour n = 2.

Supposons vrai pour n — 1 et on démontre pour n

Zfi(x)gi(t) =0.
i=1
Si on divise par f,g,, on obtient:

figr  fa00 fn-19n-1
+ 2 1 =0.

On dérive par rapport a x



1.4. Théoréme (Forme bilinéaire)

(ﬁ(f”)>/ 1)+ <é($))/ 2y 4.+ (f”‘l(a:)>,9”‘1(t) —0

In In Jn In In dn
On a une forme bilinéaire de n — 1 terme (est vrai pour n — 1), donc on peut appliquer le

théoréme

() == 4 (£), (%)

9o k=2, n—1. (%)
dn In

On intégre (%) par rapport a x
f ST
1 i
oLt
n—1
— fi=)_ Aifi+ Anfa,
i=2
= fi= ZAifi-
i=2
(x%) devient

g = —Argn pourk=2,...n—1.

Donc le probléme reste sur

gr(t) = —Argi(t), k =n,
gu(t) = —Angn(t)?

On a la forme bilinéaire

Zfz(x)g(t) = fignt fagat .+ fo1gna+ fagn =0 et f1 = ZAifi7

— ZAifi(l") g1+ faga + ...+ foc1Gn—1 + fagn =0,
i=1
= [Asfogi + ...+ An1fo191 + Anfogi]) — Aafogr — ... — Ap1 fa101 + fogn = 0.

Alors, on obtient

Anfngl = _fngna



1.5. Quelques rappels sur les équations différentielles

ce qui implique
gn = _Angl

D’ou le théoréme est démontré. m

1.5 Quelques rappels sur les équations différentielles

Dans la suite on a besoin des équations suivantes:

1.5.1 Equation de Bernoulli
Ce sont des équations de la forme

y =pt)y+q(t)y*, t eR,

ol « est un réel différent de 1.

On peut faire le changement de la fonction inconnue

Z=1Y

Qui rameéne & une équation linéaire.

1.5.2 Equation de Riccati
Ce sont des équations de la forme
y = a(t)y’ +b(t)y +c(t),t €R,

ou a(t) #0, b(t) # 0 et c(t) #0.
On sait résoudre cette équation dés que ’on connait une solution particuliére wu.

Alors, on pose

Yy=u-+ z.

Cela conduit a une équation de Bernoulli pour z avec o« = 2. Comme indiqué ci-dessus on

peut alors faire le changement d’inconnue
1
w=—,
z

qui conduit & une équation linéaire pour w.



Chapitre 2

Réduction de similarité pour

I’équation de Burgers

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on va développé la méthode de Clarkson et Kruskal sur ’équation de

Burgers. En se basant sur plusieurs travaux en particulier ceux décrits dans le livre de
SACHDEV [10].

On a I’équation de Burgers sous forme suivante:
up+uu, =0, ze R, t>0. (2.1.1)
On suppose que (2.1.1) posseéde la solution sous forme:
u(z,t) = alz,t) + flz, )w(z), z=z(x,t), B(z,t)#0, x€Rett>D0. (2.1.2)

Cette forme de solution & été proposée par C.K en [10].

2.2 Principe de la méthode

On va dériver (2.1.2) par rapport a x et ¢, on obtient:

uy = o + Byw(z) + zpw'(2),
Uy = i + Bow(z) + 200 (2).

10



2.2. Principe de la méthode

On remplace u;, u, dans (2.1.1), on obtient:
B2 zpww’ 4 BB, w4 Bz + azy)w' + (B, + B, + aB)w + ay + aa, = 0. (2.2.1)

I'équation (2.2.1) devient une EDO pour détermination de la fonction de similarité w(z)

Si:

32zT1(2) = 56, (2.2.2)
B2, T9(2) = Bz + azy). (2.2.3)
32, 3(2) = B, + af, + a.f. (2.2.4)
322, T4(2) = a4 + aay. (2.2.5)

I’équation (2.2.1) devient alors
ww' + Ty (2)w? + Do (2)w’ + Tz(2)w + Ty(z) = 0. (2.2.6)

On résolve (2.2.2) — (2.2.5) pour obtenir les fonctions inconnues «, 3, z,I'1, 'y, T's et Ty.

En cours de solution les remarques suivantes sont trouvées utiles:
Remarque 2.2.1 Sia(x,t) a la forme
a(z,t) = a(x,t) + Bz, 1)Q(2).

Alors, on peut placer € = 0.

Remarque 2.2.2 Si 5(x,t) est déterminé a partir d’une équation de la forme

Alors, on peut poser Q = 1.

On pose I'i(z) = 3322 dans (2.2.2)

0 (2)

Bzml(z)

:/8$7

11



2.2. Principe de la méthode

ce qui implique
SN
Mh(z) B

En intégrant par rapport a x , on obtient:
Inf =1InQ(z) + c(t),

alors
Bz, t) = B(t)Q(z), B(t) = exp(c(t)). (2.2.7)
En utilisant la remarque 2.2.2 dans (2.2.7), on met Q(z) = 1. Alors que

I'i(z) = 0. (2.2.8)

Aussi,

B(z,t) = B(t). (2.2.9)

En substituant (2.2.9) dans (2.2.4) , on obtient:
B%(t)2,3(2) = B'(t) + a,B(t),

ce qui implique

B'(t)
=B r — . 2.2.1
0. = BH)=Ts(2) - 55 (22.10)
En plagant I';(2) = Q4(2) dans (2.2.10), et en intégrant par rapport a x, on obtient:
B'(t)
a, = B(t)z:Q5(2) — B’
ce qui implique
/a do = B(t)/z () — 20 /dx+A(t)
x - xre =3 B(t) 9
alors
B'(t
a = B(t)Q3(2) — B((t))x + A(t). (2.2.11)
Se servant de la remarque 2.2.1 dans (2.2.11), on aplacé
On remplace (2.2.12) dans (2.2.11),donc 'équation (2.2.11) réduit a
B'(t)
= A(t) — . 2.2.1
0= A - e (22.13)

12



2.2. Principe de la méthode

En utilisant (2.2.9) ,I’équation (2.2.3) est écrit en tant que du premiére ordre EDP pour
z:

B2(t)z,Ia(2) = B(t)(z + az,),

ce qui implique

2zt + az, = B(t)z.2(2),

alors

2z + (o — B(t)I'2(2))z, = 0.

avec les caractéristiques

dt dx dz
- = = -, 2.2.14
1 a—B@)z) 0 ( )

La troisiéme équation dans (2.2.14) donne

z = constant = s.

Il est la variable de similarité.
En plagant I'y(z) = [, (ou [ est une constante dans R) dans (2.2.14), le premier et le

deuxiéme équation dans (2.2.14) devient :

@_ dz

1 a— Bl
ce qui implique

dx

— =a— B(t)l

= a— B

on a employé (2.2.13) pour «
d B'(t

i ()—B(t)x—B(t)l,
donc )
dv  B'(t)
- + B x = A(t) — IB(t). (2.2.15)

La solution générale de (2.2.15) est
rB(t) — /A(t)B(t)dt+l/B2(t)dt =c, cER,
on pose ¢ = z, donc

z=xB(t) — /A(t)B(t)dt+l/B2(t)dt. (2.2.16)

13



2.2. Principe de la méthode

En utilisant (2.2.9) et (2.2.13) , la forme de solution (2.1.2) devient:

u(z,t) = alz,t) + Bz, t)w(z) < u(z,t) = A(t) — :ng; + B(t)w(z). (2.2.17)
En utilisant (2.2.9) ,(2.2.13) et (2.2.16)
On trouve B B
ap=A— —r+ —u,
B

Pour remplacer dans (2.2.5)

3 _ g B B B() B'(t)
BTy(z)=A —gx—{—ﬁx— B (A— B(t)x)’

qu’on obtient:

. B B/2 B 5

on prend I'y(z) comme une fonction linéaire pour le variable z
Ly(z) =mz+ k. (2.2.19)

Ou m et k sont des constantes dans R,

En substituant (2.2.16) et (2.2.19) dans (2.2.18), on obtient

) B B/2 B s

ce qui implique

(A’ - %A) +x (2%,: - %ﬂ) =B {m (a:B(t) — /A(t)B(t)dt +Z/BQ(t)dt> + k} :

alors
B B/2 B
1= = = — 3 o 2
(A BA>+$<QB2 B) B{mxB m/ABdez/Bde}

En égalisant des coefficients de z et des termes libres de x sur deux cotés de cette équation,

on obtient:

14



2.2. Principe de la méthode

coté de x : ,
B/ B//
25— = mB* = 2B” — BB" = mB",
ce qui implique
BB" —2B" + mB% = 0. (2.2.20)
coté de 20 :
B/
14—§A:Bﬂ%—m/A&wHM/B%4. (2.2.21)

Les équations (2.2.20) , (2.2.21) sont résolues pour un cas particulier et qui:

2.2.1 Le cas particulier m =0

Dans ce cas, I’équation (2.2.20) devient :

BB" —2B” =0. (2.2.22)
ce qui implique
B/I BI
Z —9—_
B "B’

En intégrant par rapport a ¢ :

InB'=2InB +c,

BI = ClB2,
On intégre par rapport a t
1
m = Cgt —I— C3.
On pose c3 = 0, alors
1
B(t)=bt"" b=—€cR" (2.2.23)
C2

En utilisant (2.2.23) et m = 0 dans (2.2.21) , on obtient

dA  bt™2
— 4+ — A=kt )}
=GR
ce qui implique
dA 1 b
— 4+ -A=k—.
dt * t 3

C’est une équation différentielle linéaire.

15
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On va trouver la solution de cette équation comme suivante

ce qui implique

en intégrant par rapport a t :

la solution homogéne est :

dA 1

LT A=
dt+t 0,
a4 __dt
At
InA=Int+ec.

A= Clt_l, cit €R

par la méthode de variation constante. rendement d’une solution spéciale:

A(t) = ()t

on remplace dans 1’équation linéaire, on obtient:

ce qui implique

alors

At —et 2 et = kb33,

d =kt = c(t) = kbt 1,

A(t) = —kb’t 2.

(2.2.24)

En utilisant (2.2.23) et (2.2.24) dans (2.2.16) et (2.2.17) , on a la variable de similarité:

2= abt ' + kb* / t3dt + 1b? / t2dt+q, q€R,

on prend ¢ = 0, alors

afz,t) =at™t — kbt %, 8= B(t) = bt 1,

Et la réduction de similarité est:

2(x,t) = bot™' —

4
@t—2 —Ip?t

u(z,t) = —kb3 2 + ot~ + bt w(2).

16

(2.2.25)

(2.2.26)
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En utilisant (2.2.8), (2.2.12), (2.2.19) respectivement, dans (2.2.6), on constate que w(z)

satisfait le premier ordre £ DO
ww' +lw' + zm + k =0,

etm=0

(w+Dw' +k=0. (2.2.27)
En intégrant par rapport a z

/ww'dz—irl/w’dz—irk/dz:p,

2

%+lw+kz:p,

ou p est la constante d’intégration (p € R)
w? + 2lw + (2kz — 2p) = 0.
Cette équation c’est I’équation caractéristique, et son discriminant.est
A = (21)* — 4(2kz — 2p),
ce qui implique

VA =2/ 4+ 2p — 2kz.

2.2.2 Le résultat

La fonction de similarité est :

w(z) = =1+ /12 +2p—2kz. (2.2.28)
La solution similaire est :

En substituant (2.2.28) et (2.2.25) dans (2.2.26) , on obtient la solution de similarité de
I'équation (2.1.1) :

w(a,t) = ot~ — kb2 4 bt [—z + /2 + 2p — 2kabt- + 2kIb2tL + k%ﬂxrz] .
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Chapitre 3

Réduction de similarité pour

I’équation générale de Burgers

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on va développé la méthode de Clarkson et Kruskal sur I’équation générale
de Burgers. En se basant sur plusieurs travaux en particulier ceux décrits dans le livre de
SACHDEV [10].

On a I’équation de Burgers sous forme générale suivante :
Up + ULy = Uy, € R E>0. (3.1.1)
La forme de la solution a chercher s’ecrit comme suit:
u(z,t) = oz, t) + Bz, Hw(z), Bx,t)#0, xR, t>0, (3.1.2)

ou z = z(x,t) est la variable de similarité.

3.2 Principe de la méthode

on trouve us, Uy, Upy :

Uy = oy + ﬂtw(z) + Ztﬁw,<z)7
Uy = O + wa(2> + Zxﬁw,(’Z)?
Ugy = Qg + szw + 6wzxw/ + Zxxﬁw/ + Zgﬂw” + zﬂﬁﬁxw/'
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3.2. Principe de la méthode

Et on remplace u, u,, u; et u,, dans (3.1.1) , on obtient:
B22w" + (28,20 + Bree — B2 + azee) W' — BB w* — B2 zpww (3.2.1)

+(6:mc - Bt - O‘ﬁz - axﬁ)w + Qpp — Qp — QO = 0.

Pour ’ED (3.2.1) a déduire une EDO pour w(z) , et elle est une fonction d’une seule
variable de similarité z.

On présente les fonctions I';(2), (i = 1,...,5) , tels que I’équation (3.2.1) devient :
[y (2) + Da(2)w + T3(2)w? + Dyww’ + Ts(2)w' +w” = 0. (3.2.2)

On multiplie I’équation (3.2.2) par le coefficient de w” dans I’équation (3.2.1) et en com-

parant (3.2.1) et (3.2.2), on obtient :

BT (2) = Qpp —  — Q. (3.2.3)
B22T9(2) = Bow — By — af, — 3. (3.2.4)
BT5(2) = — BB, (3.2.5)
B22T4(2) = —2.5°. (3.2.6)
B225(2) = 28,20 + B2ee — Bz — B2, (3.2.7)

La remarque suivante ainsi que les remarques 2.2.1 et 2.2.2 du chapitre 2 permettent de

simplifier le systéme (3.2.3) — (3.2.7).

Remarque 3.2.1 Si z(x,t) est déterminé a partir de la solution implicite f(z) = Z(x, 1),

ot f(z) est une fonction inversible, alors on peut simplement mettre
f(2) ==

On va étudier trois cas suivants:
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3.2. Principe de la méthode

3.2.1 Le cas particulier z,, =0

En premier lieu, on peut supposer que
Zew = 0.

Il est claire que z est une fonction linéaire de z.

On pose

I'3(2) = Aj(2).

on peut facilement intégrer (3.2.5) par rapport a x, on obtient
Bz, t) = —z,A3(2) + q(t).

En prend ¢(t) comme est une fonction nulle. La remarque 2.2.2 permet d’écrire

Blx,t) = —z,. (3.2.8)
Depuis z,, =0 ,0na , =0 de (3.2.8), alors

B(x,t) = B(t), t>0.

On a dans I’équation (3.2.6),

D’apres la remarque 2.2.2,

de sorte que
et en intégrant par rapport a x

2(2,t) = —aB(t) + D(t). (3.2.9)

De I’équation (3.2.4)
BzTy(2) = —B' — o, B,

on prend



3.2. Principe de la méthode

B'(t) + a,B(t) = 0.

ce qui implique

e [5]. mos
En intégrant par rapport a x
oz, 1) = — [B;((tt))] T+ k(D). (3.2.10)

Ou les fonctions D(t) et k(t) doivent étre déterminés.

En employant (3.2.9) — (3.2.10) dans (3.2.3) et (3.2.7), on obtient
B3fy = —Bz — aBz,,

on trouve z; et z,

2z =—B'x+ D,

2, = —B,
ce qui implique

B*>y=Bz— D'+ B(-B'B 'z +k).
Si on choisi,
I5(z) = 1.
Alors,
yB*+ D' — kB = 0. (3.2.11)

On trouve:
a, = —B'B71,

Qg = 07
a; = —(BBYa+ K+ (—B'B 'z + k)B'B,

On remplace o, gy, oy €t 2z, dans (3.2.3)
BTy(2) = (BB Yo — K + (-B'B 'z + k)B'B™,
ce qui implique

(B7'B) = (B'B)’| = ¥ + BBk = BT (2). (3.2.12)
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3.2. Principe de la méthode

Si on choisi

I'1(2) = Az

v et X\ sont des constantes dans R.
Egalement des coefficients de x et de 2° des deux cotés de (3.2.12) , on obtient de
cOté de x :
(B'B) - (B™'B)* = —-AB*,
ce qui implique
—B”"B 2+ B"B™'— B2B” = —)\B*
ce qui implique

B'B™'—2B”B? = —\B,

donc

BB" —2B" + AB® = 0. (3.2.13)
et de coté de x°:

—k'+ B™'B'k = \DB?,
ce qui implique

BK — kB + ADB* = 0. (3.2.14)

11 est difficile de résoudre I’équation (3.2.13) —(3.2.14), étant donnée qu’elles sont générale-
ment fortement non-linéaire. Par ailleurs, une solution spéciale est facilement obtenue.

Comme dans I’équation (3.2.13), on pose

1
B(t) = Ob y(t) #0

on trouve ,
B=-2
— y2’

y// y/2

B"=-2_4+22_,

vy
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3.2. Principe de la méthode

ce qui implique

Ay —y" =0
On pose
y'=m(y),
o gpdm g dm
dy dy
dm _3 _3
m— = \y ° = mdm = Ay “dy,
dy
en intégrant par rapport a y
Ly Ao
-m°-=—-——y "+ k.
" T T T
On prend £ =0
A
“m? = ~Sy 2
ce qui implique
2 o )\
SiA<0,A=—-p, peRL
p p
m(y) =4,/ = jzi.
) Yy
on va étudier le cas m > 0, alors
m(y) =y~ '\
ce qui implique
Yy =D

D’apres l'intégration, on obtient:

1
§y2:t\/ﬁ+62, CQER

2
on prend p = 1o donc
a

b 3
y(t) = (?t + 02) , a#0.
Alors,

N

B(t) = a (bt + by)~
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3.2. Principe de la méthode

Dans I'équation (3.2.14) on pose D(t) comme est une fonction nulle, alors I’équation devient:

BE — kB' =0,
ce qui implique
K B
kB

En intégrant par rapport a ¢

In ]{I(t) = lIlB(t) +c1, € € R,

alors
k(t) = pB(1).
On prend p =  donc,
() = 2 B(1)
B(t) = a(bt + bo) "2, D(t) =0, k(t)=ay(bt+by) 2. (3.2.15)

Ou a (a # 0),b,c et by sont des constantes arbitraires.
Maintnant, toutes les fonctions a(x,t), [B(x,t) et z(z,t) sont entierement déterminées

(en utilisant (3.2.9),(3.2.10) et (3.2.15)), alors
a(z,t) = gx(bt +bo) "+ ay(bt + bg) =
La forme de la solution similaire (3.1.2) est:
u(x,t) = oz, t)+ 6z, t)w(z) <= u(x,t) = g&:(bt—i-bo)l—FCLfy(bt—i-bo)é +a(bt+be) 2w(z),
ce qui implique

u(z,t) = gx(bt +bo) ! + albt + bo) 2 [v+ w(z)], (3.2.16)

avec,
2(z,t) = —a(bt + by) 2w (3.2.17)
On met I';, {i = 1,...,5}. Ainsi obtenu, a savoir T'y = Az, T, =T3=0, Iy=1, Ty =7~
b2
et A= —p= i dans (3.2.2) , on obtient
b2

W'+ (v +ww' — yyri 0. (3.2.18)
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3.2. Principe de la méthode

Cette équation est une équation différentielle ordinaire non-linéaire difficile a résoudre, ainsi

on peut récrire (3.2.16) comme suit
1 |b 1
u(z,t) = (bt + b))~ 2 Ex(bt +by) 2 4+a(y+ w(z))}

ce qui implique

w(w, ) = (bt + bo)~ [a (v +w(z)) - iz] |

2a
alors
u(z,t) = (bt + bo) 2 F (2), (3.2.19)
ou la fonction
b
F(z)=a(y+w(z)) — 5% (3.2.20)

Maintenant, 1’équation (3.2.18) devient

1
w(z) = EF(Z) -7+ BYCRE
on trouve
! 1 / b
w =—-F" + 530
a1 2a
w' = _F//
a

On remplace dans (3.2.18)

1F”+ +1F +— b 1F’+ ’ e 0
- : L DL
a 7 7527 ) 4 2a2 4at ’

lF” F—l—iz lfl—i-i _iz—o
a 2a2 a 2a2 4at” 7

ce qui implique

et ce qui implique

" b b bZ b2
F + - FF gl ToaH gt 1t =0
alors,
1 b
Fu( )FF ! <2a2> (zF'+F) =0,
donc,
" 1 , b /
z — = 0. .22.21
r +(a P+ 5s) ) (3.2.21)
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3.2. Principe de la méthode

3.2.2 La nouvelle solution similaire

Vu que les travaux de Sachdev sont arrétés a I’équation (3.2.21). Maintenant on va résoudre
cette équation et de maniére suivante:

Premieérement, on va intégrer par rapport a z on obtient:

o+ i 24 i 2F =p
2a 2a? ’

ol p est une constante d’intégration.

Pour le cas p # 0 Cette équation est une équation de Riccati.

La solution particuliére de cette équation est:
b *
Fpar = D2, etp:—a, a € R*.

On fait un changement de variable comme suivant:

On remplace dans ’équation précédante

S b (BN b (b b
a 2a az 2a2z CLZ o

ce qui implique

alors

Cette équation est une équation de Bernoulli

on pose
=yt
y = lil — y )
y/ — -
Cette équation devient
"+ 0 ! 0
—_—Yy — — =
4 2 2a
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3.2. Principe de la méthode

Est une I’équation linéaire.

La solution homogene est:

y(z) = cexp (—f;zz) :

par la méthode de variation constante:

y(2) = () exp (—i%) ,

4a2

on remplace y dans I’équation linéaire, on obtient

1 b,
d(z) = 5 &P (4_a22 > :

on intégre par rapport a z

1 b
c(z) = % /exp (@T2> dr + ¢y, c; € R,
donc,
b, b,
y(z) = exp {57 dT + ¢y ) exp 1)
Et
e p( b 22)
«p [ —
2
() = > da |
[ exp <4—a272) dr + ¢y
Alors

b
b exp 1a? 4

F(z)=——2+
a b,
[ exp <@7)d7+02

b
, /exp (@T2> dr + co # 0.

Le résultat La fonction de similarité est:

b s
P\ 4a2” boob
a (f exp (@T2> dr + C2>

et la solution similaire de I’équation générale de Burgers est:

_1 b 2
b L, (biAb)Eex (ﬂ?z>
w(z,t) = ——z(bt + bg) "2 +

; .
“ [ exp (@72) dr + ¢o
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3.2. Principe de la méthode

Pour le cas p =0

(Ve () o =
F+<2a F o+ 52 zF =0.

Cette équation est une équation de Bernoulli.

En résolvant I’équation précédant.

On pose
y=F = /F:yll’Q
y=—-Frr—.
Elle devient:
h— 2—222@ — % = 0.

On trouve la solution homogéne:

b,
y(z) = cexp (4—a2z ) , ceR.

par la méthode de variation constante:
(2) = c(2) _b ?
z c(z)ex z
4 P 4a? ’

On remplace y(z) dans I’équation différentielle linéaire pour y donnée.

On prend le cas z est une fonction positive (a > 0, = < 0), on obtient:

1
d(z) = 5 &XP (—%f) :

[\

en intégant par rapport a z

On pose
b
= -1 —
s=ua 27,
donc
2
dr = —d
T=aq 2 s,
alors



3.2. Principe de la méthode

La fonction d’erreur est définie comme suivant:

donc

la solution générale est:

y(t) = 2\% erf <za1 g) exp (%222> |

La solution de I’équation de Bernoulli est

2v/2b exp (—4—b2z2>
a

()

Le résultat la solution de similarité de I’équation de Burgers est de forme (3.1.1)

2b 1 a2
u(z,t) = 2\/ (bt +by) 2 il il
erf (za 1 >

F(2) =

3.2.3 Le cas particulier §(x,t) # B(t)

Ici on résolve (3.2.3) — (3.2.7) d’une fagon différente, en se servant de la remarque 2.2.2, on

peut poser:

Dans (3.2.6), ce qui donne
Bz, t) = —2z,. (3.2.22)

De plus, on peut poser

Ty(2) = A3(2).
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3.2. Principe de la méthode

Dans (3.2.5), en utilisant I’équation (3.2.22)

ce qui implique

Be
2:05(2) = "
et ce qui implique
i) =,
et en intégrant par rapport & x, on obtient:
As(z) = k(t) +log B(z, 1), (3.2.23)

ou k(t) est la fonction d’intégration. Maintenant on se sert de la remarque 3.2.1 et on laisse:
As(z2) = 2.

alors (3.2.23) devient
z = k(t) + log B(z, ). (3.2.24)

On dérive (3.2.24) par rapport a « et on utilise (3.2.22) pour obtenir I’équation de § suivante:

b
x 5 )
ce qui implique
=L
/8 Y
alors
B, + 3> =0. (3.2.25)
On a
B
_? =1,
On intégre par rapport a x,
1
1 1
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3.2. Principe de la méthode

alors,

B(x,t) = by [boz + D(t)] " (3.2.26)

ol by est une constante arbitraire. La fonction D(t) reste a déterminer.
Si on insere (3.2.24) et (3.2.26) dans (3.2.7) et l'utilisation remarque 2.2.1,

on trouve z,, z; et 5, et on remplace dans (3.2.7) :

2p = —f = —bg [box + D()] ",
By = = [box + D(t)] 2,
2 =k(t)— D [box+ D).

on remplace z,, 3, et 2
_1\3 _ _
(bo [box + D()] ") " Ts(2) = 262 [box + D(t)] > by [box + D(t)] "

+bo [box + D(t)] 1 (b3 [box + D(t)] %) = bo [box + D(t)] " (K" — D' [box + D(t)] )

2

+a (bo [bgﬂ? + D(t)]_l) s

alors,

bo [bgl‘ + D(t)]il F5(2) =qa+ 2b0 [bol’ + D(t)]il + b() [boﬂ? + D(t)]il
—by ! [bow + D) K + byt D,

et la fonction a de (3.2.7) est comme suivante :

o = by [boz + D(t)] " Ts(2) — 3bg [box: + D(t)] " + b5t [box + D(t)] k' — b D',
ce qui implique
a = Bz, t)Ts(2) — 3(x,) + by [box + D(t)| k' — b D'.

D’aprés la remarque 2.2.1, on constate qu’on peut poser :

donc,

oz, t) = —3bg [box + D(t)] " — byt [box + D(t)] k' — by D' (3.2.27)
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3.2. Principe de la méthode

En substituant (z,t) et a(z,t) de (3.2.26) et (3.2.27) dans (3.2.4), on a

oy = 302 [box + D(1)] > — K,
B, = —byD' [box + D(t)] 2,
Bre = 263 [boz + D(t)] .

On remplace dans I’équation (3.2.4)
b3 [box 4+ D(t)]° Ta(2) = 203 [boz + D(t)] > + by D' [box + D(t)] >
(=3bo [box + D(t)] ! + b " [box + D(t)] k' + by ' D') b3 [box + D(t)]
— (302 [box + D(t)] > — k') by [box + D(t)] ",

ce qui implique

b [bow + D(1)] ™ Ta(2) = —485 [ + D(1)]

donc,

on trouve a,, et a;

(0 —6b0 [bofL‘ + D(t)]ig s
;= 3bD' [box + D(1)] 2 — by D'k’ — by [box + D(t)] k" — by D"

I'équation (3.2.3) devient:
b3 [box 4+ D(t)]° Ty (2) = =602 [box + D(t)] > — 3bo D' [boz + D(t)] 7 + by ' D'K’
+ (3bo [box + D(t)] ! + by ! [box + D(t)] K + by ' D') (3b3 [box + D(t)] > — )
+by ! [box + D(t)] k' + by ' D",
ce qui implique
by [box + D(t)]_3 ['1(2) = 3b3 [box + D(t)]_3 + byt [box + D(t)] K" + byt D"
—by ! [box + D(1)] K.
Donc

E — k/Q D"

= e+ D e + DO

(3.2.28)
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3.2. Principe de la méthode

compte tenu de expression (3.2.24) de z , ’équation (3.2.27) peut étre satisfaite a condition

que
Fl(Z) =3
et
]{7” + k}lQ —0
et aussi
D" =0.

I'équation (3.2.30) et (3.2.31) en intégrant par rapport a ¢ pour avoir:

k' — —k?l2.

k,/l
o= —k' = log(K'(t)) = -k +c;
ce qui implique

K'(t) = by exp(—k)

ce qui implique
k' eXp(k) = b17

donc,

k(t) = log(bit + a).
et pour D(t)

D" =0

alors

D(t) = ct+d.

Aussi

-1

(3.2.29)

(3.2.30)

(3.2.31)

(3.2.32)

(3.2.33)

b, b
a(x,t) = —3b [box + ct +d) " — 2 [box + ct + d] et B(x,t) = by [~boz + ct +d] ",

b1t+&

ou a, b, ¢, d et by sont des constantes arbitraires.

Les équations (3.2.24), (3.2.26) , (3.2.27), (3.2.32) et (3.2.33) donnent la réduction de

similarité de 1’équation générale de Burgers sous forme (3.1.1)

bl _£

_ —1 —1 - -
u(w,t) = =3bo ooz + ct +d] " + 85" fbow + et +d s — o
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3.2. Principe de la méthode

alors
c b1\ box +ct+d 1
t) = —— — ) ————+ by | t+d -3 3.2.34
wet) =+ () M et A wG) -3, (238
avec
z(w,t) = b+ log(bit + a) + log by(box + ct +d) . (3.2.35)
En susbtituant pour I';(2) , {i = 1,...,5}, ainsi trouvé a savoir 3, —4, 1, 1 et 0 respective-

ment dans (3.2.2), on obtient ’équation suivante pour la fonction de similarité w(z):
3 — 4w +w® +ww' +w” = 0. (3.2.36)

Cette équation est une équation différentielle ordinaire non-linéaire et il est impossible de

trouver w(z) expliciteme.

3.2.4 Le cas particulier I's =0 et z,, =0

Comme, il a été fait dans le premier cas, on pose z,, = 0 dans (3.1.2), il est clair que z est
une fonction linéaire dans .

on pose
[3(z) = A3(2).

Donc (3.2.5) on va intégrer par rapport & 2 pour obtenir
Bz, t) = —2,A3(2) + K(t),
ou k(t) est la fonction d’intégration a été choisi pour étre zéro. c-a-d k(t) = 0, donc

En utilisant la remarque 2.2.2 , on peut mettre

alors,

En utilisant I’équation (3.2.6)

2y = 2,14(2)
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3.2. Principe de la méthode

ce qui implique

de I’équation (3.2.7)

ce qui implique

a(x,t) = —z,I'5(2) — il
Zl‘
ce qui implique
z
OZ(]},t) = B(l’,t}l—‘5(2) - Z_t

d’apres la remarque 2.2.2 donc

Ainsi

I'équation (3.2.5) montre cela

de I’équation (3.2.6) et (3.2.7) , on obtient
2, = —B(t)

alors

En intégrant par rapport a z

On a
2t
o= ——
Zx
et
2 = —xB'(t) + D'(t),
donc,
_ B D@
az,t) = xB(t) Bt
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Ou la fonction D(t) reste & déterminer.

Les équations (3.2.4), (3.2.37) et (3.2.38) impliquent

3 B’
—2T9(2) = —B' + EB’
ce qui implique
—2;T(2) = 0,
alors,
Ia(2) =0

Dans I’équation (3.2.4) devient
ce qui implique

alors

az,t) = —%x + mf(t),

on prend la fonction m(t) comme une fonction nulle,donc

B/

a(z,t) = ag(t)r, op(t) = ——.

B

Maintenant, 1’équation (3.2.3) devient :

premiérement on trouve

a, = ap(t),
Ogg = U,
ay = a(t)

Et en placant dans (3.2.3)
BT (2) = —z(af, + o),

on peut assumer I'y(z) =0 de sorte que
—z(ag + ag) = 0.
Si on prend x = 0, alors

z(z,t) = z(t) et B =0,
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3.2. Principe de la méthode

donc
(ap +ag) =0,
ce qui implique
O/
__g 1,
o
en intégrant par apport a t
1
=t+c,
ap(t)

alors

ou ¢ est une constante arbitraire.

De (3.2.40) , on a:
a(z,t) =zt +ec), t+c#0.

Par conséquent de (3.2.39)
B'+ Ba, = 0,

en placant a,

B'+(t+c¢)'B=0,

ce qui implique

B/
E = _(t + C)ila
ce qui implique
B 1
B (t+c¢)

en intégrant par rapport a t:

InB=—1In(t+c¢) + ¢,

alors

B(t) =b(t+¢c) ™,

ou b est une constante arbitraire.

En utilisant (3.2.42) et (3.2.43), I’équation (3.2.38) donne:

B' = —b(t+¢)?,
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3.2. Principe de la méthode

ce qui implique

ce qui implique

alors

d est un constant dans R.

Donc, on obtient la réduction de similarité sous forme
u(z,t) = a(z, t) + Blo, )w(z) = u(z,t) = 2(t + )~ + bt + c) " w(z),
ce qui implique
u(z,t) = (t+c) "z + bw(z)], (3.2.44)

et
z(w,t) = —bx(t+c) ' +d. (3.2.45)

L’EDO (3.2.2) pour w(z) dans ce cas est:
w” + ww' = 0.

Pour trouver la solution similaire de ’équation générale de Burgers dans ce cas, on intégre

L’EDO par rapport a z
1

w' + §w2 = p.
On prend p =0 X
w' + §w2 =0,
ce qui implique
wo_1
w2 2
en intégrant par rapport a z
1 =_—z+k,
w2

k est une constante arbitraire.
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3.2. Principe de la méthode

Le résultat

la fonction de similarité est:

2 2

W) = S T At o T ok

La solution similaire de ’équation générale de Burgers est :

. 2
u(zt) = (t+¢) (m T d—ba(t+o I+ Qk) '
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Chapitre 4

Réduction de similarité pour
I’équation de Burgers avec

amortissement linéaire

4.1 Introduction

Dans ce chapitre on va développer la méthode de Clarkson et Kruskal sur ’équation le plus
générale de Burgers. En se basent sur plusieurs travaux en particulier de I’article de Y.Peng
et W.Chen. Paru le 16 décembre 2005 dans "CZECHOSLOVAK" journal de la physique
[16],

On a I’équation suivante:

Uy + Uy + OU = Uyy, o > 0. (4.1.1)

Cette équation est I’équation de Burgers avec amortissement linéaire.

La forme de solution cherchée est:
u(z,t) = a(z,t) + p(z,h)w(z),z € R, t>0, (4.1.2)

avec a(z,t), B(z,t) et z = z(x,t) sont des fonctions & déterminées.
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4.2. Principe de la méthode

4.2 Principe de la méthode

Il existe deux cas z, =0 et z, # 0:

4.2.1 Le cas particulier z, # 0
On détermine les dérivées u;, u, et wugy:
u = ap+ faw+ zfu (4.2.1)

Uy = Qg+ Bw+ 20w,

Upe = Qg+ Bgt + Bozew + 20 S + 22fw" + 2, 8,0
On remplace ’équation (4.1.2) et (4.2.1) dans ’équation (4.1.1), on obtient

622 "+ (261’233 + Bzwa’ - ﬁzt - aﬁzx)w' + (Ba:x - Bt - Oéﬁx — leﬁ — O'B)UJ (422)
_BQwaw, - ﬁﬁzw2 + Oy — 0 — a0ty — o = 0.

Pour que cette équation soit une équation différentielle ordinaire pour w(z) , alors les co-
efficients doivent étre sous la forme 3z2T'(z) , ce qui génére un systéme a déterminer des

équations «(z,t), f(z,t) et z = z(z,1t) :

[ B22T1(2) = 28,2 + B20e — B2 — B,
Bzil2(2) = Bup — By — aBy, — auf — 03,
B22T3(2) = B2, (4.2.3)
B2iT4(2) = BB,

| 822D5(2) = gy — oy — ety — 001,

on trouve la solution spéciale par des cas particuliers.

On pose =1 et on remplace dans (4.2.3), on obtient un autre systéme :

= Zpg — % — OZg, (4.2.4)
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On prend I';(z) =1

Ze = 1,

ce qui implique

2(z,t) =z + p(t).

On remplace z dans le systéme (4.2.4) , on donne

a=—¢'(t) = T(2),

a, = —Ty(2) — 0o, (4.2.5)
Qo o .
oo 00 o Oee  Ts(z)
o o o o

On prend I'1(z) =0, 'y(2) = —o et I's(z) = A, A € R et on remplace dans 1'équation
(4.2.5) , on obtient :

a=—¢'(t). (4.2.6)
Et
a, = 0. (4.2.7)
Aussi
A
a=-2_2 (4.2.8)
o o

de I’équation (4.2.7)

On remplace a dans (4.2.8)

A "(t
v =228
o o
ce qui implique
o+ = —A.

Cette équation c¢’est une équation différentielle ordinaire linéaire de 1¢" ordre pour ().

on trouve la solution homogéne
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en plagant ¢ (t) dans I’équation différentielle précédante

de " —oce " 4 oce 7 = — A,

ce qui implique
alors

on pose k = ocq, donc

de l'équation (4.2.7)

alors

A
2z, t) =z +pt) =2 — /adt =z4cie "+ =t+cy, c2€ER.
o
Les solutions de systeme (4.2.3) sont:

A
a(z,t) = coe " — =, 5=1,
o

A
2(z,t) = x+ce %+ ;t + co.

On remplace o, § et z dans I’équation (4.1.1) , on obtient la réduction de similarité sous

forme:
A
u(z,t) = coexp(—ot) — —+w(z), ¢ €R, (4.2.9)
o
A
2(x,t) = x+ce” % + =t +co, cy € R.
o

Ou w(z) satisfait 'EDO :
w" —ow —ww + A =0. (4.2.10)

Cette équation est une équation différentielle ordinaire non-linéaire et il est impossible

de trouver w(z) explicitement.
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4.2. Principe de la méthode

4.2.2 Le cas particulier z, = 0

Il est clair que z = z(t) , on prend z(t) = ¢ sans perdre la généralité.
Le substition de ’équation (4.1.2) par w(z) = w(t) dans I’équation (4.1.1), on obtient
’ED

Bwl + (ﬁt + aﬁm + azﬁ _'_O-B - Bwr)w +55mw2 + Qg + QO + O« — Oy = O

Pour que ceci soit une équation différentielle ordinaire, alors les coefficients doivent étre sous

la forme ST'(t) , on obtient le systéme & déterminer des équations pour a(x,t) et [(x,t) :

Brl(t) = ﬁt - aﬁx - 051’/6 + 0-6 - Bx:m
By (t) = BB, (4.2.11)
BTs(t) = ay + ay + o — Qg

Il est tres difficile pour trouver la solution générale de ce systéme, pour cela on trouve la
solution spéciale par des cas particuliers.

On pose o = 0, on obtient:

5]-—‘1(1’-) - Bt + 0/6 - /Bxxa
B, = Ta(t), (4.2.12)

On prend I'y(t) = 1, alors
B=x+m(t), t>0.

On remplace § dans la premiére équation du systéme (4.2.12)
(x +m(t))T1(t) = m'(t) + ox + om(t),

ce qui implique

On prend I'y(t) = o, alors

donc
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On pose ¢ = 0 donc

=z xR
Alors, les solutions de systéme (4.2.11) sont:
a=0, f=u=x.

Apres le remplacement de «, 5 dans I’équation (4.1.2) , on obtient une nouvelle réduction

de la similarité de I’équation (4.1.1)
u(zx,t) = zw(t). (4.2.13)
En substituant 1’équation (4.2.13) dans I’équation (4.1.1) pour trouver 'EDO de w(t)
w + ow + w? = 0. (4.2.14)

Cette équation c’est une équation de Bernoulli, et la résolution de cette équation:

Y= wl = v yil’

dy = —w2dw.
On plagant dans 'EDO
—w 2w —ow ' —1=0,
ce qui implique
y —oy—1=0.

Cette équation est une équation différentielle ordinaire linéaire de 1¢" ordre

Y —oy = 0= y(t) = ce’".

1
y—oy = 1l=ylt)=—=e""+c, c1€R
o

Le résultat La solution de ’équation de Bernoulli (la fonction de similarité) est:

w(t) = cexp(ot) — 1’

ou c est la constante d’intégration, ainsi on obtient

la solution similaire de 1’équation de Burgers avec amortissement linéaire de forme (4.1.1)

est:

u(w, t) = —— - (4.2.15)

cexp(ot) — 1
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4.3 L’application du théoréme de forme bilinéaire

En appliquant le théoréme (forme bilinéaire) pour trouver la méme solution similaire de
I’équation de Burgers avec amortissement linéaire.qu’on a trouver par la méthode utilisée
dans les chapitres précédants

On considére la solution cherchée sous forme suivante
u(z,t) = a(z,t) + Bz, t)w(z).
On va étudier deux cas z, # 0 et z, =0

Cas 4.3.1 z, # 0 les mémes les étapes de la méthode précédant, pour obtenir l’équation

(4.2.2). On peut écrire 'équation (4.2.2) sous la forme bilinéaire, on pose:

([ fi(z) =" [ g1(e,1) = 522
fo(z) = 92(,t) = 28,20 + Brex — Bz — afz,
fs(z) =w o 93(x,1) = Bop — By — B, — B — 08
fa(z) = ww ga(,t) = Bz
fs(z) = w? gs(z,t) = BB,

| fe(2) =1 [ 96(z,1) = -y — Q0 — oW

et en remplace f;(z) et g;(x,t) {i =1,...,6} dans l’équation (4.2.2) , on obtient:

f1(2) g1 (@, 1) + fa(2)g2(2, 1) + f3(2)gs(, 1) + fa(2)ga(w, 1) + f5(2)gs (2, 1) + fo(2)gs(x, 1) = O

elle est de forme bilinéaire, alors:

fi() = S AL() (+)

1=2

ge(x,t) = —Aggi(z,t), k=2,...,6 (*x)

de l’équation (xx)

( —A9B322 = 28,2, + Bew — B — afz,
—A3f22 = By — By —aB, — .S —of

—Aggr =gk, k=2,...,6 = —AB22=p%,

—A552§ = BB,

| —A6822 = Qpw — oy — a0y, — o1
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4.3. L’application du théoréme de forme bilinéaire

On considére les coefficients —Ay comme des fonctions de z, on pose —A, =T'y_1(2), on
obtient le méme systéeme (4.2.3) , alors les mémes solutions :
A
a(z,t) = coe % — =, B=1
o
—ot A
2(z,t) = rz+ce "+ —t+c
o

avec,

AQZO, 14320'7 A4:1, A5:0, AGZ—A

de léquation (x):
6
=Y Aifi(2) <= fi(2) = Asfa+ Asfs + Asfa+ Asfs + Asfo
w'=ocw+ww - A<= v —ocw—-—ww+A=0
donc c’est 'équation différentielle ordinaire (E.D.O) pour w(z).

Cas 4.3.2 z, = 0, les mémes étapes de la méthode précédantes, on obtient l’équation

différentielle suivante :
ﬂwl + (Bt + Oéﬁw + awﬁ + UB - Bzm)w + ﬁﬂzw2 + ay + QO +oa — Qg = O

siay =0 et [, =0 cest-a-dire a = a(x) et [ = [(x) on peut écrire cette équation sous

la forme bilinéaire, on pose:

fit) =, g(x) =5,
R)=w, ) g2(x) = aff, + axf + 0 — B,y
f3(t) = w? g3(x) = BB,
| fu=1 | 94(2) = ay + 000 — gy
On remplace f; etg; {i = 1,...,5} dans l’équation différentielle précédant ce qui donne:

fit)gi(x) + f2(t)ga() + f3(t)gs(x) fa(t)ga(x) = 0.

Donc elle est une forme bilinéaire, d’aprés le théoréme de forme bilinéaire:

fi(t) = iﬁ;Am, (+)

gr(x) = —Arqr(x), k=234 (xx)
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4.3. L’application du théoréme de forme bilinéaire

Ona g, =—Arg1, (k=2,3,4) , on obtient le systéme surdéterminé des équations c, 3

sutvant:
_AZB = aﬂx + awﬁ + O—B - Bzm?

—A3f = aa, + o — Qgy, (4.3.1)
—Auf = BB,
on pose a =10
—Asf =08 — By,
By = —As,
Ay =0.
On prend As = —1, alors
B.=1,

donc

b=x+c, ¢ €R

Si ¢ =0, donc

f=x= Ay=0
Les solutions de systéme (4.3.1) sont:
a=0 et f=ux.
de Uéquation (x)
Ji=Asfo+ Asfs + Aafa,
ce qui implique
w' = Aqw + Asw? + Ay
avec
Ay =—0, A3=-1, A4 =0,
donc

w +w+w? = 0.

C’est la méme équation de la méthode précédant, alors on obtient la méme la solution sim-
ilaire de l’équation de Burgers avec amortissement linéaire (4.2.15), et ceci par ['utilisation

du théoréme de forme bilinéaire.
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Conclusion

Dans ce mémoire on a cherché, la réduction de similarité et la solution de type similaire de
l’équation de Burgers sous ces trois formes par une seule méthode de réduction qui
s’appelle la méthode de Clarkson et Kruckal ou « la méthode directe ».
on trouve ces solutions selon des cas particuliers. Ces solutions s’avérent étre
intéressantes en pratique. on a détaillé les calculs liés a la recherche de ces solutions en

proposant une nouvelle solution particuliére pour ’équation générale de Burgers.

En plus, on a appliqué le théoréme de forme bilinéaire qui on donne des résultats efficaces
que ceux nous donne la méthode utilisée dans [10] et [16], car I'importance pour ces méthodes

est d’arriver o séparer les différents variables, et résoudre ensuite les EDQOs correspondantes.
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