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INTRODUCTION

s équations différentielles fractionnaires (EDF) ont été percus comme un outil puis-
sant pour modéliser des phénoménes complexes dans divers domaines tels que la phy-
sique, l'ingénierie, 1'économie et la biologie. Comme les équations différentielles clas-
siques, les EDF integrent des dérivées d’ordre non entier, permettant ainsi de capturer
des effets de mémoire et des dynamiques non locales inhérents a de nombreux systémes
réels.

L’étude de solutions de ces équations nécessite une approche mathématique rigou-
reuse, notamment dans des espaces fonctionnels adaptés. L'espace d'Orlicz, en tant que
généralisation des espaces L” , offre un cadre approprié pour traiter des EDFs, en par-
ticulier lorsque les solutions présentent des comportements complexes ou non linéaires.
Une des méthodes efficaces pour démontrer I'existence de solutions dans ce contexte est
l"utilisation de la mesure de non-compacité, associée aux théoremes du point fixe.

Ces outils permettent de caractériser la compacité des opérateurs et d’établir des condi-
tions suffisantes pour 1'existence de solutions. Ce mémoire est structuré en trois chapitres
principaux :

Le premier chapitre : Nous présentons ici la structure de 'espace d’Orlicz L¥, en mettant
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en évidence ses propriétés topologiques, sa convexité et son role dans ’analyse des EDFs.
Le deuxieme chapitre :Ce chapitre explore les concepts de mesure de non-compacité, no-
tamment les mesures de Kuratowski et de Hausdorff, et leur application ainsi les théo-
rémes du point fixe utilisés.

Dans Le dernier chapitre : on présente notre travail et nous appliquons les théoremes
précédemment énnoncé pour démontrer 1'existence de solutions d’EDF dans les espaces
d’Orlicz, en tenant compte de conditions spécifiques telles que la condition A" A travers
de cette étude, nous visons a approfondir la compréhension des EDFs dans des espaces

fonctionnels adaptés et a fournir des outils mathématiques robustes pour leur analyse.

Université de M’sila Equations différentielles fractionnaires dans 1’espace d’Orlicz
SALMI Fatima Master Analyse mathématique et numérique



CHAPITRE 1

ESPACE D’ORLICZ

ns ce chapitre ,on parle sur la structure topologique de cet espace noté 1’espace
d’Orlicz L” qui généralise 'espace de Lebsgue L” espace linéaire,espace vectoriel espace

convexe,la norme et équivalence,les inégalités......etc.

1.1 N-fonction

Définition 1.1 (N-fonction) [6] On appelle fonction d’Orlicz un fonction ¢ : R — [0, +-00]
telle que

1. ¢ est pair,convexe et continue a gauche sur [0, +00]

2. ¢(0) = 0 et ¢ n'est pas identigument nulle.

3. ¢(x) > 0 pour tout x > 0.

4. ¢(x) < 400, pour tout x € R c’est a dire ¢ est a valeurs dans [0, oo.

5. 1im?2 = 0et lim ¢ = 4o,

x—0 r—~00
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la fonction ¢ est dite N-fonction

Exemple 1.1 Les fonctions suivantes sont N-fonctions :
o) =z’ 1 <p< 400
Olx) = &l — Ja] ~ 1
p(z) =el*") — 1,1 < p < +o0

¢(x) = (1 + |z) In (1 + |z[) — ||

Théoreme 1.1 [18] Chaque fonction convexe ¢(x), qui vérifiée la condition ¢(a) = 0, peut étre

représentée sous la forme

T

ole) = [ pityi

a

Définition 1.2 (définition équivalente) [18] Soit p une fonction.

p est une N-fonction si elle admet la représentation intégrale suivante :

|ul

p(x) = / p(t)dt

0

ol la fonction p(t) est continue pour t > 0, positive pour t > 0 et non décroissante qui vérifiée les

conditions

p(0) = 0, p(o0) = lim p(t) = oco. (1)

t—o0

1.1.1 Fonction complémentaire de N-fonction

Définition 1.3 [18]
Soit la fonction positive p(t), t > 0, continue a droite pour t > 0, croissante est satisfaite la

condition (1). On d éfinit la fonction q(s), (s > 0) par I'égalité

q(s) = sup t.

p(t)<s

La fonction q est dite fonction conjuguée de la fonction p.

Université de M’sila Equations différentielles fractionnaires dans 1’espace d’Orlicz
SALMI Fatima Master Analyse mathématique et numérique
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Définition 1.4 [18] Si ¢ est une N-fonction , alors la fonction conjuguée (duale) ¢ : [0, 00] —
[0, 00| est définie par

¢(y) = sup{zy — ¢(z)}.
Exemple 1.2 la fonction complémentaire de o(x) = |z|",1 < p < +oo est Y(y) = |z|?,

1<g<+ooavec +,=1

Théoreme 1.2 [18] Soit p une fonction de Young (N-fonction) et 1) la fonction conjuguée, alors 1)

aussi est une fonction de Young

Démonstration.
1. Pour tout y, la relation xy — o(x) = 0, si x = 0 i.e (y) > 0, donc il est trivial que
¥(0) = 0.
2. 5i0 <y, < yo,alors

xys — () > zy1 — p(x), pour tout x

implique 1 (y2) > ¥(y1), alors ¢ 1.

Par définition, il existe un nombre 0 < xy < 00, tel que p(xy) < 0o, ainsi

V(y) > 20y — @(x0) pour tout y

tend vers 0o, si y — oc.
Puisque ¢ est convexe et p(0) = 0, la fonction @ croissante vers une valeur positive,
lorsque x tend vers l'infini.

On note par m la limite de cette fonction et on suppose que 0 < y < m, alors
xy — @(x) = —00, $ix — 00

implique que 1 (y) est finie.

3. 1 est convexe,si 0 <y <y <ooet0< A\ <1,alors

Ay + (1= Ny2) —p(x) = Avyr + 2y2 — Avys — ()
= Moy — () + (1 = N)(2y2 — ¢(z))

< M(y1) + (L= Np(ye), Vo > 0.

Université de M’sila Equations différentielles fractionnaires dans 1’espace d’Orlicz
SALMI Fatima Master Analyse mathématique et numérique
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On prend le sup sur le membre a gauche, on trouve

P(yr + (1= A)ya) < M(y1) + (1= A)eb(y2)

Remarque 1.1 [5] II est facilement de vu que la fonction q possede les mémes propriétés que la
fonction p, elle est positive pour s > 0, continue a droite pour s > 0, croissante et vérifiée les

conditions

q(0) =0, lim ¢(s) = 00

§—00

Exemple 1.3 Soient M, et M, deux N-fonctions

1. Mi(u) = "2« > 0,0upi(t) = My(t) =t (t > 0), donc q:(s) = s*! (s > 0) avec

1 1
E+§_1'

Alors la fonction conjuguée est

2. My(u) = el — |u| — 1, 0t pa(t) = My(t) = et — 1 (t > 0) donc qo(s) = In(s + 1), (s > 0).

Alors la fonction conjuguée est

|v]
No(v) = /0 q2(8)ds = (1 + |v|) In(1 + |v]) — |v].

1.2 Espace fonctionnel de Banach

Soit (2, 1) espace mesuré et soit M™ un cone des fonctions p-mesurables sur €2 dont

les valeurs dans [0, co]

Définition 1.5 [5]
Soit I'application p suivante p : M* — [0, oo].
On appelle une norme fonctionnelle de Banach I'application p, s’elle vérifiée les propriétés suivantes

Si pour tout f,get fo(n=1,2,...) dans M™ et pour A > 0

Université de M’sila Equations différentielles fractionnaires dans 1’espace d’Orlicz
SALMI Fatima Master Analyse mathématique et numérique
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1L p(f)=0% f=0, u—pp

p(Af) = Ap(f).

p(f +9) < p(f) + p(g).

0<g<f n—pp=p(f)<p9).
0< fut f, m—pp=p(fa) T o(f)
1(E) < 0o = p(xe) < oc.

Gk L

w(E) < oo= [, fdu < Cpp(f)oila constante C dépend seulement de E.

Définition 1.6 [5] Soit p une norme fonctionnelle de Banach, X = X(p) l'ensemble de toute les
fonctions f dans M avec p(|f|) < oo, s’appelle espace fonctionnel de Banach (EFB), pour toute
f € X, on définit

1fllx = p(LfD-

1.3 Espace modulaire

Définition 1.7 [5] Soit X un espace vectoriel sur le corps K. La fonction p : X — [0, 00| est dite
semimodulaire dans X, si les propriétés suivantes sont satisfaisantes :

1- p(x) =0

2- p(Ax) = p(z),Vor € X, X € K, avec |A\| = 1.

3- p est continue a gauche.

4- p(Az) = 0,V > 0, implique x = 0.

le semimodulaire p est dit continu si

5- Lapplication A\ — p(Az) est continue dans [0, oo ,pourz € X.

Définition 1.8 [18] Si p est un semimodulaire ou modulaire dans X, alors
X, = {x € X;/l\li%p()\x) = 0}

est appelé espace semimodulaire ou espace modulaire (respectivement).
Remarque 1.2 [18] Puisque p(Ax) = p(|\|x) requis a iin% p(Az), avec X € [0, 00|, on peut définir
—
X, par:
X, ={z € X, p(Ax) < oo; pour A > 0}.

Université de M’sila Equations différentielles fractionnaires dans 1’espace d’Orlicz
SALMI Fatima Master Analyse mathématique et numérique
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Théoreme 1.3 [18]] Soit p un semimodulaire dans X, alors X, est un espace vectoriel normé sur

le corps K, ot la norme définie par
. 1
|z||, = inf {)\ >0,p (Xx> < 1}

e X, est un espace vectoriel.

Démonstration.

- Il est claire que 0 € X,

- Soit u,v € X, et a € K\ {0}, par la définition de X, et p(au) = p(|a|u) il est claire que
au € X,.

- Par la convexité de la fonction p, on peut I'estimer

1 1 1 1
0<pAMu+wv)) < §p(§)\u) + §p(§)\v) —0,A—=0

et par conséquent, onau +v € X,,.
Donc X, est un espace vectoriel.
e X, est un espace normé.

- Il est claire que |Ju||, < oo, pour tout u € X, et ||0, =0, Vo € K.

. U
laul, = inf{A>0; p (7) <1}

u

o inf{A >0 p <X> <1}

= lalllull,.

-Soit u,v € X et x > [Jul|, y > ||v|, alors
P(E) < 1etp(g) <1
Z )

et par conséquent de la convexité de p, on a

u+v T u Yy v
P = p -+ -
r+vy r+yx r+yy

T (u)+ Y (v)<1
a:+y'0 T :1:+y'0 v/

IN

Université de M’sila Equations différentielles fractionnaires dans 1’espace d’Orlicz
SALMI Fatima Master Analyse mathématique et numérique
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alors ||u +v||, <z +y, dou

lw+vll, < flull, + ol

- Si fju||, = 0 alors p(au) < 1,Va > 0, donc

p(M) < Bp (%) <BYAS et Be(0,1]

d’apres les propriétés de p, alors p(Au) =0, VA > Oetqueu =0. m

1.4 Condition A,

Définition 1.9 [5] On dit que la N-fonction M (u) satisfait la condition A,, s’il existe une
constante k > 0, telle que

M2u) < kM (u), (u > ug)
pour une valeur positive de uy.

Remarque 1.3 [5] On le voit facilement que nous avons toujours k > 2 on a
M (2u) < 2M (u) pour u # 0.

Exemple 1.4 1- La fonction M (s) = |s|In(|s| + 1) est satisfaite la condition A,. En effet, on peut
vérifier aisément que M est une N-fonctionetona: k = 4.
2- On a aussi, la fonction M(s) = %|s|p, pour p > 1 est vérifiée la condition A,. En effet, on a

k=2r

1.5 Condition A’

Définition 1.10 [5] Soit v : R — R une fonction de Young.
On dit qu’une fonction de Young satisfaite la condition A', noté v € A', s'il existe une constante

c > 0, telle que

Y(zy) < ey(x)y(y), 2,y > 20 > 0.

Université de M’sila Equations différentielles fractionnaires dans 1’espace d’Orlicz
SALMI Fatima Master Analyse mathématique et numérique
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1.6 les classes des espaces d’Orlicz

Nous d’abord présenterons et étudierons la structure des espaces d’Orlicz sur un es-
pace de mesure arbitraire, et nous spécialisons ensuite pour obtenir des résultats particu-
liers.

Soit I'espace mesuré (2, ¥, ;1) o1 © un certain ensemble de points et ¥ est un o-algebre.

Remarque 1.4 [18]
1- Soit ® : R — R une fonction de Young, oi la fonction de Young permette que, pour un certain
zo € R, si la fonction f : Q — R est measurable, alors ®(f) =: Q — R, est measurable.

2- D’apres la définition de la fonction de Young, c’est une extension de la fonction réelle de Borel.

Définition 1.11 [[18] L'ensemble de toutes les fonctions mesurables f : Q — R, telles que

/Q B(| )yt < oo,

est noté par L?(p).

Remarque 1.5
1. L#(p) l'ensemble des classes des espaces d’Orlicz

2. Les classes d’Orlicz L¢ ne sont pas des espaces vectoriels.

Exemple 1.5 On considere Q =0, 1[ et ¢(t) = €', alors la fonction u(z) = —3 Inx appartient
L#, mais la fonction v(z) = 2u(z) = — Inx, n’appartient pas.
Théoreme 1.4 [18]

1. L’espace f*"(,u) est absolument convexe. i.e., si f,g € E‘P(u) et o, 3 des scalaires, tels que
la] + |5 < 1, alors
af + Bg € L?(n).

Aussi si h € L) et | f| < |h|, telle que f est measurable, alors f € L#(y)

2. L’espace EW(M) est linéaire (i.e., espace vectoriel) si & € Ay, globalement quand ;(€2) = oo

et localement si (1(€)) < oo.

Université de M’sila Equations différentielles fractionnaires dans 1’espace d’Orlicz
SALMI Fatima Master Analyse mathématique et numérique
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Démonstration.

1. Soit f,g € z*o(u).

Alors par monotonicité et convexité de ®, pour 0 < v = |a| + |5] < 1, on obtient

|

S(af + Bgl) < (lallfl + 18llg) < v@<7'|fr+@\g\>
< Ja(If]) + 1818(g]).

de méme le membre droit est intégrable. Par conséquent af + g € ES"(N).

Le deuxiéme rapport est clair, puisque ®(|f|) < ®(|h]).
2. Pour la linéarité, il suffit de vérifier que f € Le(p), 2f € L?(n), puis nf € L# (1)
pour tout nombre entier n et par conséquent aussi pour a > 0, af € Le(p).

Par la derniére partie de , on a
a b ~
afi +bfs = ’Y(afl + ;fz) € L (p),y = lal +[b] > 0,

pour tout f; € Le(p), i =1,2, par.
Ainsi nous devons montrer seulement 2f € L¥¢ () pour toute f € Z‘P(p). Si P est

satisfaite la condition A, on trouve () = +oo,
(2[f]) < k2(|f]), k>0,

par conséquent 2f € L¥(u) avec f € L?(p).
Le cas u(2) < oo, alors ®(2z) < k®(x), pour x > x4 > 0.

Maintenant soit
f7 ‘f' S T

0, autre

fi=

Onpose fo = f — fi,alors f = f1 + fo et

O2|f]) = 2[f1]) + 2lf2]) < @CIAD + k([ f2])-

Université de M’sila Equations différentielles fractionnaires dans 1’espace d’Orlicz
SALMI Fatima Master Analyse mathématique et numérique
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Par conséquent

A¢@WWMSWMMMm+k/¢WWW<%

Q

donc 2f € L#(y), ceci montre que L#(1) est un espace linéaire.

Définition 1.12 [18] Soit L¢(;1) l'ensemble, sur un espace de mesure arbitraire (0, %, 11). Alors
I'espace L¥(11) de toute fonctions mesurables f : Q0 — R, telle que af € L# (1) pour o > 0,

s’appelle I'espace d'Orlicz. Autrement dit

L?(p) = {f : Q — R, measurable; / O(af)dp < oo pour o > 0}
Q

Définition 1.13 [18] Soit ®(u) une N-fonction. On note par L? () la classe des fonctions a va-

leurs réelles, définie sur ), par
pus®) = [ Blula)ldp < o0
Q

1.6.1 Comparaison de classes

Les classes d’Orlicz L¢* et L#* qui sont déterminées par des N-fonctions distincte 1 (u)

et po(u), est généralement distincte.

Théoréme 1.5 L’'inclusion suivant

L‘Pl C L<P2

est vérifé si et seulement si, s'il existe des constantes positives uy et telles que

pa(u) < api(u), (u > uo)

1.7 Structure de 1’espace d’Orlicz L¥(£2)

D’apres l'inégalité de Jensen la classe d’Orlicz L# est un ensemble convexe, toutes les

fois que la classe L contient les deux fonctions uy (z) et uy () puis il contient également le

Université de M’sila Equations différentielles fractionnaires dans 1’espace d’Orlicz
SALMI Fatima Master Analyse mathématique et numérique
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segment entier

Ua(z) = aup () + (1 — @)uz(z) (0 <a<1).
En effet, si u; (z), us(z) € L?, alors

plug; @) = /Q<I>[au1(:c) + (1 — a)ug(z)]dx

< ap(ug; ) + (1 — a)p(ug; ) < oc.

1.7.1 Norme d’Orlicz

Définition 1.14 [5] Soit (2, X, o) un espace mesuré.
Soient u : @ — R une fonction mesurable et (¢, 1)) couple complémentaire de N-fonctions, alors

on définit la norme d’Orlicz ||.||, = u — ||Jul|,, par
follo =2 =sup{ [ fuolds [ wioyau< 1},
Q Q
I'ensemble L¥ al’aide de I’égalité suivante

ull, = sup
p(vi)<1

/Qu(a:)v(a:)das :

D’apres la définition la norme ci-dessus, est que satisfaite les axiomes habituels :
1— |Ju|l, = 0ssiu(z) =0p.p;

2= |laull, = allulle;

3= llur +wally < [lunlly + [luzll-

L'ensemble L¥ devient un espace linéaire normé qui s’appel 1'espace d’Orlicz.
Proposition 1.1 [18)] La formule (2)) définie une norme dans L¥.

Démonstration. e Soit ||ul|, = 0 et soit {2 un sous ensemble de (2, tel que 0 < p(2) < oo.
Soit ¢ une fonction de Young (N-fonction), alors lim ¢(t) = 0 et par conséquent il existe
n—oo
1
k>0, tel que "Lp(/{?) < MGDE

On définit la fonction v par

x, six €S
v(r) =
0, six € Q\
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Alors
_ / b(lo(@))de = [ wik)de <1,
Q0 Q1

et par la définition da la norme d’Orlicz, on a

fully > | Ju@)le(e)dz = | Jufa)lde

et ||ul| = 0 implique u(xz) = 0 pour presque tout x € €. Puisque ©; C Q était arbitraire,
u(x) = 0 pour presque tout z € ().

Soit u,w € L¥(2) i.e., ||ul|, < oo, ||w||, < oo et soit ¢ € C, alors

och\|¢—sup/\cu x)|de = ]c\sup/]u x)|dx

= lelllull, < o0

elutul, =sw [ [+ w)elolde = s [ jue) +w)l)ds

Q v
< sup [ Ju@lo@)lde -+ sup [ fuwlo)ljo(o)lds

= lulle + llwlle-

1.7.2 Norme de Luxemburg

L’ensemble L? peut étre transformé en espace de Banach a 1’aide des normes distinctes
de la norme présentée ci-dessus.

Considérerons une telle norme qui a été étudiée en détail par Luxembourg .[5]

Définition 1.15 [5] Soient ¢ une fonction de Young et u une fonction mesurable définie sur 2, le

1
eals = Jlull = inf {k -0 [ (E|U(oc)|) i < 1}
Q

est appelé la norme de Luxemburg de u.

nombre
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1.7.3 Norme de Amemiya

Définition 1.16 [5] Soient p une fonction de young et u une fonction mesurable définie sur ),le

1
_ A _ -
MM—NW¢—gng+KjwwwmQ.

est appelé la norme de Amemiya de u.

nombre

1.7.4 Extension de l'inégalité de Holder

Théoreme 1.6 [18] Soit (i, 1) le couple complémentaires de fonctions de Young.
Siue LP(Q)etv e LY(Q), alors uv € L'(Q) et

(/w )z < lullolelly 3)

Démonstration. Si ||v||, = 0, l'inégalité (3) est évidente.

p (L;w) <1,
V]l

et par la définition de la norme d’Orlicz de u, on a

/ |u(z)v(x)|dx

si ||v]|y # 0, on trouve

v(z) |,
0]}

IN

u()

[[0]]

IN

HUIlgollvllw-

Remarque 1.6 [18] L'inégalité (3) peut étre vue comme prolongation de I'inégalité de Holder,
mais il convient noter que l'inégalité habituelle de Holder n’est pas cas particulier de (3.

En effet, si nous traitons les espaces de Lebesgue LP(S2) et L(Q2) comme des espaces d’Orlicz L#(S)
et LY(92), avec

tP 4 1 1
@(t):_€t¢(t):_>p>17—+—:1,
p q p q

alors 'inégalité ({3) est de la forme

l/w 2)ldz < prat fullllolls
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1.8 Inégalité de Jensen

Théoreme 1.7 [6] Soit f € L,(2).Alors,

¢ (s [, 10) < gy

Démonstration. [6] ¢ est une N-fonction,donc convexe alors elle peut s’écrire comme en-

veloppe supérieure de fonction affines

¢(r) = sup(a,x + by)
n>0

Ce qui donne

¢[ﬁ/ﬂf(t)du} = ff;_tﬁ /f du+b}

[ anstai+ utcn

= SUu
nﬁ_mm

= s [y s [
= sup e [ o () + b, )iy

n>0 M

< 5 [ suwlanfe)d b
Q

(Q) n>0
- / o(f
= Q
M(Q) — v Ps(Q)
n
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CHAPITRE 2

MESURE DE NON-COMPACITE ET
THEOREME DU POINT FIXE

- @ns ce chapitre nous exposons la mesure de non compacité(mesure de Kuratowski
et Hausdorff) et leurs propriétés ainsi la relation entre les ensembles compacts, relative-
ment compacts au sens topologique et au sens mesure, et ainsi les propriétés des opéra-

teurs par la vision de la mesure de non compacité et en finir par la théorie du point fixe

2.1 Notions et définitions

Soit (X, || - ||) un espace de Banach, notons par A un sous-ensemble de X, et 0A la

frontiére de A

19
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de plus le diametre de A et leur distance,

diam (A) = sup{||lz —yl[;z,y € A}

dist (x, A) = inf {||z — yl|; 2,y € A}

Si A est sous-ensemble de X, alors A et convA sont la fermeture et I’adhérence de I'enve-

loppe convexe de A respectivement notons par
B, (X,A)=B,={re X;|lx—a|] <r}.
La boule fermé dans X de centre a et de rayon r et
0B, ={w e Xillz| =ry,  Si(X)=5(X)=5x

La sphere dans X.

Définition 2.1 ([14]) Soient X et Y deux espaces de Banach de dimension infini et on noté ’en-
semble des opérateurs linéaires de X dans Y par L(X,Y') ,nous mettons L (X) = B(X,X) un

opérateur liéaire T défini sur X vers X

2.2 Notion sur les opérateurs

2.2.1 Compacité:

Définition 2.2 (les ensembles compacts) [14] On dit qu un ensemble U de X est compact si

de toute suite d’éléments de U,on peut extraire une sous-suite converge vers un élément de U

Définition 2.3 (Autre définition d’ensemble compact) [19] Soit U un ensemble d'un espace
normé X, U est dit compact si de tout recouvrement de U par des ouverts de U on peut extraire un

sous-recouvrement fini, i.e.,

vV, j € J(ouverts) tels que U C -E,Vj(k) Jjk)=1,2,...n
j
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tel que U C Uj_, V)

Définition 2.4 [3]

1. Un ensemble U est dit séquentiellement compact si pour toute suite d’ éléments dans U

contient une sous-suite converge vers un élément dans U.

2. Un sous-ensemble d’un espace normé est compact si et seulement si il est séquentiellement

compact .

3. Un sous-ensemble d’un espace normé est dit relativement compact si son adhérence est com-

pact.

4. Un sous-ensemble G d'un espace normé est totalement borné si il éxiste une suite finie i,e :
Ve>0:G C U B(pje)

Théoréme 2.1 [3|] Tout ensemble borné de dimension finie d'un espace norme est relativement

compact.

Définition 2.5 (Opérateur linéaire) [19] Soient E et F' deux espaces normés, un opérateur A
défini sur E dans F est dit linéaire s'il vérifie les conditions suivantes :

Condition additive :
Vi1, 2 € E,onaA(pr + 02) = A(pr) + Aps)
Condition homogéne :

Voe Eoxek=(RouC), ona A(Ap) = NA(p)

Définition 2.6 (Opérateur borné) [19] Un opérateur linéaire A défini sur E dans F est dit borné

s’il existe une constante positive C' > 0, telle que :

[A@) | < Clllg, Vo e E
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Définition 2.7 (Opérateur Compact) [19] Soit A un opérateur linéaire d’'un espace normé X
dans un espace normé'Y , on dit que A est un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné un

ensemble relativement compact dans'Y

2.2.2 compacité dans C(G)

Définition 2.8 (Compacité Dans C(G)) [19] Dans cette partie, I’espace des fonctions continues

définies dans C(G) est muni de la norme maximum :

lelloe = max|eo(2)]

Théoréme 2.2 (de Bolzano-Weierstrass) [19] Un espace métrique (X, d) est compact si et seule-

ment si toute suite d'éléments de X admet une sous-suite convergente.

Théoréme 2.3 (Arzela-Ascoli) [19] Un ensemble U C C(G) est relativement compact si et seule-

ment si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. L’ensemble U est borné telle que :

VoeU: Ve ek, IM >0:|p(x)]| <M
2. L’ensemble U est équicontinu :

Ve>0:YpeU:Ve,yeck:30>0telleque : |z —y| <d—|o(x)—¢(y) <e

Définition 2.9 [19] Un opérateur A de X dans Y est compact si et seulement si pour toute suite

bornée{, } de X la suite{ A, ycontient une sous suite convergente dans' Y’

Définition 2.10 Un ensemble G C X est relativement compact si pour toute suite {p,,} il existe

une sous suite { ) } qui converge dans'Y

2.3 Mesure de non compacité

La mesure de non compacité est un outil trés utile dans les espaces de Banach ,elles sont

largement utilisée dans la théorie du point fixe ,les équations différentielles, les équations
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fonctinnelles ,les intégrales et équations integro-différentielles,....etc

2.3.1 Mesure de non compacité en général :

Avant de rappeler la mesure de non compacité,on note par (X, . 11) un espace de Ba-
nach , nous désignous par Mx la famille des sous-ensembles bornée non vide de X, et par
Nx la famille des sous-ensemble relativement compact de X ,et I'enveloppe convexe d'un

ensemble A C X notons par conv(A).

Définition 2.11 [[17] Une applicaion 11 : Mx — [0, +oo] est appelle la mesure de non compacité

dans 'espace X ,qui satisfait les condition suivantes :
La famille ker(p) := {D € Mx telle que :u (D) = 0} # ¢, et ker(u) C Nx

(est appelé le noyau de MINC)

Soit A, B € Mx on a les propriétés suivantes :
1. SiAC B= pu(A) <u(B)
2. 1 (A) = p(4)
3. pt(conv A) = p(A)
4 pM+ 1 -XN)B)<A(A)+ 1 -=XNp(B), Xel0,1]
5. p(AUB) = max{u(A),u(B)}.
6. Si(A,) ensemble de suite de M telle que A, 1 C A,(n=1,...,n)et lim pu(A,) = 0 ,alors

n—oo
A =N A, et Ay € ker(p)

Définition 2.12 [17] On dit que la mesure de non compacité u sublinéaire ,si VA, B € Mysi elle

satisfait les deux conditions suivantes :
1. p(AA) = |A| pu(A) (pest dit homogéne)

2. w(A+ B) < u(A) + p(B)(u est dit subadditif)
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2.4 Mesure de non-compacité de Kuratowskii

Définition 2.13 [19] La mesure de non-compacité de Kuratowski d'un ensemble borné

"A € Mx, notée a(A), est définie par :
a(A) =inf{Ve >0: A C U B;,B; C X,diam(B;) < €,i=1,..,n}

oii : diamB; désigne le diametre de I'ensemble B;.

a(A) = inf{e > 0 : admet une recouverment fini par des ensemble de diamétre < €} .
avec :
B est sous ensemble de X et B € M.
On notera que, dans cette difinition, 'expression diamB; < e peut etre remplacée par diamB; < e.
il est clair que a(A) < diamA pour tout ensemble borné A dans Mx et que a(A) = 0 si A est
fini. Les propriétées essentielles de la mesure de non-compacité de Kuratowski d'un ensemble borné

sont résumées dans le théoréme suivant :

Théoreme 2.4 [[19] Soit (X, d) un espace métrique et A, Ay Ay € Mx, alors
1. a(A) =0« Aest compact.

ACA =a(A) <a(4).

a(4) =a(A).

a (AU As) =max{a (A1), a(A42)}.

a(A;NA) <min{a(4;),a(As)}.

S ok N

Si X est complet, (F,), une suite des ensembles croissantes d’ensembles non vide,fermés et
bornés, telles que : lim, o (F,,) = 0, alors F, = N2, F,, est sous-ensemble non vide et
compact.
Démonstration. [19]

1. Par définition de la mesure de non-compacité.

2. Soit €1, €5 > 0,{B;};_, un recouvrement fini de 'ensemble A avec diamB; < €;;i =
L, ....,n. et {y;}L, un recouvrement fini de I'ensemble A,avec diamy; < €55 =

1,....,m Puisque A C A;,on peut toujours choisir les ¢; ,telle que :
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Ceci implique a (A) < €, Par conséquent o (A) < a (4y) .

3. Puisque A C A alors a(A) < o (A) d’apres l'assertion 2, il suffit de démontrer
I'inégalité dans l'autre sens :ov (4) < a (A) Soit e > 0 Avec diamB; < ¢;Pour i=1,...n,

ona

Comme diamB; = diamB;, on déduit que a (A) < ¢, par conséquent o (4) < a (A) .
4. D’aprés 'assertion 2, on a

A1CA1UA2:>04(A1)§06(A1UA2)

AQCA1UA2:>CK(A2)§O(<A1UA2).

Donc
max (a (A1), (A42)) < a (A3 UA,).

Montrons 'inégalité dans 1’autre sens ,soit €,€1,e, > 0,7 = max (a (A1), (Az)) et
considérons {B;};_, = {®;}_, des recouvrements finis des ensemble A, A, respec-
tivement avec diamB; < € pour i = 1,...,n et diamyp; < € pour j=1,...m on a
diamB; < r + e et diamyp; < r + e pour i=1,...n et diamyp; < e; pour j = 1, ..., m. par
conséquent

ALU Ay C (UL B) U (Ul ;) = ALU Ay C U G <1+ e

Dot :

a (A3 UAy) <max{a(A),a(As)}.
5. Utilisons l’assertion 2 ,on obtient :

AlﬂAQCAlja(AlﬂAg)SOé(Al)

AlmAQCA2:>Oé<A1ﬂA2)§Oé<A2)
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a(A1NAs) <min{a(A;),a(A)}

6. Montrons que F, est non vide ,Choisissons,pour chaque n ,un élément z,, € F,.
Posons X,, = {z;,i > n } .Puisque X,, C F, alors a(X,) < a(F},);Vn. Par passage
a la limite, on obtient o (X;) = 0. C’est a dire X; est relativement compact .Donc la
suite (XX,,), contient une sous-suite (X,), convergente dans X. Soit x = lim,, . 5.
Comme F,, est un sous-ensemble fermé de X alors x € F),; Vn. Ceci implique que
Fo #0.
Montrons maintenant que F, est compact .Comme F,, C F,;Vn alors a (F) <
a (F),) est relativement compact et donc compact puisqu’il fermé.
Si X est un espace normé alors la mesure de non-compacité de Kuratowski vé rifie,en

outre, les propriétés citées dans la proposition suivante.

Proposition 2.1 [19] :Soit (X, d) un espace normé et A, Ay, Ay € Mx ,alors :

L a(Ar+ Ay) <a(A) +a(Ay).

2. a(A+z)=a(A),Vz e X.

3. a(A) =|Na(4).

4. a(A) = a(conv(A)) ot convA désigne I'enveloppe convexe de I'ensemble A.

Démonstration. [19]

1. Soit €162 > 0, Ay C UL By, Ay C UL 5 avec diamB; < €, pour i=1,....n et diamgp; <

€2 pour j=1,.....m. Alors :
A+ Ay CUL UTL (Bi + 95) -

Avec:

diam (B; + ¢;) < €1 + €3,

C’est a dire :

a(A+ A <a(4)+a(Ay).

Université de M’sila Equations différentielles fractionnaires dans 1’espace d’Orlicz
SALMI Fatima Master Analyse mathématique et numérique



2.4, MESURE DE NON-COMPACITE DE KURATOWSKII 27

2. D’une part,en utilisant la assertion précédente on obtient

a(A+2)<a(A) +a({z)) =a(A),

Et d'une part,

a(A)=a(A+z—2)<a(A+z)+a({-2}).

a(A+z)=a(A),Vre X.

3. Considérons € > 0, A C U, B; avec diamB; < e pour ¢ = 1, ...,n .Alors
pour tout A € k, \A C U}, A\B; et diamAB; =1 X\ | diamB; <1 X\ 1 €. C’est a

dire :
a(M) <idia(A).

L’autre inégalité est évidente puisque :
a(d)=a(AA) <X ia(MA).

4. L'inégalité a (A) = a (con (A)) est toujours satisfaite puisque A C con (A)

Pour démontrer 'autre inégalité ,o (con (A)) < o (A)

Pour A, sous suite borné de XdiamA; < d pour touti =1,...,net A=U 4, 0ona:

con(A) ={"  Nz; : N\ >0 N\ =1z, €con(A)(i=1,...,n)}

pour € > 0 et
A= {(/\z7 ;)\n) : /\z Z 0,?:1 >\z = ]., (Z = 17 ,n)}

Puis A sous suit compact de (R", 11 . lis) OU 11 Ay, ...y Ay 1= MaXy<i<y | A -
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2.5 Mesure de non-compacité de Hausdorff :

En 1957,Goldenstein,Goh’berg et Markus ont introduit une autre mesure de non-

compacité appelée mesure de non-compacité de Hausdorff.

Définition 2.14 [14] La mesure de non-compacité de Hausdorff d’un ensemble borné A €

M notée x (A), est définie par :
X(A)=inf{e>0: ACUL B (z;,1;),2; € X,r; <e,i=1,...n}.

Ot :B (xz;,1;) désigne la boule de centre x; et de rayon r;.
ol :

X (A) = inf{e > 0, B admet un recouvrement fini des boules de rayons < €}

avec B est la famille des sous espace fermés de X et B € Mx.Dans cette définition ,I'inégalité
r; < €peut étre remplacée par r; < €,De plus les centres x; des boules qui recouvrent I'ensemble

A ne sont pas forcement dans 'ensemble( Ax; € X, en général) .

Les propriétés fondamentales de la mesure de non-compacité de Hausdorff sont données

par le théoreme suivant :

Théoreme 2.5 [[14] :Soit(X, d) un espace de Banach et soit A, Ay, Ay des sous ensembles bornés.

—

. Siest finiA alors :y (4) = 0 < A totalement bornée< A est compact.
2. Si Aest fini,alors y (A) = 0.

3. AC A= x(A) < x(A)

4. x (A) = x (A) = x (con (A)).

5. x (A1 U Az) = max {x (A1), x (42)} .

6. x (A1 N Ag) <min{x (A1), x (A42)}

7. Si Xest complet ,(F),),une suite décroissante d’ensembles non vides, fermés et bor-
nés telle que :lim, (F,) = 0 ,alorsF,, = N2, F, est un sous-ensemble non vide et

compact.

Proposition 2.2 [19] Soient (X, d) un espace normé A, Ay, Ay € Mx . Alors :
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Lox (Ar 4 Az) < x (A1) + x (A2)
2. x(A+2z)=x(A),Vz e X.
3. x(AN) =1 A1 x(A),Xek.

4. x (A) = x (con (A)) ,oit con (A) désigne I’enveloppe convexe de I'ensemble A.

2.6 Mesure de non compacité sur les opérateurs

Définition 2.15 [[14]] Soient T' : D (T) C X — X un opérateur continu « (.) est la mesure de
non compacité de Kuratowski dans X ,pour tout k > 0 ,on dit que Test une contraction si pour

tout sous-ensemble borné Ade D (T),T (A)est un sous-ensemble borné dans X et
o (T (4)) < ka (4).

Remarque 2.1 [14] pour tout sous-ensemble borné A de D (T), alors o (A) > 0,1 (A) est un

sous-ensemble borné dans X et

a(T(A) <a(A)

Définition 2.16 [14] :Soient T' : D (T') C X — X un opérateur continu x (.) est la mesure de
non compacité de Hausdroff dans X et k > 0,7 est dit K-boule contraction si pour tout sous-

ensemble borné A de D (T), T (A)est un sous-ensemble borné dans X et
X (T (A)) <kx (A).

1. sa(T) < x(T) <2a(T).

2. a(T) =0« x(T) =0 <= T est compact.

3.8iT,Se L(X),donca(TS)<a(T)a(S)etx(T'S) <x(S)x(T).

4. Sike K(X),donca(T+k)=a(T)etx(T'+k)=x(T)

5. a(T*) < x(T)eta(T) < x(T"),ouT* désigne 'opérateur dual de 7.
6. Si B est un sous-ensemble borné de X, donc o (T'(B)) < a(T) a(B) .

7.51ACD(T),a(A) > 0alors T (A) borné ,
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2.7 Quelques théoremes de point fixe

Dans cette section on a rappelle quelques outils et résultats d’analyse fonctionnelle uti-
lisés par la suite : principe de contraction de Banach , équicontinuité,théoréme de Schau-
der, de Brower résoudre des équations différentielle d’ordre fractionnaire oti deuxieéme
membre est non linéaire, nous besoin des théories du point fixe.

On note par L' (I, E) L'espace de Banach des fonctions mesurables, y : I — E qui sont

Bochner intégrales, muni de la norme

T
ol = / ly ()] dt.

L’espace de Banach des fonctions mesurables y : I — E qui sont bornées est noté par

L (I, E) muni de la norme :

1Yl = inf{c>0,]ly (Ol <c, ppte}.

On note par AC" (I, F) l'espace de Banach des fonctions dérivables y : I — E ,ayant la

premiére dérivée absolument continue.

Définition 2.17 [3] L'application f : I x E — E est dit de Carathéodory si,
1. t — f(t,u) est mesurable Vu € E.
2. u — f (t,u) est continue presque pour toutt € /.

3. Vr > 0,il existe une fonction ®, € L' (I,R,), telle que Vu € R avec |Ju| < r,

1 ()l < @ ().

Remarque 2.2 [3|] Si f vérifier 'assertion 3 ,alors est dite L' Carathéodory.

Définition 2.18 [3] Soit X une espace de Banach on dit que F est contractent = V1,29 € X on
a:

|F(21) — F (22)| < k|on — 22| ,0< k<1
Théoreme 2.6 [3|] (Scharefer).Soient X un espace de Banach l'opérateur F' : X — X complé-

ment continu .Alors F posséde au moins un point fixe. on dit que F est completement continu

Si:
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i) Vb € X = F (b) est relativement compacte.

ii) Sil'ensemble P = {y € X, \F (y) =y, A € [0, 1]} est borné.

Définition 2.19 [3] (Banach).Soit X une espace de Banach ,et soit I'opérateurF : X — X est

contractent alors :F admets un point fixe unique :

Jy* € X telle que F (y*) = y*

Définition 2.20 [3|] (Schauder).Soit (E; d) un espace métrique complet et A une partie convexe
fermée de E et soit F': A — A ,on asil'ensemble {Fx : x € A} est relativement compact dans E

Alors F posséde ou moins un point fixe.

Définition 2.21 [3] On dit que A est convexe :

Ve,ye AVie [0,1] itz +(1—-t)ye A

Définition 2.22 [3] L'application T' : C' C E — E est dit une ap contraction s’il existe une

constante k < 1 positive telle que :

ap (T (W)) < kag (W), (YW fermé et borné)

Théoreme 2.7 [3|] (Darbo-généralisé) C un sous ensemble non vide, ,fermé,borné et convexe

d’un espace de Banach E I'application continue

T:C—C,

satisfaisant :
p (T (W) <ou (W), VW CC,
oll ju une mesure de non compacité arbitraire et ® : [0, co[ — [0, 00|, une fonction strictement

croissante (non nécessairement continue),avec :

lim ®" (t) =0, Vt e [0,00].

n—o0

Alors, T admet au moins un point fixe dans C.
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Lemme 2.1 [3] Soit C' un sous ensemble non vide, fermé,borné et convexe d'un espace de Banach,
C (1, E) et soit G une fonction continuede I x I et f : I x E — E une fonction qui satisfait les
conditions de Carathéodory,et il existe p € L' (I; R, ) telle que tout t € I, et tout sous ensemble

bornée BC FEona:

lim a(f (Iyp, x B) <p({t)a(B);Li,=[t—ht NI

h—0t

Si V est un sous ensemble équicontinu de D ,alors :

I

o({ewareyenasvevt) < [uowsinaw )

Théoréme 2.8 [3] (Darbo-sadovskii) Soit C' un sous ensemble non vide ,fermé,borné et convexe

d’un espace de Banach E et soit l'application continue

T:C—=C

une ap contraction ,alors T admet au moins un point fixe dans C'.

Théoreéme 2.9 [3] (Mdnch) Soit D un sous espace fermé,borné et convexe d’un espace de Banach,

tel que 0 € D ;et soit N une application continue de D dans D .Si l'implication

V =convN (V)ouV =N ((V)U{0} = a(V)=0.

est vérifiée pour tout ensemble V' de D, alors N admet un point fixe dans D.
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CHAPITRE 3

EXISTENCE DE SOLUTION DE EDFS
PAR LA MESURE DE NON COMPACITE

- @ans ce chapitre on essaye d’appliquer la notion de la mesure de non compacité
sur les problemes de type des équations différentielles d’ordre fractionnaires pour étudier
l'existence de solutions.

3.1 Equation différentielle fractionnaire

3.1.1 Fonctions spéciales
3.1.1.1 Fonction Gamma d’Euler

La fonction Gamma est une fonction complexe, considérée également comme une fonc-
tion spéciale. Elle prolonge la fonction factorielle a 'ensemble des nombres complexe (ex-
cepte en certains point)

Définition 3.1 On appelle la fonction Gamma, la fonction définie par :

[e.e]

I'(z) = /t””‘le_tdt, (x € C,Re (z) >0).

33
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avec "1 = elz=nt,

Lemme 3.1 ([1],[2])La fonction Gamma est une fonction de classe C* sur R*_ (resp holomorphe
sur le demi plan x € C, Re (z) > 0) et,

“+o00
Vk € N*,Va € R, (resp,x € C, Re (z) > 0),T® (2) = / (Int)"* >~ e~ dt.
0

Proposition 3.1 [3]] ([1],[2]]) Pour tout x € C, Re () >0, n € N,ona:

Démonstration. [3]
1.T(x+1) = Tfﬂ%*%t = [~ t%e Y = + o +footffHe*tdt
' =zl (x) ’
2. il suffit d’appliquons 1 pour z = n

"(re2) = (a2 l)
- () ) () ()

(2n)(2n —1) (2n —2)...(1) ( )
2m(2n) (2n = 2) (2n —4) ... (2)

- S (3)
(2n)1/7

22np)|

Remarque 3.1 ([1],[2]) La détermination de la fonction Gamma pour les valeurs négatifs non

($+1

entiéres par la formule I' (x) = Ja fonction Gamma n’existe pas pour les valeurs négatifs

entieres

Exemple 3.1
LTy ="E 0y e

2.7 (3) = F(i’“) _(=3) SN
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3.1.1.2 Fonction Beta d’Euler

Définition 3.2 [3] La fonction Beta est un type d’intégrale d’Euler définie par :

1
B(p.q) = / (1 —2)Vdz, (g€ C Re(p)>0,Re(q) > 0).
0

Proposition 3.2 On a la relation :

I'(p) T (q)
B(p,q) = ——+.
9= Tty
Démonstration. Soit D = (0, +00) x (0, +00)
+oo +o0o
LT = / aPle ™ dr / Yy le Vdy
0 0
— // xp_lyq_le_(“y)dacdy

D

en utilisant un changement de coordonnées ,considérons les nouvelles coordonnées

U=x+Yy U= Uuv
X i )
{v—m {y—u(l—v)

! " =—uv—u(l—v)=—u

(z,y)

d(u,v)

de méme que le domaine D’ correspondant a D dans les coordonnées u, v est
)

l1—v —u

!/

D ={(u,v) /u>0,0<wv<1}.

alors :
// 2Pyt e @ dady = // (o)’ u (1 —0)])" e | —u | dudv
D D’
- // PP (1 — 0) 7 e dudo
D/
—+o00 1
— (/ up+q_1e_“du) (/ P (1 —0)T! dv)
0 0
= L(p+9) B9,
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par conséquent on a :

3.1.2 Intégrale fractionnaire
3.1.2.1 Intégrale de Riemann-Liouville

Fonction définies sur [a,b] Soit f : [a,b] — Rune fonction définie sur [a, b].Notons par
(11, f) la primitive de f quis’annule ona:

Vvt € [a,b], (104 f) (t) = /tf (x) du.

L'intégration de (I, f) permet d’obtenir la primitive seconde de f qui s’annule en a et
dont la dérivée s’annule en a .De plus,d’aprés le théoreme de Fubini,

(ILF) W) = (ILf)o (ILf) (#)

_ /at(/auf(x)dx)du

= / (t —x) f(z)dx.
Soit n € N*, En notant (I;+ f )n la n-iéme itération de (I;+ f ) , une récurrence directe montre

que
1

m/ (t—2)""" f (2) de,

sionnote g = (I1, f)", g est donc I'unique fonction vérifiant

(L= 1)" (1) =

VO<k<n—1,9%(a)=0,¢" =

L'égalité g = f justifie la définition suivante :

Définition 3.3 [3] Soit n € N* L'intégrale a gauche d’ordre n de f, que I'on note (I, f) est
définie par :

(I8 F) (1) = ﬁ / (t— o) f (x) d.

Grice a la fonction Gamma d’Euler que nous avons définie précédemment. C'est la propriété
I'(n+1) =nl,Vn € N, qui permet de généraliser la définition de la maniére suivante :

Définition 3.4 [3] L'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville a gauche d’ordre o > 0, est
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définie par :
1 ‘ a—1
m/@(t—fﬁ) [ (@) da

De méme manieére on définit l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville a droite d’ordre o > 0,

vt € [a,b], (ILf) (1) =

est définie par :
1

vi e [ab], (I f) (t):m/t (t— 2 f (2) da.

Fonctions définies sur R™ et R Il est d’étendre la définition aux axes R™ et R ,Notons
ces opérateurs (15 f) et (I$f) :

vt e RY, (IS f) (t):ﬁ /0 (t—2)"" f (2) do.
Vi € R, (I%f) (t):ﬁ /_ (t— 2)° f (2) da.

Proposition 3.3 [3] ([1],[2])Pour o« > 0,3 > 0,0ona:

1 (15 (6= )™ ) () = 7 (= )

-~ I(a+h)
3. Soita>0, 8>0,et f € L' ([a,b]). Alors

2 (B =07 ) (6) = i (b= 1)

I f =130
Théoréme 3.1 [3] Si f € L* ([a, b)), alors I%, f existe pour tout o > 0, et I f € L* ([a,b]).

3.1.2.2 Dérivées fractionnaire de Riemann-Liouville

Si a > 0, on note [a] la partie entiére de « : [o] est I'unique entier vérifiant [a] < a <
[a] + 1, Soit f : [a,b] — R. En s’inspirant de la relation classique 4 = % o I}, on peut
définir une dérivées fractionnaire d’ordre 0 < a < 1 par:

d i o ]tl_a-

dte ~ di
Plus généralement,si a > 0,et n = [a] + 1, on peut poser :

da dn n—o
_—— = —— O
dte  dim ot

On obtient exactement la dérivée de Riemann-Liouville gauche.
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Définition 3.5 [3] Soit a« > 0, et n = [a] + 1, la dérivées fractionnaire de Riemann-Liouville a
gauche d’ordre o est définie par :

Woe il s )= () el

_ ﬁ%/a (t — )" f (2) da.

De plus, on a vu que la définition, d’intégrale a droit était associée a —d/dt. le raisonnement
conduit donc a la définition suivante :

Définition 3.6 [3] Soit o > 0, et n = [o] + 1, la dérivées fractionnaire de Riemann-Liouville a
droite d'ordre « est définie par :

Vt € [a,b], D2 f(t):(—%)no[gia (t)

_1\" mn b
— —anl_)a)%/t (t—az)" " f(x)da

Soit maintenant f : R — R, les définitions précédentes se généralisent directement et sont appelées
de Liouville.

Définition 3.7 Soit a > 0, et n = [o] + 1. la dérivées fractionnaire de Riemann-Liouville gauche
d’ordrec est définie par :

Vt € R,DYf(t) = (%) o I f (1)
- 1 d" ! n—a—1
= —F(n—a)%/_oo(t_x) f(x)dx

De plus, on a vu que la définition, d'intégrale a droit était associée a —d/dt. le raisonnement
précédent conduit donc a la définition suivante :

Définition 3.8 Soit o > 0, et n = [a] + 1. la dérivées fractionnaire de Riemann-Liouville a droite
d’ordre o est définie par :

vt e R,Daf(t):(%>noln‘af(t)

—PE:—)”@[) % /t Oo(t—yc)"_o‘_l f(z)da

Remarque 3.2 [3] ([7]) Pour o =0,n=1,0ona:
L DYf(t) =g (Lo f) () = £ (1)
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2. TToutes ces dérivées coincident avec les dérivées usuelles pour les ordres entiers :

| Dmrw=Der =
VGN’{DS—J‘()— £ = (-1 & f 1

Proposition 3.4 ([[1],[2]) Pour « > 0,5 > 0,0na:

(D3 (= a)") (1) = s (- a)

2. (Dg (b= 0"") () = 25 - 1)
Remarque 3.3 Pour \=p—1,a=0o0na:

(DgtY) (1) = F<nr_(;\éi§\)+1)(n—a—l—)\)(n—oz—l—)\—1)...()\+1—a)tA0‘

= FA+1) — (a— n—1—(a— — (v — Ao
— e (1 = ) (= 1= (@ = X) (1= (= W)

r(A :
(De, ) (1) = ﬁ,sz a—A¢{1,2,..n} x> —1
o+ = :
0, st a—Ae{l,2,....,n}

Sia—Xe{l,2,...n}=a—-A=m=A=a—-—m,me{l,2,....,n} ca-d
(Dget*™) (t) =0,m € {1,2,.....,n}

Proposition 3.5 ([1],[2])Soit & > 0,8 > 0,n = [a] 4 1, on a les propriétés suivantes :
1. Si f(t) € L,([a,b]),(1 <p < oc0),alors

(D I3 ) () = £ (1), et (DI ) () = £ (1),
2. Sia> B et f(t) € L,([a,b]), (1 <p< o0),alors
(DLaef) @ = (1277F) @), et (D) 1) ) = (57°F) (),
3. Sif(t) € Cl(a,b)),q=|a+p]+1,alors

(Dot f) () = (D37r) (@), et (D31 £) () = (D7 F) (8),
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4. Si f(t) € Ly ([a, b)), (I f) € AC™ ([a,b]), alors

()" )

(L De+f) (1) = f(t)_kz:: Tla—K+1) (t_a)K
n N n—K n—a (n—K)
weognw = s~ 3 S DO e

3.2 Application de MNC pour une équation différentielle

fractionnaire de type Riemann-Liouville dans 1’espace
d’Orlicz

Notre objectif est d’étudier 1’existence de la solution de I’équation suivante dans l'es-
pace d’Orlicz :

f(s,z(s))ds,t € [0,d],0 < a <1 4)

Proposition 3.6 [10] Supposons que M soit une fonction de Young, alors on a :

(a) Pour un o € (0,1) fixé, et tel que fot M (s™*")ds est fini pour tout t > 0. Si oy < o, alors

l'intégrale
t
/ M (s™**)ds
0

(b) Pourtoutt € IR" et o € (0,1), I'ensemble

est également finie.

1

thT=a )
M(t) = k:>0:/ M(s* Y)ds < k1=
0

est constitué de fonctions croissantes et continues avec IM (0) = 0.

Définition 3.9 [13] L’intégrale fractionnaire de Riemann—Liouville (R-L) d"une fonction bien dé-
finie x d’ordre « est définie comme suit :

t t — a—1
I%x(t) = / ﬁx(s)ds,a >0,t>0
0

o (o) = [;7 e 55 tds.
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Proposition 3.7 [13] Pour o« € R*, l'opérateur I* transforme les fonctions positives et presque
partout croissantes en des fonctions de méme type

Lemme 3.2 [11] Soit X C Ly (I) un ensemble borné. Supposons qu’il existe une famille
(Q¢)o<e<a C I telle que mesQ, = ¢ pour tout ¢ € [0, a|, et pour tout x € X

[L’(tl) > $<t2), (tl € Qc, to g_ﬁ QC)
Alors X est compact pour la convergence en mesure dans Ly (I).

Lemme 3.3 [11][16] Soit X C E (1) un ensemble borné, non vide et compact pour la conver-
gence en mesure. Alors :

Théoreme 3.2 [8] Soit () C E un ensemble borné, non vide, convexe et fermé, et soit V : () — ()
une transformation continue qui est une contraction au sens de la mesure de non-compacité i,
c’est-a-dire qu'il existe k € [0,1] tel que :

p(V (X)) < ku(X),
pour tout sous-ensemble non vide X C E. Alors, V admet au moins un point fixe dans Q).

Soit I = [0, d] et réécrivons 1'équation [4 sous forme d’opérateur comme suit
v = B(z) =g+ U(x),
Ou
U(z) = G(x).A(x), A(x)(t) = I*Fy(),

telle que Fy, est 'opérateur de superpositionet et /* est comme dans la définition 3.9 Nous
permet d’utiliser des conditions de croissance générales.

3.2.1 Le cas de la condition A’

Supposons que ¢, @1, ¢, sont des N-fonctions et que M et N sont des complémentaires
N-fonctions de plus, posons les hypotheses suivantes :

(G1) il existe une constante k; > 0 telle que, pour tout v € L(I) etw € L, (I) ona:

lvwlly < Frflvllewlle,

(G2) G : L,(I) = Ly, (I) est continue E,(I) — E,, (I) et il existe une constante b, > 0 telle
que |G(z)| < b ||z]|, et G prend I'ensemble des fonctions presque partout croissantes
sur elles -mémes. De plus supposons que pour tout » € E,(I),on ait G(z) € £, (I).
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(C1) g € E,(I) est presque partout croissante sur I
(C2) f(t,x): I xR — R satisfait les conditions de Carathéodory. De plus, on suppose que

f(t, z) est croissante par rapport & chaque variable ¢ et =
(C3) |f(t,z)] < b(t) + R(Jz|) pourt € Tetxz € Roub € En(I) et R est fonction non

négative,continue et non décroissante sur R*
(C4) Soit N remplit la condition A" et supposons qu” il existe w,~y,uy > 0 pour lesquels

N(w(R(u))) < yp(u) < yM(u) pour u > ug

(K1) Supposons que k(t) = 11% (fgm M(s*1)ds € E,,(I) pour a.e.s € Lete >0

Lemme 3.4 Soient une o N-fonction et M et N des N-fonctions complémentaires. De plus, sup-
posons que I'hypothese (K1) est vérifiée. Alors, I* : L (I) — L, (I) l'opérateur est continu.

Démonstration. Supposons que

=) i [0.4], >0
K(t,s)={ @ 10,%], )

0 sinon.

Alors, pour x € Ly(I) et en utilisant I'inégalité de Holder, on a :

|[I%z(t)] = / K(t,s)x
< 2K, mmmm
< g =0 el
<

2 (t —s)>!
~ 7 <
e [ () < el

=5 et utilisant (K1), nous avons

ea—T

Posons u =

1

2 1 [
I* inf Mu* Hdu < 1
el < mop |t = [ M a1 el
02
2
< o) &N, [l -

Alors en utilisant la proposition et [[9] lemme 16.3] on a I* : Ly(I) — Lg,(I) est
continu.

Remarque 3.4 En utilisant le Lemme 3.4\ et I'hypothese (C3), alors pour tout sous-ensemble me-
surable arbitraire T'de L et v € E, (1), ona:

!M(Mﬂm_rfﬂkxﬂm(%M+HMMUMM)
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Ensuite, en utilisant les hypotheses (C4) , il existe w, @, ug > 0 telle que :

IR < & (14 [ wrtao) < 2 (14 MRt + [eten).

Théoréme 3.3 Soient les hypothéses(G1)(G2)(C1)(C4)et (K1) vérifiées

2k - by
()

lgll, + 22 il (6l + R <1,

alors il existe une solution x € E(1) de (4])qui est p.p. non-décroissante sur I = [0,a] C I

Démonstration.

Etape I. D’abord, le Lemme [3.4/montre que 'opérateur I* : Ly(I) — L, (I) est continu et
que, d’apres (C2), 'opérateur F; est une application continue de la boule unité B, (E,(I))
dans £y (I). Par conséquent, l'opérateur A = [*F; : By(E,(I)) — E,,(I) est continu. Par
les hypotheses (G2) , 'opérateur U : By (E,(I)) — E,(I) est aussi continu. Enfin,d’apres
(C1), on peut en déduire que l'opérateur B : B (E,(I)) = E,(I) est continu.

Etape II. Nous allons construire la boule Bi(E,(1)) = {x € Ly(I) : [zl < 1}.

Soit x € By(E,(I)), et en rappelant le Lemme ona:

1Ball, < gl + [Uall,

< gl + 1G@) - A,

< gll, + R IG@),, - 1A@I,,

< gl + F-bo - all, - |12 Fr(@)ll,

2

< gl + Fabollzllo gy Kl 152y
2k1bg

< gl Ty lelhe WElL, (10l + 1RGOl )
2k1bg

< _— <

< gl + Ty MMl (10l + B(1)) <1

chaque fois que ||z||, < 1 Alors B : By (E,(I)) — E,(I) est continue,ot [ = [0,a] C I
Etape IIL. Soit Q, C B (FE,(I)) constitué de toutes les fonctions qui sont a.e. non dé-
croissantes sur /.Cet ensemble est un ensemble non vide ,convexe ,borné et fermé dans
L,(I)voir [11].De plus I’ensemble ); est compact en mesure en raison du Lemme
Etape IV. Maintenant, nous allons montrer que B préserve la monotonie des fonctions.
Soit z € ()1, alors = est a.e. non décroissant sur I et par conséquent A(z) est a.e. non
décroissant sur I grace a I'hypothese (C2) et a la proposition Par (G2), l'opéra-
teur U = G(x)A(z) est a.e. non décroissant sur I. Enfin, I'hypothese (C1) donne que
B : Q1 — Q1 est continue.

Etape V. Nous allons prouver que B est une contraction concernant la mesure de non-
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compactité. Supposons que X C (1 est un ensemble non vide et soit ¢ > 0 arbitraire.
Alors, pour x € Xet pour un ensemble D C I, measD < ¢, et 'hypotheése (G2) implique

IG(z) - xpll,, < IG(z - xp)ll,, <bollz-xpll,

puis nous avons

1B@) xoll, < llg-xoll,+ 1U@) - xoll,

< g+ xoll, + 1G@) - A@) - xol,

< g+ xpll, + ki - 1G() - xol,, - 1A@) - xoll,,

< g+ xplly + ki - IGG  x),, - 1A,
2ky - by

< g xoll, + oy e xoll Il 1)
2k1 - by

< ool + Ty e xoll 6, (Bl + BO).

Par conséquent, en tenant compte du fait que g € F,, nous avons

g { supJsup {ll - xol, }] } =0
€20 | mesD<e |zeX

Ainsi, d’apres la définition de ¢(z), nous obtenons

2k - bo

A(BOX) < oy Wl (10l + BD) o)

. Puisque X C @ est un sous-ensemble borné, non vide et compact en mesure de E,,, nous
pouvons appliquer le lemme [3.3]et avoir

2k - bo
ty ¥l (1ol + RO)) - B (X)

Bu(B(X)) <

. Puisque F [, ( 16]] 5 + R(l)) < 1, alors par le théoréme 3.2, nous avons terminé.

Exemple 3.2 Choisissons les N-fonctions M (u) = N(u) = u? et po(u) = exp |u] — |u| — 1. 1l
s'agit de montrer que I'opérateur I* : Ly (I) — Ly, (1) est continu et que le Lemme 3.4 est vérifié.
En effet : pour t € [0,d] et tout o € (0,1),0na:

t2a71

k() = /OtM<sa‘1>ds o
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Cela implique que la Proposition |3.6|est vérifiée. De plus :

[[ol)is= [ (55 27 )

ce qui est fini. Alors, pour v € Ln(I), on a que I* : Ly(I) — Ly, (I) est continu. Pour plus de
détails et pour différents exemples de N-fonctions M,N et @, satisfaisant le Lemme voir [21,
Théoreme 15.4]
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CONCLUSION

Ce travail s’inscrit dans un cadre d’étude des équations différentielles fractionnaires
dans des cadres fonctionnels plus généraux, en particulier les espaces d’Orlicz. En com-
binant des outils analytiques puissants tels que le calcul fractionnaire, la mesure de non-
compacité et les théoremes du point fixe, ce mémoire vise a établir des résultats sur 1’exis-
tence de solutions.
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Résumé

Ce mémoire traite de 1'étude de 'existence de solutions des

équations différentielles d’ordre fractionnaire de type Riemann-—
Liouville dans les espaces d’Orlicz, en se basant sur la théorie du
point fixe et la mesure de non-compacité de Kuratowski.

Mots clés : les équations différentielles fractionnaires, Riemann—
Liouville, les espaces d’Orlicz, la théorie du point fixe, la mesure
de non-compacité de Kuratowski.
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Abstract

This dissertation deals with the existence of solutions to fractional-

order differential equations of Riemann-Liouville type in Orlicz
spaces, based on fixed point theory and Kuratowsli’'s measure of
noncomactness.

Keywords: fractional differential equations, Riemann—Liouville,
Orlicz spaces, fixed point theory, Kuratowski’s measure of non-
compactness.




	Dedications
	Notations
	Introduction
	Espace d'Orlicz
	N-fonction
	Fonction complémentaire de N-fonction

	Espace fonctionnel de Banach
	Espace modulaire
	Condition Δ₂
	Condition Δ'
	les classes des espaces d'Orlicz
	Comparaison de classes

	Structure de l'espace d'Orlicz Lᵠ(Ω)
	Norme d'Orlicz
	Norme de Luxemburg
	Norme de Amemiya
	Extension de l'inégalité de Hölder

	Inégalité de Jensen

	 mesure de non-compacité et théorème du point fixe
	 Notions et définitions
	Notion sur les opérateurs
	Compacité:
	compacité dans C(G)

	Mesure de non compacité
	Mesure de non compacité en général:

	Mesure de non-compacité de Kuratowskii
	 Mesure de non-compacité de Hausdorff:
	Mesure de non compacité sur les opérateurs
	Quelques théorèmes de point fixe

	Existence de solution de EDFs par la mesure de non compacité
	Equation différentielle fractionnaire
	Fonctions spéciales
	Intégrale fractionnaire

	Application de MNC pour une équation différentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville dans l'espace de Orlicz
	Le cas de la condition Δ'

	Conclusion
	Bibliographie


