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Introduction

Dans ce mémoire on s’intéresse a I’étude d'un probléme aux limites avec des conditions
aux limites mixtes Dirichlet-Neumann, pour un probléme fortement elliptique. Notre ob-
jectif dans ce travail est sous certaines conditions sur les données et sur les coefficients
de l'opérateur elliptique et via le théoréme de Lax-Milgram, de démontrer 'existence et

['unicité d’une solution faible en se basant sur la méthode variationnelle.

Le travail se décompose de trois chapitres comme suit :

Dans le premier chapitre on donne quelques rappels sur ’analyse fonctionnelle, les espaces
métriques et les espaces normés ainsi que leurs propriétés les plus importantes dans la suite
de ce travail. Ce chapitre se termine par donner quelques notions sur la topologie faible

o(E, E') et la topologie faible x o(E’, ).

Le deuxiéme chapitre est consacré a I’étude des espaces de Sobolev dont on commence
par donner un rappel sur quelques notions préliminaires, puis on présente un rappel sur les
espaces de Lebesgue et leurs propriétés et on termine par la formule de Green, I'inégalité de

Poincaré et le théoréme de trace.

Dans le dernier chapitre, on s’intéresse a 1’étude d’un probléme aux limites pour un
opérateur fortement elliptique. Sous certaines conditions sur les données et aprés avoir
donné la formulation variationnelle du probléme considéré, en sa basant sur le théoréeme
de Lax-Milgram on démontre l’existence et 1'unicité d’une solution faible. Ce chapitre
se termine par décrire le probléme initial sous forme d’un probléme d’optimisation avec

contraintes.



Chapitre 1

Quelques rappels sur les espaces

fonctionnels

Résumé. Dans ce chapitre, nous allons présenter quelques rappels sur ’analyse fonction-
nelle, notamment les espaces métriques et les espaces normés, ainsi que leurs propriétés qui

seront utilisées dans la suite de ce mémoire.

Contenu :
1.1 Rappels sur les espaces topologiques.
1.2 Espaces fonctionnels :
1.2.1 Espaces métriques;
1.2.2 Espaces Normés;
1.2.3 Espace de Banach.
1.2.4 Les Applications Linéaires Continues;
1.2.5 théoréemes de 'applications ouvertes et de graphe fermé.
1.3 La Topologie faible :
1.3.1 La Topologie faible o(E; E');
1.3.2 La topologie faible x o(E'; E).



1.1. Rappels sur les espaces topologiques

Nous commencons par donner quelques notions sur la topologie des espaces métriques.

1.1 Rappels sur les espaces topologiques

Définition 1.1.1 On appelle structure topologique sur un ensemble X wune structure

constitue par la donnée d’un ensemble T de parties de X possédant les propriétés suivants :
1. 0, X e 7.
2. YO; (i € I) dans T,igIOi €.
8. VO; i=1,..,N)er, NN,0; €.

Les ensembles de T sont appelés ensembles ouverts de la structure topologique définie

par T sur X.
Définition 1.1.2 On appelle espace topologique un ensemble muni d’une structure topologique.

Définition 1.1.3 Dans un espace topologique X, on appelle voisinage d’un partie A de
X tout ensemble qui contient ensemble ouvert contenant A. Les voisinages d’une partie {x}

réduite a un seul point s’appellent aussi voisinages de point x.

Définition 1.1.4 Dans un espace topologique X, on appelle ensembles fermés les com-

plémentaires des ensembles ouverts de X.

Définition 1.1.5 Dans un espace topologique X, on dit qu’un point x est intérieur a une
partie A de X lorsque A est un voisinage de x, l’ensemble des points intérieurs a A s’appelle

Uintérieur de A et on note A.
o L'intérieur A d’une partie A de X est le plus grand ouvert contenu dans X.
e Une partie A de X est ouvert ssi A=A,

Définition 1.1.6 Dans un espace topologique X, on dit que x est adhérent a un ensemble
A lorsque tout voisinage de x rencontre A, Pour une partie A de X, on appelle adhérent

de A et on noté A lensemble de tous les points adhérent o A.



1.2. Espaces topologiques

Définition 1.1.7 Dans un espace topologique X, on appelle frontiére d’une partie A de
X et note F, (A)=A—A=AnC4.

Définition 1.1.8 On dit qu’une partie A d’un espace topologique X est dense dans X si
A=X.

Définition 1.1.9 Un espace topologique E est dit séparé si étant donnés deuzr points dis-
tincts x ety de E, il existe un voisinage O, de x et un voisinage O, de y tels que O,NO, = ()

c-a-d :
Ve,y € E: (x #y) i existe deux owverts O, et O, tgs : © € Oy, y € O, et O, N O, = 0.
Proposition 1.1.1 Soient E un espace topologique et A une partie de E.

1. Un point x de E est adhérent a A si et seulement si tout voisinage de x rencontre A.

2. Supposons que A soit infinie. On dit que v € E est un point d’accumulation de A si
tout voisinage de x contient une infinité de points de A (ce qui implique en particulier

z € A).

Définition 1.1.10 Un espace topologique E est dit séparable s’il contient un sous-ensemble

dénombrable et dense dans E.

1.2 Espaces topologiques

1.2.1 Espaces métriques

Définition 1.2.1 On appelle une distance toute application d, : X x X — R, vérifiant:

pour tout x,y,z € X :
1. dy (5y) =0z =y.

2. dy (zyy) =dy (y;2) .

3. dy (z3y) < dp (2;2) +da (239) -



1.2. Espaces topologiques

e On dit que le couple (X, d,) est un espace métrique 6u X un ensemble et d, une

distance.

Exemple 1.2.1 La fonction d définie par d(x,y) = |z — y| pour tout (x,y) € R? est une

distance sur R. C’est la distance usuelle sur R.
Définition 1.2.2 (Les boules ) Soit (X, d,) un espace métrique; soient a € X et r € R :

1. La boule ouverte de centre a et de rayon r est :

B(a,r) ={zr € X tgd(a,x) <r}.

2. La boule fermée de centre a et de rayon r est :

B(a,r)={z € X tgd(a,x) <r}.

3. La sphére de centre a et de rayon r est :

S(a,r)={ze X tgd(a,x) =r}.

Définition 1.2.3 Soit (X, d,) un espace métrique et a € X

1. Un sous-ensemble V' de X est appelé voisinage de a s’il contient touts les points

voisins de a : Ip = 0 tgd(a,z) <p=x €V, on note V € V,.

2. Un sous-ensemble V' de X est appelé ouvert de X s’il est voisinage de tout ses élé-

ments.

3. Un sous-ensemble V de X est appelé fermé de X, si X\F' est un ouvert.

o V est un ouvert si pour tout x € V, il existe une boule B (x,r) avec r > 0 tq z €

B(xz,r)CV.

Théoréme 1.2.1 Tout espace métrique est un espace séparé.



1.2. Espaces topologiques

Preuve. Soit F un espace métrique et soient = et y deux points distincts de E. Alors,
si on pose :

d=d(z,y) >0, V, = B(x, g) et V, = B(y, g)

alors V, et V, sont disjoints, car si z € U NV, on aurait :
o 0
d=d(z,y) <d(z,2z)+d(y,z) < 54—5 =J.

ce qu’est impossible. m

La continuité dans les espaces métrique

Définition 1.2.4 Une fonction f définie sur une partie A d’un espace métrique (Xi,d;) a
valeurs dans un espace métrique (Xs,dy) est continue ena € A : (A C X;) si et seulement
51

V€>O, E|5>0, VLUGXlﬁAIdl((Z,I)<(5:>d2<f(a>,f<$)><€.

Définition 1.2.5 On dit qu’une application f : X; — Xy entre deux espace métrique

(X1,dy) et (Xa,ds) est uniformément continue si l'on a :
Ve>0, 36 >0, Ve,y € Xy : dy (z,y) <d = da(f (z), f(y)) <e

Définition 1.2.6 Soit K un réel positif, une application entre deux espaces métriques (Xi.d;)

et (Xs.dy) est dite lipschitzienne de rapport K si
any € X17 dZ (f (JZ) ) f (ZE)) S Kdl (l’,y) :

Exemple 1.2.2 Dans R™ muni de la distance associée a la valeur absolue, la fonction
x — 2x+3 est lipschitzienne de rapport 2, la fonction x — \/x est uniformément continue
sans étre lipschitzienne, et la fonction x —— x? est continue sans étre ni uniformément

continue ni lipschitzienne.
e f est lipshitzienne = f est unif-continue = f est continue.

Définition 1.2.7 Soient (X1,d;) et (Xz,ds) deux espaces métriques, on dit que f : X1 —

Xy est une tsométrie si f est bijective et conserve la distance :

Vo,y € Xi: da (f (2), f(2)) = di (23y) -



1.2. Espaces topologiques

Définition 1.2.8 Une suite (z,,) de l'espace métrique (X,d) est dite convergente vers
le X si

Ve >0, dng € N, Vn > ng = d(z,,1) <e.

Soit (X,d) un espace métrique, si (x,) une suite dans X, le point v € X est dit valeur

d’adhérence de la suite (z,) s’il existe une sous-suite (x,) tq: x,, — .
- 8i x, — x, alors © la seule valeur d’adhérence de la suite (x,) .

Définition 1.2.9 On dit qu’une application f de l'espace métrique (X1,dy) dans (Xa,ds)
est une contraction si elle est K -lipshitzienne pour un rapport K strictement inférieur a

1.

Définition 1.2.10 Soit (X,d) un espace métrique ,on dit que une suite (z,,) d’éléments de

X est une suite de Cauchy si
Ve >0, dng € N, Vn,m > ng = d (zp, ) < €.
Proposition 1.2.1 Dans un espace métrique (X, d)

1. toute suite convergente est une suite de Cauchy.
2. toute suite de Cauchy est une suite bornée.

3. toute suite de Cauchy qui admet une valeur d’adhérence [ converge vers cette valeur

l.

Définition 1.2.11 Un espace métrique (X, d) est dit complet si toute suite de Cauchy de

X converge dans X.
Proposition 1.2.2 Soit (X,d) un espace métrique et F C X

o Si le sous espace métrique (F,d) est complet, alors F est un fermé de X.

o Si X un espace complet et si F' est fermé dans X, alors F' est complet.



1.2. Espaces topologiques

Preuve. Soit F' une partie complet de I’espace métrique (X,d). Si (,),cy est une
suite convergente d’éléments de F alors c’est une suite de Cauchy dans X. Comme F' est
complet, la limite de cette suite est dans F'. En conséquence F' est fermé.

Soit F' une partie fermée d'un espace métrique complet (X, d) et (z,), .y une suite de
Cauchy de F'. Alors (), est aussi une suite de Cauchy de X donc converge dans X.

comme F' est fermé, la limite de cette suite est dans F'. m

Définition 1.2.12 (Picard): Soit (X,d) un espace métrique complet.
Si Uapplication f : X — X est une application contractante, alors elle admet un

unique point fite x € X : f (z) = x.

Théoréme 1.2.2 Si (X, d) un espace métrique, 3 (X' , CZ) un espace métrique complet dont
(X,d) et un s-espace dense, cet espace est unique o isométrie on s’appelle le complété de

(X,d).

Définition 1.2.13 Soit X un ensemble quelconque et soit A une partie de X, un recou-

vrement de A est une famille (B;),.; de parties de X vérifiant: A C U,_, B;.

Définition 1.2.14 Soit (X,d) un espace métrique, on dit que (X,d) est précompact (ou
bien totalement borné) si pour tout € > 0, il existe un recouvrement fini de X par des parties

de X dont le diamétre est inferieure a €.

Définition 1.2.15 Un espace métrique (X,d) sera dit compact s’il est précompact et

complet.

Remarque 1.2.1 1) Un espace métrique (X, d) est séparable.
2) Soit (X,d) un espace complet, alors A C X: A est compact <= A est bornée et

fermé.

Définition 1.2.16 Un espace métrique (X,d) et dit localement compact si pour tout

x € X il existe ou moins un voisinage V, de x que est compact.

Définition 1.2.17 Soit (E,d), on dit que (E,d) est un espace connexe si et seulement si

les parties de E a la fois ouvertes et fermés sont l’ensemble vide () et E.



1.2. Espaces topologiques

1.2.2 Espaces Normés

Définition 1.2.18 Soit E—e-v sur k(R ou C). Une application N : E — R, est dite

norme sur E s’elle vérifie les conditions suivantes:
1. N(z) =0= 2 =0g.
1. VAek,Vz € E: N(\x)=|AN (z).
2.Ve,ye E:N(x+y) <N(x)+N(y).

Définition 1.2.19 Le couple (E,N) est appelé un espace vectoriel normé noté par (e-

v-n).

Remarque 1.2.2 Si N vérifie les propriétés 2) et 3) seulement alors N est dite semi-norme

sur F.

Définition 1.2.20 Soit (E, N) un espace normé, on définit l’application:

d:ExFE— R,
Alors d est une distance sur E/ s’appelle la distance canonique associée a la norme N et elle

satisfait les deux propriétés suivantes:
1. Ve,y,z€ E:d(x+z,y+2) =d(z,y) (invariante par translation).
2. Va,y,€ B, VA € K :d(A\x,\y) = |\ d(z,y) (distance homogéne).
Théoréme 1.2.3 Soit (E, N) un espace vectoriel normé alors:
Vo,y € B o +yll < [zl + lyll <= [l = llylll < llz =yl

Preuve. Soit z,y € E on a:

=)
[zl = llz—y+yll < llz =yl + Iyl (1)
Iyl = My =+l < llz =yl +[l«] (2)
de ()ona |z = [lyll <z —yll et de (2) ona: — [lz —y[| < |lz[| = [ly[l.



1.2. Espaces topologiques

alors [[|lz]| = [lylll < llz =yl
<)zl = llz +y =yl = [l +yll = llyl = llz +yll < =]l + [ly[|. =

Remarque 1.2.3 1. Dans la suite on note par ||.|| 5, ou simplement ||.| la norme sur

E.

2. Donc (E,||.||) est un espace normé et par suite un espace métrique.
Définition 1.2.21 Soit (E,||.||) un e-v-n et O C E,F C E

B On dit que O est un ouvert pour la distance canonique si pour tout x € O, 3p, > 0 tq

B (z,p,) C O et par suite B (x, p,) est ouvert.

B [ est dit fermé si et seulement si F'° est un ouvert.

Théoréme 1.2.4 Soit (E,||.||) un e-v-n, l'ensemble T de toute les parties ouvertes de F
c-a-d: lensemble T = {O C E : O est ouvert de E} C P (FE) constitue une topologie sur E

s’appelle la topologie associée a la norme ||.||.
Remarque 1.2.4 Sur le méme e-v nous pouvons définir plusieurs normes.

Définition 1.2.22 Soint ||.|,, ||.||, deuzr norme sur le méme e-v -E. On dit que ||.||; et

.|, sont équivalente si

VeeE, 3m, M >0: m|.||; <[y <M.,
Lemme 1.2.1 La topologie associée a deux normes équivalentes est la méme.
Exemple 1.2.3 Dans M, (R), les normes ||.||; et ||.||,, sont équivalentes.

Définition 1.2.23 Soit (E, ||.|) un e-v-n, on dit que E est un compact si pour chaque

recouvrement ouvert de E' on peut extraire un recouvrement fini.

Définition 1.2.24 Soit (E,||.||) un e-v-n et A C E. A est relativement compact si A

est compact.

10



1.2. Espaces topologiques

Lemme 1.2.2 Soit (E,|.||) un e-v-n de dimension finie, alors les compacts dans E sont

les fermés bornés.

Théoréme 1.2.5 Soit (E,||.||z), (F,|.||z) deux e-v-n et f: (E,|.||z) — (F,||.|lz) une

application continue Alors:
Si A est compact dans E, alors f(A) est compact dans F.

Remarque 1.2.5 Si f : (E,|.||) — (R, ||.||) est continue et E est un compact, Alors les

assertions suivantes sont équivalentes:

1. f est uniformément continue.
2. f est borné.

3. Ary,29 € E:ming f (x) < f(x) <maxp f(x),Vr € E.
Lemme 1.2.3 Soit (E, ||.||) un e-v-n de dimension finie alors, E est localement compact.

Lemme 1.2.4 Soit (E,||.||) un e-v-n alors, (E est localement compact < B (0,1) est com-

pact).
1.2.3 Espace de Banach
Soit (£, ||.]|) un e-v-n.

Définition 1.2.25 Une suite (x,,) € E est dite convergente (fortement) dans (E, ||.||) sl
eriste x € I tq:
Ve >0, In(§) €N, Vn>n () = ||z, — x| <e.

Définition 1.2.26 Une suite (z,,), € E est dite suite de Cauchy dans (E.||.||) si:
Ve>0, In(€) eN, Vn>m>n(§) = ||z, — zn| <e.
Remarque 1.2.6 Soit (E,||.||) un e-v-n, (z,), € E.

1. (z,) € E converge vers x dans E <= U,, = ||z, — z|| — 0.

11



1.2. Espaces topologiques

2. (z,) € E est une suite de Cauchy ssi lim, . ||Tn — | = 0.

mr—— o0

Lemme 1.2.5 Soit (E,||.||) un e-v-n alors toute suite cv dans (E,||.||) est une suite de

Cauchy.

Preuve. Soient (z,), une suite convergente vers x € E. Alors il existe N € N :
VYm,n > N :

19 9
”xn _xm” < Hmn _$” + me —:UH < B + 9

alors (z,), est une suite de Cauchy. m
Définition 1.2.27 Un espace de Banach est un e-v-n complet.
Théoréme 1.2.6 Tout espace de dimension fini est un espace de Banach.

e Dans un e-v-n de dimension finie toutes les normes sont équivalentes.

1.2.4 Les Applications Linéaires Continues

Soient (E, ||.|lz), (£, ||l ) deux e-v-n sur k

Définition 1.2.28 On dit que f : E — F wune application linéaire s’elle vérifie les

deux conditions:
1.VYAe K, Vx e E: f(Ax) =)\ f(x).

2. Vr,ye B: f(v+y)=f(z)+ f(y)

On note par L (E, F) l’ensemble des applications linéaires de E dans F'.

Notation 1.2.1 On note par | (E, F') l’ensemble des applications linéaires continues

de E dans F, on a: | (E,F) C L(E,F).

Théoréme 1.2.7 Soient (E, |.|z), (F,||.||z) deux e-v-n sur k et soit f € L(E,F), alors

les propriétés suivantes sont équivalentes:

1. il existe M > 0 tq: || f (2)||, < M ||z||, Vz € E.

12



1.2. Espaces topologiques

2. fel(E,F).

3. f continue sur Bg (0,1).
4. f est bornée sur B (0,1).
5. f est bornée sur Sg (0,1).

Remarque 1.2.7 Si f € [ (E, F) Alors: sup || (z)|| p = supjp, <1 I (2)||p et infyey, <1 || f (2)]

sont toujours existes.
Lemme 1.2.6 Soient (E, ||.| ), (F, ||.|p) deux e-v-n surk
e l'espace | (E, F) est un espace vectoriel sur k.

e on définit surl (E, F) lapplication

N . I(E,F)—R()
fo— N(f)= sup [[f ()]s
llzll p<1
Alors, N est une norme sur [ (E, F) noté |.[;p.p) et (l (E,F), ||'||||~Hz(E F)) est un

e-v-n sur k.
Lemme 1.2.7 Soit f € [ (E, F) alors:

up e oy @l = int (k> 02 1 (@)l < Kl v € ).

2] 2| p<1

Théoréme 1.2.8 Soient f € [ (E,F), g € [ (F,G) alors:
1. gofel(E,G).
2. |lgo f”l(E,G) < ||f||l(E,F) : Hng(F,G) :
8. Yh € I(E,E):|[ho---ohl <|hlgg-

Théoréme 1.2.9 Soient (E, ||.||z), (F\,|.|z) deux e-v-n, si F' est un Banach. Alors <l (E,F), ||.||Z(E7F)>

est un Banach.

Preuve: voir [6].

13
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1.2.5 Théorémes de P’applications ouvertes et de graphe fermé

Définition 1.2.29 Soit f : (E,|.||z) — (F,|.||p) une application

o f est dit ouvert si l'image d’un ouvert de E est un ouvert de F.

o [ est dit fermé ssi pour tout B fermé dans (E,||.|p) = f(B) est fermé dans
(1Nl p)-

Théoréme 1.2.10 Soient (E, |.||z), (F, ||.||z) deuz espace de Banach et f € [(E, F). Si f

est surjective, f est une application ouverte, c’est a dire:
Je>0:B(0p,c) C f(Bg(0,1)).

Corollaire 1.2.1 Soit f € [ (E, F) ou E, F sont deux espaces de Banach, si f est bijective
alors f est isomorphisme de E wvers F c’est a dire: [ est bijective, continue et f~' est

continue.

Théoréme 1.2.11 (du graphe fermé) Soit f € L(E,F) ou E, F deuz espaces de Banach

alors: f est continue si et seulement si f est fermée.

1.2.6 Dualité dans les espace normés

Définition 1.2.30 Soit (E, ||.||) est un e-v-n surk

B Dans k-e-v E ’ensemble des formes linéaires est dit le dual algébrique de E et on note

E*(E* = L(E,k)).

B Sur e-v-n E l'ensemble des formes linéaires continues sur E est dit le dual topologique

de E et l’on note E' (E' =1 (E,k)).

B On munit E' par la norme des applications linéaires continues:

VfeE :|fllp = s |f(2)].

llz]|<1

Remarque 1.2.8 Pour tout l’espace v-n-E sont dual E' est toujours un espace de Banach.
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1.3. La topologie faible o(E, E")

Définition 1.2.31 Soit E e-v-n défini sur l'espace E' x E application (.,.) :
(,) : E'XFE-—k
(f.z) — (fiz)=f(2)

Uapplication (.,.) est une forme bilinéaire sur E' x E et continue sur E' X E est appelée

le crochet de dualité.

Définition 1.2.32 Soit E espace v-n. et E' son dual. On dit que le bidual de E, le dual
de E' (E" =1 (E k), k).

o Toujours E" est un espace de Banach

Proposition 1.2.3 Soit E espace vectoriel norme, alors Uapplication: [ : E — E" est
linéaire continue de E dans E", avec ||I (z)| gn = |||, Vo € E.

Donc I est linjection isométrique, on note E — E".

Définition 1.2.33 Soit E espace vectoriel normé, on dit que l’espace E est réflexif si

Uapplication I est surjective, i.e. I (E) = E".

1.3 La topologie faible o(F, E')

1.3.1 La topologie faible ¢(FE, F’)

Soit £/ un espace de Banach et soit f € E’. On désigne par ¢, : F' — R 1’application définie
par ¢, (z) = (f, ). Lorsque f décrit E' on obtient une famille (¢ f) d’applications de

E dans R.

feE”

Définition 1.3.1 La topologie faible o(E, E') sur E est la topologie la moins fine sur
FE rendant continues toutes les applications ((p f) remr
Proposition 1.3.1 La topologie faible o(E, E") est séparée.

Preuve. Soient z1, x5 € E avec x1 # 5. On cherche & construire O; et Oy ouverts pour

la topologie faible o(E, E’) tels que 21 € O1, x5 € Oz, O1 N Oy = &
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1.3. La topologie faible o(E, E")

D’apres le théoreme de Hahn-Banach (deuxiéme forme géométrique) il existe un hyper-

plan fermé séparant {x;} et {x2} au sens strict. Donc il existe f € E’et a € R tels que

(fiz1) <a<(f x2).
on pose
O = {reB:(f.2) <a} =7 (-o0.a]).
Oy = {xeE:(f,x)>a}=¢;" (a,+0).
01 et Oy sont des ouverts pour o(E, E') qui vérifient 27 € Oy, 29 € 02,0, N 02 = . =

Notation 1.3.1 Etant donnée une suite (z,,) de E, on désigne par x, — x la convergence
de x, vers x pour la topologie faible o(E, E"). Afin d’éviter les confusions on précisera
souvent << x, — x faiblement pour o(E, E')>>. En cas d’ambiguité on insistera en disant

«x, — x fortement >> pour signifier que ||z, — x| — 0.
Proposition 1.3.2 Soit (x,,) une suite de E. On a:
1. [z, — x pour o(E, E")| <= [(f,z,) — (f,x),Vf € F'].
2. Si x, — x fortement, alors x, — x faiblement pour o(E, E’).
3. Si x, — x faiblement pour o(E, E"), alors ||x,|| est bornée et ||x|| < liminf ||z,||.

4. St x, — x faiblement pour o(E,E') et si f, — [ fortement dans E' (i.e. ||f, —

fller — 0), alors (f,x,) — (f,x).

Proposition 1.3.3 Lorsque E est de dimension finie, la topologie faible o(F,E') et la
topologie usuelle coincident. En particulier une suite (x,) converge faiblement si et seule-

ment si elle converge fortement.

1.3.2 La topologie faible x ¢(E', F)

Soit £ un espace de Banach, soit £’ son dual (muni de la norme duale || f|| = sup |(f,z)])
rEE,[|lz|| <1

et soit E” son bidual, i.e. le dual de F’, muni de la norme

€]l = sup [(&, )]

2€E, |zl <1
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1.3. La topologie faible o(E, E")

On a une injection canonique j : £ — FE’ définie comme suit: soit z € FE fixé,
I’application f — (f,z) de E’ dans R constitue une forme linéaire continue sur £’ i.e. un

élément de E” noté Jz. On a donc.

(J{E,f)E//7E/ = (f, x)E’,Ea Vf € E,, Ve € FE.

Il est clair que J est linéaire et que J est une isométrie i.e. ||Jz| 5, = ||z| 5 pour tout

r € FE, en effet :

[ 7| = sup |(Ja, /) = sup |(f,2)] = [l=]-
! !

Définition 1.3.2 La Topologie faible x désignée aussi par o (E', E) est la topologie la

moins fine sur E' rendant continues toutes les applications (¢,),cp-

Comme E C E", il est clair que la topologie o (E', E) est moins fine que la topologie
o (E',E"). Autrement dit la topologie o (E', E) posséde moins d’ouverts (resp. fermés) que

la topologie o (E', E") [qui a son tour posséde moins d’ouverts (resp. fermés) que la topologie

forte].

Proposition 1.3.4 La topologie faible x o (E', E) est séparée.

Notation 1.3.2 Etant donnée une suite (f,) de E', on désigne par f, —— f la convergence
de f, vers f pour la topologie faible x o(E', E). Afin d’éviter les confusions on précisera
souvent << fn —— f pour o(E' E)>>, << f, — f pour o(E',E")>> et « f, — f fortement

oo

Proposition 1.3.5 Soit (x,,) une suite de E. On a les propriétés suivant:
1. |far f pour o(E' E)| <= [(fu,2) = (f,2), Vo € B].

2. Si f, — [ fortement, alors f, — f pour o(E', E").

Si f,, — f pour o(E',E"), alors f, — f pour o (E', E).
3. Si for—s f pour o(E', E), alors ||f,|| est bornée et || f|| < liminf || f,,]| .

4. Si fo—— f pour o(E',E) et si x, — x fortement dans E, alors (f,,x,) — (f,z).
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Chapitre 2

Les espaces de Sobolev

Résumé. Dans ce chapitre, on présente un rappel sur les espaces de Sobolev. Plus pré-
cisément nous commencons par donner quelques rappels sur les espaces de Lebesgue et
les inégalités les plus importantes. Puis nous présentons quelques notions sur les espaces

Sobolev, ainsi que leurs propriétés.

Continu:

2.1. Quelques notions préliminaires.

2.2 Espaces de Lebesgue :
2.2.1 Espace Lp;
2.2.2 Quelques propriétés des Espaces Lp;
2.2.3 Espace Cy; C(K);
2.2.4 Dualité.

2.3 Espace de Sobolev :
2.3.1 Rappels sur les distributions;
2.3.2 L’espace de sobolev W™P(Q);
2.3.3 Espace H™ (Q);
2.3.4 L’espace de sobolev H'(Q);
2.3.5 L’espace de sobolev H}(Q);
2.3.6 Injection de Sobolev.

2.4 Traces.
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2.1. Quelques notions préliminaires

2.1 Quelques notions préliminaires

Définition 2.1.1 Une forme bilinéaire ¢ (.,.) sur un espace vectoriel H est une appli-

cation de H x H dans R telle que: Vo, 8 € R, YV, x1, 29, y,y1,y2 € H :
- g (azs + 22) = ap (1,9) + B (32).
- @ (zay + By2) = ap (z,y1) + fe (zy2) -

o FElle est dite symétrique si pour tout x,y € H : ¢ (x,y) = ¢ (y,x).

Définition 2.1.2 Un produit scalaire sur un vectoriel réel H est une forme bilinéaire

symétrique et positive, ou la notera (.,.) .

Définition 2.1.3 Une forme sesquilinéaire sur un e.v complexe H est une application

de H x H dans C tq: Vo, € C, VYV, x1,22,y,Y1,Yy2 € H :

- (Oé$1 + I’Q,y) = ap (xla y) + BSO (fL’Q}@J) :

- o (z.ays + By2) = ap (z,y1) + Be (2 ya) .

Elle est dite hermitienne si, pour tout x,y € H : ¢ (x,y) = ¢ (y,x).

Définition 2.1.4 Un produit scalaire sur un vectoriel complere H est une forme sesquil-
inéaire hermitienne et définie positive, on la notera (.,.) -

On associe & (.,.)y la norme définie sur H par: ||z|; = \/(x,x),.

Définition 2.1.5 Un espace vectoriel réel ou complexe H est un espace préhilbertien qui
est complet pour la norme associe au produite scalaire, c’est donc en particulier un espace

de Banach pour la norme dérivée du produite scalaire.

Définition 2.1.6 Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien qui est complet pour la
norme associée au produit scalaire. C’est donc en particulier un espace de Banach pour la

norme dérivée du produit scalaire.
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2.2. Espaces de Lebesgue

Théoréme 2.1.1 Soit F' un s-e-v fermé d’un espace de Hilbert H, alors pour tout x €
H, Ja! € F tg|lz —ally; = d(z,F) = infiep ||z — bl|, ce point a noté Pp(x) est appelé
projection de x sur F', on a ainsi défini une fonction Pp : H — H vérifiant Im (Pr) = F
et caractérisée par: (x — Pp (x),b) = 0,Yb € F i.e: (Ppx,b) = (x,b), Vb € F.

En particulier x — P () € F*. Pp est appelé projection orthogonale de H sur F,
De plus on a:

pour tout x,y € H - |[Pp (x) = Pr(y)lly < |z = ylly -

ot F-={x € H: (x,b),; =0, Vb € F}.

2.2 Espaces de Lebesgue

Soit 2 C R™ un ouvert et y une mesure sur R”.

2.2.1 Espace I’ (2), 1 <p < 4oc.

Définition 2.2.1 (on rappelle que: Soit (X, M) un espace mesurable, on appelle mesure

positive sur X, p: M — [0, +o0] = R™ qui vérifie:
1. u(@)=0.

2. Pour tout suite (A,) C M deuz a deus disjoint (A, N A, = @ Ym # n) alors: p (U29A,) =
>onZo i (An).

Définition 2.2.2 Soit 1 < p < +00. On définit l’espace " (2) comme suit:

P (Q) = {f :  — R mesurable p.p: / IfIP < —i—oo} :
Q

On munit cet espace par la norme :

vier(@: ], = ( / \f\pdu)p < +oo.

Définition 2.2.3 Soit f et g deux fonctions mesurables sur §), on dit que f et g sont égaux

p.p et l'on note f = g p.p, si l'ensemble:

{reQ:f(x)#g(x)} estnégligeable, i.e:;u{x € Q: f(x)#g(x)} =0.
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2.2. Espaces de Lebesgue

Théoréme 2.2.1 Soit [ et g deuz fonctions égal p.p avec f € ' (Q) et g € I* () ,alors:

fzg:»/ﬂ|f|du=/g|g|du,

Définition 2.2.4 On définit la relation “~7:
Vf,g deux fonctions mesurables alors: f ~ g ssi f =g p.p ou bien f —g =0 p.p.

143 ”
~J

Alors la relation est une relation d’équivalence et par suite, Vf € [P (Q) :

f={9el(Q) tg: g~ f}.
Définition 2.2.5 V p € [1, 400 ou définit l’espace LP (2) par:

LP(Q):lp(Q) :{ftqfelp(Q)}:{f:Q—>Rmesumblep.p : /Q|f]p<—i—oo}.

Remarque 2.2.1 Vf € [P (Q) : f C 1P (Q).

117 ”
~

Remarque 2.2.2 Comme la relation est compatible avec addition et la multiplication

par un scalaire:
¢ f+g={f+g9:fefg€eq};
¢ f+9={f+g:fel.g€q};
¢ A= fed).
Alors Uespace LP () est un espace vectoriel sur R.

Lemme 2.2.1 Pour tout p > 1 espace LP (2) muni par:”f”p = [Ifll, ou f € fcr9)

est un e-v-n.

2.2.2 Espace [* (1)

Définition 2.2.6 Soit f : 2 — R une fonction mesurable, on dit que f est essentielle-

ment bornée sur (),s’il existe: M > 0 telle que

|f (x)] < M p.p, c’est a dire: u{x e Q:|f(z)]> M} =0.
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2.2. Espaces de Lebesgue

Définition 2.2.7 On définit l’espace 1 (Q) par:
[°(Q) ={f:Q — R mesurable et essentiellement bornée sur 2} .
On munit l’espace I° () par la norme

[flloe = infe {c >0 [f] <c}.

Définition 2.2.8 On définit L> (2) par:
=)

~

L>®(Q) = ={F=ftgfel*(Q)}.
VFEelL*(Q)=3fel®(Q) tgF=F:|Fll,=Ifle-

Théoréme 2.2.2 L’espace L™ (X)) est un espace vectoriel normé.

Remarque 2.2.3 pour 1 < p < +oo, LP () est un espace de Banach.

2.2.3 Quelques propriétés des espaces L,

Théoréme 2.2.3 (Inégalité de Hélder)
1) Soit Q C R™ un ouvert et p € [1,+00] et p* le conjugué de p (
tout f € LP (), g € LP () on a

1, 1 _
st = 1), alors pour

fge L () et [Ifgll, < IIfl,-llg

2) Soient p,q,t sont des réels positifs tq: % = % + % alors pour tout f € LP (), g € L1 ()

p* -

on a
fg€ L) et |Ifgll, < II£1,-llgll, -

Preuve. on a:

1 1 P _ = 1

Q=
I

Alors d’aprés 1) on a :

[irat e = [ is1ol as

< A - Mgt t t
() (ot or)
(L) ()"
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2.2. Espaces de Lebesgue

ce qui implique que | f.gll, < [If], - lgll,-
Finalement f.g € L' () et |[f.gll, < £, llgll,- =

Remarque 2.2.4 Pour p = +o0 = p* = 1 et (|fg| = |fl|g] < [l 19l = Jo|fgldn <
1flloo Jalgl dn) = fg € LN(Q) et [ f.gll, < /[l lgll;-

Théoréme 2.2.4 (Inégalité de Yong)
1 1 .
lab] < —la|” + —|b]" ,Va,beR.
p p*

Remarque 2.2.5 Pour p = 2 (p* = 2) inégalité de hélder dans ce cas est l’inégalité de

Cauchy-Shwartz:
1fglly < 1fllo + gl -

Théoréme 2.2.5 (Inégalité de Minkowski)
1f =+ gll, < 1If1, + llgll, -
Théoréme 2.2.6 Soit Q CR"™ un ouvert borné (u (2) < +00) alors Nq>p >0, on a:
L) € L7 () et |Ifll, < (u(2)% 77 1],

Théoréme 2.2.7 Soit (f,), une suite dans L? (Q2) : (0 < p < +00), si elle existe f € LP ()
telle que

1o = Fll, — 0

alors il existe une sous suite (f,, ), telle que

1) fo == f ppsur €y
2) 3h € LP(Q) tq: fn, (x) < h(z) p.p sur Q.

Remarque 2.2.6 Si ) n'est pas borné, on n’a pas en général L (2) C LP () pour q > p.
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2.2. Espaces de Lebesgue

2.2.4 Espace (), C (K)

Définition 2.2.9 On définit l’espace Cy par:
Co={zx = (x,), CR:limz, =0}.

On munit Cy par:

Vo € Colal, = max o] = o]
Lemme 2.2.2 (Cy, ||.||,) est un espace vectoriel normé.
Définition 2.2.10 Soit K un compact on définit C (K) par:
C(K)={f: K — R continue}.
On munit C(K) par la norme
vf € C(K) : |[flloo = max|f(z)]

Lemme 2.2.3 (C (K),||.||,.) est un espace de Banach.

2.2.5 Dualité

Théoréme 2.2.8 (représentation de rieze). Soit @ C R™ un ouvert et p > 1 alors pour

! . . / 1 1 o 3
¢ € (L7 ()" il eziste f € LV avec ; + ; =1 telle que:

gp(h):/ﬂfh:(f,h)mxm/, Vh e LP ().

De plus

HSOH(LP(Q))' = HfHLP'(Q) .

Définition 2.2.11 Pour tout p > 1 on a (L? (Q)) = L7 (Q).
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2.3. Espace de Sobolev

2.3 Espace de Sobolev

2.3.1 Rappels sur les distributions

Définition 2.3.1 Soit 2 un ouvert de R" et soit f une fonction de 2 dans R. On appelle
support de f l’ensemble fermé de R™ défini par:

supp(f) ={z € Q: f(z) # 0} CR™
On note D(R2) lespace des fonctions C* () a support compact dans Q) :
D(Q) = {f € C*(Q) : supp(f) borné, supp(f) C Q}.
Proposition 2.3.1 D (Q) est dense dans L*(Q), i.e:
Vi€ L2Q), Ye>0,3p € D) ¢ |If — ¢l < v

Donc f € L? () étant donnée, il existe une suite (¢,) € D (), telle que p,, — f au sens

de la convergence dans L* (Q), i.e. || f — Pl 2y — 0.

Définition 2.3.2 Une fonction p € D (QQ) est dérivable a tout ordre. Soitaw = (o, ..., ap) €

N", on note |a| =3, , ai, et:

ar Oy
92T . Do

9% ()

On munit D () de la convergence suivante (convergence trés contraignante): la suite (¢,,),,en
de D (2) converge vers ¢ € D (), et on note ¢,, — ¢ dans D (), si et seulement si:

1) les supports des p,, restent dans un compact fize:
JK compact C Q t.q: Vo, € D (Q) : supp(p,,) C K.
2) Pour tout o € N" (i.e. pour chaque ordre) on a 0%p,, — 0% uniformément dans €2,
e :
Va € N", Ve >0, Im > M : ||0%p,, — %], < €.
On définit l’espace dual D' (2) = L(D (R2),R) de D (R2), i.e. 'espace des formes linéaires
continues (pour la notion de convergence ci-dessus) sur D (2). D' () est appelé espace

des distributions et ses éléments sont appelés distributions.

Donc onaT € D' () si T : D (2) — R vérifie:
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2.3. Espace de Sobolev

1. la linéarité: pour tout r € R et tous v, € D (Q): T(ro+1) =rT (o) +T () (égalité
dans R);

2. la continuité: au sens de D (Q): T (p,,) — T (v) dans R dés que p,, — ¢ au

m—00

sens ci-dessus de D (£2) .
Pour T € D' () (fonctionnelle linéaire continue), on utilise la notation du crochet de

dualité:

noté
T (p) = (T, SD)Df(Q),D(Q) = (T,¢).

Dérivation des distributions

11 est évident que si € D () alors g—;’; € D (Q), pour tout i = 1;... ;n. Et donc, si T est
une distribution, pour tout ¢ € D (2). I'expression (T, %@) € D () a un sens.

Définition 2.3.3 Pour T' € D' (Q) = L(D (Q2),R), on définit les fonctionnelles, pour i =
1;...;n:

dé 0
or

Les S; sont appelées les dérivées premicres de T au sens des distributions, et notées S; = 5--.
k2

Donc, les dérivées premiéres de T' au sens des distributions sont définies par:
or déf 890 .
4 D(Q): | =— =— (T =1,..,n.
pep@: (Go) Y- (1.52) =1

Ou encore, pour tout p € D (Q) : 2L () & _p (3_@>_

Proposition 2.3.2 Si T' € D' (2) alors, pour tout i = 1;...;n, les fonctionnelles S; =

g—zsont des distributions: g—xTi e D' (Q).

Définition 2.3.4 De maniére générale, pour T € D' () et o € N*, 9°T est défini par:
(0T, ) < (~1)"(T.0%).

Et on vérifie immédiatement que 0°T € D' () (définit une distribution) pour tout o € N™.

Proposition 2.3.3 Une distribution est infiniment dérivable au sens des distributions.
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2.3. Espace de Sobolev

2.3.2 L’espace de sobolev W™ ()

Soit €2 un ouvert quelconque de R™.
Plus généralement, on peut définir des espaces W™? () pour un entier m > 0 et pour
un réel 1 < p < +o00. Ces espaces sont construits sur ’espace de Banach L? (€2). La notion

de dérivée faible s’étend a L? (€2). Nous pouvons donc donner la définition suivante:
Définition 2.3.5 Pour tout entier m > 0, l’espaces de sobolev W™P () est défini par:
W™mP(Q) ={ue LP(Q) tel que, Vo avec |a] < m, 0% € LF (Q)}.

ot la dérivée partielle 0“u est a prendre au sens faible.

Muni de la norme

3=

”UHWm,p(Q) = /Q Z Haauwzp dz st1 < p<oo.

0<]al<m
[ullymee) = max [[0%l[pw sip=oc.

0<]al<m

Proposition 2.3.4 (Wm’p (Q), ||.||Wm,p(9)> est un espace de Banach réflexif et séparable,
Vp, 1 <p < +oo.

Définition 2.3.6 On désigne par W' (2), m € N, 1 < p < 400, l'adhérence de D (Q)

dans WP (), au sens de la norme ||.||yym.p(o-

Proposition 2.3.5 L’espace D (R") est dense dans W™P (Q).

2.3.3 Espace H" (1)

Soit 2 un ouvert bornée de R™ & frontiere 92 = I', pour p = 2, on remplace ’espace

WP (Q), par 'espace H™ (2).
Définition 2.3.7 Pour m € N, on pose:

H™(Q) = {ue L*(Q) telles que Yoo € N", avec |a| < m,0% € L*(Q)}.
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2.3. Espace de Sobolev

Théoréme 2.3.1 L’espace vectoriel H™ (Q) muni du produit scalaire

ey = [ @ ale)dns 3 [ of @)y ) ds

1<|al<m

est un espace de Hilbert. Sa norme est notée ||.|| gm -

Preuve. Il suffit de vérifier que H™ () est complet pour la norme ||u|| ;... Soit donc
(ug) une suite de Cauchy pour cette norme.
Il en résulte que Duy est, Ya avec || < m, est une suite de Cauchy dans L?(Q):

Comme L? () est complet, il en résulte que:
D%uy, — ¥, dans L* (Q), Vo, |a] < m.

Posons ¥y = u; comme u;, — u; dans D’ (Q2) et la dérivation étant continue au sens de
D' () on a:
D%uy — D%u dans D' (Q).

Donc ¥, = D%, alors u € H™ (2). m

Remarque 2.3.1 1) H°(Q) = L*(Q);
2) Le produit scalaire de H? (Q) s’écrit :

9f(x) 9g( ) 92%g(x)
f g H2(Q) — fQ dSC + Z fﬂ Ox; g:c dx + Z fQ Ox; 81‘1 890198% dzx.
Théoréme 2.3.2 (Rellich): Si Q est un ouvert borné & bord continu, alors

H™(Q) — H™(Q),¥m € N*,

C

En particulier

H™(Q) — L*(Q), Vm € N*.

C

2.3.4 L’espace de sobolev H! ()

Soit une fonction v € L?(2). En général u n’est pas dérivable et 87“7_ n’a pas de sens (au

sens des fonctions) et en particulier n’est pas dans L? (). Mais 7“ a un sens au sens des
K

distributions donné par définition par:
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2.3. Espace de Sobolev

(%a 90> et (u, %) , pour tout ¢ € D ().

Soit T; = % la distribution ainsi définie. S’il existe une fonction f; € L? (2) telle que

T; = T}, alors T; est une distribution réguliére, et on note simplement f; = g—;.
On définit alors I’espace de Sobolev d’ordre 1 sur €2 ouvert de R™ par:
1 2 du 2 :
H (Q) = Suel (Q):a—EL (Q), pour tout i = 1;...;n
€
- {u € L2(Q) : gradu = Vu € L? (Q)”} .
On lui associe le produit scalaire :
= ou Ov
e K LICLIED 3y B CL
= /u(x)v(m) dx—{—/ (gadu (x) ,g;adv (x)) s,
Q Q R
ou
(g;%du (x) ,g?adv (x))R note g;idu (x) ~g?adv (z) = > pufu,
r =1
Donc :

(u, U)H1(Q) = (u, U)LQ(Q) + (gradu (), gradv (@)H(Q) :

ol on a noté (glzmdu (7) ,g;adv (x)) note Ja ggxdu (7) .g:adv (x)d2 .

L2(Q)
La norme associée est notée :
2
)
L2(Q)

2
lull 1oy = /(0 Wiy = (Huum +
=1

ou sous forme

N

ou
8:1:1-

2 N
[0l = (Nl + o], )

Lors qu’aucune confusion n’est possible, on note simplement :||u|| ;1 = [Jul|

gradu

(@)
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2.3. Espace de Sobolev

2.3.5 L’espace de sobolev H} (Q)

Théoréme 2.3.3 D (R") est dense sans H' (R™) pour la norme H', c’est a dire :

Pour tout f € H' (R"), il existe ¢, € D (R") telle que lim,, || f — @, g1 @ny = 0.
e SiQCR", Q#R", D(Q) nlest pas dense dans H' ().

Définition 2.3.8 On définit H} (Q) comme la fermeture de D (Q)) dans H' () (pour la
norme H* (Q)). Autrement dit:

Hy () ={feH" (Q) 3¢, € D(Q) tqp, — [ dans H' (Q)}.
Remarque 2.3.2 - Hj (R") = H!' (R");
- SiQ#RY, HY (Q) C HY(Q) avec inclusion stricte;
- D(Q) est dense dans H} () pour la norme H* (Q);
- H} (Q) est un fermé de H' (Q2).

Théoréme 2.3.4 H} () est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de H' (Q).

2.3.6 Injection de Sobolev

On considére une fonction v € H! (). Bien str, u € L? (2). On peut se demander si u n’est
pas plus réguliére que ceci, du fait que Vu soit dans L? (2). Le théoréme suivant répond a

cette question.

Théoréme 2.3.5 Soit Q2 un ouvert régulier de R", et soit m un entier. On a les injections

continues sutvantes:

&_IS

¢ Sid>2m , alors H™(Q) — LP (Q) avec % =1-
¢ Sid=2m, alors H™(2) — L1 () pour tout q € [2,+0o0[.

¢ Sid<2m, alors H"(2) — C° (Q).
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2.4. Traces

2.4 Traces

Pour une fonction définie dans un ouvert €2, on souhaite définir sa valeur au bord de €.
Pour les fonctions u € L? (), cette notion n’a pas de sens. Par contre, si u plus réguliére,

Alors on peut définir rigoureusement cette notion .

Proposition 2.4.1 (La Trace) Soit Q un ouvert borné et régulier. On peut définir une

application linéaire et continue:

vy o+ HY Q) — L*(09)

u — ()
et qui prolonge I’application trace pour les fonctions continues sur Q): pour toutu € H' ()N
C° (), (u) = uloo-

L’application trace est continue de H' () dans L? (09), ce qui signifie qu’il existe une

constante Cq telle que:
Vue H' (Q), |7 (W)l r200) < Callull g -

Remarque 2.4.1 L’application trace n'est pas surjective sur L? (0)), mais sur un espace
plus petit, qui est Hz (09). Elle est en fait continue de H' (Q)

vers H? (092), si bien qu’il existe Cgq tel que:
Yue B (@), Iy (0)l]3,00 < Ca s

Enfin, pour tout u € Hz (9Q), on a 0] p2(00) < ||vHH%(m).

L’espace H} (), défini comme la fermeture dans H' () de D (Q), s’identifie a l’espace
des fonctions a trace nulle.
Proposition 2.4.2 Soit Q un ouvert de R"™. On a:

Hy(Q)={uec H (Q), v(u) =0}.

Théoréme 2.4.1 Soit Q un ouvert de classe C' alors il existe un opérateur linéaire con-
tinue, appelé opérateur trace et noté vy, de H' () dans L* (Q) qui se coincide avec l’opérateur

de restriction usuelle pour les fonctions continues. Son noyau est ker (v,) = Hg (Q) .
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2.4. Traces

A la suite de ce théoréme; on pose :

Définition 2.4.1 Soit Q2 un ouvert de classe C™ avec m € N* et v, l'opérateur décrit dans

le théoréme précédent. On définit alors;
H™3 (1) i= g (™ (©)

Que l’on munit de la norme :

el g oy = vewérll(f{u}) 1l

Définition 2.4.2 Soit Q2 un ouvert de R™. Pour une fonction u a valeur vectorielle u =

(ug,...,u,) € L*(Q)", on note:

n
2
||U||L2(asz) = Z ||Ui||L2(aQ)-
i=1

Proposition 2.4.3 (Inégalité de Poincaré) Soit ) un ouvert borné de R". Alors il

existe une constante Cq telle que:
we€ Hy (), [ull 200 < Ca l[Vullp2on) -

Preuve. Nous remarquons d’abord qu’il suffit de prouver la proposition pour f a
valeurs réelles. De plus, en utilisant la densité de D(€2) dans H{(£2) on voit qu’il suffit de
prouver 'inégalité pour f € D(Q).

Considérons un systéme de coordonnées tel que © C {zr € R* | =2 < z; < I} et
prolongeons f par zéro en dehors de ).

Alors pour tout 2’ € R" ! et z; € ( ,O) nous avons

(a1, /ax (F2(.#)) dC—2/f o (Ca)de

m\oq

ce qui implique (en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz ) que

P2 (1, /f2 Ca')dc /{‘W G >rd<

_d
2

N}
Wl
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2.4. Traces

Intégrant la relation ci-dessus par rapport a x1, nous obtenons

no|
o
ol

0 0 )
/f2 (v1,2')dry <0 /f2 (x1,2") dxy /{g—wfl ($1,ZE/):| dz,

_d _$ _s
2 2 2

La relation ci-dessus implique que
0

0 2
/f2 (1, 2") dxy < (52/ [88_3{1 (ml,x’)] dz,

N[>

[S])

Intégrant par apport a x’ nous obtenons
2 2 of ? 2 2
fayde< 6 ()| dr < (V1) () da.
T
(—g,o)x]R"*1 (—%,O)XRW*1 (—g,())x]R"*1

En combinant 'inégalité ci-dessus avec l’estimation similaire pour z; € (0, g) nous
obtenons 'inégalité recherchée (Sans couper le domaine en deux parties nous aurions obtenu

20 a la place de ¢ dans l'inégalité faisant 'objet de cette proposition). m
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Chapitre 3

Existence et unicité d’un probléme
aux limites pour un opérateur

fortement.

Résumé. Dans ce chapitre, aprés avoir introduit la formulation variationnelle, sous cer-
taines hypotheses sur les données, en se basant sur le théoreme de Lax-Milgram nous allons
démontrer 'existence et I'unicité d’une solution faible pour un probléme aux limites mixtes

(Dirichlet-Neumann) associé aux équations fortement elliptiques.

Continu :
3.1. Notations et position de probléme :
3.1.1 Hypotheéses;
3.2 Formulation variationnelle.
3.3 Existence et Unicité.

3.4 Formulation optimale.
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3.1. Notations et position du probléme:

3.1 Notations et position du probléme:

Soit €2 un ouvert bornée de R" et I sa frontiére, on supposera qu’elle est assez réguliére telle
queF:FIUFQ et Flﬁrgzg.

Le probléme considéré ici, noté (P), consiste a chercher u :  — R™ vérifiant :

Au = f dans . (P1)
u=0surI. (P2)
ou

— = [s. P

T g sur I'y (P3)

ot g est une fonction donnée et

n

ou ou;
% = Z%’ (z) 8—33]771

ij=1

u, f représente le vecteur de déplacement, la densité des forces extérieures, respective-
ment.

A est un opérateur défini par:

"0 ou
Au = —”2218—% (aij (x) 8_%) .

Le but de ce travail est de cherchée une fonction u = u(z) ; x € Q a valeurs réelles
solution du probléme (P) sous certain hypothése (H). Afin de bien poser le probléme,
et pour avoir les outils pour le résoudre, on a besoin d’introduire quelques définitions et

quelques théorémes que nous utiliserons ultérieurement.

Théoréme 3.1.1 (Formule d’Ostrogradsky) Soit Q un ouvert borné de classe C* et T'

son bord. Soit F' une fonction de C*(Q) a valeurs dans RY (un champ de vecteurs). Alors :

/div (F(X))dz = /F (X) - n(z)dL.

Q r
Remarque 3.1.1 Dans cette formule ; n (x) est le vecteur unitaire normal ¢ T’ au point X,

dirigé vers [’extérieur de §2.

35



3.1. Notations et position du probléme:

Théoréme 3.1.2 (Formule de Green) Soit Q un ouvert bornée de classe C*. Alors pour

toutes fonctions u € C%(Q) et v € CHQ) on a :

/Au(m)v(aj)da:—/g:; z)dl — /Vu z)da.

Q
ot ‘gz (x) := Vu(x)-n(x) (dérivée normale de u).

Preuve. 1 suffit d’appliquer la formule d’Ostrogradsky avec F' (z) := v(z)Vu () et de

remarque que
div (v(z)Vu (x)) = v(z)Au (z) + Vu (z) - Vo (z).
On définie ’espace V' par:
V={ueH(Q):u=0surl}.

Théoréme 3.1.3 L’espace V est un espace de Hilbert pour la norme de H* ().

3.1.1 hypothéses

On est maintenant en mesure de formulé de fagon précise le probléme (1.1). Pour cela on

introduit les hypothéses (H), suivantes :

fer* ). (H1)

geH 2 (Q). (H2)

a; € C*(Q) a5 =aj;Vi,j=1,..,n. (H3)

a-elliptique : i% (@) & > a (G4 +&) a>0,6eR™ (H4)

ij=1

36



3.2. Formulation variationnelle

3.2 Formulation variationnelle

Lemme 3.2.1 Sous les hypothéses (H), le probléme (P) est équivalent au probléme varia-

tionnel suivant:

Trouwver u € V :

(PV):
a(u,v) = L(v),Yv € V,
o :
(9u v
i,7=1
L(v) = /fvdx +/ gudT;
Q e
V={ueH(Q):u=0surl}.
Démonstration.
(P)= (PV):

Soit u une solution de probléme (P), On multiplie I’équation (P.1) par un élément

v € HY(Q) et on inteégre sur € on obtient:

_Z/a (a” “) vdx—/fvdx.

Q

En utilisant la formule de Green on obtient:

8u ov = ou;
Z _ } : () b dD = .
/ 8:Uj &rldx - 1/Fa” (z) ox; nivid /fvdx
i,j= Q

2,7=1
En utilisant le fait que la famille {T';, T3} est une partition de I' il en résulte

au ov
Z/alj aJJJ 8$1d - Z/ az] a 77@ zdr Z/ GU a nzvldF /f@dx

3,0=1 2,j=1

D’apres (P.3) et si on suppose v = 0 sur I'y il vient:

8u v
Z / a;; (x 3% 8xzdx_ /1“2 gudl’ = /fvdm
Q

3,7=1

Si on pose

V={ueH(Q):u=0surI};
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3.2. Formulation variationnelle

Alors u est une solution de (PV).
(PV) = (P)

Soit u € V une solution de (PV), on a :
a(u,v) = L(v),Yv €V,

ou encore

Z / au v de — /fvd:L‘—i—/ gudl’, pour tout v € V.
8:16] ox; Ty
Q

2,,0=1

En utilisant la formule de Green on obtient

n

_Z/% ( () ) de+z / a;j (z 8 nlvldf /fvdqu/F2 gudI’, pour tout v € V.
Q

2,7=1

ou sous forme:

/(Au ) vdx + —vdF /fvdx +/ gudl’, pour tout v € V.
I
Q

ry 7

Pourv=¢p € D (Q) il vient

—/ (Au) pdx = /fgpdx, pour tout ¢ € D ().
Q Q

Donc

—Au = f, pp dans Q.

Reste & vérifier les conditions aux limites:
Onav=0,carv e V.

Soit u € V une solution de (P, V'), on a :

—/ (Au) vdz + a—vdF /fvdm +/ gudl’, pour tout v € V.
Q ry 74 Iy
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3.3. Existence et Unicité

En utilisant la fait que —Au = f, pp dans 2, il vient

0
/ _uvdr = / gudI’, pour tout v € V.
F2 7714 FQ

Ce qui implique que
ou
Oy
Alors u est un solution de (P). =

3.3 Existence et Unicité

Dans ce paragraphe on va démontrer 'existence et 'unicité en utilisant le théoréme de

Lax-Milgram suivant:

Théoréme 3.3.1 (Lax-M:ilgram) Soit V un espace de Hilbert réel, L(.) une forme linéaire
continue sur'V et a(.,.) une forme bilinéaire continue et coercive surV. Alors la formulation
variationnelle (P.v) admet une unique solution. De plus cette solution dépend contindment
de la forme linéaire L.

dlu eV :a(u,v) = L(v); YoeV

Définition 3.3.1 (bilinéairté) a(u,v) est une forme bilinéaire surV : a(-,-) : VxV — R

telle que pour tous a, 8 € R; Yuq,us,v1,v9 € V on a:

a(ouy + Pug,v) = aa(uy,v) + Ba(ug,v);

a(u,avy + Pvy) = = aa(u,vy) + Balu,vs).

Définition 3.3.2 (continuité) une forme bilinéaire a(u,v) sur V est dite continue si et

seulement st pour tout u,v € V; il existe ¢ > Otelle que
la(u, v)| < cllully (o]l -

Définition 3.3.3 (coercivité) Soit V. un espace de Hilbert et soit a(.,.) une forme bil-

inéaire sur'V .On dit que af.,.) est coercive sur V s’il existe un réel o > 0 tel que

Vu €V, a(u,u) > alul? .
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3.3. Existence et Unicité

Définition 3.3.4 a(u,v) est symétrique ssi :
a(u,v) =a(v,u) pour tout v,u € V.
Lemme 3.3.1 Le probléme (P) admet une unique solution u € V.

Démonstration. Montrons que le probléme variationnel a(u,v) = L(v) vérifie le

théoréme de Lax-Milgram. On a

a(.,.) : VxV-—R
8u ov
(u,v) +— a(u,v) ”231/ a;; (z 3% 8xld

a) Bilinéarité de af.,.):

Soient «, 5 € R; et soient uq, us,v1,v9 € V on a

alauy + Pug,v) = Z / ai; (x Maa;dx

Lj

2,7=1

8u ov - Ouy Ov
= aZ/aZJ o 1axzd —|—ﬁZ/CLw($>a—xjaxzd$

i,7=1 2,7=1

= aa(uy,v) + Palug,v).

a(U, vy -+ BUz) — Z / G@J 8“ a Oé/Ula;— 51}2) dx

4,7=1

B 3u Ovy au 0vy
B O‘Z/ ") gy o 7 P Z/ ) o, 0, ™
= aa(u,v1) + falu, vy).

Alors af.,.) est une forme bilinéaire.

b) Continuité de a(.,.) :

u ou Ov
o) = |3 [ ) G5
i,7=1
- 8u ov
<
3,7=1 J
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3.3. Existence et Unicité

ov
(‘3@-

< max |a;; ()] Z /

2,j=1

< ||as; (z Z/

i,j=1

8x]

v
8337;

833]
En utilisant I'inégalité de Cauchy Schwartz:

ou
al'j

ov
Qazi

ja(u, )] < Jlag (2)ll, Y

Jj=1

< lai; (@)l llully Mol

L2(T) L2(Q)

< cllully vy -

Alors af(.,.) est continue.
¢) Coercivité de af(.,.) :

Posant &, = =+ on trouve :

au ou
(u, u) Z/ 830] axld

2,7=1

—Z/a” éfdx

2,7=1

za/(§?+~--+§i)

Q

D’aprées 'hypotheése (H.4) on a :

> a|Vul3.
Mais d’apres I'inégalité de Poincaré on a
a(u,u) > Cllully,.

D’ou la coercivité.

d) Linéarité de L :

L(v) :/vad:):—I—/gvds.

I
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3.3. Existence et Unicité

Soient «, 5 € R,et soient u,v € V, alors on a

L(au+ pv) = /f(au+ﬁv)da:+/g(au+ﬁv)dx
Q

s

= a/ﬁfudxjtﬁ/gfvdxjtcv/gudﬁ+6F/gvd9:

= alL(u)+BL(v). 2

Alors L (v) est linéaire .
e)Continuité de L :

Pour tout v € V on a

L (v)] = /vada:nL/gvd:c

T
§/|fv]d:c+/]gv\dx.
Q .

D’apres l'inégalité de Cauchy Schwartz on a :

1L (v)] < ||f||L2(Q) ||U||L2(Q) + ||9||L2(F) o]l

L2

Comme f e L*(Q) et ge H 2 () on a:

1L ()] < e [[oll ) + 2 o]

L2

En utilisant le fait que

[l , ., < Cllvlly, Yo eV,

L2(r) —
il résulte que
1L (0)] < Colly -
D’ou la continuité de L.
Alors a (-, ) est une forme bilinéaire continue et v—elliptique sur V' et L est une forme
linéaire continue, Alors d’apres le théoréme de Lax-Milgram le probléme (P) a une unique
solution u € V' c-a-d:

ueV:a(u,v)=L(v) Yvel.
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3.4. Formulation optimale

3.4 Formulation optimale

Dans ce paragraphe, nous démontrons que le fait que la forme af(., .) est symétrique nous per-

met d’avoir une autre formulation décrite par un probléme d’optimisation avec contraintes.

Lemme 3.4.1 Le probléme variationnel (PV') est équivalent au probléme de minimisation

sous contraintes suivant:

(PO) : ng)
ﬂ@:%m%w—Lm)

Preuve. (PV) = (PO)
Soit u solution de (PV),

On doit montrer que

Comme a (u,v) = L (v) alors

J(v) —J(u) = %a(v,v)—a(u,v)—%a(u,u)—ira(u,u) = %a(v,v)—a(u,v)vL%a(u,u)

=—a(u—v,u—"v)
2
Comme a (u,v) est coercive il en résulte

1
J(U)—J(u)zia(v—u,v—u)Za“v—u“%/ZOVUEV.

(PO) = (PV)

On suppose que u est une solution du probléme (PO) et on montre que Vv € V' :

a(u,v) =L (v),YveV.
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3.4. Formulation optimale

Comme u € V' est un minimum de f, alors

Vf(u)=0.
ou encore
Vf(u)-h= Pr%f(“_tht) — I ypere.
Par définition on a
V() v = fm e =W
t—0 t
y ta(u—tv,u—tv) — L(u—tv) — La(u,u) + L (u)
= lim
t—0 t
y ta(u,u—tv) — a(tv,u —tv) — L (u) +tL (v) — a (u,u) + L (u)
= lim
t—0 t
_ %a (u,u) — %ta (u,v) — %ta (v,u) + %tQa (v,v) +tL (v) — %a (u,u)
= t
_ —ta (u,v) + 3t%a (v,v) + tL (v)
o tli% t

1
= %iné— a(u,v) + ita(v,v) + L (v) =—a(u,v) + L(v)
En utilisant le fait que V.J (u) - v = 0, il vient

a(u,v)=L(v), veV.

ce qui achéve la démonstration. m
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3.4. Formulation optimale

Conclusion 3.4.1 Dans ce mémoire, nous avons démontré un résultat d’existence et d’unicité
pour un probléme aux limites miztes, pour des équations elliptique. Les conditions aux limites
considéré sont celles mixtes Dirichlet-Neumann. Sous certaines hypothéses sur les données
et sur les coefficients de l’opérateur fortement elliptigie, nous avons montré que le probléme
considéré est équivalent au probléme variationnel. Sous les mémes conditions en se basant
sur le théoréme de Lax-Milgram nous avons démontré que le probléme admet une solution

unIque.
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