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0.1 Introduction générale

Dans ce mémoire on va traiter les équations intégrales linéaires, ot on va

démontrer ’existence et I'unicité de la solution de ces équations et parmi les meilleures

méthodes d’approximation.

On a commencé dans le premier chapitre par une introduction sur les opérateurs

compacts, dans les espaces des fonctions continues et quelques propriétés.

Le deuxieme chapitre présente une introduction sur les équations intégrales,et on va

les traiter dans les espaces de dimension finie.

Le dernier chapitre représente le but de ce mémoire consiste & la Résolution des
équations intégrales a l’aide des transformation de fourier , en appliquant le théoréme
classique du point

fixe pour démontrer ’existence et 'unicité de la solution..



Chapitre 1

INTRODUCTION A LA THEORIE
DES OPERATEURS COMPACTS

Ce chapitre aborde une introduction a la théorie des opérateurs compacts, dans les
espaces des fonctions continues et on a pris un cas spécial les opérateurs intégraux avec

la méthode des approximations successives.

1.1 Compacité (Définitions et Propriétés)

Nous commencgons d’abord par des rappeler la définition et quelques propriétés des

ensembles compacts.

Définition 1.1
Soit U un ensemble d’un espace normé X, U est dit compact si de tout recouvvrement

de U par des ouverts de U on peut extraire un sous recouvrement fini i.e

VVy,j € J (ouverts) tels que U C J Vy ,IVywy,j(k) =1,2,...,n tel que U C |J V)
jET k=1



Définition 1.2
Un ensemble U est dit séquentiellement compact si pour toute suite d’éléments dans

U contient une sous suite converge vers un élément dans U .

Théoréme 1.3
Un sous ensemble d’un espace normé est compact si et seulement si il est séquentiel-

lement compact.

Définition 1.4
Un sous ensemble d’un espace normé est dit relativement compact si son adhérence

est compacte.

Théoréme 1.5

Tout ensemble borné et de dimension fnie d’un espace normé est relativement compact.

1.2 Compacité dans C(G)

Dans cette partie, en muni l'espace des fonctions continues défnies dans C(G) est

par la norme maximum

¢l = max ()

Définition 1.6

Etant donné un espace topologique (E,T) et un ensemble K de fonctions de E dans
un espace métrique (F,d) ,on dit que :

i) K est équicontinu en un point a € E si, pour chaque réel € > 0, il existe un
voisinage V' de a tel que, pour chaque x € V' et chaque f € K, on a d(f(x), f(a)) <e.

i1) K est équicontinu lorsque K est équicontinu en chaque point de E.

Exemple 1.7

Tout ensemble fini de fonctions continues de E dans F' est équicontinu.



Définition 1.8
Un sous-ensemble G de l’espace normé E est relativement compact si la fermuture G

est compact.

Théoréme 1.9 (Arzela-Ascoli)
Soit K un espace topologique compact. Un sous-ensemble G de C(K) est relativement
compact si et seulement si, G est un borné et équicontinues.On dit que, s’il existe un

constant M tel que

f(x)| <M VeeK et Vfed.

De plus, Ve > 0, 46 > 0 tel que; Vf € G, on a
If(z) = fly)|<e Vxyye K avec |x —y| < 4.

L’ensemble C(K) désigner l’espace des fonctions définies et continues dans l’ensemble

compact K C R", et muni de la norme mazimum

1l = max | £(2)].

xe

1.3 Opérateurs compacts

Définition 1.10 (Opérateurs linéaires)

Soient E et F deuz espaces vectoriels sur le corps k = (R ou C), on dit que l’ap-
plication A défini sur E dans F est une application linéaire ou un opérateur linéaire
St

Vi,y € E, Vo, €k, on a Alax + By) = aA(z) + BA(y).

Définition 1.11 (Opérateurs bornés)
Un opérateur linéaire A défini sur E dans F est dit borné s’il existe une constante

positive C' > 0, telle que
JA@)p < Cllzlg, Vo € E.



Définition 1.12

Soient E et F' deuz espaces de Banach. Une application linéaire continue A € L(E, F)
est dite compacte, ou complément continu si pour tout sous-ensemble borné G de F,
limage A(G) est une partie relativement compacte de F'.

En d’autre terme, A est un opérateur compact si, pour toute suite bornée (x,) dans
E, la suite (Ax,) contient une sous-suite convergente.

On note par K(E, F') l'ensemble des opérateurs linéaires compacts de E dans F. On

pose K(E) = K(E, E)

Théoréme 1.13

Tout opérateur compact est borné, c’est-a-dire que l’on a linclusion K(E) C L(E).

Démonstration. Soit A un opérateur compact dans E. L’image de la boule unité
de E est un ensemble relativement compact, donc borné. Il existe, alors une constante
M > 0, telle que

| Ayl < M,Vy € E, |yl <1

On déduit que
[Azl| < M ||z| ,Vz € E

L’opérateur A est donc continu et sa norme est majorée par M est parfois un moyen bien

pratique pour calcule les applications tangentes. m

Théoréme 1.14
La combinaison linéaire A = oAy + BA, de deux opérateurs compacts Ay et As est

un opérateur compact, pour tout o et B scalaires.

Démonstration. Soit ¢,, est une suite bornée dans E et soit Ay, est une suite dans
F, alors

Ap, (z) = adip,(x) + BAyp,(x) , avec p, € E, n € N.



Les opérateurs A4; et As sont compacts, on peut extraire A;p, et Asp, deux sous
suites convergences donnant par leur somme une sous suite de Ay, convergente. donc A

est compacte. m

Théoréme 1.15
Le produit AB des deux opérateurs bornés A et B est compact si l'un des deux opéra-

teurs A ou B est compact.

Démonstration. Soit ¢, est une suite borné de E, alors si B est un opérateur borné,
la suite By, (x) est aussi bornée, et la compacité de 'opérateur A donné une sous suite
A(Bep,,,,(x)) de A(Bg,(x)) converge dans E. Donc la compacité de AB.

D’autre part, si B est un opérateur compact, on peut extraire de By, (r) une sous
suite By, () converge dans F, et 'opérateur borné A donne la suite A(Byp, “ (x)) est

converge. Donc la compacité de AB. =

Théoréme 1.16
Un suite A,, d’opérateur compact défini de l’espace normé E dans un espace Banach
F' et qui converge uniformément o opérateur A, dites
lim ||A4, — A| =0.
n—oo

alors opérateur de la limite A est compact.

Définition 1.17
On dit que A € L(E, F) est un opérateur de rang fini si dim A(F) < oc.

Exemple 1.18 Prenons pour H l’espace L?, avec la mesure de Lebesgue sur [0, 7] . L’opé-

rateur A défini par :

T

(Ag)(t) = / cos(t — s)p(s)ds

0

est de rang fini. En effet, A est manifestement linéaire et continu. En suite

™

(Ap)(t) = cos(t) /cos(s)gp(s)ds + sin(t) /sin(s)gp(s)ds

0
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Donc (Ayp) est la forme Acost + pusint, ot \ et p sont deux éléments linéairement de

L?. Car la condition

™

|lacost + bsint|| =0 ou /|acost+bsint|dt:0

0

S’écrit |a|* + |b]> = 0, On entraine bien a = 0, b = 0. Donc limage par A de L* est un
espace vectoriel E de dimension 2, rapporté a une base contituée par les deux fonction

cost, sint.

Proposition 1.19

Un opérateur de rang fini est compact.

Démonstration. En effet, pour tout ensemble borné G dans F, le rang A(G) est un
ensemble borné dans I'espace rang de dimension finie A(F). Donc A(G) est relative-

ment compact, alors 'opérateur A est compact. m

Proposition 1.20
Soit A un opérateur borné défini de E dans F avec le domaine E admetant une

dimension finie dim E < oo, alors l'opérateur A est compact.

Proposition 1.21
L opérateur identité T défini d’un espace normé E dans E est compact si et seulement

st la dimension d’espace E est fini.

10



Chapitre 2

Equatoins intégrales

2.1 Opérateurs intégraux

Définition 2.1
Soit G un ensemble compact de R"et soit K une fonction continue de G X G dans C'

alors lopérateur linéaire défini de C'(G) dans C(G) par
Apte) = [IKGeg)ldy . v€G
G

est appelé opérateur intégral & noyau continu K, cet opérateur est borné de norme ||A||

donnée par

Al = [ k()] dy
G

Une classe particuliérement simple d’opérateurs intégraux est constituée des opérateurs a

noyau dits dégénérés, c’est-a-dire de la forme
K(z,y) =) a;(2)b;(y)
j=1

Les opérateurs correspondants sont de rang fini.

11



Proposition 2.2

Soit A un opérateur intégral o noyau dégénéré (séparable). L’image de A est de di-

mension finie.

Théoréme 2.3

L’opérateur intégral A de C(G) dans C(G) a noyau continu est un opérateur compact.

Démonstration. En effet, soit £ un ensemble borné de C(G), (|l¢]] < M,pour

touty € F). De plus, on a
|Ap (z)] < M |G maé|k(x,y)| , VieGetVpeEFE
x,Yye

D’ou I'ensemble A(FE) est borné. D’autre part, le noyau K est uniformément continu sur

le compact G x G, alors pour tout x,y et z de G, on a

€

Ve > 0,30 > 0, tel que |z —y| <d = |k(z,2) — Kk (y;2)| <W

d’ou
|Ap (x) — Ap (y)| < € pour tout ¢ € E et z,y € G avec |z —y| < d

Ceci exprime que I'ensemble A(FE) est équicontinu, d’ot A(F) est relativement com-

pact par le théoréme d’Arzela-Ascoli. Alors A est compact. m

Théoréme 2.4
L’opérateur intégral A de C'(0G) dans C(OG) & noyau continu ou & noyau faiblement

singulier est un opérateur compact sur C'(0G) si OG est de classe C*.

2.2 Opérateurs produits

Soient 77, T deux opérateurs intégraux sur L,(E) avec les noyaux K1,K respective-

ment, 'opérateur produit envoie aussi L,(E) dans L,(E), ou (1113)¢ = T1(Ty).

12



Si les noyaux K, Ky justifient 'interchangement de l'ordre d’intégration alors, on

peut déduire le noyau K du produit 7775 en fonction de K;, Ky

TiTiple) = [Kw,2) [Top ()
- /Kl(x,z)/Kz(Zay)SO(y) dy
_ /(p ) dy/Kl(x, 2) K (2, y)dz

D’ou opérateur T T, est un opérateur intégral de noyau

K(z,y) = /Kl(m,z)Kg(z,y)dz

Notons que, si on prend 77} =T, =T, de noyau K; = K, = K, alors 'opérateur
Ty\T, = T? admet le noyau Ks(z,y) donné par

Ko, y) = / K (1, 2) K (2, y)dz

Théoréme 2.5 (Fubini)
Soit f : R x R — R une fonction mesurable et E x F un ensemble mesurable de
R xR

- s1 f est positive sur E X F on a

/ f(z,y)dzdy =

/
/

Proposition 2.6
Soit A un lopérateur intégral de noyau K Alors l'opérateur adjoint A* est un opérateur

intégral de noyau K* avec

K*(t,s) = K(s,t)

13



Démonstration. 1l suffit de partir de la définition. Soit ¢, € L*([a,b]).

b b
(T 1) = / ( / k(2 9) o (y) dy) (o) de = /[ ) () () dyd

par le théoréeme de Fubini. En échangeant encore I'ordre d’intégration, il vient

b b
(T 1) = / ( / (2, 9) 0 (2) do)p (y) dy = (0, T"0)

D’apres la définition de ’adjoint. En permutant le nom des variables, on obtient le résultat

voulu. m

2.3 Classiffcation des équations intégrales

2.3.1 Equations intégrales linéaires
On appelle équation intégrale une équation ot la fonction inconnue ¢, tel que
p(o)+ (o) =\ [ e tolt)ds
T
avecf(z) et k(z,t) sont deux fonctions connus, A un parameétre numérique et 7' un en-
semble borné et fermé d’un espace Euclidien.
a-Equations intégrales de Fredholm

1-On appelle équation intégrale de Fredholm de deuxiéme espéce une équation de la

forme

b

o(z) + fx) = )\/k(x,t)go(t)dt (2.1)

2-On appelle équation intégrale de Fredholm de premiére espéce une équation de la

14



forme

flz) = /\/k’(x,t)gp(t)dt (2.2)

Remarque 2.7
i-Si f(z) # 0, Uéquation (2.1) est dite non homogéne.
ii-Sif (x) = 0, U’équation (2.1) est dite homogéne.

b-Equations intégrales de Volterra

1-On appelle équation intégrale de Volterra de deuxiéme espéce une équation de la

forme
X

o) + flz) = A / Ko, )p(t)dt (2.3)

2-On appelle équation intégrale de Volterra de premiére espéce une équation de la

forme
X

f@):{/uaw¢@mt (2.4)

a

Remarque 2.8
L’équation intégrale de Volterra est un cas particulier de [’équation intégrale de Fred-

holm, il suffit de prendre le noyau k(x,t) =0 pour x <t

2.3.2 Equations intégrales non-linéaire
a-Equations intégrales de non linéaire Fredholm

1-On appelle équation intégrale non linéaire de Fredholm de deuxiéme espéce une

équation de la forme

() + f(x)

{/uauwanﬁ (2.5)

15



2-On appelle équation intégrale non linéaire de Fredholm de premiére espece une

équation de la forme

F@) = A / k(o b, () dt (2.6)

Remarque 2.9
i-Si f(x) # 0, Uéquation (2.5) est dite non homogéne.
i1-Si f(x) =0, léquation (2.5) est dite homogéne.

b-Equations intégrales non linéaire de Volterra

1-On appelle équation intégrale non linéaire de Volterra de deuxiéme espéce une

équation de la forme

T

o(z) + F(z) = A / k(o b, o(8))dt (2.7)

2-On appelle équation intégrale non linéaire de Volterra de premiére espéce une équa-

tion de la forme

T

flx) = )\/k,’(a:,t,gp(t))dt

Remarque 2.10
i-Si f(x) # 0, Uéquation (2.7) est dite non homogéne.
i-Si f(x) = 0, léquation (2.7) est dite homogéne.

16



2.3.3 Equation intégrale singuliere et faiblement singuliere

Considérons 1’équation intégrale suivante
o) = 9(o) + [ R Ok(z Dp(0)i 28)
T

On dit que l'¢quation (2.8) est singuliere si R(z,t) admet une singularité ou le

domaine T n’est pas bornée.

a-Equations deVolterra et de Fredholm

Définition 2.11

On consideére I’équation intégrale de deuxiéme espéce

|z — ¢ 0<a<l

Alors

i- Uéquations (2.9) est de Volterra.

ii-si x = b léquations (2.9) est de Fredholm.

iii-Le cas ou k(z,t) = |z —t|"" |, 0 < a <1 s’appelle singularité algébriques.

iv-Le cas ou k(z,t) =log |z — t| s’appelle singularité logarithmiques.

17



2.4 Existence et unicité d la solution de ’quation de
Volterra

Introduction a la théorie du point fixe

Définition 2.12
Soient H est un espace de Hilbert et U un opérateur borné, l'opérateur U est dit

opérateur contractant s’il existe une constante positive k telle que : 0 < k < 1 et

HU% - U%H <k H<P1 - 902” .

Théoréme 2.13

Soit U un opérateur contractant dans un espace de Hilbert H, alors l’équation

Up=¢ (1)
admet une solution unique ¢ dans H, cette solution est le point fixe de cet opérateur.

Démonstration. Pour démontrer l'existance de la solution de I’équation (1) on
utilise la méthode des approximations sussessives, soit ¢, une fonction arbitraire, on

deéfnit la suite (¢,,) comme suit

Ony1 = Up, n=12..

18



est de Cauchy et converge vers la solution de 1’équation (1), en effet :

[pi1 = @pll = |Uep = Ugpa|| < k|0, — @pr

< k? Hgop—l - 9017—2H

< R e — ol

d’autre part, pour tout ¢ > p, on a

”90(1 B (‘OPH < H (9011 o 90!1—1) + (3061—1 B 9061—2) .t ((pp+1 - 9010) H
< H% o 9011—1H + ”(pq—l B 904_2“ +. H90p+1 B (‘OPH
< (R AR R e — o
< K (1 Iy T k%l) oy — ol
kP — ka
S T o1 = ol

ce qui nous montre que

lim ngq - 901?” =0

p,qg—0o0

d’ou la suite ¢, est de Cauchy dans un espace de Hilbert donc elle converge vers la
solution unique .

En effet de la continuité de I'opérateur U on obtient :
p=1lmUp,  =limUp, =Ulime, = Uy

Pour démontrer 'unicité, on suppose qu’il existe deux points fixes distincts ¢ et

19



tels que :

alors on peut écrire
le =l = 1Up = Uyl < K[l — |
d’ou
(1=k)[le—=vl <0

ce qui nous donne

lop—Y|l=0=p=19 =

Corollaire 2.14
Supposons que l'opérateur U admet un point fixe dans l’espace de Hilbert H alors

lopérateur U™ admet le méme point fize.

Corollaire 2.15
Soit U un opérateur dans l’espace H tel que l'opérateur est un opérateur contractant,

alors U admet un point fixe unique ¢ dans l’espace H .

Théoréme 2.16

Soit H est un espace de Hilbert et A un opérateur borné dans H avec la propriété

suivante

[Apy — Apy|| < Koy — oo

alors ’équation suivante

o —ANp=f

admet une solution unique pour toutef € H a condition que |\| est petit.

20



Théoréme 2.17

Soit K(z,y) est une fonction continue pour z,y € [a,b] , alors l’équation de Volterra

x

o(x) — A / Ko Op(dt = f(r)  a<z<b 2)

a

admet une solution unique p(x) pour toute f dans Ls([a,b])et dans R.

Démonstration. Pour I'équation intégrale de Volterra nous considérons 1’opé-

rateur
X

Tola) = £(2) + Meplz) = @) + ) [ Ko, Dot

a

avec :
T

Ap(x) = /k(x,t)go(t)dt

a
et nous essayons de prouver que I'opérateur’™ est une contraction pour un certainn € N,

donc T'p admet un point fixe, qui doit étre une solution de I’équation (2)

T = f+4+ Mo
T?p = T(f 4+ Ap) = [+ M(f + MNAp) = f + MAf + N2 A%

Trp = FHNAf+NAYf+ XA L A" A
d’autre part

[T 0y — T"pq|| = |[A"A"py — X" A

T

S / () (03 (1) — 1 (£))

a

21



Rappelons queK,(z,y) est le noyau itéré d’ordre n donné par

t

Ku(x,y) = /k (,2) kp_1(2,t)dz

puisque on a par hypothese

alors
M (x—t)"

Pour n = 1 Pexpression (3) est évidente.

Supposons qu’elle est vraie pour m € N

Mm™ _ p\ym—1
k(1)) < 2@ =0
(m —1)!
alors
sl t)] = | [ k(o2 b (1)

t
< / |k (x, 2) kpm (2, 1) dz|
t

Mm+1 y
—)'/ (x—2)"""dz

<
- (m-—-1
t
m+1
= m)! (v=1)
tel que

A" M

1 Topy — Tepr || < (n—1)! 2 — 1l

22



pour n € N assez grand on obtient

Al M

(n—1)! <1

ainsi que 'opérateur?™ est contractant ce qui implique que T admet un point fixe, on

écrit

T = o ole) = f2) [ k(@) o)y .

23



Chapitre 3

Transformee de Fourier

3.1 Transformation de fourier dans L

3.1.1 Définitions et Propriétés

Définition 3.1

on appelle transformée de Fuuorie de f et on note parf

fO) =716 = [ e f )
R
pour f € L' (R), on appelle transformée inverse de Fourier et on note par

j=Ff= / €278 f () i

R

Proposition 3.2
Soient f et g deux fonctions de L'(R).alors fg et ]?g sont dans L*(R) et on a

/ F(OF(tdt = / Fl@)g(x)dz (3,1)

24



Démonstration. On vient de voir dans le théoréme précédent que g est borne. fg
est donc dans L'(R). de méme fge L'(R). L’égalité (3, 1) résulte du théoréme de Fubini
car e 2™ f(t)g(z) € L' (R?)

[ wana = [ s ( / e—mg@)dx) it

= /g(q:) (e7>™&* f(t)dt) dx

= [ 9(2)[(x)dz =

Proposition 3.3

o~ ~

Vf,gelL! fxg=1[.3

Démonstration. Rappelons que f * g € L! donc f * g a un sens .Rappelons que la

fonction (x,y) — f(z —y)g(y) est intégrable sur R x R4

Fro) = [ o)

/ ( / o g)g(y)dy) o2t g

/ / f(l' i y)6—2i7rt(z—y)g(y)6—2i7rtydl,dy

- / g(y)e 2 ( / fla - y)e%”t(ry)dx) dy

= f(#)-9(t) m

Proposition 3.4 (Dérivation)

i)Si 2% f(x) est dans 1(R), k =0,1,2,3..... n, f estn fois dérivable et on a pour

—
~

k=0,1,23...n f®€) = (=2rz)* f(z)

i4)Si f € £"(R) N L'(R) et si toute les dérivées f¥) k = 1,2,.....,n sont dans L'(R)

25



alors pour

—

k=0,1,2,3...n  fOE) = (2mE)" F(E)eiiiiiinin, 17(6)
iii) Si f € L'(R) est a support borné alors f € £ (R)

Démonstration. i) La fonction h : £ — €727 f(z) indéfiniment dérivable on a

AR (€) = (—2imz)" e 2 f (1) et |A®) (&) < 2 |2k f(x)] .On peut

F0e) = / e 2T (2im)F f(a)da

ii) Montrons ce point pour n = 1, la fonction pour n > 2 obtenant en itérant le

~

résultat .Comme f € L'(R) on peut calculer f par la formule

+a
fle) = tm [ e oo
Intégrons par parties :
+a to
/ e 27 (o) dr = [ f ()] 70 / (20m€) e 27 f(2)d......... 17(7)

Supposons pour l'instant que f(£a) ait une limite « — +o00.Comme f est intégrable

cette limite est nécessairement nule. Qaund « — +oo  17(7) donne

+o +a
/e‘mwgwf,(:v)dx = / (2i7€) e 2™ f (1) da

qui est formule 17(6) pour £ = 1 montrons maintenant que lim f(«) existe.On a

a—+00

f(a) = £(0) + / f(tyt
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Comme f € I}(R), lin}r J f(t)dt existe et donc  lim  f(0) existe. De la méme fagon
oA— 100 0

a—>+400

lim f(—«) existe.

a—>—+00

iii) Si f € IY(R) est & support borné il est clair que pour tout k& € N z*f(x) est
intégrable et donc d’apres i) f € (°(R). m

Proposition 3.5 (Translation)

Soint la fonction f définie par

f: R—C
raf() = f(o—a)
Fraf)) = [t -aps

R

on pose x —a = X
Fraf)() = [ oseoix
R

= e %@ / e X F(X)dX

R
Alors
F(raf)(©) = e f() .
Exemple 3.6
Calculler F(g)(§) tellque g(x) = e (@—m)?
soit f(x) = e donc nous avons f(g) =7 -
g(z) = e~

i) = Flre)©)
= ()
F@)§) = Ve,

27



Proposition 3.7 (conjugaison et parité)

Soit f € LY(R).On a

i) F(f) = F(f).

W) (F(f))o=F() = F(fo).

On en déduit les propriétés de parité

iii) f pair (resp' impaire) implique f paire (resptimpaire).

iv) f réelle paire (resp’ réelle impaire) implique f réelle paire (resp’ imaginaire im-

paire).

Proposition 3.8
Si F(N) est une transformée de Fourier de f(§). Alors la transformée de Fourier de

la fonction f(=§) est F(—=\).

+o0 400 PN
Démonstration. F{f(-9} = f f(_g)e(fi&)dg _ f f(—f)e[*”( &)( >]d§
Pour une nouvelle variable 7 = —¢ - o

FAS0y == [ 5@l e = T el i = A m

3.1.2 Reécapitulatif

—

i) F®(&) = (—2miz)k f(z)
FBE) = (2ime)Ff(¢)
i) flo —a)_F e 2mtf(€)
et f(z) F f(&—a)

iii) a0

flow) F 51
iv) Soit a € C tel que Re(a)) > 0
%e‘o‘wu(m)}"—l k=0,1,2..

= (a+2img)

28



3.2 Transformé de Fourier dans L2

On rappelle que Lé est un espace de Hilbert pour le produit scalaire (f/g) = [ f(t)g(t)dt.

La transformée de Fourier d’une fonction de L? ne peut etre définie comme pour une fonc-

2ntx

tion de L' car a priori la fonction x — f(x)e*™® n’est pas integrable. On va utiliser une

méthode de prolongement par densité en s’appuyant sur les deux résultats suivants

Proposition 3.9
S est dense dans L* i.eNf € L* I(fn)nso C S, telle que lim || f, — f|| =0)

Proposition 3.10
vf.g€S (F/5)=(f/g) (en particutier |F|| = If].)

Démonstration. Soient f,g € S, Alors f,g, J?,/g\ € L? et on a
7/ = [ Fawd = [ Fose-od
~ [ (-t
~ [ sem(-tar
= [ f®)gt)dt = (f/g) m

Proposition 3.11

Pour f € L' (RN ) la transformée de Fourier de f est une fonction continue et bornée

Démonstration. La continuité est une conséquence du théoréme sur les intégrales

a paramétre. En effet pour tout z € RY la fonction & — e est continue et

ICE ‘ [@

or on supposeé que [ € L' (RY)
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Enfin
[ e [(z)dx

RN

SR‘[V U(az)’dm m

3.3 Convolution

Comme pour les fonctions périodiques localement intégrables, on définit la convolution

de deux fonctions f,g € L'(R) par

(f % g)(x) = / f(g(x — tydt

Par le théoréeme de Fubini,

/ Ftgo—t)dt | de = /f(t) /g(x—t)da: dt
_ = 1Al Dl < oo

[e.o]

Par conséquent / f(t)g(x — t)dt < oo. pour presque tout z. Cette observation im-

plique que on peut aéﬁnir
fro@ = [ £t~ oyt

pour presque tout z et de plus f * g € L'(R) avec

I1f *glly < 11£11 gl

La fonction f x g est appelée la convolution de f et g.
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Proposition 3.12
Pour tous f,g,h € L} R) eta € C on a :
1. commutative : f x g = g* f.
2. associative : (fxg)xh= fx*(gx* f).
3. distributive : fx (g+h) = fxg—+ f*h.
4. homogeéne : fx (ag) = (af) * g = a(f * g).

Lemme 3.13
Soient f * g € L'(R). Alors

— ~

fxg=fg

Démonstration. D’aprés le théoreme de Fubini, pour tout x € R, on a :

Frot) = 7 (f = 9) (e~ "dt
] (T )
- Joo o)
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3.4 Applications

Equations intigrales sur ’intervalle |—oo, +o0f.
Soit I’équation intégrale

“+oo

o) = fla) + / Ko - Oetdt (1)

dont le noyau d’épend de la différence (z — ¢). L’on suppose que les fonction k(x) et
f(z) appartiennent a L; sur Uintervalle (—oo, +00) et 'on cherche la solution dans la

méme classe. En appliquant aux deux members la transformation de Fourier, On obtient

O(a) = F(a) + K(a)®(a) (2)

ou F(a), ®(a) et K(«) sont les transformées respectivement de f(z), p(a) et k()

mises sous la forme

K(a) = /k(x)emxdx
De (2) il résulte
®(a) = F(a)[1 - K(a)] ' (3)

Comme ®(«) doit étre une fonction continue, pour que 1’équation (1) soit soluble,

quelle que soit f(z) de Ly, il est nécessaire que

I1-K(a)#0 (—o00<a<+00) (4)

La condition (4) est suffisant pour que 1’équation (1) soit soluble dans la classe L;.

En effet, d’aprés le théoréeme de Wiener il existe une fonction k;(x) de L; telle que
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- K@) =1+ / k(@)e e = 1+ ki(a)  (5)

—00

Entraine ’équivalence de (2) et de la formule

—+00

(@) = f(z) + / k(o —De)dt  (6);

—00
la fonction ¢(z) appartient & L; comme produit de convolution de deux fonctions de
la méme classe. Soulignons encore que la solution (6) de ’équation (1) est unique dans

classe L; si est satisfaite la condition (4).

Equation integrales sur I’intervalle (0, c0)

si une équation integrale & noyau dépendant de (z —t) est considérée non pas sur
'intervalle (—oo, +00) mais sur I'intervalle(0, o0),le probléme se complique énormément
les equations homogenes de cette ec spéce ont été étudiées par wiener et hop(1931) et les
equations génerales a noyaux symetriques,i e k(s —t) = k (¢t — s) par V Foc(1944)

soit I’équation

w(w):f(aﬁ)+/oooff(w—t)so(t)dt 1)

la fonction k (x) est définie sur l'intervalle -co ( x (+o00 et f(z) et 0 < = (+00 on
cherche la solution ¢ (z) sur 'intervalle 0 < z(4o00 on suppose que les fonctions données
soient continues et que pour

un certain c réel les produits

k (LC) efcx ’ f (l’) efntcx

soient absolumeent intégrables et possédent un nombre fini d’intervalles de de crois-

sance et de décroissance sur les intervalles respectif de définition de k (x) et f (z)
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Achevons de définir f (z) posons f(x) = 0 pour z ( 0 et cherchons une fonction
¢ (x) telle que I'équation (1) soit vérifice sur litervalle —oo ( 2 ( 00 tout entier
supposons encore que la fonction ¢ (z) e est absolmente intégrable sur cet intervalle

pour appliquer le théoréme de convolution a la transformation bilatérale de laplase
nous devons avoir pour intervalles d’itégration U'intervalle —oo ( x { 400

procédons comme suit introductions les fonctions

) o (z) 0) ) el (z ) 0)
v (2) = v (2) =
v (x) (z ( 0) 0 (z ( 0)

I'équation (1) s’écrit alors sous la forme

m(ﬂf)—cﬂ(fB)Zf(:B)—/_OOK(x—t)w(t)dt (3)

introdctions la transformation bilatérale de laplase

o7 (s) =1L (py);0 (s) =l (o ); f(s)=1L(f);l(s) =1 (k)

ou s = (c+ 7i) les transformation indiquées indiquées ayant lieu sous réserve de la
convergence absolue des intégrales en vertu de (3)

puisque f(xz)=0 pour x(0 il vient

Fo- [ Ce e f (a) de

Exemplel. 1. Posons dans I’équation (1)

Fo) = k) = {
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i.e. I’équation est de la forme

+o0

o(z) = el — ) / e”to(t)dt

xT

Les transformation de Fourier de f(z) et k(z) s’écrivent

2 A 1—X—ia
= —20 K = N 1—K = -

F(a)

1 -«
et donc k(o) # 1 pour A — 1 non nul et non imaginaier pur. La transformée de fourier

® () de la solution a pour expression (3) :

2
R el R TR i
Nous pouvons écrire
1 o e
plo) =2 / (a— z')(z I HE

cette intégrale se calcule aisément au moyen des résidus. L’on prendra toutefois soin
de distinguer les cas x > 0 et < 0, de méme que Re(1 — ) > 0 et Re(1 — ) < 0.

On obtient en définitive

2
2 (,—x 1-Nzx
o) = {7 e <0
0 (z <0)
Lorsque A = 2 la solution s’écrit sous la forme p(z) = —2ze™® si (x > 0), ¢(x) =0

si (x <0).
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Exemple2.

—+00

wm:ﬂw+x/e”“wmw (7)

xT

pour laquelle k(z) = Ae7I*l et

2\
K = —
d’ou
a?4+1-—2\
1- K(a) = ———=

donc 1 — 2\ doit étre non identiquement nul et non négatif.

En vertu de (5) l'on a

K(a) 2\
K pu— pu—
) =R 12 rar
d’ou
2 i e
e
)= [ gy e

En appliquant le théoréme des résidus ot ’on prendra soin de distinguer les cas x > 0
et x < 0, on obtient

Fi(a) = e VI,

V1—=2\

la partie réelle de /1 — 2\ étant supposée positive. On a en définitive

+o0
A etV
ﬂm—ﬂw+¢ﬁja/e o

Si f(z) est une fonction bornée, alors ¢(x) le sera également. S’agissant de I’équation

homogéne (7) on obtient les solutions

1
go(x) — Cle\/1—2>\x + 026—\/1—2)\50 ()\ 7& 5) (8)
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et

o) =Ci+ O (A=) ©

Portons les expressions (8) et (9) dans le second membre de (7); pour que l'intégrale
ait un sense, il est nécessaire que la partie réelle du radical /1 — 2\ soit contenue a
Pinterieur de lintervalle [—1;1], ou qu’elle soit nulle (A = 3). Si 1 — 2A < 0, laformule

(8) nous donne les solutions bornées sinv/1 —2Az et cosv/1 — 2\x.

Exemple3 :

la fonction

+oo
T) = \/% bf ©(t) sin wtdt

est dite transformée de Fourier en sinus de ¢(x).

+oo
= \/g | o(t) cos ztdt
0

est dite transformée de Fourier en cosinus de ¢(x)

la fonction

Les formules des transformtions réciproques sont respectivement
.

7%' S( ) i t
fé:b x)sintxdx

% c( ) t
\/70/(;5 x) cot sxdx

Résourdre I'’equation intégrale
+m
[ o(t)sinatdt = e (x> 0)
0

Ve
exemple

Solution . La fonction \/ge_m est évidement la transformation de fourier ensinus de
la fonction cherchée . Appliquons la formule (6) (formule d’nversion de la trasformation
de Fourier en sinus) il vient

\/7 \/ge’x sin xtdx = 7% Te’m sin xtdx
la derniere intégrae se calcule en intégrant degx fois par parties

Nous avons
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+m
o o
bf e *sinxtdr = e
de sorte que
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