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• (Ω, T , µ) est un espace mesuré quelconque (sauf indication contraire).

• M(Ω, T ,R) l’espace de toutes les mesures signées finies.

• |x| = sup {x,−x} .

• X+ = {x ∈ X : x ≥ 0}.

• λf = {x ∈ Ω : |f(x)| > s} est la fonction de distribution.

• f ∗ = inf {s > 0 : λf ≤ t} est la fonction de réarrangement décroissante.

• Lp (Ω, µ) désigne l’espace de Lebesgue .

• Lpq (Ω, µ) pour 0 < p <∞ et 0 < q ≤ ∞ l’espace de Lorentz.

• Lwp (Ω, µ) L’espace de Marcinkiewicz, pour 0 < p ≤ ∞

• B+
Lr(Ω,µ) = {f ∈ Lr (Ω, µ) : ‖f‖Lr ≤ 1} .

• L(X, Y ) = {T : X −→ Y opérateur linéaire} .

• SL(X, Y ) = {T : X −→ Y opérateur sous-linéaires}

• SB(X, Y ) = {T :−→ Y sous-linéaires bornés}

• QL(X, Y ) = {applications quasi-linéaires T : X −→ Y }

• T�X0 restriction de T à X0.

• ∇T = { l’ensemble des opérateurs linéaires inférieurs ou égales àT }

NOTATIONS
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Résumé

Dans ce mémoire, on étudiera premièrement, la factorisation des opérateurs sous-linéaires

bornés d’un espace de Banach X dans un l’espace Lp(Ω, µ) par Lq(Ω, µ), ( avec (Ω, µ) d’un

espace mesuré, 0 < q ≤ p ≤ ∞) de la forme, X ũ−→ Lq(Ω, µ)
Mgu−→ Lp(Ω, µ) où ũ est

un opérateur linéaire borné et ‖ũ‖ ≤ C tel que C une constante, Mgu

+
r (Ω,µ) (1

p
= 1

q
+ 1

r
) u ∈ ∇T =

{u ∈ L(Ω, µ) : u ≤ T ∈ SL(Ω, µ)} . On traitera aussi la factorisation des opératuers sous-
linéaires de Lq dans X par Lp.

Deuxièmement, on étudiera la factorisation des opérateurs sous-linéaires bornés d’un

espace de Banach Lr(Ω, µ) est complètement réticulé, par espace Lp∞(Ω, ν), 0 < r < p <

∞. de la forme X T̃−→ Lp∞(Ω, ν)
M−→ Lr(Ω, µ) où T̃ est un opérateur sous-linéaire, M

l’opératuer de multiplication par une fonction f
1
r dans Lr(Ω, µ) avec ν = fµ.

AMS classification: 46B40, 46B42, 47B60, 47B65.

Mots clés: Espace de Lorentz, espace réticulé, opérateur sous-linéaire, factorisation, esti-

mation supérieure, opérateur sous-linéaire q-concave, opérateur sous-linéaire q-sommant.
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est l’opérateur

borné de multiplication par la fonction mesurable gu dans BL



Abstract

In this work, first we will study, the factorization of the bounded sublinear operators of

a Banach space X into Lp(Ω, µ) by Lq(Ω, µ),( with (Ω, µ) of a measured space, 0 < q ≤ p ≤
∞) of the form, X ũ−→ Lq(Ω, µ)

Mgu−→ Lp(Ω, µ) where ũ is a bounded linear operator and

‖ũ‖ ≤ C a constant, Mgu that is the bounded operator of multiplication by the measurable

function gu in BL+r (Ω,µ) (1
p

= 1
q

+ 1
r
), u ∈ ∇T = {u ∈ L(Ω, µ) : u ≤ T ∈ SL(Ω, µ)} . Also

we will treat the factorization of the sublinear operators Lq into X by Lp. Secondly we

will study the factorization of the bounded sublinear operators, of a Banach space X into

Lp(Ω, µ) is completely lattice space, by the space Lp∞(Ω, µ), 0 < r < p < ∞. Of the
form X

T̃−→ Lp∞(Ω, ν)
M−→ Lr(Ω, µ), where T̃ is an sublinear operator M the operator of

multiplication by a function f
1
r in Lr(Ω, µ), with ν = fµ.

AMS classification:[2000]46B42, 46B40, 47B460, 47B65.

Key words: Banach lattice, Factorization, q-convex operator, Space of Riesz,

sublinearoperator.
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Dans ce mémoire on ait également entrain de prendre en étude et en détaille les

travaux de deux articles [MT04] et [AM02] ; les deux documents s’intéressent à l’études

de la généralisations des théorèmes de factorisations du cas linéaire au cas sous linéaire.

Ce type de factorisation à l’origine d’abord de l’œuvre de Grothendieck [Gro56] où il a

montré que tout opérateur linéaire continu d’un espace L∞(S, λ) dans un espace L1(Ω, µ)

admet la factorisation

L∞(S, λ)
ũ−→ L2(Ω, µ)

Tg−→ L1(Ω, µ).

Où ũ est un opérateur linéaire continu et Tg l’opérateur de multiplication par une fonction

g ∈ L2(Ω, µ).

Dans le même cercle d’idées, E. M. Nikishin a montré dans [Nik70] que tout opérateur

linéaire continu d’un espace de Banach X dans un espace L0(Ω, µ) ((Ω, µ) espace de

probabilité) admet la factorisation

X
ũ−→ Lp(Ω, µ)

Tg−→ L0(Ω, µ).

Où ũ est un opérateur linéaire continu, Tg l’opérateur de multiplication par une fonction

mesurable g et 0 < p < 1.

Dans sa thèse [Mau74], B. Maurey a donné une condition nécessaire et suffi sante pour

que l’opérateur u : X −→ Lp(Ω, µ)((Ω, µ) un espace mesuré quelconque) admette la

factorisation

X
ũ−→ Lq(Ω, µ)

Tg−→ Lp(Ω, µ).

Où ũ est un opérateur linéaire continu, Tg l’opérateur linéaire de multiplication par une

fonction g ∈ Lr(Ω, µ) et p, q, r tels que 0 < p ≤ q ≤ ∞ avec 1
p

= 1
r

+ 1
q
.

L. Mezrag a supprimé dans [Mez85] l’hypothèse d’approximation métrique sur l’espace

X des théorèmes de B. Maurey et les a généralisé dans [Mez04] pour les opérateurs de

cotypes finis.
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Dans [Pis86] , G. Pisier s’est attaqué à un problème plus général et a donné des conditions

nécessaires et suffi santes pour qu’un opérateur linéaire borné u : X −→ Lr(Ω, µ) ((Ω, µ)

un espace mesuré quelconque) se factorise par Lp∞(Ω, ν), 0 < r < p < ∞. Il a traité

aussi le problème dual (i.e., la factorisation des opérateurs linéaires de Ls(S, λ) dans un

espace de Banach Y par Lq1(S, ν), pour 1 ≤ q < s <∞).

Dans [AM02] D. Achour et L. Mezrag ont généralisé les théorèmes de factorisations des

opérateurs linéaires d’un Banach X à valeurs dans Lr par Lp∞ qui ont été fait par Pisier

[Pis86], aux opérateurs sous-linéaires.

G. Pisier s’en est pris à un problème plus général dans [Pis86] et a donné des conditions

nécessaires et suffi santes pour qu’un opérateur u : X −→ Lr(Ω, µ)((Ω, µ) un espace

mesuré quelconque) se factorise par Lp∞(Ω, ν), 0 < r < p < ∞. Il a traité aussi le

problème dual (i.e. la factorisation des opérateurs linéaires de Ls(S, λ) dans un espace de

Banach Y par Lq1(S, ν), pour 1 ≤ q < s <∞).

On étudiera dans cet mémoire l’article la généralisation du théorème de factorisation de

Maurey aux cas des opérateurs sous-linéaires. Par une toute autre méthode, A. Deffant

dans [Def01] a généralisé ce type de factorisations aux opérateurs homogènes. Nous vous

référons à [MT04] pour ce résultat. Donc, on étudiera l’équivalence suivante qui est notre

résultat principal de cet papier est.

Soit 0 < p ≤ q ≤ ∞. Soit T : X −→ Lp(Ω, µ) un opérateur sous-linéaire continu.

∀u ∈ ∇T, u se factorise par Lq(Ω, µ) ⇐⇒ T se factorise par Lq(Ω, µ)

où ∇T = {opérateurs linéaires u : X −→ Lp(Ω, µ) tels que u ≤ T}.

Ainsi on établira une condition nécessaire et suffi sante pour que l’équivalence citée ci

dessus aura une réponse positive. Autrement dit, nous démontrons que, si u est un opé-

rateur linéaire q−convexe pour tout u dans ∇T et Cpq (u) (la constante de la q−convexité

de u) est uniformément borné, l’équivalence comme mentionnée citée ci dessus sera vé-

rifiée et ceci sous la supposition que l’ensemble {gu} pour u dans ∇T est latticiellement

borné. Sans cette condition l’équivalence est fausse. Nous donnerons un contre exemple
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pour montrer l’invalidité de cette équivalence. On termine ce chapitre par une étude

du problème dual i.e., donner des conditions nécessaires et suffi santes de factorisation

des opérateurs sous-linéaires continus d’un espace Lq(Ω, µ) dans un espace de Banach

complètement réticulé X par Lp(Ω, µ) avec les mêmes conditions sur les nombres réels

p, q.

Ce travail est divisé en trois chapitres.

Dans le premier chapitre en première sections on va voire comme rappel les espaces de

Riesz et Banach quasi-réticulés. Dans la deuxième section on étudiera les opérateurs

sous linéaires et quelques propriétés, puis l’extension du théorème Hahn-Banach aux

opérateurs sous linéaires. la troisième section nous allons la définition d’opérateur quasi-

linéaire après cela relation entre les opérateurs linéaires et les opérateurs sous-linéaires.

Les travaux du deuxième chapitre se situent dans le cadre du développement de

quelques théorèmes de factorisations dans le cas sous linéaire. En effet Soient 0 ≤ p ≤

q ≤ +∞. Soit T un opérateur sous-linéaire borné d’un espace de Banach X dans un

Lp(Ω, µ) et soit ∇T (l’ensemble des opérateurs linéaires inférieurs ou égales à T ). Dans

cette section nous montrerons le suivre. Soit C une constante positive. Pour tout u dans

∇T , Cpq ≤ C (i .e., u admet la factorisation de la forme

X
ũ−→ Lq(Ω, µ)

Mgu−→ Lp(Ω, µ)

où ũ est un opérateur linéaire borné et ‖ũ‖ ≤ C, Mgu c’est l’opérateur borné de mul-

tiplication par Mgu qui est dans BL+
r (Ω,µ)

(
1
p

= 1
q

+ 1
r

)
, u = Mgu ◦ ũ et Cpq(u) est la

constante de la q−convexité de u) si et seulement si T admet la même factorisation. Tout

ça, est sous la supposition que {gu}u∈∇T est latticiellement borné. Sans cette condition

l’équivalence est généralement fausse.

Dans le troisième chapitre on va généraliser des théorèmes de factorisation dû à [Pis96]

du cas linéaire pour les opérateurs sous-linéaires. Pour cela on utilisera la Proposition

3.2.5 qui suit dû à [BM01] et le théorème de Lebesgue-Radon-Nikodym et le fait que

l’espace des mesures réelles soit un espace complètement réticulé.
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Chapitre 1

Espace de Riesz et opérateurs non

linéaires

Ce chapitre contient trois sections. La section concerne les espace de Riesz et Ba-

nach quasi-réticulés. Dans la deuxième section on étudiera les opérateurs sous linéaires

et quelques propriétés, puis l’extension du théorème Hahn-Banach aux opérateurs sous

linéaires. là dont la troisième section nous allons donner la définition d’opérateur quasi-

linéaire après on citera la relation entre les opérateurs linéaires et les opérateurs sous-

linéaires.
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1.1 Espaces de Riesz

Définition 1.1.1

Un espace vectoriel réel X est partiellement ordonné par un ordre partiel noté par ≤ est

un espace vectoriel ordonnée (ou espace de Riesz) si

x ≤ y implique x+ z ≤ y + z pou tout z ∈ X,

x ≥ 0 implique αx ≥ 0 pour tout α ∈ R+.

Notation

Soit X un espace de Riesz.

1- On note par X+ = {x ∈ X : x ≥ 0}. Un élément x de X est positif si x ∈ X+.ensemble

X+est appelé cône positif de X.Il vérifie les propriétés suivantes :

a) x ∈ X+, y ∈ X+ implique x+ y ∈ X+.

b) x ∈ X+ implique αx ∈ X+ pour tout réel α ≥ 0.

c) x ∈ X+,−x ∈ X+ implique x = 0.

2- La borne supérieur d’un ensemble à deux éléments est notée par sup {x, y} et la

borne inférieure à deux éléments est notée inf {x, y} .pour tout x ∈ X on peut écrire

x+ = sup {x, 0} , x− = inf {x, 0} , donc |x| = sup {x,−x} dans ce cas x = x+ − x−

et |x| = x+ + x−on a aussi

a) 0 ≤ x+ ≤ |x| et 0 ≤ x− ≤ |x| d’où −x− ≤ x− ≤ x+.

b) x ≤ y si seulement si x+ ≤ y+ et y− ≤ x−.

c) inf {|x| , |y|} = 0⇔ |x+ y| = |x− y| .

d) sup {|x| , |y|} = 1
2
{|x+ y|+ |x− y|} et sup {|x| , |y|} = 1

2
{|x+ y| − |x− y|}

Définitions 1.1.2

Un sous ensemble A de X est dit borné pour l’ordre (ou simplement borné) s’il existe un

élément y dans X tel que x ≤ y pour tout x ∈ A dans ce cas y est appelé majorant de

A.

Définitions 1.1.3

Soit X un de espace de Banach réel partiellement ordonné X est un espace réticulé (resp.

7



complètement réticulé) si, X est réticulé (resp. complètement réticulé) et ∀x ∈ X ‖|x|‖ = ‖x‖ ,

∀x, y ∈ X |x| ≤ |y| =⇒ ‖x‖ ≤ ‖y‖ .

Exemple 1.1.4

L’espace vectoriel C(K) des fonctions définies et continues sur un compact K a valeurs

réelles est un espace de Banach réticulé muni de l’ordre partiel défini par

f ≤ g ⇔ f(x) ≤ g(x) pour tout x ∈ K.

Dans ce cas : sup(f, g)(x) = max(f(x), g(x)) et inf(f, g)(x) = min(f(x), g(x)).

L’espace Lp (1 ≤ p ≤ ∞) est un espace de Banach complètement réticulé.

Définition 1.1.5 (Rappel sur les cônes)

Soit X un espace vectoriel réel. On dira que K est un cône dans X si,

∀ λ > 0 λK ⊂ K

_Si 0 ∈ K, on dira que K est pointé.

_Si K ne contient pas de sous-espaces de dimensions un, on dira que K est un cône

saillant.

_Si K est convexe, on dira que K est un cône convexe.

Remarque 1.1.6

Un ensemble K de X est convexe, si et seulement si λK ⊂ K pour tout λ > 0 et

K + K ⊂ K. Dans ce cas le sous-espace engendré par K est le même que l’ensemble

K − K. Si le cône K est convexe et pointé, K ∩ (−K) est le plus grand sous espace

contenu dans K. Le cône est convexe et saillant si K ∩ (−K) = 0.

SoitX un espace partiellement ordonné, l’ensemble des éléments positifsK = {x : x ∈ X , x ≥ 0}
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est un cône saillant, pointé et convexe.

Inversement, soit K un cône convexe d’un espace de Banach X. On définit un ordre

partiel sur X comme suit :

∀x, y ∈ X, x ≤ y ⇐⇒ x− y ∈ K.

Muni de cet ordre X est partiellement ordonné.

On note en général, K par

X+ = {x ∈ X : x ≥ 0} .

Notations.

Pour un élément x de X espace de Banach réticulé, on pose x+ = x∨0 et x− = −(x∧0).

Evidement x = x+ − x− ( X = K −K ).

Remarques 1.1.7

1) Soit X un espace de Banach réticulé. X∗ peut être équipé d’un ordre partiel en

définissant X∗+ par

X∗+ = {ξ ∈ X∗ : ξ (x) = 〈ξ, x〉 ≥ 0,∀x ∈ X+} .

2) X+ −X+ = le sous-espace de X engendré par X+.

Proposition 1.1.8 [LT96]

Le dual X∗ d’un espace de Banach réticulé X est un espace complètement réticulé muni

l’ordre naturel

x∗1 ≤ x∗2 ⇔ 〈x∗1, x〉 ≤ 〈x∗2, x〉, ∀x ∈ X+

où 〈., .〉 indique le crochet de dualité.

Preuve.

Car le cône positif dans X∗ est défini par

9



x? ≥ 0⇐⇒ x∗ (x) ≥ 0 pour tout x ≥ 0 dans X.

Dans ce cas il est facile de vérifier que pour tout x∗, y∗ dans X∗ et pour tout x ≥ 0, on a

(x∗ ∨ y∗) (x) = sup {x∗ (u) + y∗ (x− u) : 0 ≤ u ≤ x}

et

(x∗ ∧ y∗) (x) = inf {x∗ (v) + y∗ (x− v) : 0 ≤ v ≤ x} .

Pour plus de détails voir [LT96 p. 3] .

1.1.1 Les quasi-Banach réels

Dans cette section, nous donnons des définitions élémentaires et fondamental propriétés

sur le quasi - Banach

Définition .1.1.9

Une quasi-norme sur un espace vectoriel réel X est une fonction x −→ ‖x‖ de X dans

R+ qui vérifie

(a) ‖x‖ > 0 pour tout x 6= 0.

(b) ‖tx‖ = |t| ‖x‖ pour tout t ∈ R et x ∈ X.

(c) ∃CX ≥ 1 telle que ‖x+ y‖ ≤ CX(‖x‖+ ‖y‖) pour tout x, y ∈ X.
La constante CX est appelée le module de concavité de la quasi-norme ‖.‖ (si =1 c’est la

définition de la norme habituelle).

Un quasi-Banach réel est un espace vectoriel réel maîtrisable et complet dont la topologie

est donnée par une quasi-norme. Si, de plus X est réticulé (resp. complètement réti-

culé) et ‖x‖ ≤ ‖y‖ quand |x| ≤ |y|, on dira que X est un quasi-Banach réticulé (resp.

quasi-Banach complètement réticulé). Notons que ceci implique que pour tout x ∈ X les

éléments x et |x| ont la même quasi-norme. Pour plus de détails voir [Zaa97] et [LT96].

Remarque
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Si (c) est remplacée par (c)′ ‖x+ y‖p ≤ ‖x‖p + ‖y‖p pour tout x, y ∈ X et pour un p

fixé dans ]0, 1], alors ‖.‖ est dite une p−norme sur X. Notons que la 1−norme est la

norme usuelle. Un espace de Banach quasi-normé est isomorphe à un espace de Banach

si et seulement si, il est localement convexe. Tout p−normé est un espace quasi-normé

avec C = 2
1
p
−1. Aussi, pour tout quasi- Banach X il existe 0 < p < 1 et une équivalente

p−norme satisfaisant

‖x+ y‖p ≤ ‖x‖p + ‖y‖

pour tout x, y ∈ X.

Si ‖|.|‖ dénote la quasi-norme originale sur X avec la constante C dans l’inégalité quasi-

triangulaire, alors la p−norme (C = 2
1
p
−1) peut être définie comme suit

‖x‖ = inf


(

n∑
i=1

‖|xi|‖p
) 1

p

: n > 0, x =
n∑
i=1

xi

 .

Cette assertation est dûe à Aoki et Rolewicz (voir [KPR84]).

1.2 Caractérisation des opérateurs non linéaires

Dans cette section, nous allons donner les définitions (sous-linéaires et quasi linéaires)

et Sous différentiel d’un opérateur sous-linéaire et quelques propriétés.

1.2.1 Les opérateurs sous-linéaires

Définition 1.2.1 (opérateur sous-linéaire)

Soit T une application d’un espace de Banach X dans un espace réticulé Y. On dira que T

est sous-linéaire si,

 ∀α ∈ R, ∀x ∈ X T (αx) = αT (x) (i.e, positivement homogène),

∀x, y ∈ X T (x+ y) ≤ T (x) + T (y). (i.e, sous-additive).
La somme de deux opérateur sous-linéaires est un opérateur sous-linéaire et la multipli-

cation par un nombre positif est aussi un opérateur sous-linéaire.
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Notation

L(X, Y ) = {applications linéaires u : X → Y } ,

SL(X, Y ) = {applications sous-linéaires T : X → Y } , .

On muni SL(X, Y ) de l’ordre induit par

T1 ≤ T2 ⇔ T1(x) ≤ T2(x), ∀x ∈ X. (1.1)

Comme conséquence immédiate

u ≤ T ⇔ −T (−x) ≤ u(x) ≤ T (x), ∀x ∈ X (1.2)

car

u ≤ T ⇔ u(x) ≤ T (x), ∀x ∈ X,

⇔ u(−x) ≤ T (−x), ∀x ∈ X,

⇔ −u(x) ≤ T (−x), ∀x ∈ X,

⇔ u(x) ≥ −T (−x), ∀x ∈ X.

Définition 1.2.2

Soit T ∈ SL(X, Y ).On dira que T est symétrique si pour tout x dans X, T (x) = T (−x)

et si X est réticulé, T est croissant si pour tout x, y dans X.

x ≤ y =⇒ T (x) ≤ T (y).

Remarque 1.2.3

1) Soit T un opérateur sous-linéaire symétrique entre espaces réticulés X et Y . Alors

T ≥ 0.
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En effet, soit x dans X

0 = T (x− x)

≤ T (x) + T (−x)

≤ T (x) + T (x)

≤ 2T (x)

(La réciproque est fausse même si T est croissant).

1.2.2 Sous différentiel d’un opérateur sous-linéaire

Définition 1.2.4

Soient X, Y deux espaces vectoriels dont Y réticulé et T dans SL(X, Y ). On appe elle

sous différentiel de T , l’ensemble

∇T = {u ∈ L(X, Y ) : u ≤ T (i.e, ∀x ∈ X, u(x) ≤ T (x))}

Théorème 1.2.5

Soit T un opérateur sous-linéaire entre X un espace de Banach et Y un espace de réticulé.

Alors, ∇T est convexe.

Preuve.

Soient u1, u2 ∈ ∇T, λ ∈ [0, 1] et x ∈ X.

((1− λ)u1 + λu2)(x) = (1− λ)u1(x) + λu2(x)

≤ (1− λ)T (x) + λT (x) (car u(x) ≤ T (x))

≤ T (x).

D’où

((1− λ)u1 + λu2) ∈ ∇T
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Donc ∇T est conexe.

1.2.3 Les proprietés des opérateurs sous-linéaires

Nous donnerons dans ce paragraphe quelques propriétés que nous aurons besoin pour

le chapitre II et III

Proposition 1.2.6

Soient X, Y deux espaces vectoriels dont Y réticulé et T ∈ SL(X, Y ). Alors,

∀λ ∈ R, ∀x ∈ X, λT (x) ≤ T (λx). (1.3)

Preuve.

Soit λ ∈ R, et x ∈ X.

Si λ ≥ 0 on a

λT (x) = T (λx) ≤ T (λx),

Si λ ≤ 0, on

λT (x) = −(−T (x)) = −T (−λx)

et

T (λx− λx) = 0 ≤ T (λx) + T (−λx) =⇒ −T (−λx) ≤ T (λx)

Finalement,

λT (x) ≤ T (λx).

Proposition 1.2.7

Soient X, Y et Z, trois espaces vectoriels dont Y et Z réticulés

a) ∀T (x) ∈ SL(X, Y ) et ∀u(x) ∈ L(Y, Z) (positif) =⇒ u ◦ T ∈ SL(X,Z).

b) ∀u(x) ∈ L(X, Y ) et ∀T (x) ∈ SL(Y, Z) =⇒ T ◦ u ∈ SL(X,Z).

c) ∀T (x) ∈ SL(X, Y ) et ∀S(x) ∈ SL(X, Y ) (croissant) =⇒ S ◦ T ∈ SL(X,Z).

Preuve.

Si u est opérateur linéaire et positif, alors u est croissant.
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En effet, soit u un opérateur linéaire et positif, x, y ∈ X tel que x ≥ y. On a

x− y ≥ 0 =⇒ u(x− y) ≥ 0

puisque

u(x− y) = u(x)− u(y) ≥ 0 =⇒ u(x) ≥ u(y).

Donc u est croissant.

a) Soient x, y ∈ X. Alors,

u ◦ T (x+ y) = u(T (x+ y)),

≤ u(T (x) + T (y)) car u positif

≤ u ◦ T (x) + u ◦ T (y).

Soit λ ∈ R+ et x ∈ X.

u ◦ T (λx) = u(T (λx)) = u(λT (x)),

= λ(u ◦ T )(x).

Dans

u ◦ T ∈ SL(X,Z).

b) Soient x, y ∈ X

T ◦ u(x+ y) = T (u(x+ y))

= T (u(x) + u(y))

≤ T ◦ u(x) + T ◦ u(y)

Soit λ ∈ R+ et x ∈ X

T ◦ u(λx) = T (u(λx)) = λT ◦ u(x)
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Donc

T ◦ u ∈ SL(X,Z).

c) Partiel que b).

Proposition 1.2.8.

Soit T un opérateur sous-linéaire d’un espace de Banach X dans un espace de Banach

réticulé Y . Alors, les propriétés suivant sont équivalentes :

1 - T continu,

2 - T continu en 0,

3 - il existe C > 0 telle que ∀x ∈ X, ‖T (x)‖ ≤ C ‖x‖ .

Dans ce cas on dira que T est borné et on pose

‖T‖ = sup
‖x‖=1

{
‖T (x)‖ : ‖x‖Bx = 1

}
.

Preuve.

1 ) =⇒ 2 ). Evidente.

2 ) =⇒ 1 ). Soit T un opérateur sous-linéaire continu en 0, donc

∃η > 0 ∀x( 6= 0) ∈ X, ‖x‖ ≤ η =⇒ ‖T (x)‖ ≤ 1

Posant y = x
‖x‖η. Alors

‖T (y)‖ ≤ 1

donc

‖T (x)‖ ≤ 1

η
‖x‖

d’où 3 ).

3 ) =⇒ 1 ) Supposons qu’il existe C > 0 telle que

∀x ∈ X, ‖T (x)‖ ≤ C ‖x‖ .
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Soit x0 dans X. On a

T (x) = T (x+ x0 − x0) ≤ T (x− x0) + T (x0) =⇒ T (x)− T (x0) ≤ T (x− x0).

et

T (x0) = T (x0 + x− x) ≤ T (x0 − x) + T (x) =⇒ T (x0)− T (x) ≤ T (x0 − x).

Donc pour tout x dans X on a

|T (x)− T (x0)| ≤ sup {T (x− x0), T (x0 − x)}

≤ |T (x− x0)|+ |T (x0 − x)|

d’où

‖|T (x)− T (x0)|‖ ≤ ‖T (x)− T (x0)‖

≤ ‖T (x0 + x)‖+ ‖T (x− x0)‖

≤ 2C ‖x− x0‖ .

Dans T est continu.

On note par

SB(X, Y ) = {T :→ Y sous-linéaires bornés} ,

B(X, Y ) = {T :→ Y linéaires bornés} .

Proposition 1.2.9

Soit T un opérateur sous-linéaire borné entre X un espace de Banach et Y un espace de

Banach réticulé.

1 ) Pour tout x dans X, on pose
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ϕ(x) = sup {T (x), T (−x)} .

Alors, ϕ est un opérateur sous linéaire symétrique. De plus,

|T | ≤ ϕ et ‖ϕ‖ ≤ ‖T (x)‖+ ‖T (−x)‖ .

2 ) Pour tout (αi)
n
i=1 ⊂ R, on a

T (

n∑
i=1

αixi) ≤
n∑
i=1

|αi|ϕ(xi).

De plus

∥∥∥∥∥T (
n∑
i=1

αixi)

∥∥∥∥∥ ≤
n∑
i=1

|αi| ‖ϕ(xi)‖ .

Preuve.

1 ) Il est claire que ϕ est un opérateur sous-linéaire symétrique, donc positive.

Soit x dans X. On a,

|T (x)| = sup {T (x),−T (x)} ,

≤ sup {T (x), T (−x)} = ϕ(x). (d’après (1.1))

Concernant l’inégalité des normes on a

‖T (x)‖ ≤ ‖ϕ(x)‖

≤ ‖sup {T (x), T (−x)}‖ ,

≤ ‖T (x)‖+ ‖T (−x)‖ .

2 ) Pour tout i ∈ {1, ..., n} , en écrit αi = α+
i + α−i tels que α

+
i , α

−
i ∈ R+, dans ce cas, on

a
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T (
n∑
i=1

αixi) = T (

n∑
i=1

(α+
i − α−i )xi),

≤ T (

n∑
i=1

α+
i xi) + T (

n∑
i=1

α−i (−xi)

≤
n∑
i=1

α+
i T (xi) +

n∑
i=1

α−i T (−xi)

≤
n∑
i=1

(α+
i + α−i ) sup {T (xi), T (−xi)}

=
n∑
i=1

|αi|ϕ(xi).

D’autre, parte on a

−T (
n∑
i=1

αixi) ≤ T (
n∑
i=1

αi(−xi)) ≤
n∑
i=1

|αi|ϕ(xi),

Donc ∣∣∣∣∣T (
n∑
i=1

αixi)

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
i=1

|αi|ϕ(xi).

En prenant la norme des deux côtés, on obtient

∥∥∥∥∥T (
n∑
i=1

αixi)

∥∥∥∥∥ ≤
n∑
i=1

|αi| ‖ϕ(xi)‖ .

1.3 Les opérateurs quasi- linéaires

Dans cette section, nous allons donner la définition d’opérateur quasi-linéaire et

quelques remarques sur cette classe d’opérateurs.

Définition 1.3.1 (opérateur quasi-linéaire)

Un opérateur T d’un espace de Banach X dans un Banach réticulé Y est dit quasi-linéaire

si pour tout x, y dans X et λ dans R, on a
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 ∀α ∈ R, ∀x ∈ X |T (αx)| = |α| |T (x)| ,

∀x, y ∈ X |T (x+ y)| ≤ |T (x)|+ |T (y)| .
On note par

QL(X, Y ) = {applications quasi-linéaires T : X → Y } .

Exemple

Tout application linéaire est une application quasi linéaire.

Remarque 1.3.2

1 ) Soit T un opérateur quasi-linéaire. Si on pose ϕ(x) = |T (x)| alors ϕ est un opérateur

sous -linéaire symétrique.

2 ) En général la somme de deux opérateurs quasi-linéaire n’est pas quasi-linéaire. Mais

la multiplication par un scalaire est un quasi-linéaire.

Proposition 1.3.3

Soit T opérateur quasi-linéaire d’un espace de Banach X dans un espace de Banach

complètement (quasi) réticulé Y. Alors, pour tout x dans X il existe ux ∈ L(X, Y ) tel que,

|T (x)| = |ux(x)| , (i.e, le sup atteint, |T (x)| = sup {|ux(x)| :ux ∈ L(X, Y ), |ux| ≤ |T |} .

Preuve.

On a ϕ (x) = |T (x)| qu’est un opérateur sous-linéaire symétrique pour tout x dans X il

existe ux ∈ L(X, Y ) tel que, |T (x)| = ux(x). On a aussi |T (−x)| = u−x(−x) qui implique

|T (x)| = −u−x(x) par la symétrisation de ϕ. On déduire que

|T (x)| = sup{|u(x)| : ux ∈ L(X, Y ), |ux| ≤ |T |}.

Remarquons que

‖T (x)‖ = sup
u∈∇|T |

‖u(x)‖ .
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1.4 Extention du théorème de Hahn-Banach aux opé-

rateurs sous-linéaires

Dans cette section Nous donnons le théorème de Hahn-Banach généralisé aux opéra-

teurs sous-linéaires. Pour la démonstration on trouvera une dans [Zaa 97, p. 244].

Théorème 1.4.1(théorème de Hahn-Banach)

Soit X, Y deux espace vectoriel dont Y complètement réticulé, T ∈ SL(X, Y ) et X0 un

sous - espace vectoriel de X . Soit u dans L(X0, Y ) tel que u ≤ T. Alors , u se prolonge

en un opérateur linéaire ũ ∈ L(X, Y ) tel que ũ ≤ T.

Comme corollaire immédiat.

Corollaire 1.4.2

Soient X, Y deux espaces vectoriels dont Y complètement réticulé. Soit T : X → Y un

opérateur sous-linéaire. Alors,

pour tout x dans X il existe ux ∈ ∇T tel que

T (x) = ux(x) (ie., T (x) = sup
u∈∇T (x)

u(x). (1.4)

Preuve.

Soit x dans X. On pose

ux : Rx→ Y

λx 7−→ ux(λx) = λT (x)

L’opérateur ux est linéaire sur X0 = Rx et ux(λx) = λT (x) ≤ λT (x) (Proposition 1.2.1)

donc d’après le théorème de Hahn-Banach, il se prolonge en un opérateur noté encore ux

∈ ∇T et T (x) = ux(x).

Remarque 1.4.3

On note par ∇T l’ensemble des opérateurs linéaires u : X −→ Y tels que u(x) ≤ T (x)

pour tout x dans X. On a d’après ce qui précède que ∇T est non vide si Y est un espace
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complètement réticulé. Si Y est simplement un réticulé. Alors, ∇T est en générale vide

(voir [Lin92]).

Proposition 1.4.4 [Palu80]

Soient X, Y deux espace vectoriel dont Y réticulé, T ∈ SL(X, Y ) et X0 un sous espace

vectorielle de X. Soit u dans L(X0, Y ) tel que u ≤ T. Alors, ∃T̃ : X → Y sous linéaire tel que ,

T̃�X0 = u et T̃ ≤ T.

1.5 Rerlation enter les opérateurs linéaires et sous-

linéaire

Théorème 1.5.1[MT04]

Soient X, Y deux espaces de Banach dont Y complètement réticulé et T : X → Y un

opérateur sous-linéaire continu. Alors,

a) ‖T‖ ≤ sup
u∈∇T

‖u‖ ≤ 2 ‖T‖ .

b) ∀x ∈ X, ‖T (x)‖ ≤ sup
u∈∇T

‖u(x)‖ ≤ ‖T (x)‖+ ‖T (−x)‖ .

Preuve.

a) Soit x dans X et u dans ∇T . On a,

|u(x)| ≤ sup {|T (x)| , |T (−x)|}

ce qui donne

|u(x)| ≤ |T (x)|+ |T (−x)| .

donc

‖u‖ ≤ 2 ‖T‖

et par conséquent

sup
u∈∇T

‖u‖ ≤ 2 ‖T‖ .
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Dans l’autre sens et d’après le corollaire 1.4.2, on a

∀x ∈ X ∃ux ∈ ∇T tel que T (x) = ux(x).

D’où

‖T (x)‖ = ‖ux(x)‖ ≤ ‖ux‖ ‖x‖ ≤ sup
u∈∇T

‖u‖ ‖x‖

et donc

‖T‖ ≤ sup
u∈∇T

‖u‖ .

b) Soit x dans X. On a d’une part,

‖T (x)‖ = ‖ux(x)‖ ≤ sup
u∈∇T

‖u(x)‖

et

‖T (−x)‖ = ‖u−x(−x)‖ ≤ sup
u∈∇T

‖u(x)‖

d’où

sup {‖T (x)‖ , ‖T (−x)‖} ≤ sup
u∈∇T

‖u(x)‖

et d’autre pater on a,

|u(x)| ≤ sup {|T (x)| , |T (−x)|}

≤ |T (x)|+ |T (−x)|

ce que implique

‖u(x)‖ ≤ ‖|T (x)|+ |T (−x)|‖

≤ ‖T (x)‖+ ‖T (−x)‖
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d’où

sup
u∈∇T

‖u(x)‖ ≤ ‖T (x)‖+ ‖T (−x)‖ .

Corollaire 1.5.2

a)Soit T : X −→ Y est un opérateur sous-lineare entre deux l’espaces de Banach et

complètes (quasi-Banach), Alors les propriétés suivantes sont équivalentes

T est borné ⇔ ∀u ∈ ∇T , u est borné

b) Aussi si T est symétrique, on a


‖T (x)‖ = sup

u∈∇T
‖u(x)‖ ∀x ∈ X,

‖T‖ = sup
u∈∇T

‖u‖
(1.5)

1.6 Rappelle et théorèmes de bases

Défintion 1.6.1

Soient X un espace de Banach réticulé, f une fonction d’une partie A de X dans R, on

dira que f est semi continue inférieurement ( s.c.i) si epi (f) fermé (resp. semi continue

supérieurement (s.c.s) si epistrict (f) ouvert). Où

epi (f) = {(x, λ) ∈ X × R , f (x) ≤ λ}

epistrict (f) = {(x, λ) ∈ X × R , f (x) < λ} .

Défintion 1.6.2

Soit A une partie d’un espace de Banach X. A convexe si et seulement si ∀t ∈ [0, 1] , f :

(x, y) −→ tx+ (1− t)y

est continue de X2 dans X ou f(A× A) ⊂ A.

Lemme 1.6.3 [Mau74]
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Soit K un convexe compact d’un espace localement compact, convexe et séparé, K un

ensemble convexe de fonctions s.c.s sur K ne prenant pas la valeur +∞. On suppose

que

a) ∀f ∈ K, f est concave,

b) ∀f ∈ K, ∃x ∈ K, f(x) > 0.

Alors, il existe un point x0 ∈ K tel que f(x0) ≥ 0, ∀f ∈ K.

Théorème 1.6.4 [Mau74]

Soient p, q, r trois nombres reéls où 0 < p ≤ q ≤ +∞ tels que 1
p

= 1
q

+ 1
r
, (Ω, µ) un espace

mesuré, I un ensemble d’indices {fi}i∈I une famille d’éléments de Lp (Ω, µ) .

Les conditions suivantes sont équivalentes.

1) ∀(αi) ∈ R(I)

(

∫
Ω

(
∑
i∈I
|αifi (ω)|q)

p
q dµ (ω))

1
p ≤ C(

∑
i∈I
|αi|q)

1
q .

2) Il existe une fonction g telle que

∫
Ω

|g|r dµ(w) ≤ 1

et

∀i ∈ I,
∫

Ω

∣∣∣∣fig
∣∣∣∣q dµ(w) ≤ C

(avec la convention 0
0

= 0).

Remarque 1.6.5

Supposons que la famille (fi)i∈I vérifie l’hypothèse

∑
i∈I
|αi|q < +∞⇒

∫
(
∑
i∈I
|αifi(ω)|q)

p
q dµ(ω) < +∞.
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On a alors une application linéaire α :

lq(I) −→ Lp(Ω, µ, lq(I))

(αi) 7−→ (αifi(ω)).

Qui est continu par le théorème du graphe fermé, il existe donc une constante C telle que

(

∫
Ω

(
∑
i∈I
|αifi(ω)|q)

p
q dµ(ω)))

1
p ≤ C(

∑
i∈I
|αi|q)

1
q .

Et on peut maintenant appliquer le théorème 1.6.4

Si on prendra pour ensemble d’indices I la boule unité de X et on posera fx = u(x), on

déduit immédiatement de théorème 1.6.4 le théorème suivant qui consiste en la condition

nécessaire et suffi sante de la factorisation annoncée.

Théorème 1.6.6 [Mau74]

Soient Xun espace de Banach, (Ω, µ) un espace mesuré, u un opérateur linéaire de X

dans Lp(Ω, µ), 0 < p ≤ q ≤ ∞ et 1
p

= 1
q

+ 1
r
. Alors, les propriétés suivantes sont

équivalentes.

a) Il existe une constante C positive finie telle que pour toute suite finie (xi)1≤i≤n dans

X, on a

(

∫
Ω

[ ∑
1≤i≤n

|u(xi)|q
] p
q

dµ(w))
1
p ≤ C

[ ∑
1≤i≤n

‖xi‖qX

] 1
q

. (1.6)

b) Il existe une fonction g dans BLr(Ω,µ) telle que pour tout x dans X, on a

(

∫
Ω

∣∣∣∣u(x)

g

∣∣∣∣q dµ(w))
1
q ≤ C ‖x‖X .

c) Il existe une fonction g dans BLr(Ω,µ) et v ∈ L(X,Lq(Ω, µ)), ‖v‖ ≤ C telle que

u = Tgov.
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X
u−→ Lp(Ω, µ)

v ↘ ↗Tg

Lq(Ω, µ) .

Corollaire 1.6.7 [Mau74]

Soient (Φ, λ), (Ω, µ) deux espace mesurés quelconques, p, q deux nombres réels tels que

0 < p ≤ q ≤ +∞, q ≥ 1. Soit u : Lq(Φ, λ) −→ Lp(Ω, µ) un opérateur linéaire continu et

positif. Alors, u se factorise par Lq(Ω, µ).

Théorème 1.6.8 [Mau74]

Soient p, q, r ∈ R tels que 0 < p ≤ q ≤ +∞ et 1
p

= 1
q

+ 1
r
, (Ω, µ) un espace mesuré, I un

ensemble d’indices et {fi}i∈I ⊂ Lq(Ω, µ).Alors, les conditions suivantes sont équivalentes.

1) Il existe est une fonction mesurable g dans BLr(Ω,µ) telle que

∀i ∈ I,
∫

Ω

|gfi|p (w)dµ(w) ≥ 1.

2) Pour toute {αi}i∈I dans R(I) il existe une constante finie C telle que

(
∑
i∈I
|αi|p)

1
p ≤ C(

∫
Ω

(
∑
i∈I
|αifi(w)|p)

q
pdµ(w))

1
q .
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Chapitre 2

Factorisation des opérateures sous

linéaires par Lp

Les travaux de Cette première publication se situent dans le cadre du développement

de quelques théorèmes de factorisations dans le cas sous linéaire. En effet Soient 0 ≤

p ≤ q ≤ +∞. Soit T un opérateur sous-linéaire borné d’un espace de Banach X dans un

Lp(Ω, µ) et soit ∇T (l’ensemble des opérateurs linéaires inférieurs ou égales à T ). Dans

cette section nous montrerons le suivre.Soit C une constante positive. Pour tout u dans

∇T , Cpq ≤ C (i .e., u admet la factorisation de la forme

X
ũ−→ Lq(Ω, µ)

Mgu−→ Lp(Ω, µ)

où ũ est un opérateur linéaire borné et ‖ũ‖ ≤ C, Mgu c’est l’opérateur borné de mul-

tiplication par Mgu qui est dans BL+
r (Ω,µ)

(
1
p

= 1
q

+ 1
r

)
, u = Mgu ◦ ũ et Cpq(u) est la

constante de la q−convexité de u) si et seulement si T admet la même factorisation. Tout

ça, est sous la supposition que {gu}u∈∇T est latticiellement borné. Sans cette condition

l’équivalence est généralement fausse.
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2.1 Les espaces de Lebesgue Lp(Ω)

Dans cette section nous allons donner quelques définitions et propriétés de bases qui

concernant les espaces de Lebesgue Lp(Ω).

Définition 2.1.1 (espace mesuré)

Soit (Ω,M) un espace mesurable, muni d’une tribu M des parties de Ω. On appelle

mesure sur Ω une application µ : M −→ R̄+ vérifiant

1 ) µ(∅) = 0

2 ) µ est σ−additive c-à-d.(∀(An)n∈N, µ(∪
n∈NAn) =

∑
n∈N

µ(An) ∀i 6= j : Ai ∩ Aj = ∅).

Définition 2.1.2

Soit 0 < p < ∞. Soient (Ω,M, µ) un espace mesuré et f est une fonction mesurable

définie f : Ω→ R. On dite que La fonction f est p−intégrable si

∫
|f |p dµ <∞.

Définition 2.1.3

Soit p ∈ R avec 0 < p <∞, on pose

Lp(Ω) = {f : Ω→ R ; f mesurable et p− intégrable}

on note

‖f‖Lp(Ω) =

∫
Ω

|f |p dµ

 1
p

. (2.1)

Définition 2.1.4

On pose

L∞(Ω) = {f : Ω→ R ; f mesurable et ∃ une constante C telle |f (x)| ≤ C p.p sur Ω} .

On note

‖f‖L∞(Ω) = inf {C; |f (x)| ≤ C p.p sur Ω} . (2.2)
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On vérifiera ultérieurement que ‖.‖Lp est une norme.

Remarque 2.1.5

Si f ∈ L∞(Ω) on a

|f(x)| ≤ ‖f‖L∞(Ω) p.p sur Ω

Proposition 2.1.6 (Inégalité de Hölder)

Soient f ∈ Lp et g ∈ Lq avec1 ≤ p ≤ ∞ alors fg ∈ L1 tell que 1
p

+ 1
q

= 1

‖fg‖L1 ≤‖f‖Lp ‖g‖Lq .

Preuve.

La conclusion est évidente si p = 1 ou p =∞. supposons donc que 1 < p <∞. l’inégalité

de Young

ab ≤ 1

p
ap +

1

q
bq

La démenstration cette ingalité est évidente : la fonction log étant concave sur R∗+ on a

log

(
1

p
ap +

1

q
bq
)
≥ log(ab)

donc

|f(x)| |g(x)| ≤ 1

p
|f(x)|p +

1

q
|g(x)|q p.p x ∈ Ω

il en résulte que fg ∈ L1 et que

‖fg‖L1 ≤
1

p
‖f‖pLp +

1

q
‖g‖qLq .

Remplaçant dans cette l’inégalité f par λf (λ > 0) il vient que

‖fg‖L1 ≤
λp−1

p
‖f‖pLp +

1

λq
‖g‖qLq .
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On choisit λ = ‖f‖−1
Lp ‖g‖

q
p

Lq .On obtient alors l’inégalité de Hölder.

Proposition 2.1.7 (Inégalité de Hölder généralisée)

Soient f ∈ Lp et g ∈ Lq, avec 1 ≤ p, q, r ≤ ∞. tell que 1
r

= 1
p

+ 1
q

‖fg‖Lr ≤ ‖f‖Lp ‖g‖Lq . (2.3)

Preuve.

Soit 1
r

= 1
p

+ 1
q
ce implique 1 = 1

p
r

+ 1
q
r
, telle que p

r
≥ 1 et q

r
≥ 1.D’après l’inégalité de

Hölder alors ∫
|fg|r dµ ≤

(∫
|f |p dµ

) p
r
(∫
|g|q dµ

) q
r

ce que donne

‖fg‖Lr ≤ ‖f‖Lp ‖g‖Lq .

Proposition 2.1.8 (Inégalité de de Minkowski)

Soient f, g ∈ Lp avec 1 ≤ p ≤ ∞

‖f + g‖Lp ≤ ‖f‖Lp + ‖g‖Lp

Preuve.

Le cas p = 1 immédiate. il reste donc de montrer le résultat pour p > 1. On peut supposer

que ‖f + g‖Lp 6= 0. On remarque que

‖f + g‖p
Lp

=

∫
|f + g|p−1 |f + g| ≤

∫
|f + g|p−1 |f |+

∫
|f + g|p−1 |g|

Or |f + g|p−1 ∈ Lp. On peut donc appliquer l’inégalité de Hölder, elle donne

‖f + g‖pLp ≤ ‖f + g‖p−1
Lp ‖f‖Lp + ‖f + g‖p−1

Lp ‖f‖Lp

‖f + g‖Lp ≤ ‖f‖Lp + ‖g‖Lp .
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Théorème 2.1.9 (Fischer-Riesz)

Lp est un espace de Banach pour tout 1 ≤ p ≤ ∞.

2.2 Opérateurs sous-linéaires p−convexes, q−concaves

Dans cette section on donne la généralisation de la notion d’opérateurs p−convexes et

q−concaves aux opérateurs sous-linéaires .

Définition 2.2.1

Soient E un espace de Banach arbitraire, X un espace de Banach réticulé et soit 1 ≤

p ≤ ∞.

(i) Un opérateur sous-linéaire T : E −→ X dit p−convexe s’il existe une constante C

telle que, pour tout n dans N les opérateurs

Tn X(E) −→ X(lnp )

(x1,...,xn) 7−→ (T (x1), ..., T (xn))

sont uniformément bornés par C.

(ii) Un opérateur sous-linéaire T : E −→ X, dont E réticulé est dit p−concave s’il existe

une constante C telle que, pour tout n dans N les opérateurs

Tn X(lnp ) −→ lnp (Y )

(x1,...,xn) 7−→ (T (x1), ..., T (xn))

sont uniformément bornés par C. La plus petite constante C vérifiant ces propriétés sera

notée par Cp(T ) et Cq(T ) respectivement.

Un espace de Banach réticulé X est p−convexe (resp. p−concave) si

idx est p−convexe (resp. p−concave).
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Définition 2.2.2

Soient X un espace de Banach et 0 < p < q ≤ ∞. T un opérateur sous-linéaire T :

X −→ Lp(Ω, µ) est dit p−convexe s’il existe une constante positive C telle que, pour

tout {xi}
1≤i≤n

dans X on a

∥∥∥∥∥∥
(

n∑
i=1

|T (xi)|q
) 1

q

∥∥∥∥∥∥
Lp

≤ C

(
n∑
i=1

‖xi‖qX

) 1
q

si 1 ≤ q ≤ ∞, (2.4)

∥∥∥∥ sup
1≤i≤n

|T (xi)|
∥∥∥∥
Lp

≤ C sup
1≤i≤n

‖xi‖X si p =∞.

La plus petite contante C vérifiant ces inégalités sera note Cp(T ).

Remarque 2.2.3

Tout espace Banach est 1−convexe et∞−concave. La p−convexité et la p−concave pour

1 ≤ p ≤ ∞ sont décroissante et croissante avec p, respectivement .Par exemple Lp pour

1 ≤ p ≤ ∞ est p−convexe et p−concave, et Cp(Lp) = Cq(Lp) = 1.

2.3 Factorisation des opérateurs sous-linéaires de X

dans Lp par Lq

Cette section s’attaque à la factorisation des opérateurs sous-linéaires T dans SB(X,Lp(Ω, µ))

par Lq(Ω, µ) où X un espace de Banach, et 0 < p ≤ ∞ tel que 1
p

= 1
q

+ 1
r
.

Théorème 2.3.1

Soient X un espace de Banach, (Ω, µ) un espace mesuré, T un opérateur sous-linéaire

continu de X dans Lp(Ω, µ) et 0 < p ≤ q ≤ ∞ tel que 1
p

= 1
q

+ 1
r
. Alors, les propriétés

suivantes sont équivalentes
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1 -T est un opérateur sous-linéaire q−convexe et Cpq≤ C ,

∫
Ω

[
n∑
i=1

|T (xi)|q
] q
p

dµ

 1
p

≤ C

[
n∑
i=1

‖xi‖qX

] 1
q

2 - Il existe une fonction g dans B+
Lr(Ω,µ), telle que pour toute x dans X, on a

∫
Ω

∣∣∣∣T (x)

g

∣∣∣∣q dµ
 1

q

≤ C ‖x‖x .

3 - Il existe une fonction g dans B+
Lr(Ω,µ) et S un opérateur sous-linéaire continu de X

dans Lq(Ω, µ), tels que ‖S‖ ≤ C et T = Tg ◦ S.

X
T−→ Lp(Ω, µ)

s↘ ↗Tg

Lq(Ω, µ) .

Preuve.

1 ) =⇒ 2 ). Il suffi t de prendre dans le théorème 1.6.4 l’ensemble {αi = ‖xi‖X}i∈I ∈ RI

où I = {1, .., n} et pour les {fi}1≤i≤n dans L
p(Ω, µ) telles que fi = T

(
xi
‖xi‖X

)
. En effet

∫
Ω

[
n∑
i=1

|T (xi)|q
] qp

dµ(w)


1
p

=

∫
Ω

[
n∑
i=1

∣∣∣∣‖xi‖X T ( xi
‖xi‖X

)∣∣∣∣q
] qp

dµ(w)


1
p

≤ C

[
n∑
i=1

‖xi‖qX

] 1
q

donc il existe g dans B+
Lr(Ω,µ) telle que

∀i ∈ I

∫
Ω

∣∣∣∣∣T ( xi
‖xi‖X

)

g

∣∣∣∣∣
q

dµ(w)

 1
q

≤ C
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ce qui implique que

∀i ∈ I

∫
Ω

∣∣∣∣T (xi)

g

∣∣∣∣q dµ(w)

 1
q

≤ C ‖xi‖X .

Et par conséquent pour tout x dans X, on aura

∀i ∈ I

∫
Ω

∣∣∣∣T (x)

g

∣∣∣∣q dµ(w)

 1
q

≤ C ‖x‖X .

2 ) =⇒ 3 ) Il suffi t la définition de S par S(x) = T (x)
g
.

L’opérateur S est sous-linéaire. En effet, soit x, y dans X

s(x+ y) =
T (x+ y)

g

≤ T (x)

g
+
T (y)

g

≤ S(x) + S(y).

Soit λ ∈ R+

s(λx) =
T (λx)

g

=
λT (x)

g

= λS(x)

et on a bien que T = Tg ◦ S et ‖S‖ =
∥∥∥Tg ∥∥∥ ≤ C (car T est continu ).
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3 ) =⇒ 1 ) On utilisera l’inégalité de Hölder, avec 1
p

= 1
q

+ 1
r
. On obtient

∫
Ω

(
n∑
i=1

|T (xi)|q
) p

q

dµ =

∫
Ω

(
n∑
i=1

|g|q
∣∣∣∣T (xi)

g

∣∣∣∣q
) p

q

dµ(w)


≤

∫
Ω

n∑
i=1

∣∣∣∣T (xi)

g

∣∣∣∣q dµ(w)


p
q
∫

Ω

(|g|q)
r
q

dµ(w)


p
r

≤

∫
Ω

n∑
i=1

∣∣∣∣T (xi)

g

∣∣∣∣q dµ(w)


p
q
∫

Ω

|g|r dµ(w)


p
r

≤ Cp

(
n∑
i=1

‖xi‖qX

) p
q

.

Proposition 2.3.2

Soient T1, T2 deux opérateur sous-linéaire de X un espace de Banach dans Y un quasi-

Banach réticulé. Si ∀x ∈ X, T1 ≤ T2 (au sens de(1.1) ). Alors, il existe une constante

CY ne dépend que de Y telle que

i) |T1(x)| ≤ sup {|T2(x)| , |T2(−x)|} , . (2.5)

ii) ‖T1(x)‖ ≤ CY (‖T2(x)‖+ ‖T2(−x)‖) (2.1)

Preuve.

i) Pour tout x dans X, on a

T1(x) ≤ T2(x)⇐⇒ −T1(x) ≤ T1(−x) ≤ T2(−x).

Ce qui entraîne que

|T1(x)| ≤ sup {|T1(x)| , |T2(−x)|} .
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ii) On a

|T1(x)| ≤ |T2(x)|+ |T2(−x)| ,

donc

‖T1(x)‖ ≤ ‖T2(x)‖+ ‖T2(−x)‖

≤ CY (‖T2(x)‖+ ‖T2(−x)‖) .

( La constante CY apparait si Y est un quasi-Banach réticulé) d’où le résultat annoncé.

Proposition 2.3.3.

Soient X un espace de Banach, (Ω, µ) un espace mesuré, T1, T2 deux opérateur sous-

linéaire continus de X dans Lp(Ω, µ), et 0 < p ≤ q ≤ ∞ tels que 1
p

= 1
q

+ 1
r
. Si T2 se

factorise par Lq(Ω, µ), et T1(x) ≤ T2(x) pour tout x dans X, alors T1 se factorise par

Lq(Ω, µ).

Preuve.

Supposons que T2 se factorise par Lq(Ω, µ). D’après le théorème 2.3.1 il existe une

constante positive finie Cpq telle pour tout n ∈ N et toute suite finie (xi)1≤i≤n dans

X, on a ∫
Ω

[
n∑
i=1

|T2(xi)|q
] p
q

dµ(w)

 1
p

≤ Cpq

[
n∑
i=1

‖xi‖qX

] 1
q

.

D’après la proposition 2.3.2, nous avons pour tout x dans X

|T1(x)| ≤ |T2(x)|+ |T2(−x)| , ∀x ∈ X.

Alors nous avons clairement

(
n∑
i=1

|T1(xi)|q
) 1

q

≤ Cq

(
n∑
i=1

|T2(xi)|q
) 1

q

+

(
n∑
i=1

|T2(−xi)|q
) 1

q

.
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Et par conséquent∥∥∥∥∥∥
(

n∑
i=1

|T1(xi)|q
) 1

q

∥∥∥∥∥∥
p

≤ CqCp

∥∥∥∥∥∥
(

n∑
i=1

|T2(xi)|q
) 1

q

∥∥∥∥∥∥
p

+

∥∥∥∥∥∥
(

n∑
i=1

|T2(−xi)|q
) 1

q

∥∥∥∥∥∥
p

 .

Finalement, et par séquencent pour tout n ∈ N et toute suite finie (xi)1≤i≤n dans X, on

a ∫
Ω

(
n∑
i=1

|T1(xi)|q
) p

q

dµ

 1
p

≤ C1

[
n∑
i=1

‖xi‖qX

] 1
q

où C1 = 2Cpq(T2)CqCp est une constante absolue dépendant que de p et (Cp = CLp = 2
1
p
−1

et Cq = CLq = 2
1
q−1 ). D’après le théorème 2.3.1, on déduit que T1 se factorise par Lq(Ω, µ).

Ce qui termine la démonstration.

Corollaire 2.3.4

Soient X un espace de Banach, (Ω, µ) un espace mesuré, T un opérateur sous-linéaire

continu de X dans Lp(Ω, µ) et 0 ≤ p ≤ q ≤ ∞, tels que 1
p

= 1
q

+ 1
r
. se factorise par

Lq(Ω, µ), alors u se factorise par Lq(Ω, µ) pour tout u dans ∇T.

Question :

Soient p, q, r tels que 0 ≤ p ≤ q ≤ ∞ et 1
p

= 1
q

+ 1
r
. Soient X un espace de Banach, (Ω, µ)

un espace arbitraire de mesure et T : X −→ Lp(Ω, µ) un opérateur sous-linéaire continu.

Supposons que u se factorise par Lq(Ω, µ) dans le sens du théorème 1.6.7 pour tout u

dans ∇T Est-ce-que T se factorise par Lq(Ω, µ) ? Autrement dit est-ce-que la réciproque

du corollaire 2.3.4 est vraie ?

Dans ce dernier théorème et avec la supposition que {gu}u∈∇T est latticllement borné on

donne une réponse positive.

Théorème 2.3.5

Soit T un opérateur sous-linéaire continu de X dans Lp(Ω, µ) qui est un quasi-Banach

réticulé complet. Supposons qu’il existe une positive finie C telle que poir tout u dans

∇T, Cpq ≤ C et {gu}u∈∇T est latticiellement borné dans Lr(Ω, µ) (i.e ∃g0 ∈ L+
r (Ω, µ) :

∀u ∈ ∇T, gu ≤ g0. Donc, T se factorise par Lp(Ω, µ) (comme dans le théorème 2.3.1).
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Preuve.

Il suffi t de prendre T̃ (x) = T (x)
g
où g = g0

‖g0‖ . Donc g0 est dans L+
r (Ω, µ) est par la corollaire

1.4.2

∥∥∥T̃ (x)
∥∥∥ =

∥∥∥∥T (x)

g

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥ux(x)

g

∥∥∥∥
≤ ‖g0‖

∥∥∥∥ux(x)

g0

∥∥∥∥
≤ ‖g0‖

∥∥∥∥ux(x)

gux

∥∥∥∥
≤ C ‖g0‖ .

Et cela complète la preuve.

Remarque 2.3.6

Sans la condition additionnelle, ce théorème n’est pas vrai en général. On va le montrer

avec un contre exemple. Prenons comme espace mesuré (Ω, µ) le tors T = R/2πZ, équipé

de la mesure invariante dθ. Soit X l’espace de Hibert H = L2(Ω, µ) = L2(T). Pour tout

r tel que 0 ≤ r ≤ π et pour toute f ∈ L2(T), on définit une fonction 2π−périodique

Srf ≥ 0 par

∀x ∈ R, Srf(x) =
1

2r

x+r∫
x−r

|f(y)|2 dy.

On pose Trf =
√
Srf.pour tout x, l’expression (Trf) (x) est la norme L2 de la fonc-

tion 1(x − r, x + r)f. L’opérateur Tr est sous-linéaire et l’opérateur T défini par Tf =

sup {Trf : 0 < r < π}, est aussi sous-linéaire de L2(Ω, µ).Trf est racine quaré de la fonc-

tion maximale Mf 2 (l’opérateur maximalde Hardy-Littlewood) de la fonction f 2 ∈ L1

faible, d’où Tf est dans L2 faible.

Considérons n dans N. On peut partager T à n−intervalle avec la même longueur et

prenons x1, ..., xn dans L2(Ω, µ), la fonction caractéristique. On a ‖xi‖2 = 2π/n pour tout

i = 1, ..., n, mais chaque fonction T (xi) vaut au moins C/
√

1 + (i − j ) sur le support de
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xi pour tout j = 1, ..., n avec C = (4π)−1 , donc il résulte que

∫
Ω

(
n∑
i=1

|T (xi) (w)|2
) 1

2

dµ (w) ≥ C

√
1 +

1

2
+ ...+

1

n
≥ C

√
log n

et
n∑
i=1

‖xi‖2 = 2π.

Mais d’après le petit théorème de Grothendieck[Pis86, Théorème 5.4.a], on a pour tout

u dans ∇T

∫
Ω

(
n∑
i=1

|u(xi) (w)|2
) 1

2

dµ (w) ≤
√
π

2
‖u‖

(
n∑
i=1

‖xi‖2

) 1
2

≤ 2

√
π

2
‖T‖

(
n∑
i=1

‖xi‖2

) 1
2

.(D’après le théorème 1.4.1)

Comme conclusion nous avons Cpq ≤ 2
√

π
2
‖T‖ et Cpq(T ) =∞ pour p = 1 et q = 2. On

déduire que pour tout u dans ∇T , u se factorise par L2(Ω, µ) mais T ne factorise pas par

L2(Ω, µ).

2.4 Factorisation des opérateurs sous-linéaires de Lq

dans X par Lp

Théorème 2.4.1

Soient p, q, et r trois nombres réels tels que 0 < p ≤ q ≤ +∞ et 1
p

= 1
q

+ 1
r
. Soient (Ω, µ)

un espace mesuré, Sq un sous-espace fermé de Lq(Ω, µ), X un espace de Banach com-

plètement réticulé, T un opérateur sous-linéaire borné de Sq dans X et C une constante

positive finie. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes.

1) Il existe Sp un sous-espace fermé de Lp(Ω, µ) tel que T admet la factorisation suivante
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Sq
u−→ Lp(Ω, µ)

jg ↘ ↗v

Sq .

• v est opérateur sous-linéaire tel que ‖v‖ ≤ C.

• g une fonction dans B+
Lr(Ω,µ).

• jg est l’opérateur induit sur Sq par l’opérateur de multiplication Tg
2) Pour tout suite finie {fi}1≤i≤n dans Sq, on a

(
n∑
i=1

‖T (fi)‖pX

) 1
p

≤ C

∫
Ω

(
n∑
i=1

|fi|p
) q

p

dµ (w)

 1
p

.

Preuve.

1 ) =⇒ 2 ). Résulte de l’inégalité de Hölder, en effet

(
n∑
i=1

‖T (fi)‖pX

) 1
p

≤
(

n∑
i=1

‖vjg(fi)‖pX

) 1
p

≤ C

(
n∑
i=1

‖vjg(fi)‖pSp

) 1
p

≤ C

(
n∑
i=1

‖g(w).fi(w)‖pSp

) 1
p

≤ C

(
n∑
i=1

‖g(w)‖Lr ‖fi(w)‖pSp

) 1
p

≤ C

∫
Ω

(
n∑
i=1

|fi|p
) q

p

dµ (w)

 1
p

.
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2 ) =⇒ 1 ). Siot {αi} ∈ R(I). Ecrivons

|αi| = ‖T (fi)‖X
|αi|

‖T (fi)‖X
= ‖|αi|T (fi)‖X

1

‖T (fi)‖X

=
‖|αi|T (fi)‖X
‖T (fi)‖X

.

Donc

(
n∑
i=1

|αi|p
) 1

p

=

(
n∑
i=1

∥∥∥∥T ( |αi| |fi|‖T (fi)‖X

)∥∥∥∥p
) 1

p

≤ C

∫
Ω

(
n∑
i=1

(
|αi| |fi|
‖T (fi)‖X

)p) 1
p

dµ (w)


1
q

, (D’après 2)

prenons Fi = |fi|
‖T (fi)‖X

dans Lq(Ω, µ) donc d’après le théorème 1.6.9

∃g ∈ B+
Lr(Ω,µ) telle que

∫
Ω

|gFi|p dµ (w) ≥ 1

ce que implique ∫
Ω

∣∣∣∣g |fi|
‖T (fi)‖X

∣∣∣∣p dµ (w) ≥ 1,

d’où

∫
Ω

|gfi|p dµ (w) ≥ ‖T (fi)‖X

∀f ∈ Sq ‖T (fi)‖ ≤

∫
Ω

|gfi|p dµ (w)

 1
p
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Tg : Lq(Ω, µ) −→ Lp(Ω, µ)

f 7−→ fg

on a définissant v sur Tg(Sp) par v(fg) = T (f), l’inégalité (2.6) implique que ‖v‖ ≤ C.

En prolongent v à Sp = Tg(Sp)
Lp
on aura le résultat et par conséquent la preuve.
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Chapitre 3

Factorisation les opérateures sous

linéaires par les espaces Lpq

Ce chapitre contient deux sections. Dans la première section on va donné la définition

des espaces de Lorentz avec quelques propriétés élémentaires, et dans la deuxième sections

on commence par préliminaires concerne les théorèmes des factorisations dans le cas

des opérateurs linéaires et quelques propriétés, après on va cité la généralisation de ces

résultats de factorisations (Pisier) pour les opérateurs sous-linéaires.
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3.1 Les espaces de Lorentz Lpq(Ω)

Pour définie Les espace de Lonentz nous avons besoin les définitions de la fonction de

distribution et la fonction de réarrangement décroissant de f et quelques propriétés pour

utiliser dans ce chapitre.

3.1.1 Les Fonctions de distribution et de réarrangement dé-

croissant de f

Pour toute fonction f de Ω à valeur dans R, mesurable par rapport à la mesure de

Lebesgue |.|, finie presque partout, on rappelle la définition de la fonction de distribution

λf et de la fonction de réarrangement décroissant de. f ∗ de f

Définition 3.1.1

Soient (Ω,M, µ) un espace mesuré et f est une fonction mesurable sur Ω, pour tout

y > 0. On définie

λf (s) = µ {x ∈ Ω : |f(x)| > s}

La fonction λf est appelé la fonction distribution de f

Propriétés 3.1.2

- λf est une fonction décroissante sur [0;∞].

- λf est continue à droite.

- λf dépend seulement de la valeur absolue de f .

Lemme 3.1.3

i) λf (s) ≤ s−p ‖f‖pLp(Ω,µ) , ∀f ∈ Lp(Ω, µ)

ii) ‖f‖pLp(Ω,µ) = p
∞∫
0

spλf (s)
ds
s
, 1 ≤ p <∞, ∀f ∈ Lp(Ω, µ)

iii) ‖f‖L∞(Ω,µ) = inf {s > 0 : λf (s) = 0} .

Preuve.

i) et iv) Sont évidentes.
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ii) En intégrons l’inégalité

sp ≤ |f(x)|p

sur l’ensemble

E = {x : |f(x)| > s}

on aura
spλf (s) ≤

∫
E

|f(x)|p dµ(x

≤
∫
Ω

|f(x)|p dµ(x)

≤ ‖f‖pLp(Ω,µ) .

iii)
∞∫
0

spλf (s)
ds
s

=
∫
Ω

{
|f(x)|∫

0

sp−1ds }dµ(x)

= 1
p
‖f‖pLp .

Définition 3.1.4

Le réarrangement décroissant de f est la fonction f ∗ définie par

f ∗(t) = inf {y ≥ 0 : λf (s) ≤ t}

Propriétés 3.1.5

1 ) f ∗(t) = sup {s > 0 λf (s) > t} .

2 ) Pour tout t > 0 on a (f + g)∗(t) ≤ f ∗( t
2
) + g∗( t

2
).

3 ) Le réarrangement décroissant de f est unique.

4 ) Pour 0 < p <∞, on a (|f |p)∗ = [f ∗(t)]p .

5 ) Pour toute fonction mesurable F : [0;∞] −→ R+, on a

+∞∫
0

F (f ∗(t))dt =

∫
Ω

F (|f(t)|)dµ.

Propriétés 3.1.6
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1 ) La relation entre f ∗(t) et λf (y) est donnée par l’équation suivante

f ∗(t) = mλf (t), t ≥ 0 où m est la mesure de Lebesgue

2 ) f ∗(λf (s)) ≤ s avec λf (s) <∞, et aussi λf (f ∗(t)) ≤ t avec f ∗(t) <∞

3 ) f ∗(t) > t si et seulement si λf (s) > t.

4 ) λf = λf∗

5 ) f et f ∗ sont équimesurable, et ont la même distribution

µ ({x ∈ Ω : |f(x)| > s}) = m ({t > 0 : f ∗(t) > s})

Pour tout s ≥ 0 où m est la mesure de Lebesgue.

Théorème 3.1.7

Soit 0 < p <∞. Pour tout f ∈ L1, on a

∫
Ω

|f(t)|p dµ = ‖f‖pp =

∞∫
0

tp−1λf (s)dt =

∞∫
0

f ∗(t)pdt = ‖f ∗‖pp (3.1)

et

sup t λf (s)
1
p = sup t

1
p f ∗(t).

3.1.2 L’espace de Lorentz

Définition 3.1.8

Soient 0 < p, q ≤ ∞ et f est une fonction mesurable sur Ω .On définie ‖f‖Lpq par

‖f‖Lpq =


(
q
p

∞∫
0

[
t

1
pf ∗(t)

]q
dt
t

) 1
q

, si 0 < p ≤ ∞, 0 < q <∞

sup
t>0

t
1
pf ∗(t), si 0 < p <∞, q =∞

Par convention on identifiera L∞∞ avec L∞

L’espace Lorentz Lpq(Ω) consiste en ces fonctions mesurables sur Ω tel qui ‖f‖Lpq <∞.

Remarque

Si 1 < p <∞, on a L∞q(Ω, µ) = {0} .
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3.1.3 Propriétés topologiques des espaces Lpq

1 ) Les espaces Lpq sont donc des espaces vectoriels et sont métrisables, complets et pour

q <∞, ils sont séparables.

2) ‖.‖Lpq n’est pas une norme car elle ne satisfait pas l’inégalité triangulaire mais une

quasi-norme et (Lpq(Ω, µ), ‖.‖Lpq) est un quasi-Banach.

3) La dualité des espaces de Lorentz Lpq(Ω) et pour 1 < p < ∞, L?p1 = Lp∞ aussi bien

que L?pq = Lp∗q∗ pour 1 < p, q <∞ avec 1
p

+ 1
p∗ = 1 et 1

q
+ 1

q∗ = 1.

Proposition 3.1.9

a) Pour p = q, Lpq coïncide avec Lp, et on a aussi l’inclusion suivante Lpq1 ⊂ Lpq2 pour

0 < q1 ≤ q2 ≤ ∞.

b) Pour q = ∞, l’espace de Lorentz Lp∞ Coïncide avec l’espace de Marcinkiewicz Lwp

défini de la façon suivante :

Définition 3.1.10 (L’espace de Marcinkiewicz)

L’espace de Marcinkiewicz Lwp (Ω, µ) pour 0 < p ≤ ∞ est composé des fonctions mesu-

rables f pour lesquelles la quantité suivante est finie

‖f‖Lwp = sup
t>0

t (µ {x ∈ Ω : |f(x)| > t})
1
p .

En effet, pour tout t > 0, on a :

t
1
pf ∗(t) = t

1
p inf {s > 0 : λf (s) ≤ t} ≤ t

1
p inf

{
s > 0 :

‖f‖pLwp
sp

≤ t

}
= ‖f‖Lwp ,

et donc, Lwp (Ω, µ) ⊂ Lp∞(Ω, µ).

Réciproquement, pour tout s > 0

s (λf (s))
1
p = s (λf∗(s))

1
p ≤ s

(
µ

{
t > 0,

‖f‖pLp∞
t

1
p

> s

}) 1
p

≤ ‖f‖Lp∞ .

Ainsi, les espaces Lwp (Ω, µ) et Lp∞(Ω, µ) sont bien égaux.
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Corollaire 3.1.11

Si 1 < p ≤ ∞ et 1 ≤ q ≤ ∞, on peut introduire une norme ‖|.|‖pq sur Lpq qui satisfait

‖.‖pq≤‖|.|‖pq≤ C pq ‖.‖pq

pour qui Lpq devient un espace de Banach (pour plus de détails, voir [Han67])

3.1.4 Quelques propriétés pour q = 1 et q =∞

Propriété 3.1.12 [Pis86]

Pour tous p, r, s tels que 0 < r < p ≤ ∞, on a

1) Lp∞ ⊂ Lr.

2) Ls ⊂ Lp1.

De plus, pour toute f ∈ L0(µ)

‖f‖r ≤ C(r, p) ‖f‖p∞ , (3.2)

‖f‖p1 ≤ C(s, p) ‖f‖s . (3.3)

Propriété 3.1.13 [Pis86]

Soit (fn) une suite dans L0(µ). Pour tout 0 < p <∞ et 0 ≤ q <∞, on a

‖sup |fn|‖p∞ ≤
(∑

‖fn‖pp∞
) 1
p
, (3.4)

(∑
‖fn‖qq1

) 1
q ≤

∥∥∥∑ |fn|
∥∥∥
q1
. (3.5)

De plus pour p < r et s < q, on a∥∥∥∥(∑ |fn|r
) 1
r

∥∥∥∥
p∞
≤
(∑

‖fn‖pp∞
) 1
p

(3.6)

(∑
‖fn‖pp1

) 1
p ≤

∥∥∥∑ |fn|
∥∥∥
p1
.
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3.2 Factorisation des opérateurs sous-linéaires par

Lp∞

Dans cette section nous allons généraliser les théorèmes de factorisations des opéra-

teurs linéaires d’un espace de Banach X à valeurs dans Lr par Lp∞ et de Ls dans Y

espace de Banach complètement réticulé par Lq1 qui ont été faits par Pisier [Pis86] , aux

opérateurs sous-linéaires. On commencera par Préliminaires concerne quelques propriétés

qui nous serons utiles.

3.2.1 Préliminaires

Dans tous les sections suivantes, on note par (Ω, T , µ) un espace mesuré quelconque,

B+
L1(Ω,µ) l’ensemble des fonctions f dans L1(Ω, µ) telles que f ≥ 0 et

∫
Ω

f(w)dµ(w) ≤ 1.

Soient f dans B+
L1(Ω,µ) et ν = fµ (i.e ∀E ∈ T , ν(E) =

∫
E

f(w)dµ(w)), M(Ω, T ,R)

l’espace de toutes les mesures signées finies.

Rappel

Soient α > 1 et {fn}n une suite borée dans L1(Ω, µ). Supposons qu’il existe une constante

C telle que pour tout suite finie {λn}n de nombre réels, on a

‖sup |λnfn|‖L1(Ω,µ) ≤ C
(∑

|λn|α
) 1
α

(3.7)

Alors la suite {fn}n est uniformément intégrable.

Théorème 3.2.1 ([Pis86])

Soient 0 < r ≤ p <∞. Soit I un ensemble d’indices et {fi}i∈I une famille dans Lr(Ω, µ).

Alors , les assertions suivantes sont équivalentes.

A1) Il existe une constante C positive telle que pour toute suite {αi}i∈I de nombres réels,

on a ∥∥∥∥sup
i∈I
|αifi|

∥∥∥∥
Lr(Ω,µ)

≤ C

(∑
i∈I
|αi|p

) 1
p

.
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A2) Il existe une constante Ć positive et une fonction f dans B+
L1(Ω,µ) telles que pour

tout E dans T , on a

∀i ∈ I, ‖1Efi‖Lr(Ω,µ) ≤ Ć ν(E)
1
r
− 1
p .

A3) Il existe une constante C” positive et une fonction f dans B+
L1(Ω,µ) telles que {w : f(w) = 0} ⊂

{w : fi(w) = 0} pour tout i dans I et

∀i ∈ I,
∥∥∥f −1

s .fi

∥∥∥
Lp∞(Ω,ν)

≤ C”.

Théorème 3.2.2 (Lebesgue-Radon-Nikodym)

Soient µ et ν deux mesures positives sur (Ω, T ) telles que µ σ−finie. Il y a équivalence

entre,

i) ∀A ∈ T, µ(A) = 0 =⇒ ν(A) = 0,

ii) Il existe f ∈ L1(Ω, T, µ,R+) telles que ∀A ∈ T, ν(A) =
∫
A

fdµ. si µ et ν sont des

mesures σ−finie, on prend f mesurable.

Proposition 3.2.3

Soit I un ensemble d’indices et {νi}i∈I une famille dans M(Ω, T,R+) vérifiant pour tout

E dans T , νi(E) =
∫
A

fidµ (µ une mesure σ−finie sur (Ω, T, )) avec fi ∈ B+
L1(Ω,µ). On

pose pour tout E dans T

ν(E) = sup
i∈I

νi(E).

Alors il existe f ∈ L1(Ω, T, µ,R+) telle que ν(E) =
∫
A

fdµ.

Proposition 3.2.4 ([BM01])

Soit X, Y , Z trois espaces de Banach dont Y réticulé ; C une constante positive et T

un opérateur sous-linéaire continu de X dans Y . Soit v : X −→ Z un opérateur linéaire

injectif tel que

‖T (x)‖ ≤ C ‖v(x)‖ .
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Alors, il existe T̃ : v(X) −→ Y sous-linéaire continu tel que

T = T̃ ◦ v et
∥∥∥T̃∥∥∥ ≤ C.

Définition 3.2.5

Soient X un espace de Banach réticulé et 1 < p < ∞. On dira que X satisfait la

p−estimation supérieure (resp. la p−estimation inférieure) s’il existe une constante po-

sitive M , telle que pour tout n et suite finie {xi}1≤i≤n dans X ( inf
i 6=j
{|xi| , |xj|} = 0), on

a ∥∥∥∥∥
n∑
i=1

xi

∥∥∥∥∥ ≤M

(
n∑
i=1

‖xi‖p
) 1

p

(3.10)

(resp.

(
n∑
i=1

‖xi‖p
) 1

p

≤M

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

xi

∥∥∥∥∥ (3.11)

Exemples

1 ) Lp∞ est un espace de Banach réticulé satisfaisant la p−estimation supérieure.

2 ) Lp1 est un espace de Banach réticulé satisfaisant la p−estimation inférieure.

Remarque

1 ) (3.10) vérifie que ∥∥∥∥ sup
1≤i≤n

xi

∥∥∥∥ ≤M

(
n∑
i=1

‖xi‖p
) 1

p

(3.12)

2) (3.11) vérifie que (
n∑
i=1

‖xi‖p
) 1

p

≤M

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

|xi|
∥∥∥∥∥ (3.13)

3.2.2 Factorisation des opérateurs sous-linéaires par Lp∞

Théorème 3.2.6

Soit 0 < r < p <∞, X un espace de Banach et T un opérateur sous-linéaire continu de

X dans Lr(Ω, µ). Alors , les assertions suivantes sont équivalentes.

B1) Il existe une constante C positive telle que pour tout n dans N et {xi}1≤i≤n dans X,
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on a ∥∥∥∥ sup
1≤i≤n

|T (xi)|
∥∥∥∥
Lr(Ω,µ)

≤ C

( ∑
1≤i≤n

‖xi‖p
) 1

p

.

B2) Il existe une constante C ′ positive et une fonction f dans B+
L1(Ω,µ) telles que pour

tout x dans X et E dans T , on a

‖1ET (x)‖Lr(Ω,µ) ≤ C ′ ‖x‖ ν(E)
1
r
− 1
p (ν = f.µ)

B3) Il existe une constante C” positive et une fonction f dans B+
L1(Ω,µ) telles que pour

tout x dans X, {w : f(w) = 0} ⊂ {w : T (x)(w) = 0} et

∥∥∥f −1
r T (x)

∥∥∥
Lp∞(Ω,ν)

≤ C” ‖x‖ (ν = f.µ).

Preuve.

B1 =⇒ B2.Il suffi t prendre dans le Théorème 3.2.1 αi = ‖xi‖ . En effet,∥∥∥∥ sup
1≤i≤n

|T (xi)|
∥∥∥∥
Lr(Ω,µ)

=

∥∥∥∥ sup
1≤i≤n

∣∣∣∣‖xi‖T (
xi
‖xi‖

)

∣∣∣∣∥∥∥∥
Lr(Ω,µ)

≤ C ′

( ∑
1≤i≤n

‖xi‖p
) 1

p

ce qui entraîne que pour tout x dans Bx, on a

‖1ET (x)‖Lr(Ω,µ) ≤ C ′ν(E)
1
r
− 1
p

et par conséquent pour tout x dans X, on aura

‖1ET (x)‖Lr(Ω,µ) ≤ C ′ ‖x‖ ν(E)
1
r
− 1
p .
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B2 =⇒ B3. Soit x ∈ X. On a d’après la proposition 3.1.9 b

∥∥∥f −1
r T (x)

∥∥∥
Lp∞(Ω,v)

= sup
t>0

(
tpν
{
w : |T (x)| (w) > f

−1
r (w)t

}) 1
p
,

en posant

E =
{
w : |T (x)| (w) > f

−1
r (w)t

}
on aura ∥∥∥f −1

r T (x)
∥∥∥
Lp∞(Ω,v)

= sup
t>0

(tpν(E))
1
p .

On a

∥∥∥1Ef 1
r

∥∥∥
Lr(Ω,µ)

= t

∫
E

f(w)dµ(w)

 1
r

≤

∫
E

|T (x)|r dµ(w)

 1
r

(D’après B2) ≤ C ′ ‖x‖

∫
E

f(w)dµ(w)

 1
r
− 1
p

≤ C ′ ‖x‖ (v(E))
1
r
− 1
p

ce qui imlique

t ≤ C ′ ‖x‖

∫
E

f(w)dµ(w)

− 1
p

≤ C ′ ‖x‖ ν (E)
− 1
p

donc

ν (E) ≤ C ′p ‖x‖p t−p
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D’où ∥∥∥f 1
rT (x)

∥∥∥
Lp∞(Ω,ν)

= sup
t>0

(tpν(E))
1
p ≤ C ′ ‖x‖ .

B3 =⇒ B1. Soit {xi}1≤i≤n une suite finie dans X. L’inégalité

∥∥∥f 1
rT (x)

∥∥∥
Lp∞(Ω,ν)

≤ C” ‖x‖

entraîne pour tout i dans {1, ..., n}∥∥∥∥f 1
rT (

xi
‖xi‖

)

∥∥∥∥
Lp∞(Ω,ν)

≤ C”

en prenant αi = ‖xi‖ , on aura

∥∥∥∥ sup
1≤i≤n

∣∣∣∣‖xi‖T (
xi
‖xi‖

)

∣∣∣∣∥∥∥∥
Lr(Ω,µ)

≤
( ∑

1≤i≤n
‖xi‖p

) 1
p

D’où ∥∥∥∥ sup
1≤i≤n

|T (xi)|
∥∥∥∥
Lr(Ω,µ)

≤
( ∑

1≤i≤n
‖xi‖p

) 1
p

Remarque 3.2.7 La factorisation proprement dite.

Le théorème 3.2.6 donne des conditions nécessaires et suffi santes à la factorisation des

opérateurs sous-linéaires continus T : X −→ Lr(Ω, µ). Car en reformulant B3, T admet

la factorisation suivante

X
T−→ Lr(Ω, µ)

T̃ ↓ ↗M

Lp∞(Ω, v)

où

M(g) = f
1
r g, M : opérateur linéaire borné et positif,
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T̃ (x) = f
−1
r T (x), T̃ : opérateur sous-linéaire borné,

T = M ◦ T̃ (la composée d’un opérateur linéaire positif et d’un opérateur sous-linéaire

est un opérateur sous-linéaire (proposition 1.2.7).

Corollaire 3.2.8

Soit 1 < r < p < ∞ et X un espace de Banach réticulé qui satisfait la p−estimation

supérieure. Alors, tout opérateur sous-linéaire continu, symétrique et croissant T de X

dans Lr(Ω, µ) se factorise par Lp∞.

Preuve.

T (x) = T (x+ − x−)

≤ T (x+) + T (−x−)

≤ T (x+) + T (x−) (car T est symétrique)

≤ 2T (|x|) (car T est croissant)

Pareil pour T (−x) ≤ 2T (|x|), et aussi ϕ(x) = sup {T (x), T (−x)} on a

ϕ(x) ≤ 2T (|x|)

et on aura d’après la proposition 1.2.9 (1)

|T (x)| ≤ ϕ(x) ≤ 2T (|x|).

Soit n ∈ N et {xi}1≤i≤n ⊂ X. Puisque T est symétrique et croissant, on a pour tout

i dans {1, ..., n}

|T (xi)| ≤ 2T (|xi|)

≤ 2T (sup |xi|)
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ce qui entraîne ∥∥∥∥sup
i
|T (xi)|

∥∥∥∥ ≤ 2

∥∥∥∥T (sup
i
|xi|)

∥∥∥∥
≤ 2 ‖T‖

∥∥∥∥sup
i
|xi|
∥∥∥∥

≤ 2M ‖T‖
∥∥∥∥∥

n∑
i=1

‖xi‖p
∥∥∥∥∥

1
p

(D’après (3.12)

M est la constante de la p−estimation supérieure.

Donc T vérifie la condition B1 du théorème 3.2.5 et par conséquent il se factorise par

Lp∞.
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المذكرة باللغة العربیة ملخص

Banachفضاء Xتحت الخطیة المستمرة منتفكیك المؤثراتفي ھذه المذكرة قمنا بدراسة 

),(شبكي نحو فضاء pL، بواسطة فضاء),( qL0(:على الشكل التالي(  qp،

),(),(
~
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q
u LLX ug كما تطرقنا إلى تفكیك  المؤثرات تحت الخطیة

),(المستمرة من qL إلى فضاءX، بواسطة فضاء),( pL وفي نفس الأفكار درسنا

),(Lorentzفضاءاتبواسطة،تحت الخطیة المستمرةالمؤثراتتفكیك  pqL على الشكل

),(),(:التالي
~

   r
M

p
T LLX،. )0(  qp


	page de garde 12.pdf
	Remerciements.pdf
	??.pdf
	vbghh.pdf
	MémoireKazola présfinal(6)1.pdf
	???? ??????? ?????? ???????.pdf

