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NOTATIONS

e (2,7, ) est un espace mesuré quelconque (sauf indication contraire).
e M(Q,7,R) lespace de toutes les mesures signées finies.

o |z| =sup{z,—z}.

e Xt ={reX:z>0}

o \f={xe€Q:|f(x)| > s} est la fonction de distribution.

o f*=inf{s>0:A; <t} est la fonction de réarrangement décroissante.
o L, (€, 1) désigne l'espace de Lebesgue .

o L,, (£, 1) pour 0 < p < ooet0<qg< oo l'espace de Lorentz.

o L'(§2, ;1) L’espace de Marcinkiewicz, pour 0 < p < oo

® Blqy =1 €L (2u): Il <1}

o L(X,Y)={T: X — Y opérateur linéaire} .

e SL(X,Y)={T: X — Y opérateur sous-linéaires}

e SB(X,Y)={T:— Y sous-linéaires bornés}

e QL(X,Y) = {applications quasi-linéaires T': X — Y}

e T /X, restriction de T a X.

e VT = { 'ensemble des opérateurs linéaires inférieurs ou égales aT" }
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Résumé

Dans ce mémoire, on étudiera premiérement, la factorisation des opérateurs sous-linéaires
bornés d'un espace de Banach X dans un l'espace L, (2, 1) par L, (€, u), ( avec (2, ) d'un
espace mesuré, 0 < ¢ < p < o0) de la forme, X R L,(Q, 1) My, L,(Q, p) ou u est
un opérateur linéaire borné et ||@| < C tel que C' une constante, My, est 1’ opérateur
borné de multiplication par la fonction mesurable g, dans By q (]% = é + %) ue VI =
{ue L(Q,u) :u<T e SL(Q,u)}. On traitera aussi la factorisation des opératuers sous-
linéaires de L, dans X par L,.

Deuxiemement, on étudiera la factorisation des opérateurs sous-linéaires bornés d’un
espace de Banach L, (€2, 1) est complétement réticulé, par espace Lyoo(2,v), 0 <7 < p <

co. de la forme X — Ly (2, 1) M, L.(Q, 1) o T est un opérateur sous-linéaire, M

I’opératuer de multiplication par une fonction f + dans L.(92, p) avec v = fpu.

AMS classification: 46B40, 46B42, 47B60, 47B65.
Mots clés: Espace de Lorentz, espace réticulé, opérateur sous-linéaire, factorisation, esti-

mation supérieure, opérateur sous-linéaire g-concave, opérateur sous-linéaire g-sommant.
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Abstract

In this work, first we will study, the factorization of the bounded sublinear operators of
a Banach space X into L,(2, u) by L,(9, p),( with (€2, 1) of a measured space, 0 < ¢ < p <
o0) of the form, X N L,(2, ) Moy L,(Q, ;) where @ is a bounded linear operator and
|a|| < C a constant, M,, that is the bounded operator of multiplication by the measurable
function g, in B+, (217 = % + 1, ue VI ={ue L(Qu):u<TeSLQ,u}. Also
we will treat the factorization of the sublinear operators L, into X by L,. Secondly we
will study the factorization of the bounded sublinear operators, of a Banach space X into
L,(, p) is completely lattice space, by the space L,(€2, 1), 0 < r < p < oo. Of the

form X —— Lyoo(2,v) LN L,.(Q, 1), where T is an sublinear operator M the operator of

multiplication by a function f ¥ in L.(2, ), with v = fpu.

AMS classifi cation:[2000]46 B42, 46 B0, 47 B460, 47 B65.
Key words: Banach lattice, Factorization, g-convex operator, Space of Riesz,

sublinearoperator.
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Introduction

Dans ce mémoire on ait également entrain de prendre en étude et en détaille les
travaux de deux articles [MT04] et [AMO02]; les deux documents s’intéressent a I’études
de la généralisations des théoréemes de factorisations du cas linéaire au cas sous linéaire.
Ce type de factorisation a 'origine d’abord de 'ceuvre de Grothendieck [Gro56] ou il a
montré que tout opérateur linéaire continu d’un espace L. (.S, A) dans un espace L1 (2, )

admet la factorisation
u Ty
LOO(S, )\) — LQ(Q,/L) — Ll(Q, ,LL)

Ou u est un opérateur linéaire continu et 7}, I’opérateur de multiplication par une fonction
g € La(Q, p).

Dans le méme cercle d’idées, E. M. Nikishin a montré dans [Nik70] que tout opérateur
linéaire continu d’un espace de Banach X dans un espace Lo(€2, 1) ((€2, 1) espace de

probabilité) admet la factorisation
u Ty
X — Ly(Q, ) — Lo(Q, ).

Ou u est un opérateur linéaire continu, 7, 'opérateur de multiplication par une fonction
mesurable g et 0 < p < 1.

Dans sa thése [Mau74], B. Maurey a donné une condition nécessaire et suffisante pour
que lopérateur u : X — L (€, 1)((2, #) un espace mesuré quelconque) admette la

factorisation
u Ty
X — Lg(, ) — Ly (2, ).

Ou u est un opérateur linéaire continu, 7, I'opérateur linéaire de multiplication par une

fonction g € L,.(2, u) et p,q,r tels que 0 < p < g < oo avec % =14 %.

L. Mezrag a supprimé dans [Mez85] I'hypothése d’approximation métrique sur ’espace

X des théoréemes de B. Maurey et les a généralisé dans [Mez04] pour les opérateurs de

cotypes finis.



Dans [Pis86] , G. Pisier s’est attaqué a un probléme plus général et a donné des conditions
nécessaires et suffisantes pour quun opérateur linéaire borné u : X — L,.(2, 1) ((2, )
un espace mesuré quelconque) se factorise par Lyoo(2,7), 0 < r < p < oco. Il a traité
aussi le probléme dual (i.e., la factorisation des opérateurs linéaires de L4(.S, \) dans un
espace de Banach Y par L, (S,v), pour 1 < ¢ < s < 00).

Dans [AMO02] D. Achour et L. Mezrag ont généralisé¢ les théorémes de factorisations des
opérateurs linéaires d’un Banach X & valeurs dans L, par L, qui ont été fait par Pisier
[Pis86], aux opérateurs sous-linéaires.

G. Pisier s’en est pris & un probléme plus général dans [Pis86] et a donné des conditions
nécessaires et suffisantes pour qu’un opérateur v : X — L.(Q, u)((2, ) un espace
mesuré quelconque) se factorise par Ly.o(2,7), 0 < 7 < p < oo. Il a traité aussi le
probléme dual (i.e. la factorisation des opérateurs linéaires de L4(S, A) dans un espace de
Banach Y par L, (S,v), pour 1 < ¢ < s < 00).

On étudiera dans cet mémoire article la généralisation du théoreme de factorisation de
Maurey aux cas des opérateurs sous-linéaires. Par une toute autre méthode, A. Deffant
dans [Def01] a généralisé ce type de factorisations aux opérateurs homogeénes. Nous vous
référons a [MT04] pour ce résultat. Donc, on étudiera ’équivalence suivante qui est notre
résultat principal de cet papier est.

Soit 0 < p < g < oo. Soit T": X — L,(2, 1) un opérateur sous-linéaire continu.
Vu € VT, u se factorise par L,(Q2, u) <= T se factorise par L, (€2, i)

ou VT = {opérateurs linéaires u : X — L,(£2, 1) tels que u < T'}.

Ainsi on établira une condition nécessaire et suffisante pour que ’équivalence citée ci
dessus aura une réponse positive. Autrement dit, nous démontrons que, si u est un opé-
rateur linéaire g—convexe pour tout u dans V1 et Cy, (u) (la constante de la ¢g—convexité
de u) est uniformément borné, 1’équivalence comme mentionnée citée ci dessus sera vé-
rifiée et ceci sous la supposition que 'ensemble {g,} pour u dans VT est latticiellement

borné. Sans cette condition ’équivalence est fausse. Nous donnerons un contre exemple



pour montrer l'invalidité de cette équivalence. On termine ce chapitre par une étude
du probléme dual i.e., donner des conditions nécessaires et suffisantes de factorisation
des opérateurs sous-linéaires continus d'un espace L,(€2, 1) dans un espace de Banach
completement réticulé X par L,(€2, 1) avec les mémes conditions sur les nombres réels
b, q.
Ce travail est divisé en trois chapitres.
Dans le premier chapitre en premiére sections on va voire comme rappel les espaces de
Riesz et Banach quasi-réticulés. Dans la deuxiéme section on étudiera les opérateurs
sous linéaires et quelques propriétés, puis ’extension du théoréme Hahn-Banach aux
opérateurs sous linéaires. la troisiéme section nous allons la définition d’opérateur quasi-
linéaire apres cela relation entre les opérateurs linéaires et les opérateurs sous-linéaires.
Les travaux du deuxiéme chapitre se situent dans le cadre du développement de
quelques théorémes de factorisations dans le cas sous linéaire. En effet Soient 0 < p <
q < +o0o. Soit T un opérateur sous-linéaire borné d’'un espace de Banach X dans un
L,(Q, 1) et soit VI' (I'ensemble des opérateurs linéaires inférieurs ou égales a T' ). Dans
cette section nous montrerons le suivre. Soit C' une constante positive. Pour tout u dans

VT, Cpy < C (i.e., u admet la factorisation de la forme
U Mgu
X — LQ(QHLL) - p(QHU’)

ol @ est un opérateur linéaire borné et ||a|| < C, M,, c’est I'opérateur borné de mul-
tiplication par M,, qui est dans B+ , (% = % + %), u = M, ou et Cplu) est la
constante de la g—convexité de u) si et seulement si 7" admet la méme factorisation. Tout
ca, est sous la supposition que {g,}, .y est latticiellement borné. Sans cette condition
I’équivalence est généralement fausse.

Dans le troisiéme chapitre on va généraliser des théorémes de factorisation di & [Pis96]
du cas linéaire pour les opérateurs sous-linéaires. Pour cela on utilisera la Proposition

3.2.5 qui suit da a [BMO01] et le théoréeme de Lebesgue-Radon-Nikodym et le fait que

I’espace des mesures réelles soit un espace complétement réticulé.



Chapitre 1

Espace de Riesz et opérateurs non

linéaires

Ce chapitre contient trois sections. La section concerne les espace de Riesz et Ba-
nach quasi-réticulés. Dans la deuxieéme section on étudiera les opérateurs sous linéaires
et quelques propriétés, puis 'extension du théoreme Hahn-Banach aux opérateurs sous
linéaires. 14 dont la troisiéme section nous allons donner la définition d’opérateur quasi-
linéaire apres on citera la relation entre les opérateurs linéaires et les opérateurs sous-

linéaires.



1.1 Espaces de Riesz

Définition 1.1.1
Un espace vectoriel réel X est partiellement ordonné par un ordre partiel noté par < est
un espace vectoriel ordonnée (ou espace de Riesz) si
x <y implique x + z <y + z pou tout z € X,
x > 0 implique ax > 0 pour tout oo € RT.
Notation
Soit X un espace de Riesz.
1- On note par X = {z € X : x > 0}. Un élément = de X est positif si z € X .ensemble
X Test appelé cone positif de X Il vérifie les propriétés suivantes :
a)x € Xt ye X implique x +y € X™.
b) z € Xt implique ax € Xt pour tout réel o > 0.
c)r e X, —xr e X implique x = 0.
2- La borne supérieur d’un ensemble & deux éléments est notée par sup {z,y} et la
borne inférieure & deux éléments est notée inf {x,y} .pour tout x € X on peut écrire
xt = sup{z,0},2~ = inf{x,0}, donc |x| = sup{z, —z} dans ce cas x = z* — 2z~
et |z| = 7 + 27 on a aussi
a) 0 <zt <J|zr|et0<a” <|z|don —z~ <z~ <at.
b) z <y si seulement si 2t <yt et y~ <.
c) inf {|z[, |y[} =0 & |z +yl = |-yl
d) sup {Jz|, [y[} = 5 {lz +y| + |v — y[} et sup {[z], |y[} = 5 {|lz + y[ = | — yI}
Définitions 1.1.2
Un sous ensemble A de X est dit borné pour l’ordre (ou simplement borné) s’il existe un
élément y dans X tel que © <y pour tout x € A dans ce cas y est appelé majorant de
A.
Définitions 1.1.3

Soit X un de espace de Banach réel partiellement ordonné X est un espace réticulé (resp.



complétement réticulé) si, X est réticulé (resp. complétement réticulé) et

vee X |zl = ll=l,

Vo,y € X o] <yl = lzll < llyll-

Exemple 1.1.4
L’espace vectoriel C'(K) des fonctions définies et continues sur un compact K a valeurs

réelles est un espace de Banach réticulé muni de 'ordre partiel défini par
f<g< f(z) <g(z) pour tout z € K.

Dans ce cas : sup(f, g)(x) = max(f(x),g(x)) et inf(f, g)(x) = min(f(x), g(x)).

L’espace L, (1 < p < 00) est un espace de Banach complétement réticulé.
Définition 1.1.5 (Rappel sur les cones)

Soit X un espace vectoriel réel. On dira que K est un cone dans X si,
VA>0 M CK

_Si0€ K, on dira que K est pointé.
_ St K ne contient pas de sous-espaces de dimensions un, on dira que K est un cone
saillant.

Si K est convexe, on dira que K est un cone conveze.

Remarque 1.1.6
Un ensemble K de X est convexe, si et seulement si AK' C K pour tout A\ > 0 et
K + K C K. Dans ce cas le sous-espace engendré par K est le méme que ’ensemble
K — K. Si le cone K est convexe et pointé, K N (—K) est le plus grand sous espace

contenu dans K. Le cone est convexe et saillant si K N (—K) = 0.

Soit X un espace partiellement ordonné, I’ensemble des éléments positifs K = {z : z € X ,z > 0}



est un cone saillant, pointé et convexe.
Inversement, soit K un cone convexe d’un espace de Banach X. On définit un ordre

partiel sur X comme suit :

Ve,ye X, z<y<=z—yeckK.

Muni de cet ordre X est partiellement ordonné.
On note en général, K par

Notations.
Pour un élément = de X espace de Banach réticulé, on pose v = xV0et v = —(zAO0).

Evidement z =z, —2z_ (X =K - K).

Remarques 1.1.7
1) Soit X un espace de Banach réticulé. X* peut étre équipé d’un ordre partiel en

définissant X7 par

Xt ={t€X":£(x) = (6,2) 20,V € X, }.

2) X, —X, = le sous-espace de X engendré par X,.

Proposition 1.1.8 [LT96]
Le dual X* d’un espace de Banach réticulé X est un espace complétement réticulé muni
l’ordre naturel

v <73 e (o,7) < (13,7), VoeX*

ot (.,.) indique le crochet de dualité.
Preuve.

Car le cone positif dans X* est défini par



¥ > 0 <= x*(z) > 0 pour tout z > 0 dans X.

Dans ce cas il est facile de vérifier que pour tout z*, y* dans X* et pour tout x > 0,on a

(2" V y") (&) = sup {2 () + " (x —u) : 0 < u < 2}

et
(" ANy*) (z) =inf{z" (v) +y" (z —v): 0 <wv < z}.

Pour plus de détails voir [LT'96 p. 3].

1.1.1 Les quasi-Banach réels

Dans cette section, nous donnons des définitions élémentaires et fondamental propriétés
sur le quasi - Banach
Définition .1.1.9
Une quasi-norme sur un espace vectoriel réel X est une fonction x — ||z|| de X dans
R qui vérifie
(a) ||z|| > 0 pour tout x # 0.
(b) ||tz|| = |t| ||z|| pour tout t € R et x € X.

(¢) ICx > 1 telle que ||z +y| < Cx(||z|| + |lyll) pour tout z,y € X.
La constante Cx est appelée le module de concavité de la quasi-norme ||.|| (si =1 c’est la

définition de la norme habituelle).

Un quasi-Banach réel est un espace vectoriel réel maitrisable et complet dont la topologie
est donnée par une quasi-norme. Si, de plus X est réticulé (resp. complétement réti-
culé) et ||z|| < ||lyl| quand |x| < |y|, on dira que X est un quasi-Banach réticulé (resp.
quasi-Banach complétement réticulé). Notons que ceci implique que pour tout x € X les

éléments x et |z| ont la méme quasi-norme. Pour plus de détails voir [Zaa97] et [LT96).

Remarque

10



Si (¢) est remplacée par (c) ||z +y||” < ||z[|” + ||ly||” pour tout x,y € X et pour un p
fixé dans ]0, 1], alors ||.|| est dite une p—norme sur X. Notons que la 1—norme est la
norme usuelle. Un espace de Banach quasi-normé est isomorphe & un espace de Banach
si et seulement si, il est localement convexe. Tout p—normé est un espace quasi-normé
avec C' = 2r 1, Aussi, pour tout quasi- Banach X il existe 0 < p < 1 et une équivalente
p—norme satisfaisant

Iz + ylI” < flz]” + [yl

pour tout x,y € X.
Si |||.||| dénote la quasi-norme originale sur X avec la constante C' dans I'inégalité quasi-

triangulaire, alors la p—norme (C' = 2%71) peut étre définie comme suit

n n
||| = inf (Znimnp) n>0, =Y
=1 =1

Cette assertation est diie & Aoki et Rolewicz (voir [KPR84]).

1.2 Caractérisation des opérateurs non linéaires

Dans cette section, nous allons donner les définitions (sous-linéaires et quasi linéaires)

et Sous différentiel d'un opérateur sous-linéaire et quelques propriétés.

1.2.1 Les opérateurs sous-linéaires

Définition 1.2.1 (opérateur sous-linéaire)
Soit T une application d’un espace de Banach X dans un espace réticulé Y. On dira que T
VaeR, Ve e X T(ax)=aTl(x) (i.e, positivement homogeéne),

Ve,y e X T(x+y) <T(x)+T(y). (i.e, sous-additive).
La somme de deux opérateur sous-linéaires est un opérateur sous-linéaire et la multipli-

est sous-linéaire si,

cation par un nombre positif est ausst un opérateur sous-linéaire.

11



Notation

L(X,Y) = {applications linéaires u : X — Y},

SL(X,Y) = {applications sous-linéaires T': X — Y}, .

On muni SL(X,Y) de 'ordre induit par

T <T), < TI(CL’) < TQ(I), Vo € X. (11)

Comme conséquence immédiate

u<Te -T(—z)<ulx) <T(x), VYrelX (1.2)

car

& u(—z) <T(—x), Vo e X,
& —u(x) <T(-z), Vo e X,
< u(x) > -T(—z), Vr € X.

Définition 1.2.2
Soit T € SL(X,Y).On dira que T est symétrique si pour tout x dans X, T(x) = T(—x)

et si X est réticulé, T est croissant si pour tout x,y dans X.

r<y=T(z) <T(y)

Remarque 1.2.3
1) Soit T' un opérateur sous-linéaire symétrique entre espaces réticulés X et Y. Alors

T > 0.

12



En effet, soit x dans X

IN

T(z) +T(—x)

IN

T(z)+T(x)

IN

2T (x)

(La réciproque est fausse méme si 1" est croissant).

1.2.2 Sous différentiel d’un opérateur sous-linéaire

Définition 1.2.4
Soient X, Y deux espaces vectoriels dont Y réticulé et T dans SL(X,Y). On appe elle

sous différentiel de T', ’ensemble

VI={ueLX,)Y):u<T (ie, Vo e X, u(z)<T(z))}

Théoréme 1.2.5
Soit T un opérateur sous-linéaire entre X un espace de Banach et'Y un espace de réticulé.
Alors, VT est convexe.

Preuve.

Soient uy,ug € VI, A € [0,1] et z € X.

(1= Nug + dug)(x) = (1= Nug(x) + \uz(x)
(1 =NT(x) + \T'(z) (car u(z) <T(z))

IN

IN

T(x).

D’ou

((1 — )\)Ul + )\Ug) evT

13



Donc VT est conexe.

1.2.3 Les proprietés des opérateurs sous-linéaires

Nous donnerons dans ce paragraphe quelques propriétés que nous aurons besoin pour
le chapitre II et III

Proposition 1.2.6
Soient X, Y deux espaces vectoriels dont Y réticulé et T € SL(X,Y). Alors,

VAeER, Ve X, AN (x) <T(\x). (1.3)
Preuve.
Soit A € R, et x € X.
SiA>0ona
M (z) =T (\x) < T(\x),
SiA<0,on
NT'(z) = —(~T(2)) = ~T(~Az)
et
TAr —Ax) =0<T\x)+T(— ) = —T(—Xz) <T(\x)
Finalement,

AT (z) < T(\x).

Proposition 1.2.7

Soient X, Y et Z, trois espaces vectoriels dont Y et Z réticulés

a) VI(x) € SL(X,Y) et Yu(z) € L(Y, Z) (positif) = uo T € SL(X, Z).

b) Vu(x) € L(X,Y) et VT'(z) € SL(Y,Z) = T ou € SL(X, Z).

c) VT (z) € SL(X,Y) et VS(z) € SL(X,Y) (croissant) = SoT € SL(X, Z).
Preuve.

Si u est opérateur linéaire et positif, alors u est croissant.
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En effet, soit u un opérateur linéaire et positif, z,y € X tel que x > y. On a

r—yz20=ulr—y) =20

puisque

u(@ —y) = u(z) —uly) 2 0 = u(z) > uly).

Donc u est croissant.

a) Soient z,y € X. Alors,

uwoT(z+y) = uw(l(z+y)),
< w(T(x) +T(y)) car u positif

< woTl(z)+uoT(y).

Soit \€e RT et z € X.

uoT(Az) = u(T(A\x)) =u(\T(x)),
= MuoT)(z).

Dans
uoT e SL(X, Z).
b) Soient z,y € X
Tou(lx+y) = T(ulx+y))

= T(u(z) +uly))

< Tou(x)+Tou(y)

Soit \ e Rt et z € X
Tou(Ax) =T(u(Ax)) = AT ou(x)
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Donc

Toue SL(X, Z).

c) Partiel que b).
Proposition 1.2.8.
Soit T un opérateur sous-linéaire d’un espace de Banach X dans un espace de Banach
réticulé Y. Alors, les propriétés suivant sont équivalentes :
1- T continu,
2- T continu en 0,
3- il existe C' > 0 telle que Vo € X, [|[T'(z)|| < C||z| -

Dans ce cas on dira que T est borné et on pose

171l = sup {IT(@)I| = [l2ll5, =1}

[l]|=1

Preuve.
1) = 2). Evidente.

2) = 1). Soit T" un opérateur sous-linéaire continu en 0, donc

I >0Ve(#£0) € X, [z <n=|T(x)] <1

Posant y = ﬁn. Alors
1Tyl <1
donc
1
Tx)|| < -z
17 () ; ]
d’ou %).

3) = 1) Supposons qu'il existe C' > 0 telle que

Vee X, [T()] <.

16



Soit x¢ dans X. On a

T(x)=T(x+xzo—x0) <T(x—20) +T(10) = T(x) — T(x0) < T( — X0).

et

T(xo) =T(xo+z—2) <T(rg—2)+T(x) = T(x9) — T(2) < T(x9 — ).

Donc pour tout  dans X on a

T(x) = T(xo)] < sup{T(z —x0),T(x0— )}

< Tz = xo)| + |T (2o — )
d’ou
IT(z) = T(zo)lll < [T(x) = T(xo)ll
< T (o + o) + [|T(x — o)
< 2C ||z — x| -

Dans T est continu.

On note par

SB(X,Y) = {T:—Y sous-linéaires bornés},

B(X,Y) = {T:—Y linéaires bornés} .

Proposition 1.2.9
Soit T un opérateur sous-linéaire borné entre X un espace de Banach et Y un espace de
Banach réticulé.

1) Pour tout z dans X, on pose
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p(z) = sup {T'(z), T(=x)} .

Alors, @ est un opérateur sous linéaire symétrique. De plus,
Tl <¢ et ol < T+ 1T (=2)]-
2) Pour tout (a;)!y CR, on a

T(Z ;) < Z |ai| (i)

De plus

<3 Jail lloa)l.
=1

Preuve.
1) 1l est claire que @ est un opérateur sous-linéaire symétrique, donc positive.

Soit  dans X. On a,

T(x)] = sup{T(z),-T(x)},
< sup{T(x),T(—z)} = p(z). (daprés (1.1))

Concernant I'inégalité des normes on a

IT@) < lle(@)l
< [lsup{T(2), T(=2)},
< 7@+ T(==)I-

+

)

2) Pour tout i € {1,...,n}, en écrit a; = o + ; tels que «

a

18
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T am) = T (af —aj)a),

=1 i=1

< T(i of x;) + T(i a; (—z;)
1=1 =1
< 2": o T(x;) + 2”: a; T(—x;)
=1 =1
S n

> (af +a7)sup {T(x:), T(~x:)}

i=1

= Z |l ().

i=1

D’autre, parte on a

—T(Z ;r;) < T(Z a;(—x;)) < Z il p(z:),

Donc

T(Z ;)| < Z |ai| ().

En prenant la norme des deux cotés, on obtient

T(Z ;x;)

<D ladl ezl
i=1

1.3 Les opérateurs quasi- linéaires

Dans cette section, nous allons donner la définition d’opérateur quasi-linéaire et

quelques remarques sur cette classe d’opérateurs.

Définition 1.3.1 (opérateur quasi-linéaire)

Un opérateur T' d’un espace de Banach X dans un Banach réticulé Y est dit quasi-linéaire

st pour tout x,y dans X et A dans R, on a
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VaeR, Ve e X |T(ax)|=|a||T(z)l,

Va,y € X T(z+y)| < |T(x)] + [T(y)-
On note par

QL(X,Y) = {applications quasi-linéaires 7' : X — Y} .

Exemple
Tout application linéaire est une application quasi linéaire.
Remarque 1.3.2
1) Soit T' un opérateur quasi-linéaire. Si on pose ¢(x) = |T'(z)| alors ¢ est un opérateur
sous -linéaire symétrique.
2) En général la somme de deux opérateurs quasi-linéaire n’est pas quasi-linéaire. Mais
la multiplication par un scalaire est un quasi-linéaire.
Proposition 1.3.3
Soit T opérateur quasi-linéaire d’un espace de Banach X dans un espace de Banach
complétement (quasi) réticulé Y. Alors, pour tout x dans X il existe u, € L(X,Y) tel que,
T (x)| = |uz(x)|, (i.e, le sup atteint, |T(x)| = sup {|uz ()| u, € L(X,Y), |u.| <|T1}.
Preuve.
On a ¢ (z) = |T(z)| qu’est un opérateur sous-linéaire symétrique pour tout = dans X il
existe u, € L(X,Y) tel que, |T'(x)| = u,(z). On a aussi |T(—x)| = u_,(—x) qui implique

|T(x)] = —u_.(x) par la symétrisation de ¢. On déduire que
|T(2)] = sup{|u(z)| : us € L(X,Y), |us| < [T}
Remarquons que

|T(z)|| = sup [ju(z)].
ueV|T|
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1.4 Extention du théoréme de Hahn-Banach aux opé-
rateurs sous-linéaires

Dans cette section Nous donnons le théoréme de Hahn-Banach généralisé aux opéra-
teurs sous-linéaires. Pour la démonstration on trouvera une dans [Zaa 97, p. 244].
Théoréme 1.4.1(théoréme de Hahn-Banach)
Soit XY deux espace vectoriel dont Y complétement réticulé, T € SL(X,Y) et Xy un
sous - espace vectoriel de X . Soit u dans L(Xo,Y) tel que u < T. Alors , u se prolonge
en un opérateur linéaire & € L(X,Y) tel que u < T.
Comme corollaire vmmédiat.
Corollaire 1.4.2
Soient X,Y deux espaces vectoriels dont Y complétement réticulé. Soit T : X — Y un
opérateur sous-linéaire. Alors,

pour tout x dans X 1l existe u, € VT tel que

T(x) = uy(z) (e, T(z) = uesvllgx)u(x). (1.4)

Preuve.

Soit  dans X. On pose

u, : Rax—Y

Ar — ug(\x) = \T'(2)

L’opérateur u, est linéaire sur Xy = Rz et u,(Az) = AT (x) < AT(z) (Proposition 1.2.1)
donc d’apres le théoréme de Hahn-Banach, il se prolonge en un opérateur noté encore u,
€ VT et T(x) = uy(z).

Remarque 1.4.3
On note par VT I'ensemble des opérateurs linéaires u : X — Y tels que u(x) < T'(x)

pour tout  dans X. On a d’aprés ce qui précéde que VT est non vide si Y est un espace
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complétement réticulé. Si Y est simplement un réticulé. Alors, VT est en générale vide
(voir [Lin92]).

Proposition 1.4.4 [Palu80]
Soient X,Y deux espace vectoriel dont Y réticulé, T € SL(X,Y) et Xy un sous espace
vectorielle de X. Soit u dans L(Xo,Y) tel que u < T. Alors,

T : X — Y sous linéaire tel que ,

T/Xo=uetT<T.

1.5 Rerlation enter les opérateurs linéaires et sous-
linéaire

Théoréme 1.5.1[MT04]
Soient X,Y deux espaces de Banach dont Y complétement réticulé et T : X — Y un
opérateur sous-linéaire continu. Alors,
a) |T|| < sup |lul| <2{T.
ueVT
b) Ve e X, ||T(x)| < SeuvaIIU(x)II <|NT @)+ 1T (=)l -
Preuve.

a) Soit x dans X et u dans V7. On a,

u(@)] < sup{[T()],|T(-2)[}

ce qui donne

u(a)] < [T(x)] + [T(==)|.

donc

Jull < 2T

et par conséquent

sup |ull < 2T
uevVT
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Dans 'autre sens et d’apres le corollaire 1.4.2, on a
Ve e X Ju, € VT tel que T'(z) = u,(x).
D’ou
[T ()| = llua(2) || < lual 2] < sup |lul 1]
ueVT

et donc

17| < sup [ull.
uevVT

b) Soit z dans X. On a d’une part,

|T(z)|| = [luz(2)[| < sup [[u(z)]|
ueVT
et
|T(=2)|| = [[u—o(=2)|| < sup [lu(z)]|
ueVT
d’ou

sup {IT @) T (=)} < sup fJu(=)l

et d’autre pater on a,

u(x)] < sup {[T ()], |T(=2)|}
T()| + [T(=2)]

N

ce que implique

lu(@)[| < T (@) + [T (=)l
1T (@) + 1T (=)l

IN
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d’ou
sup [lu(z)|| < T ()|l + [T (=)l
ueVT
Corollaire 1.5.2

a)Soit T : X — Y est un opérateur sous-lineare entre deux [’espaces de Banach et

complétes (quasi-Banach), Alors les propriétés suivantes sont équivalentes
T est borné < Yu € VT, u est borné

b) Aussi si T' est symétrique, on a

|T(z)|| = sup [[u(z)] Vze X,
ueVT (15)
| T[] = sup ||ull
uevVT

1.6 Rappelle et théorémes de bases

Défintion 1.6.1
Soient X un espace de Banach réticulé, f une fonction d’une partie A de X dans R, on
dira que [ est semi continue inférieurement (s.c.i) si epi (f) fermé (resp. semi continue

supérieurement (s.c.s) si epistrict (f) ouvert). Ou

epi(f) = {(x,A) e X xR, f(z) <A}
epistrict (f) = {(z,\) e X xR, f(x)<A}.

Défintion 1.6.2
Soit A une partie d’un espace de Banach X. A convexe si et seulement si ¥Vt € [0,1], f:
(@,y) — to+ (1 —t)y
est continue de X? dans X ou f(A x A) C A.

Lemme 1.6.3 [Mau74|
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Soit K un convexe compact d’un espace localement compact, convexe et séparé, IC un
ensemble convexe de fonctions s.c.s sur K ne prenant pas la valeur +o0o. On suppose
que

a) Vfek, f estconcave,

b) VfeK,Jre K, f(x)>0.

Alors, il existe un point xo € K tel que  f(xo) >0, Vf € K.

Théoréme 1.6.4 [MauT74]

Soient p, q,r trois nombres reéls ou 0 < p < q < 400 tels que % = %+ %, (Q, 1) un espace

mesuré, I un ensemble d’indices {fi},.; une famille d’éléments de Ly, (2, ) .
Les conditions sutvantes sont équivalentes.

1) V() € RD

2) 1l existe une fonction g telle que

/Q ol dp(w) <1

Vi e I, /
Q

et
£

q
du(w) < C
; p(w)

0

(avec la convention § = 0).

Remarque 1.6.5
Supposons que la famille (f;);e; vérifie 'hypothese

D ail? < o0 = /(Z i fi(w)]?) 7 dp(w) < +00.

el i€l
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On a alors une application linéaire « :

lQ<I) - LP(QJ“LJQ(I))
(i) +— (aifi(w)).

Qui est continu par le théoréme du graphe fermé, il existe donc une constante C' telle que

([ Clastiau@)? < (3 o)

i€l il

Et on peut maintenant appliquer le théoréme 1.6.4
Si on prendra pour ensemble d’indices [ la boule unité de X et on posera f, = u(z), on
déduit immédiatement de théoréme 1.6.4 le théoreme suivant qui consiste en la condition

nécessaire et suffisante de la factorisation annoncée.

Théoréme 1.6.6 [Mau74]
Soient Xun espace de Banach, (€2, 1) un espace mesuré, u un opérateur linéaire de X
dans L,(Q,pu), 0 < p < g < oo et ]lj = %—l— 7% Alors, les propriétés suivantes sont
équivalentes.

a) 1l existe une constante C' positive finie telle que pour toute suite finie (z;)1<i<n dans

X, ona

Q=

P

(f [Z |u<xi>|qrdu W<

Q 1<i<n

> ||:cz||X] : (1.6)

1<i<n

b) 1l existe une fonction g dans By, () telle que pour tout x dans X, on a

Mq

dp(w))s < Ozl -

c) 1l existe une fonction g dans B ) et v € L(X,Ly(Q,pn)),|v]| < C telle que

u = Tyov.
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X LN L,(, )
v\ /T,
Lq(82, 1)
Corollaire 1.6.7 [Mau74]
Soient (®,A), (2, p) deux espace mesurés quelconques, p,q deur nombres réels tels que
0<p<q<+4o0,q>1. Soit u: Ly (P, \) — L,(Q,p) un opérateur linéaire continu et

positif. Alors, u se factorise par L,(€, p).

Théoréme 1.6.8 [MauT74]
Soient p,q, 7 € R tels que 0 < p < g < +00 et % = é—l— %, (Q, ) un espace mesuré, I un
ensemble d’indices et { f;},c; C Lq(Q2, 11). Alors, les conditions suivantes sont équivalentes.

1) 1 existe est une fonction mesurable g dans B, telle que

Viel / 9hil? (w)dp(w) > 1.

2) Pour toute {a;}; ., dans RU) 4l existe une constante finie C telle que

O lad")r < /Q<Z i fi(a0) ) dpa(w))

i€l i€l
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Chapitre 2

Factorisation des opérateures sous

linéaires par L,

Les travaux de Cette premiére publication se situent dans le cadre du développement
de quelques théorémes de factorisations dans le cas sous linéaire. En effet Soient 0 <
p < g < 4o00. Soit T' un opérateur sous-linéaire borné d’un espace de Banach X dans un
L,(, p) et soit VI (Pensemble des opérateurs linéaires inférieurs ou égales & 17" ). Dans
cette section nous montrerons le suivre.Soit C' une constante positive. Pour tout u dans

VT, Cpy < C (i.e., u admet la factorisation de la forme

Mgu

X =5 Lg(Q, 1) =25 Ly(2, 1)

ol 4 est un opérateur linéaire borné et ||| < C, M,, c’est Popérateur borné de mul-
tiplication par M, qui est dans B+ (% = % + %), u = M, ot et Cplu) est la
constante de la g—convexité de u) si et seulement si 7" admet la méme factorisation. Tout
ca, est sous la supposition que {g,}, .y est latticiellement borné. Sans cette condition

I’équivalence est généralement fausse.
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2.1 Les espaces de Lebesgue L?(())

Dans cette section nous allons donner quelques définitions et propriétés de bases qui
concernant les espaces de Lebesgue LP((2).
Définition 2.1.1 (espace mesuré)
Soit (2, M) un espace mesurable, muni d’une tribu M des parties de Q. On appelle
mesure sur §) une application pu: M — R, vérifiant
1) p(@) =0
2) p est o—additive c-a-d.(V(Ap)nen, (U, cnAn) = > u(A,) Vi#j: A NA;=0).
Définition 2.1.2 "

Soit 0 < p < oo. Soient (Q, M, ) un espace mesuré et f est une fonction mesurable

définie f:Q — R. On dite que La fonction f est p—intégrable si

/If P dp < oo.

Définition 2.1.3

Soit p € R avec 0 < p < 00, on pose
LP(Q) ={f:Q—R; f mesurable et p — intégrable}

on note

=

ey = | [ 15 P ) 2.)
Q

Définition 2.1.4

On pose
L®(Q) ={f:Q—R; f mesurable et 3 une constante C telle |f (z)| < C p.p sur Q}.

On note

£l oo () = mE{Cs [f (2)] <C p.p sur 2} (2.2)
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On vérifiera ultérieurement que ||.||;, est une norme.
Remarque 2.1.5
Si f € L*(Q) on a
|f(z)] < ||f||L00(Q) p.p sur €2

Proposition 2.1.6 (Inégalité de Holder)

Soient f € LP et g € L avecl < p < oo alors fg € L' tell que 1—1)—1-%: 1

1Fgll e < WMo Nl o -

Preuve.
La conclusion est évidente si p = 1 ou p = 0o. supposons donc que 1 < p < oco. 'inégalité

de Young

1 1
ab < —aP + -b?
p q

La démenstration cette ingalité est évidente : la fonction log étant concave sur R* on a

1 1
log <—ap + —bq) > log(ab)
p q

donc

1 1
|f(@)]|g(@)] < 5 |f (@) + p lg(x)| ppzEQ
il en résulte que fg € L' et que

1 1
1fglle < ’ A1z + p g/l

Remplacant dans cette 'inégalité f par Af (A > 0) il vient que

p—1

X 1
1fglle < HfH’ierA—q l911%0 -

p
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q
On choisit A = ||f|| . llg]/z. -On obtient alors 'inégalité de Holder.
Proposition 2.1.7 (Inégalité de Holder généralisée)

Soient f € LP et g € LY, avec 1 < p,q,r < 00. tell que % =

D=
Q=

gl e < 1Az gl o - (2.3)

Preuve.

+ 1 telle que E>1et

T

Jsras (fora) (fsrw)

gl < W1l zo gl o -

e ltS}

Soit % = ]1) + % ce implique 1 = > 1.D’apreés I'inégalité de

S =

Holder alors
ce que donne

Proposition 2.1.8 (Inégalité de de Minkowski)

Soient f, g € LP avec 1 <p < o0

If+ 9l < I1Ale + N9l e

Preuve.
Le cas p = 1 immédiate. il reste donc de montrer le résultat pour p > 1. On peut supposer

que || f + g/l;» # 0. On remarque que

If +all”, = / Fgl ™ f gl < / gl / F+ g 1g]

Or |f +g| ~! ¢ LP. On peut donc appliquer I'inégalité de Holder, elle donne

-1 -1
If +allze < Nf+9l 1l + 1f + gl 1 f1l

If+9lle < Afllpe + gl -
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Théoréme 2.1.9 (Fischer-Riesz)

LP est un espace de Banach pour tout 1 < p < oo.

2.2 Opérateurs sous-linéaires p—convexes, ¢—concaves

Dans cette section on donne la généralisation de la notion d’opérateurs p—convexes et
g—concaves aux opérateurs sous-linéaires .

Définition 2.2.1
Soient E un espace de Banach arbitraire, X un espace de Banach réticulé et soit 1 <
p < oo.
(1) Un opérateur sous-linéaire T : E — X dit p—convexe s’il existe une constante C

telle que, pour tout n dans N les opérateurs

T, X(E) — X(I))

(z1,.20) — (T(x1),...,T ()

sont uniformément bornés par C.
(17) Un opérateur sous-linéaire T : E — X, dont E réticulé est dit p— concave s’il existe

une constante C' telle que, pour tout n dans N les opérateurs

T, X)) — DY)

(1, 2n) +— (T(21),....,T(z,))

sont uniformément bornés par C'. La plus petite constante C' vérifiant ces propriétés sera
notée par CP(T) et Cy(T') respectivement.
Un espace de Banach réticulé X est p—convexe (resp. p—concave) si

id, est p—convexe (resp. p—concave).
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Définition 2.2.2
Soient X un espace de Banach et 0 < p < ¢ < oo. T' un opérateur sous-linéaire T :
X — L,(Q2, ) est dit p—convexe s'il existe une constante positive C' telle que, pour

tout {x;} _ _ dans X ona

1<i<

1

q

(ZIT(a:i)\q) < C (ZH@-H%)Q si1<q< oo, (2.4)

Lr

sup |T'(z;)] < C sup ||zl sip = .

1<i<n 1<i<n
LP

La plus petite contante C' vérifiant ces inégalités sera note CP(T').

Remarque 2.2.3
Tout espace Banach est 1—convexe et co—concave. La p—convexité et la p—concave pour
1 < p < oo sont décroissante et croissante avec p, respectivement .Par exemple L, pour

1 < p < o0 est p—convexe et p—concave, et C?(L,) = Cy(L,) = 1.

2.3 Factorisation des opérateurs sous-linéaires de X
dans L, par L,

Cette section s’attaque a la factorisation des opérateurs sous-linéaires 7' dans SB(X, LP (€, i))
par L7(€2, 1) ot X un espace de Banach, et 0 < p < oo tel que % = % + %

Théoréme 2.3.1
Soient X un espace de Banach, (2, 1) un espace mesuré, T un opérateur sous-linéaire
continu de X dans LP(Q,pn) et 0 < p < q < oo tel que i = % + % Alors, les propriétés

suivantes sont équivalentes
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1-T' est un opérateur sous-linéaire q—convexe et C,y< C,

/

2- Il existe une fonction g dans BZZ(Q 1) telle que pour toute x dans X, on a

T(x)]? ’
/‘%‘ au| <C |z,
Q

8- Il existe une fonction g dans B, Lru € S un opérateur sous-linéaire continu de X

dans L1(Q, p), tels que ||S]| < C et T =T,0S.

du <(C

1
n q
zuxiuz(]
=1

> TG

X = L2
s\ /Tg
Lq($2, 1)
Preuve.
1) = 2). Il suffit de prendre dans le théoreme 1.6.4 I'ensemble {a; = |lzil/x},.; € Rf
ot I ={1,..,n} et pour les {f;},,.,, dans LP(Q, p) telles que f; =T <m) En effet

/

Q

1 q »
q » P P

wio| = |/ [Z ol 7 (- ﬁX)q] ()

2; 1% ] l

>

donc il existe g dans B; @) telle que




ce qui implique que

=

T(x;)]?
vier | [P auw ) <c oy
Q

Et par conséquent pour tout  dans X, on aura

Viel /)?

2) = 3) 1l suffit la définition de S par S(x)

1

du(w)> <O =llx -
_ T
=19

q

L’opérateur S est sous-linéaire. En effet, soit =,y dans X

T(x+y)

g
T6) | TW
g g
S(z) + S(y).

s(r+y) =

IN

IN

SOlt A € R+

s(A\x) =

et on a bien que T'=T,0 5 et || S| = H%H < C (car T est continu ).
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3) = 1) On utilisera I'inégalité de Holder, avec % = % + 2. On obtient

Qs

- P
q

/(ZIT(%)I‘]> dp = /(Z\g\q Mq> dpu(w)

Q Q \i=1

Qs
308

< (/ Tf” antw) | ([ o) dute)
Q Q

< / Tfj’) dyu(w) / 19l dja(uw)

<

cr (Z ||f13z‘||g<> :
i=1

Proposition 2.3.2
Sotent Ty, Ty deux opérateur sous-linéaire de X un espace de Banach dans Y un quasi-
Banach réticulé. Si VYx € X, Ty < Ty (au sens de(1.1) ). Alors, il existe une constante

Cy ne dépend que de Y telle que

=
O
A

sup {[To(2)|, [ Ta(=)[} ;- (2.5)
u) L) < Cy (ITa(@)]] + | T2(==)[]) (2.1)

Preuve.

i) Pour tout x dans X, on a

Ce qui entraine que

Ty(2)] < sup {[T(2)], [To(=2)[} -
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ii) On a
Th(2)] < [Ta(2)] + |[Ta(=2)],

donc

ITv(2)]| < [ T2(2)]| + [|T2(—=)]]

A

Cy (I ()| + [[Ta(=2)]) -

( La constante Cy apparait si Y est un quasi-Banach réticulé) d’ou le résultat annoncé.
Proposition 2.3.3.
Soient X un espace de Banach, (2, ;) un espace mesuré, Ty, Ty deux opérateur sous-
linéaire continus de X dans LP(Q2, 1), et 0 < p < q < oo tels que ]l) = é + % Si Ty se
factorise par L1(Q, ), et Ti(z) < Ta(x) pour tout x dans X, alors Ty se factorise par
LU, ).
Preuve.

Supposons que Ty se factorise par LI(2, ). D’aprés le théoréme 2.3.1 il existe une

constante positive finie C), telle pour tout n € N et toute suite finie (x;)1<i<, dans

/

Q

X, on a
2 v

ZITa(fvi)lq] dp(w) | < Cy ZII%II%] :
i=1 i=1

D’apres la proposition 2.3.2, nous avons pour tout z dans X

Ty(2)] < [Ta(2)| + |Ta(=2)|, VzeX.

Alors nous avons clairement

<Z mww) <c, (Z mww)q . (DTz(—xi)rI)
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Et par conséquent

1

q

q

(Z|T1($i)|q) < CyGy (ZTz(l‘z‘)q> + <Z|T2(—$z‘)|q>

p p

Finalement, et par séquencent pour tout n € N et toute suite finie (z;)1<;<, dans X, on

/ (anw)qdu <¢

Q

a

1
n q
> uxinz(]
=1

ou C = 2C,,(T,)C,C, est une constante absolue dépendant que de p et (C, = Cp» = 25!
et Cy =Cpa = 261171) D’apreés le théoréme 2.3.1, on déduit que 77 se factorise par L(€2, ).
Ce qui termine la démonstration.

Corollaire 2.3.4
Soient X un espace de Banach, (2, 1) un espace mesuré, T un opérateur sous-linéaire
continu de X dans LP(Q,pn) et 0 < p < q < o0, tels que % = % + % se factorise par
LY, p), alors u se factorise par LI(S2, u) pour tout u dans VT.

Question :
Soient p,q,r tels que 0 < p < g < 0 et 1—1) = %%—%. Soient X un espace de Banach, (2, 11)
un espace arbitraire de mesure et T : X — L,(£2, 1) un opérateur sous-linéaire continu.
Supposons que u se factorise par L1(Q, 1) dans le sens du théoréme 1.6.7 pour tout u
dans VT Est-ce-que T se factorise par L1(Q, u) ¢ Autrement dit est-ce-que la réciproque
du corollaire 2.3.4 est vraie ?
Dans ce dernier théoréme et avec la supposition que {g,}, .y, est latticllement borné on
donne une réponse positive.

Théoréme 2.3.5
Soit T un opérateur sous-linéaire continu de X dans L,(€2, ) qui est un quasi-Banach
réticulé complet. Supposons qu’il existe une positive finie C' telle que poir tout u dans

VT, Cpy < C et {gut,evr est latticiellement borné dans L,(S2, ) (i.e 3go € L (2, p) :

Vu € VT, g, < go. Done, T se factorise par L,(S2, 1) (comme dans le théoréme 2.3.1).
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Preuve.

1 suffit de prendre T'(z) = T@) o3 g = % Donc gy est dans L (€, p) est par la corollaire

g llgoll *

1.4.2

7] = |22
< ool =2
< ol =2
< Cllall.

Et cela compléete la preuve.

Remarque 2.3.6
Sans la condition additionnelle, ce théoréme n’est pas vrai en général. On va le montrer
avec un contre exemple. Prenons comme espace mesuré (2, 1) le tors T = R/27Z, équipé
de la mesure invariante df. Soit X ’espace de Hibert H = Ly(€2, ) = Lo(T). Pour tout
r tel que 0 < r < 7 et pour toute f € Ly(T), on définit une fonction 2w —périodique

Syf >0 par
x+r

VweR 57 =5 [ 1fW)Fd.

On pose T,.f = +/S,f.pour tout x, Pexpression (T, f) (x) est la norme L, de la fonc-
tion 1(x — r,x + r)f. L’opérateur T, est sous-linéaire et 'opérateur 7' défini par T'f =
sup{T,f:0 < r < 7}, est aussi sous-linéaire de Lo(2, ). T, f est racine quaré de la fonc-
tion maximale M f? (I'opérateur maximalde Hardy-Littlewood) de la fonction f? € L;
faible, d’ou T'f est dans L, faible.

Considérons n dans N. On peut partager T a n—intervalle avec la méme longueur et

prenons ., ..., ¥, dans Ly(Q, 1), la fonction caractéristique. On a ||z;||> = 27 /n pour tout

i =1,...,n, mais chaque fonction 7'(z;) vaut au moins C'/y/1 + (i — j) sur le support de
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z; pour tout j = 1,....n avec C' = (47)"", donc il résulte que

/(Z|T(mz)(w)|2) du(w)ZC’\/l—i—%—l—...—F%ZC'\/logn
o \i=1

et S ||z||* = 2.

i=1
Mais d’apres le petit théoreme de Grothendieck[Pis86, Théoréme 5.4.a], on a pour tout
u dans VT

/ <Z'“<%><w>\2> dpi(w) < \/guuu (anr?)

1
2\/§ Tl (; HZ'ZH2> .(D’apres le théoreme 1.4.1)

A\

IN

Comme conclusion nous avons Cpy < 2,/F ||T| et Cpe(T) = 00 pour p =1 et ¢ = 2. On

déduire que pour tout u dans VT, u se factorise par Lo(€2, 1) mais T ne factorise pas par

LQ(Q, ,u)

2.4 Factorisation des opérateurs sous-linéaires de L,
dans X par L,

Théoréme 2.4.1
Soient p, q, et r trois nombres réels tels que 0 < p < q < 400 et % = é—i—%. Soient (£, )
un espace mesuré, S, un sous-espace fermé de L,(€2, ), X un espace de Banach com-
plétement réticulé, T' un opérateur sous-linéaire borné de S, dans X et C' une constante
positive finie. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes.

1) 1l existe S, un sous-espace fermé de L,(2, p) tel que T admet la factorisation suivante
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Sq
Jg "\

L) LP(Qa :U)

Sy

z

e v est opérateur sous-linéaire tel que ||v|| < C.

e g une fonction dans BU(Q )

® j, est lopérateur induit sur S, par Uopérateur de multiplication T,

2) Pour tout suite finie {fi},;, dans S;, on a

(?ﬂfi)&);w / (Dm”) dp (w

Preuve.

1) = 2). Résulte de l'inégalité de Holder, en effet

(Z ||T<fi>||’;() P

IN

IA

IN

IN

(Z ||ng<fi>||§> ,,

> |\ng<fi>||f;p)
> llgtw).fi(w)
Z )l 1 W;p)

/ (gw)pduw)

C
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2) = 1). Siot {a;} € RY). Ecrivons

|cvi

;| = ||T(fi)||xm
1
= |||%|T(fz)||xm
_ e T(fi)llx
IT(fi)ll x
Donc
AL N ) %
i = T
(2“') (Z (7rrs )
" (ol i > g o
C d G 2
) (/ (g(nﬂmnx ) ““‘”) (D'aprés 2)
prenons [; = % dans L,(£2, p) donc d’apres le théoréeme 1.6.9

g € By, (g, telle que /|gFi]p du(w) > 1
0

ce que implique

p
dp (w) > 1,

Q/ ‘gHT(lj‘Z')HX

d’ou

[t du(w) = 17

B =

vies, Tl < (/glepdu(w))
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1y : Lq(Qa,U) - Lp(Q>N)
f—1rg

on a définissant v sur 7,(S,) par v(fg) = T(f), I'inégalité (2.6) implique que ||v| < C.

L
En prolongent v & S, = T,(S,) ~ on aura le résultat et par conséquent la preuve.
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Chapitre 3

Factorisation les opérateures sous

linéaires par les espaces L,y

Ce chapitre contient deux sections. Dans la premiére section on va donné la définition
des espaces de Lorentz avec quelques propriétés élémentaires, et dans la deuxiéme sections
on commence par préliminaires concerne les théorémes des factorisations dans le cas
des opérateurs linéaires et quelques propriétés, aprés on va cité la généralisation de ces

résultats de factorisations (Pisier) pour les opérateurs sous-linéaires.
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3.1 Les espaces de Lorentz L,,({?)

Pour définie Les espace de Lonentz nous avons besoin les définitions de la fonction de
distribution et la fonction de réarrangement décroissant de f et quelques propriétés pour

utiliser dans ce chapitre.

3.1.1 Les Fonctions de distribution et de réarrangement dé-

croissant de f

Pour toute fonction f de Q a valeur dans R, mesurable par rapport a la mesure de
Lebesgue |.|, finie presque partout, on rappelle la définition de la fonction de distribution
As et de la fonction de réarrangement décroissant de. f* de f

Définition 3.1.1
Soient (2, M, 1) un espace mesuré et f est une fonction mesurable sur Q, pour tout

y > 0. On définie

A(s) = uie e Q: [f(@)] > 5)

La fonction A\; est appelé la fonction distribution de f
Propriétés 3.1.2

- Ay est une fonction décroissante sur [0;00].

- As est continue a droite.

- Ay dépend seulement de la valeur absolue de f.

Lemme 3.1.3

i) Ap(s) < s77P Hf”i,,(n,u)a Vfe Ly(Q,p)
i@W%mmzp?ﬁM@%,1§p<mﬁf€%@w)
iii) 11l = nf {5 > 0: As(s) = 0}.

Preuve.

i) et iv) Sont évidentes.
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ii) En intégrons 'inégalité

sur 'ensemble

E=A{z:[f(x)] > s}

on aura
sPAp(s) < f!f )P dp(
< flf )P du(x)
é ||fHLpQM
iii)
oo [f ()]
[sPAp(s)e = [{ [ s*'ds Ydu(x)
0 Q 0
= CIfI1,

Définition 3.1.4

Le réarrangement décroissant de f est la fonction f* définie par

ff(t) =inf{y > 0: As(s) <t}

Propriétés 3.1.5
1) f*(t) =sup{s >0 As(s) > t}.
2) Pour tout t >0 on a (f+ ¢9)*(t) < f*(3) + g*(%).
3 ) Le réarrangement décroissant de f est unique.
4) Pour 0 < p< oo, ona (|[fIP)" = [f1)".

5 ) Pour toute fonction mesurable F : [0;00] — R*, on a

+o0

/ F(f*(8)dt = / F(IF(1)])dp

0 Q

Propriétés 3.1.6
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1) La relation entre f*(t) et A\¢(y) est donnée par l’équation suivante
fr(t) =mx(t), t >0 ot m est la mesure de Lebesgue

2) f*(As(s)) < s avec A\f(s) < 0o, et aussi A\(f*(t)) <t avec f*(t) < o0
3) f*(t) >t si et seulement si A\f(s) > t.

4) A= Ap

5) f et f* sont équimesurable, et ont la méme distribution

p{reQ:[f(x)] >sp) =m{t>0:f(t)>s})

Pour tout s > 0 o m est la mesure de Lebesgue.
Théoréme 3.1.7

Soit 0 < p < co. Pour tout f € L', on a

o0

J1soran=1s1= [ = [ repa= i 3.

0

et
supt )\f(s)% — supt» ().

3.1.2 L’espace de Lorentz

Définition 3.1.8

Soient 0 < p,q < oo et f est une fonction mesurable sur € .On définie ||f||qu par

1
o0 q q
B (%f[t;f*(t)] %) , si0<p<oo, 0<¢g< oo
I, =3 o] |
Suptpf*(t>7 SlO<p<OO7 q = o0
>0

Par convention on identifiera Loos avec Lo
L’espace Lorentz Ly, (§2) consiste en ces fonctions mesurables sur 2 tel qui | f||,, < oo.
Remarque

Sil<p<oo,ona Ly () ={0}.
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3.1.3 Propriétés topologiques des espaces L,

1) Les espaces Ly, sont donc des espaces vectoriels et sont métrisables, complets et pour
q < o0, ils sont séparables.
2) | L,, TVest pas une norme car elle ne satisfait pas l'inégalité triangulaire mais une
quasi-norme et (Lpy(Q, 1), |||, ) est un quasi-Banach.
3) La dualité des espaces de Lorentz Lyy(2) et pour 1 < p < 0o, LY} = Ly aussi bien
que Ly, = Lysg pour 1 <p,q < oo avec %—1-1%:1 et %—Fq%:l.

Proposition 3.1.9
a) Pour p = q, Ly, coincide avec Ly, et on a aussi l'inclusion suivante Lyg C Ly, pour
0<q < g <00
b) Pour q = oo, l'espace de Lorentz Ly, Coincide avec l'espace de Marcinkiewicz L,
défini de la facon suivante :

Définition 3.1.10 (L’espace de Marcinkiewicz)
L’espace de Marcinkiewicz L;,“(Q,,u) pour 0 < p < oo est composé des fonctions mesu-

rables f pour lesquelles la quantité suivante est finie

hSA

1711y = supt (n o € 21 | (2)| > 11)5.

En effet, pour tout t >0, on a :

112
trf5(t) = trinf {s > 0: Ag(s) <t} < tvinf {s >0: —F <t b= fll .

S

et donc, Ly)(, i) C Lpoo (S, ).

Réciproquement, pour tout s > 0

=5 (Ap(s))7 < s (u{t > 0, Hfl'f’m > s}) p < Fll,.. -

Ainsi, les espaces L) (2, 1) et Lypoo(2, i) sont bien égauz.

=

s (As(s))
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Corollaire 3.1.11

Sil<p<ooetl<qg<oo, on peut introduire une norme |||.|[|,, sur Ly, qui satisfait

g < M-l < Cog M1l

pour qui Ly, devient un espace de Banach (pour plus de détails, voir [Han67])

3.1.4 Quelques propriétés pour ¢ =1 et ¢ = o0

Propriété 3.1.12 [Pis86]
Pour tous p, r, s tels que 0 <r <p <00, on a
1) Lyoo C L.
2) Ly C Ly.
De plus, pour toute f € Lo(j)

L1l < CCrp) 11l poo

£l < Cs,p) (11, -

Propriété 3.1.13 [Pis86]

Soit (f,) une suite dans Lo(p). Pour tout 0 <p < oo et 0 < ¢ < 0o, on a

Is0p fallpoo < (3 1£ll2)”

(S 1508)" <[ 1

De plus pour p <r et s <gq, on a

H(Z £

1
-

(S5 <[5
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3.2 Factorisation des opérateurs sous-linéaires par

Dans cette section nous allons généraliser les théorémes de factorisations des opéra-
teurs linéaires d’un espace de Banach X a valeurs dans L, par L, et de L, dans YV
espace de Banach complétement réticulé par L, qui ont été faits par Pisier [Pis86], aux
opérateurs sous-linéaires. On commencera par Préliminaires concerne quelques propriétés

qui nous serons utiles.

3.2.1 Préliminaires

Dans tous les sections suivantes, on note par (£2,7, 1) un espace mesuré quelconque,
Bzrl(ﬂ,#) I'ensemble des fonctions f dans Li(€2, u) telles que f > 0 et bff(w)d#(w) <1
Soient f dans Bj et v = fu (ie VE € T, v(E) = gf(w)du(w)), M(Q, 7T,R)
I’espace de toutes les mesures signées finies.

Rappel

Soient o > 1 et { f,,}, une suite borée dans L(2, p). Supposons qu’il existe une constante

C telle que pour tout suite finie {\,}, de nombre réels, on a

1

Isup Ao folll g < € (D 1Ml (3.7)

Alors la suite {f,}, est uniformément intégrable.

Théoréme 3.2.1 ([Pis86])
Soient 0 < r < p < 0o. Soit I un ensemble d’indices et { f;},., une famille dans L, (S, ).
Alors , les assertions suivantes sont équivalentes.

A1) Il existe une constante C' positive telle que pour toute suite {o;},., de nombres réels,

1
<C <Zyai|p> :
L (Q,1) i€l
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Ay) 1l existe une constante C positive et une fonction f dans BZ(Q ) telles que pour

tout E& dans T, on a

3=

Viel, |1efill, @ <C v(E) .

As) 1l existe une constante C” positive et une fonction f dans le(ﬂ ) telles que {w : f(w) =0} C
{w : fi(w) =0} pour tout i dans I et

Viel, Hf%l.fl- <o,

Lpoo(Q»V)

Théoréme 3.2.2 (Lebesgue-Radon-Nikodym)
Soient p et v deux mesures positives sur (Q2,T) telles que p o—finie. 1l y a équivalence
entre,
i)VAeT, wA =0=v(A) =0,
ii) Il existe f € L1(Q, T, p,RY) telles que VA € T, v(A) = [ fdu. si p et v sont des
mesures o—finie, on prend f mesurable. !

Proposition 3.2.3
Soit I un ensemble d’indices et {v;},., une famille dans M (2, T,R*) vérifiant pour tout
E dans T, v;(E) = [ fidu (u une mesure o—finie sur (Q,T,)) avec f; € B} On

Ll(Qvu) ’

A
pose pour tout E dans T

v(E) =supv;(E).

ie1
Alors il existe f € Li(Q,T, u, RT) telle que v(E) = [ fdpu.
Proposition 3.2.4 ([BM01]) !
Soit X, Y, Z trois espaces de Banach dont Y réticulé; C' une constante positive et T
un opérateur sous-linéaire continu de X dans Y. Soit v : X — Z un opérateur linéaire
ingectif tel que
IT@) < C v@)].
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Alors, il existe T : v(X) — Y sous-linéaire continu tel que

Définition 3.2.5
Sotent X un espace de Banach réticulé et 1 < p < oo. On dira que X satisfait la
p—estimation supérieure (resp. la p—estimation inférieure) s’il existe une constante po-
sitive M, telle que pour tout n et suite finie {x;},,, dans X (12£{|x1| .|zi|} =0), on

a

<M (Z ||xi||p)p (3.10)

n
D
i=1

(3.11)

n
D
i=1

con (Sterr) <o
=1

Exemples
1) Ly est un espace de Banach réticulé satisfaisant la p—estimation supérieure.
2) L, est un espace de Banach réticulé satisfaisant la p—estimation inférieure.
Remarque

1) (8.10) vérifie que

=

sup x;
1<i<n

<M (Z ||a:i||p> (3.12)

=1

2) (3.11) vérifie que

n

Z | ]

=1

B =

(3.13)

(Z ||xz-||p) <

3.2.2 Factorisation des opérateurs sous-linéaires par L,

Théoréme 3.2.6
Soit 0 <r <p<oo, X un espace de Banach et T un opérateur sous-linéaire continu de
X dans L.(Q, ). Alors , les assertions suivantes sont équivalentes.

By) Il existe une constante C positive telle que pour tout n dans N et {x;},.,., dans X,
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on a

sup |T'(z;)|

1<i<n

1
<C (Z ||$z||p> :
LT(QW') 1<i<n

Bsy) Il existe une constante C' positive et une fonction f dans BII(Q ) telles que pour

tout x dans X et E dans T, on a

1

MeT (@), < C llzllv(E)

B =

(v="Ffun

Bs) Il existe une constante C” positive et une fonction f dans le(ﬂ ) telles que pour

tout x dans X, {w: f(w) =0} C{w: T(z)(w) =0} et

<C” = f.u).
sy SOl = £

oo

Preuve.

B; = Byl suffit prendre dans le Théoréme 3.2.1 o; = ||z;|| . En effet,

X

4]
v
D Nl
1<i<n

ce qui entraine que pour tout x dans B,, on a

sup |T'(x;)]

1<i<n

lall T(7—=)

sup
1<i<n

L (Q,u) Ly (Q,u)

IA

1
T

3=

ET (@) L, < CV(E)

et par conséquent pour tout x dans X, on aura

1_1
ET (@), 0 < C llzllv(E) .
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By = Bj. Soit z € X. On a d’aprés la proposition 3.1.9 b

Sl

|17 7@

=sup (7w {w : [T(2)] (w) > 17 (w)t})",

Lpso (vi) t>0

en posant
E= {w |T(2)] (w) > f%<w)t}
O aura
S — sup (tPv(E))7 .
|r7r@|, ., =swevE)
On a

1
HlEfT

o = ( / f(w)dﬂ(w>>

IA
N
—
H
&
~
=
&
v

<

(Dapres By) < O] ( / f(w)du(w)>

ce qui imlique

C v (B) 7

IN

donc

v(E) < C" ol ¢
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D’ou

1
=sup (tPv(E))r < C'||z||.
() t>§( (B))» < C'z]

Jrre

Bs = By. Soit {z;},.,.,, une suite finie dans X. L'inégalité

1
T
||, ., <0kl
entraine pour tout i dans {1,...,n}
‘fm - <o
3] Lpoo (20
en prenant «; = ||z;|| , on aura
1
ZT; P P
sup |||z T(7—) <{ > laill
1<i<n lzall I, o~ iz
D’ou )
P
sup |T'(z;)| < (Z sz’Hp>
tssn Le@u)  \1<i<n

Remarque 3.2.7 La factorisation proprement dite.
Le théoreme 3.2.6 donne des conditions nécessaires et suffisantes a la factorisation des
opérateurs sous-linéaires continus T : X — L.(Q, u). Car en reformulant Bs, T admet

la factorisation suivante

X 5 L(Q, p)
T\ S M
L, (2,0)

ou

M(g)=f v g, M : opérateur linéaire borné et positif,
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T(z) = f+T(x), T : opérateur sous-linéaire borné,

T=MoT (la composée d’un opérateur linéaire positif et d’un opérateur sous-linéaire
est un opérateur sous-linéaire (proposition 1.2.7).

Corollaire 3.2.8
Soit 1 <r <p<oo et X un espace de Banach réticulé qui satisfait la p—estimation
supérieure. Alors, tout opérateur sous-linéaire continu, symétrique et croissant T de X
dans L, (S, 1) se factorise par Lyso.

Preuve.

T(x) = T(xy—x_)

IN

T(xy) +T(~2-)

IN

T(xy)+T(z-) (car T est symétrique)

IN

2T (|x|) (car T est croissant)

Pareil pour T'(—x) < 27T'(|z|), et aussi ¢(x) = sup{T(z),T(—x)} on a
() < 2T(|z)

et on aura d’aprés la proposition 1.2.9 (1)

T(2)] < () < 2T(|z]).

Soit n € N et {z;},.,.,, C X. Puisque T est symétrique et croissant, on a pour tout

i dans {1,...,n}

[T ()]

IN

2T (|il)

< 2T (sup |x;])
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ce qui entraine

Sgpmme < 2HT<sup|xi|>

)

< 2T ||sup |l
1
< 2M T | > llwill’||  (D'apres (3.12)
=1

M est la constante de la p—estimation supérieure.
Donc T vérifie la condition B; du théoréme 3.2.5 et par conséquent il se factorise par

Lpoo.
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