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0.2 Résumé

Cette thése, qui concerne les espaces de Banach réticulé et la théorie des
opérateurs, est divisée en trois parties. Dans la premiére partie, nous étudions
la factorisation d’un opérateur sous linéaire qui prend ces valeurs dans un es-
pace de Lebesgue, a travers un espace de Kothe, et le probléme dual. Dans la
deuxiéme partie, nous introduisons et étudions les opérateurs positifs forte-
ment (p; ¢)-sommants. Parmi les résultats de cette recherche, nous présentons
la relation entre ces derniers et les opérateurs positivement (p; ¢)-sommants
et plus précisément, si p = ¢, nous prouvons de nouveaux théorémes de
Pietsch-type (Domination/Factorisation). Un nouveau théoréme de factori-
sation pour la classe des opérateurs positivement p-sommants est montré.
En outre, de nouveaux théorémes de domination et factorisation pour les
opérateurs positifs fortement p-sommants sont donnés. Comme application,
certains résultats connus sur les opérateurs (p; ¢)-concaves de Banach réti-
culés peuvent étre élevés a la classe des opérateurs (q; p)-convexes. Dans la
troisiéme partie, nous introduisons l'idéal multilinéaire des opérateurs vir-
tuellement (7;7y;...;r,; $)-nucléaires entre espaces de Banach, nous caracté-
risons ces opérateurs par la factorisation et nous montrons que, si les espaces
X¢ (k= 1,...,n) possédent la propriété d’approximation A-bornée; le dual
topologique de 1’espace de tous les opérateurs virtuellement (7;7q,...,7,;5)-
nucléaires de X; x --- x X, dans Y s’identifier isométriquement & ’espace des
opérateurs multilinéaires et multiple (r';r], ..., ; s')-sommants et en parti-
culier, le dual topologique de l'espace de tous les opérateurs (r; 71, ..., 7,; 5)-
nucléaires de X; x --- x X, dans Y est isométriquement isomorphe & 1’espace
des opérateurs multilinéaires (r';ry, ..., rl; s')-sommants.

RN

Mots clés : Banach réticulé, Espaces de Kothe, Factorisation des opé-
rateurs, Norme tensorielle, Opérateur non linéaire (sous linéaire, quasi li-
néaire, multilinéaire), Opérateur positivement (p, ¢)-sommant, Opérateur po-
sitif fortement (p,q)-sommant, Opérateur multilinéaire nucléaire (multiple
sommant), Théoréme de Pietsch.

AMS Classification : [2010] 46A20, 46A32, 46B28, 46B42, 46B45, 47B10,
4THG60.
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0.3. ABSTRACT

0.3 Abstract

Title : Summing operators and factorization through Kéthe
spaces

This thesis, concerning Banach lattice spaces and operator theory, devi-
ded in three parts : In the first part, we study the factorization theorem,
exactly factorization of sublinear operator from a Banach space into L, by a
Kothe space and also the dual problem. In the second part, we introduce and
study the notion of positive strongly (p; ¢)-summing operator. Among other
results, relationships between these operators and positive (p;g)-summing
operators are shown. More precisely, if p = ¢ we prove new Pietsch-type
theorems (both domination and factorization theorems). In particular, a new
factorization theorem for the class of the positive p-summing operators is
shown. Also, new domination and factorization theorems for positive stron-
gly p-summing operators are given. As an application, it is also shown that
certain known results on (p; ¢)-concave operators from Banach lattices can be
lifted to a class of (g; p)-convex operators. In the third one, the space of mul-
tilinear mappings of virtually nuclear type (r;71;...;7,;s) between Banach
spaces is introduced, some of its properties are described and its topological
dual is characterized as a Banach space of multiple (1/;7; ...; 7/ ; ')-summing
multilinear mappings and we conclure a same result between the topological
dual of (r;ry;...;r,; s)-nuclear type operators and (r';7};...; 7 ; s')-summing
operators.

Key words and phrases : Banach lattice, Kothe space, Factorization
of operators, Tensor norm, Nonlinear operator (sublinear quasilinear, multi-
linear), Positive (p, ¢)-summing operators, Positive strongly (p, ¢)-summing
operators, nuclear multilinear operators (multiple summing), Pietsch-type
theorem.

AMS Classification : [2010] 46A20, 46A32, 46B28, 46B42, 46B45, 47B10),
ATHG60.
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0.4 Notation

I, ®: X
I, ®r X
C (K)
(X)
(X,Y)
p( Y)
Ny (X,Y)
D, (X,Y)
)

»':l h*@N

LOXY
LT (B

L’exposant conjugué de p (i.e., i + ]% = 1) .

Boule unité fermée de 'espace X.

o-algébre (tribu) de Borel engendrée par X*.

Corps des scalaires réels ou complexes.

Topologie faible- * définie sur X*.

Espace des classes d’équivalences des fcts mesurables sur 2.
Espace de Kothe.

Le produit tensoriel injectif de {, par X.

Le produit tensoriel projectif de [, par X.

Espace des fcts continues sur un compact K & valeurs réelles.
Espace des suites (7)Y € X absolument p-sommables.
Espace des opérateurs linéaires continus de X dans Y.
Espace des opérateurs p-sommants de X dans Y.

Espace des opérateurs p-nucléaires de X dans Y.

Espace des opérateurs fortement p-sommants de X dans Y.
Espace des opérateurs n-linéaires continus de "X dans Y.

Espace des opérateurs n-linéaires (r;71, ..., 7,; §) -sommants.

Nesrtrornss) (B, ..y En; F') - Espace des opérateurs n-linéaires (7571, ..., 7,; s) -nucléaires.



0.5 Introduction

Dans cette introduction, j’aimerais présenter les résultats de mon travail
tels qu’ils sont apparus au cours de ces années de recherche, en insistant
sur les motivations et les liens qui les unissent. J’espére que cela permettra
d’entrer plus facilement dans la thése.

Comme nombreux problémes en analyse commutatif passent par le prin-
cipe de factorisation ou les études consacrées & ce domaine ont donné lieu a
une littérature riche et vaste [43, 44, 45, 48, 56, 57, 58].

En ce qui concerne la théorie des opérateurs sommants, le théoréme de
Domination-Factorisation de Pietsch est une pierre angulaire [2, 20, 49, 51,
53]. Le concept des opérateurs fortement p-sommants (1 < p < 00) a été in-
troduit par Cohen [27] comme caractérisation des conjugués des opérateurs
p*-sommants.

Cette theése porte sur 'introduction de nouveaux concepts de sommabi-
lité des opérateurs linéaires et multilinéaires. Nous établiront, d’une part,
le lien entre les différents types de sommabilité introduits, et d’autre part,
nous étudions les problémes de factorisation des opérateurs sous linéaires a
valeurs dans L, par des espaces de Kothe et leurs problémes dual; ces der-
niers consistent en la factorisation des opérateurs sous linéaire de L, dans un
espace de Banach réticulé par des espaces de Kothe.

Ce travail est divisé en quatre chapitres qui sont les suivants :

Dans le premier chapitre, nous donnons un apercu général des différentes
notions nécessaires pour la compréhension du contenu de cette thése, notam-
ment, les espaces réticulés (Banach réticulés), en particulier les espaces de
Kothe (i.e., un espace de Banach réticulé concret), les opérateurs positifs, les
opérateurs réguliers et les opérateurs (p, ¢)-convexes (resp. (p, q)-concaves).

Dans le deuxiéme chapitre, on s’intéresse & SL(X,Y), ensemble des opé-
rateurs sous linéaires bornés d’un espace de Banach X dans un espace de Ba-
nach réticulé Y. Dans [45, Theorem 3.2.], Mezrag et Tiaiba ont étudié sous
quelques conditions la factorisation d’'un opérateur sous linéaire T' d’un es-
pace de Banach X dans L, (2, 1) par 'espace L, (2, 1) ,1 < p < g < 0o. Nous
avons remarqué, avec les mémes conditions, la possibilité de factoriser T &



0.5. INTRODUCTION

travers un espace de Kothe ainsi que le probléme dual (i.e., la factorisa-
tion des opérateurs sous linéaires de L,(€2, 1) dans un espace de Banach
réticulé Y par un espace de Kothe). Et comme conséquence nous mon-
trons le fameux théoréeme de Grothendieck toujours dans le cas sous li-
néaire. i.e., Grothendieck a exposé le résultat suivant : Tout opérateur li-
néaire u : L, (1,\) — L, (2, 1) avec 0 < ¢ < 2 < p se factorise comme
suit :

Ly(@,8) = L,(Q.p)
us | T ug
Ly (Q1,A) — Ly (s, 1)
ou € Ly (1, etd e L, (Q,p) ,% = %—i—%,% = %—i—% De notre part, nous
avons généralisé ce résultat aux opérateurs sous linéaires mais la factorisation
est par des espaces de Kothe).

Dans le troisieme chapitre, nous introduisons et étudions la notion des
opérateurs positifs fortement (p;¢)-sommants. Une de nos contributions a
travers ce chapitre consiste a clarifier la relation entre ces opérateurs in-
troduits et les opérateurs positivement (p;g)-sommants. Plus précisément,
si p = ¢, voir [18, 62], nous prouvons un nouveau type du théoréme de
Pietsch (les deux, Théorémes de domination et de factorisation). Nous prou-
vons en particulier un nouveau théoréme de factorisation pour la classe des
opérateurs positivement p-sommants et nous donnons aussi de nouveaux
théorémes de domination et factorisation pour les opérateurs positifs for-
tement p-sommants. Comme application, nous avons également montré que
certains résultats connus sur les opérateurs (p; ¢)-concaves de Banach réticu-
lés peuvent étre généralisés a la classe des opérateurs (g; p)-convexes.

La notion de la nucléarité a été présentée au début des années 50. Inspiré
par la théorie des distributions, Grothendieck a traité des produits tensoriels
pour les espaces localement convexes et il a découvert une version abstraite
du théoréme de noyau de Schwartz. Ceci explique I'origine du terme nucléaire.

La généralisation est élémentaire dans certains idéaux multilinéaires, comme
nous avons fait dans le quatriéme chapitre, I'idéal des opérateurs multi-
linéaires virtuellement (7;7y,...,7r,; $)-nucléaires est présenté, certaines de
ses propriétés sont décrites et son dual topologique est caractérisé par une
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autre méthode comme étant un espace de Banach des opérateurs multiple
(r's7y, ..., ; 8')-sommants. En particulier, le dual topologique de I’espace des
opérateurs (r;71,...,7,; s)-nucléaires étudié par Cerna [23] est isométrique-
ment isomorphe a l'espace des opérateurs (r';7], ..., 7 ; s')-sommants intro-

duit par Achour [1].

Liste des Publications :

1. D. Achour, A. Belacel. Domination and factorization theorems for positive
strongly p-summing operators. Positivity 18 (2014) 785-804

2. D. Achour, A. Belacel. Virtually (r;ry, ..., my; s)-nuclear multilinear opera-
tors, a apparaitre dans "Journal of Fxtracta Mathematicae”.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous donnons les notations, les résultats élémentaires et
les outils que nous aurons & utiliser dans cette thése. Nous y introduisons les
espaces de Banach classiques et les espaces de Banach réticulé (en particulier
les espaces de Kothe). Nous présentons les concepts des opérateurs positifs,
opérateurs réguliers et les opérateurs (p, ¢)-convexes (resp. (p, q)-concaves).

1.1 Rappels sur les espaces de Banach clas-
siques

Les espaces de suites

Tout d’abord nous noterons S I’ensemble de toutes les suites x = (x,,),
réelles ou complexes. L’ensemble S est un espace vectoriel lorsqu’il est muni
de la loi d’addition

T4y = (Tn)n + Un)n = (@0 + Yn)n
et de la loi
Az = MN2p)n = (Axy), o0t A € C.

Soit p un nombre réel tel que 1 < p < 400, le sous espace vectoriel de S

+o0o
telles que > |z,|” < 400 muni de la norme

n=0

formé des suites x = (2,,),,cn
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H(xn)nENHp = (Jiz |xn|p)%

est un espace de Banach qu’on désigne par [, (N) ou tout simplement par [,.
Le sous espace de S formé des suites bornées muni de la norme

”(xn)neN”oo = sup |z,
neN

est un espace de Banach noté [, (N) ou tout simplement /.. On notera ¢ (N)
ou ¢y le sous espace fermé de [, des suites qui convergent vers zéro.

Les espaces de fonctions continues
Soit K un espace topologique compact. On désigne par C (K') 'espace de Ba-
nach des fonctions continues de K dans R muni de la norme de la convergence
uniforme

1fll = sup|f (£)].
teK

Les espaces de fonctions intégrables
Soit (€2, 3, 1) un espace mesuré, f une fonction Y-mesurable. On définit

1, = (f|f P du (¢ ) S§1<p<too

Iflle = inf{a>0;p(f" (R/[~a,a])) =0} sip=-+oo,
= supess|f(t)|.
teQ
Pour 1 < p < +o00, lespace de Banach L, (u) = L, (€, %, ) représente
I’espace de toutes les classes d’équivalence, modulo 1’égalité presque partout,
des fonctions ¥-mesurables telles que || f||, < +oc. ¥ est la tribu de Lebesgue
et u la mesure de Lebesgue.

1.2 Dualité - Topologies faible et faible-x

On notera par X et Y deux espaces de Banach et la boule unité de X
sera notée Bx. On désigne par X* le dual topologique de X : I'espace des
formes linéaires continues sur X muni de la norme duale



1.2. DUALITE - TOPOLOGIES FAIBLE ET FAIBLE-x

[fllx+ = sup [f (z)].

rEBx

Les éléments de X* seront le plus généralement notés par z*. Pour z* € X*
et © € X on désignera souvent (z*,z) au lieu de z* (x).

On note par X** le bidual de X (X** = (X*)").

Soit z € X, I'application z* — (z*, ) de X* dans R est une forme linéaire
continue sur X*, donc un élément de X**.

Dual d’un opérateur continu. Soit 7' : X — Y une application
linéaire qu’on appellera souvent opérateur. Si 'opérateur T : X — Y est
continu (7' € L (X,Y)), on appelle adjoint ou dual de T' I'unique application
linéaire continue 7% : Y* — X* telle que :

(T* (y*),z) = (y*, T (x)) ,Vo € X,Vy* € Y*.

Le dual de T™ soit T** : X** — Y™** s’appelle le bidual de T'.

On dira que deux espaces de Banach X,Y sont isomorphes (X ~ Y)
si il existe un opérateur invertible 7" (dit isomorphisme) de X dans Y. Un
opérateur linéaire continu 7' : X — Y telle que |7 (z)|| > c||z| pour
quelques ¢ > 0 et tout x € X est dit isomorphisme.

Une isométrie est un opérateur linéaire continu 7 : X — Y telle que
I (z)|| = ||=|| pour tout € X. Deux espaces de Banach X,Y sont isomé-
triques (X ~Y') si il existe une isométrie entre X et Y.

L’injection canonique Jy : X — X™ qui a tout # € X associe Jx ()
telle que

(Jx () ,x*) = (2", x), Vo* € X*

est une isométrie qui, en général, n’est pas surjective. A I'aide de Jx on peut
toujours identifier X a un sous espace de X**.

Topologies faible et faible-x
Si X un espace de Banach, sa topologie faible o (X, X*), plus simplement
notée w, est la topologie la moins fine pour laquelle toutes les formes linéaires
continues (pour la norme) ¢ € X* restent continues.

7
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Sur le dual X*, outre la topologie de la norme ||.|| . et la topologie faible
o (X*, X*), on peut définir la topologie préfaible, ou faible-x, notée aussi
o (X*, X) qui est la topologie la moins fine rendant continues toutes les ap-
plications linéaires (¢,), .y Ol

w,: X* — R
& — ¢ (=¢().

pour tout x € X.

Théoréme de Banach-Alaoglu-Bourbaki. La boule unité By« de X*
munie de la topologie faible-x est compacte.

1.3 Banach réticulés

Définition 1.3.1. Un ordre sur un ensemble non-vide M est la relation
tels que pour tous x,y, 2z € M nous avons :

1) z <z,

2) x <yety<ximplique z =y,

3) z <yety<zimplique x < z.

Nous utilisons y > z comme synonyme de x < y. Si A est un sous-
ensemble non-vide de M, alors x est un majorant de A si a < z pour tout
a € A. Dans ce cas, on dit que A est majoré. on dit aussi que x est une
borne supérieure "supremum", si pour tout autre majorant y, nous avons
x < y. Les termes suivants minorant, borne inférieure "infimum" et minoré
sont définis d’une maniére analogue. L’ensemble qui est & la fois majoré et
minoré est appelé ensemble borné pour 'ordre.

Un ensemble réticulé est un ensemble non vide M avec un ordre < tel
que chaque paire d’éléments x,y € M posséde a la fois un supremum x V y
et un infimum = A y. La borne supérieure d’un sous-ensemble A de M, s’il
existe, est notée par I'une quelconque des notations sup(A), VA, sup{a:a €
A}, V{a:a € A} ou Vyeaa.

Définition 1.3.2. Un espace vectoriel ordonné est un espace vectoriel
réel E qui est aussi un espace ordonné ot les structures linéaires et de I'ordre
reliéent par les implications :

(1) Siz,y,z€ Eet x <y, alorsz+ 2z <y + z,
(2) Siz,ye E,x <yet0<acR, alors ar < ay.

IN

T~ N /N
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1.3. BANACH RETICULES

L’ensemble E, = {x € E : x > 0} que l'on appelle le cone positif dans
et ses éléments sont appelés positifs (au lieu de non-négatifs).

Un espace vectoriel ordonné qui est aussi un réticulé est un espace vec-
toriel réticulé. Comme 0 est un élément assez particulier d’'un espace vecto-
riel, il ya quelques notations spéciales associées. La partie positive de = est
xt =2 V0, alors que la partie négative (il est positif!) est = = (—x) V 0.
Le module de z est |x| = 2V (—x). Nous disons que z,y € E sont disjoints,
on écrit x Ly, si |z| Aly| =0.Si A C E alors A= {y:y L a,Va € A}.

Remarque 1.3.3. Il est élémentaire, mais souvent utile, que z et x~
sont disjoints et que z = 2T — 2z~ et |z| = 2T + 2.

Exemple 1.3.4. L’exemple le plus évident d’un vectoriel réticulé est
les réels avec toutes les opérations habituelles. L’ordre standard sur R™ est
(1,29, ey Tn) < (Y1, Y2, oy Yn) c-a-d xp < yg pour k = 1,2, ..., n. Cet ordre
rend R” & un espace vectoriel réticulé dans lequel (xy) V (yx) = (xr V yi) et
(@) A () = (wr A ). Done, (zx)™ = (2), (22) ™ = (z) et [(zx)] = ().

Soient L un ensemble non vide et E l'espace de toutes les fonctions a
valeurs réelles sur L ordonné par l'ordre ponctuelle f < g < f(z) < g(z)
pour tout x € L. Nous avons donc un espace vectoriel ordonné. Il est clair
que si f et g sont des fonctions a valeurs réelles sur L, alors méme que les
fonctions p(z) = f(x) V g(x) et Y(x) = f(x) A g(x) pour tout x € L et il est
clair que ¢ = f Vg et que v = f A g, de telle sorte que E soit un espace
vectoriel réticulé.

Définition 1.3.5. Un sous-ensemble A d’un réticulé M est un sous-
réticulé si x,y € A implique que x V y € A, ol ces opérations sont calculés
dans M. Un sous-réticulé d'un espace vectoriel réticulé est simplement un
sous-espace vectoriel, qui est aussi un sous-réticulé.

Exemple 1.3.6. ¢y est un sous espace réticulé de [.

Définition 1.3.7. L’idéal J dans un espace vectoriel réticulé E est un
sous espace vectoriel tels que y € J,x € E et |z| < |y| ainsi implique que
x € J.

Exemple 1.3.8. Dans [, ¢ est un idéal.

Définition 1.3.9. L’idéal principal dans E est un idéal J qui est engendré
par un seul élément. i.e. il existe e € E tels que J = {x : |z| < ne pour

quelque n € N} = |J [—ne, ne], qui est souvent désigné par E,. Il peut arriver
neN
qu’il y ait e € E tels que E, = E, dont e est appelé une unité forte de 'ordre

pour FE.
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Définition 1.3.10. Un espace normé réticulé est un espace normé qui
est aussi réticulé avec |z| < |y| = [|z|| < ||y||. Un espace réticulé normé qui
est aussi un espace de Banach est appelé un espace de Banach réticulé.

Exemple 1.3.11. Tous les espaces de Banach classiques, I, co, C(K), L, (1),

sont des Banach réticulé pour leurs normes usuelles et ’ordre ponctuelle.

Le dual E* de Banach réticulé E est complétement Banach réticulé muni
par 'ordre naturel

r] <y <= (2], x) < (2}, x) Vo € B, (1.1)

L’injection canonique Jg : E — E** tel que (Jg(z),x*) = (x,z*) est une
isométrie de E' dans un sous espace de E** (voir [39, Proposition 1.a.2]). Si
on considere ¥ comme un sous réticulé de £** nous trouvons pour zy,xs € E

11 < xp = (2%, 21) < (2%, 20) , V2™ € ET. (1.2)

ou (.,.) est le crochet de dualiteé.

1.4 Espaces de Kothe

Définitions et propriétés

On commence cette section par donner I'espace Ly (€2, %, ) qui désigne
I’espace des classes d’équivalences des fonctions mesurables sur €2 a valeurs
réelles muni par la topologie de la convergence en mesure.
On dit qu’une suite (f,,), est convergente en mesure vers une fonction f si,

u({wGQ:||fn—f||u>e}> — 0 pour tout € > 0.

et
[fll, =inf{A>0:p({weQ:[f(w)]>A}) <A}

10
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Définition 1.4.1. Soit (£2,%, 1) un espace mésuré complet o-fini. Un
espace de Banach L C Ly (€2, X, 1) des fonctions localement intégrables sur
Q) a valeurs réelles, est un espace de Kothe si,

1) si|f (w)] < |g(w)| p-p- avec f € Lo (2,5, 1) et g € L, alors f € L et
11, < Dol

2) pour chaque A € ¥ avec 11 (A) < oo la fonction caractéristique y, de A
appartient & L. (c.a.d. I'espace L contient toutes les fonctions caractéristiques
de tout sous-ensemble mesurable A de €2).

Propriétés 1.4.2. L’application ||.|| : Lo () — [0, 00] est de Kothe si :

i) fGLo(u), = [lfl =0+ f=0,

i)  feLlo(p)etacR, = laf]=lal|f],

iii) f 9 € Lo (n), = S+ gl < A1+l

) f,9€ Lo(p), = | <lgl =171 < lgll,

v)  fof € Lo(p), = |ful S = lfull — A

Remarque 1.4.3. L’espace de Kothe donc, c’est lespace (L, ||.||), ou
||.]| est 'application de Kothe, et

L={feLo(p):[IfIl <oo}.

L’hypothése que toute f € L est localement intégrable implique, pour tout
A € ¥, lopérateur

®: f— [ fwhs @) d

est bien défini et en plus continu (i.e. ® € L*).

Exemple : les espaces L, (m),1 <p < oo

Soient X un espace de Banach sur K, (2,%) un espace mesurable et
m : X — X une mesure dénombrable additive vectorielle. Alors, pour tout
x* € X*, nous avons la mesure scalaire

P © 5 — [0,400)
A — (27, m(A))

Nous la noterons (x*, m) et sa variation |(z*, m)|. La semivariation de m est
donnée par

11
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|lm|| (A) = sup{|(z*,m)| (A) : z* € Bx~, A € ¥}

ou ||m|| () est fini. Si ||m| (A) = 0, on dira que A est p-nul. On dira que
p: X — [0,400) est la mesure de Rybakov pour m. ( Pour plus de détails
consulter [31]).

Définition 1.4.4. Soient 1 < p < oo et m une mesure dénombrable
additive vectorielle. On dit que la fonction réelle mesurable f défini sur €2 est
p-intégrable par rapport a m si |f|” est m-intégrable.

On peut définir une norme sur ’espace vectoriel des fonctions simples
(plus précisément, classe d’équivalence des fonctions qui sont égales ||ml|-

p.p) par :
£l = sup {(Jo [/ d [z, m)DVP : 2* € Bx-}

Cette norme est équivalente a la norme définie par :
— p d 1/p
Aex

Définition 1.4.5. L, (m) désigne 'ensemble des (classes d’équivalences)
des fonctions p-intégrables par rapport a m muni de la topologie donnée par

-1 -

Remarque 1.4.6. On remarque que, si p > 1, toute fonction de L,(m)
appartient & L;(m). En effet, on définit pour la fonction f € L,(m) '’ensemble
E(f) ={w € Q;|f(w)] <1}. T est clair que xp(p) € L1(m) et comme |f[” +
Xe(p) € Li(m). Comme [f| < If17 + XE(f), ce qui implique que f € Li(m)
d’apres la propriété lattice de Ly (m).

Maintenant, on donne des résultats essentiels sur la structure lattice des
espaces des fonctions p-intégrables par rapport & la mesure vectorielle.

Proposition 1.4.7 [58]. Soient p > 1 et m une mesure vectorielle. Alors
1) L,(m) est un espace de Banach et l’espace vectoriel des ( classes d’équi-
valences de) fonctions simples est dense dans Ly(m).
2) Les espaces L, (m),1 < p < oo sont des espaces de Kdthe.

12
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Démonstration. 2) Soit i la mesure de Rybakov. On va démontrer que
L, (m) est un espace de Kothe sur p. Supposons que f est une fonction p-
mesurable et g € L, (m) telles que |f| < |g| u-p.p. Alors |g|” € L1 (m) et
comme |f[” < |g|”, on obtient |f|” € Ly (m). En plus,

Jo lFIP [, m)| < [q lgI” d (=", m)]

pour tout x* € X*, c’est-a-dire,

1l < Nl -

Pour tout A € X, nous avons x4 € L,(m), et |[xall,,, est équivalente a
Im||” (A).

Dual d’un espace de Kdéthe

En général, toute fonction mesurable g sur €, telle que fg € Ly (1) pour
toute f € X, définie un élément r; dans X* par,

—/f(w)g w) dp

Définition 1.4.8. On définit ’espace dual d’un espace de Kéthe L comme
suit :

V=o€ Lo/ loly = sw /fgd# < oo

Proposition 1.4.9. Soit L un espace de Kithe sur (2,3, u) . Alors :
a) (L', ||.ll;/) est un espace de Kithe sur (§2,3, ).

b) | fll, = sup /fgdu pour tout f € L.

\gL/ 1

c) L' est un idéal de L*.
d) Tout espace de Kothe est o-complet pour [’ordre.

Définition 1.4.10. Un espace de Kothe L est continu pour l'ordre si
fn € L avec f, \, 0 p.p. Alors || .| \. 0.

13
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Proposition 1.4.11 [39, Proposition 1.a.8]. Soit X un espace de Banach.
Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes.
(a) L’espace X est o-complétement réticulé et o-continu pour l'ordre.
(b) Toute suite bornée pour l’ordre et croissante dans X converge fortement.
(c) L’espace X est continu pour [’ordre.
(d) L’espace X est continu pour l’ordre et complétement réticulé.

Proposition 1.4.12. Soit L un espace de Kithe alors,

1)
(L est o-continu pour lordre) <= (L' (i) = L* (1)) .

2) L' est un sous espace normant de L* si et seulement si (f,)n >1 €t f sont
des éléments positifs de L et f, (w) /7 f(w) p.p. on a || full — ||| -

Exemple 1.4.13. Un exemple typique d'un espace de Kothe L tels que
L* # L', mais L' est normant, est Ly, (1) .

Pour tout espace de Ksthe L, on peut définir 'espace L” (le bidual de
Kothe).

Remarque 1.4.14. L’espace (L",||.||;.) est un espace de Kdéthe (voir
[39, Proposition 1.2.2.2]).

Proposition 1.4.15. Soit L un espace de Koéthe. Lespace L coincide
avec L" si :

Fal@) 7 1 @) P (et © L @) 20 pp et sup | full <00 = f e I
et Tm [ fu]l = [[£]-

Proposition 1.4.16. Soit L un espace de Kothe alors,

fa (W) = f (W) p-p. (fa)nz1 C L et sup || fol| <00 = f € L".

Remarque 1.4.17. Tout espace de Kothe de fonctions est un Banach
réticulé avec Uordre ( f > 0 si f (w) > 0 p.p.p.). Pour des détailles plus sur
les espaces de Kothe, le lecture intéressé pourra consulter [39].

14



1.5. OPERATEURS REGULIERS

1.5 Opérateurs réguliers

Il existe différentes catégories d’applications linéaires entre les espaces
vectoriels réticulés qui sont naturelles a étudier.

Définition 1.5.1. Si E et F sont des espaces vectoriels réticulés,
(1) T : E — F est positif si z > 0 = Tx > 0. Les opérateurs positifs,
(T'(Ey) C Fy), sont fermés par 'addition et la multiplication par des réels
positifs mais pas sous la multiplication par réels négatifs. I.’ensemble de tous
ces opérateurs est noté L (E, F).

(2) L’espace engendré par les opérateurs positifs est 1'espace vectoriel des
opérateurs réguliers, noté L"(F, F). Ceci est ordonné par la relation S >
TeS—-TeL (L F). Cette définition nous donne L, (E, F) = L (E, F).

Pour tout 7' € L7(FE, F'), la norme de T est :

|7, == inf {[|S]| : S € L(E,F),|T (x)] < 5 (2),2 € E,}.

Alors, (L7(E, F),||.||,) est un espace de Banach. Si F' =R, alors £ (E,R) =
L" (E,R) (Pour plus de détails voir [46, Section 1.3]).

(3) Les opérateurs bornés pour l'ordre sont ceux pour lesquels I'image de
chaque sous ensemble borné pour l'ordre de E est un sous-ensemble borné
pour l'ordre de F', lequel est indiqué par L°(E, F). Il est ordonné de la méme
maniére que L™ (E, F).

Tout opérateur régulier doit étre borné pour I'ordre, mais 'inverse est faux.
Ces formules T, T~ et |T'| sont connues comme les formules de Riesz-Kantorovich
ouTt=TVv0,T-=TAOet |T|=TV(-T).

Ils existent certains types tres particuliers de 'opérateur qui entrent en
action dans ce domaine.

Théoréme 1.5.2 [46, Proposition 1.3.5.]. Si E est un Banach réticulé

et F' un espace normé réticulé alors tout opérateur réqulier de E dans F' est
borné pour la norme.
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1.6 Opérateurs (¢, p)-convexes et (p, ¢)-concaves

Soient E, F deux espaces de Banach réticulé et X,Y deux espaces de
Banach.

Soient v, ..., y, dans E, nous utiliserons les notations suivantes : par le calcul
fonctionnel de Krivine [35],

(X |ul")? € E et

=1
> |Z/z‘|p)% = sup {Zaiyi ca; € RN |ai‘p* < 1} pour 1 < p < oo,
i=1 =1 =1

n 1
(>_ |y:l")» = sup |y pour p = oo.
i=1 1<i<n
Définition 1.6.1

a) L'opérateur linéaire T : X — F'est (¢, p)-convexe (ie.,T € Ciy (X, F)),
si il existe une constante M > 0 telle que

(z |T<xi>|p)p <M (2 ||xi||q)q 1<q<p<os
=1 =1

et

sup |T (x;)|

1<i<n

'SMIIQ%H%H,SIp:qzoo,

pour toute suite (2;);_, C X. La plus petite constante M est notée par

Cve:c (T)
(¢,p)
b) L’opérateur linéaire T' : E — Y est (p, g)-concave (i.e., T € C{)7) (E,Y)),

si il existe une constante M > 0 telle que

<i1 ||T(xi)llp>; <M H (Zl Wﬂ

16l <g<p<oo,

et

max ||T (x;)|| < M

max sup ||

1<i<n

, 8l p=q= 00,

16
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pour toute suite (z;);_, C E. La plus petite constante M est notée par

Cioa (1)
Sip = ¢, on obtient les opérateurs p-convexes (resp. les opérateurs p-concaves).
c¢) Un espace de Banach X est p-convexe (resp. p-concave) si idy est p-convexe

(resp. p-concave).

Exemple 1.6.2. Tout espace de Banach est 1-convexe et co-concave. la
p-convexité et la p-concavité pour 1 < p < oo sont décroissante et croissante
avec p, respectivement (voir [39]). Par exemple L, pour 1 < p < oo est
p-convexe et p-concave, et Co*(L,) = C,**(L,) = 1.

En utilisant certains espaces auxiliaires pour interpréter les deux notions
p-concave et p-convexe.

Rappelons maintenant les définitions des espaces ¢o (X), 1, (X),1 < p < o0.
Ces espaces consistent par tous les suites (z;);-, des éléments de X tels que
(||lz:]);=, appartient & co, respectivement I,,.

—_——

Soit F (l,) l'espace des suites (z;);-, des éléments de F' o

1=

1
n P
)2l = s | (E ht) | si 1< p < o0
n 1=
et
()24l o) = sup sup ||| 5 si p = o0.
n <i<n

Le sous espace fermé de F (1), engendré par les suites (z;);, qui sont éven-
tuellement 0, est noté par F'(l,). F (ls) est un sous espace de F (l), on
peut le noter par F (co) .

L’opérateur T' de X dans F est (q,p)-convexe, 1 < ¢ < p < o0, si et
seulement si Papplication T; : I, (X) — F(l,), défini par T} ((z;);0,) =
(T (%:));2,, est bornée, avec ||T1]| = C(s4) (T) . L'opérateur 1" est oo-convexe
si et seulement si T} est borné de ¢y (X) dans F' (¢p) . De la méme fagon, on
dit qu'un opérateur 7' : FF — X est (p,q)-concave, 1 < ¢ < p < oo, si et

seulement si 'application T : F (I,) — 1, (X), définie par T5 ((z;);2,) =

17
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T (z;));,, est bornée, en plus ||T3| = Cipay (T) . On remarque que si 1" est

(
(p, q)-concave alors on peut définir 75 comme une application de F'(I,) dans
I, (X).

Théoréme 1.6.3 [30, Théoreme 16.21]. Soient 1 < g < p < +00.
i) L'opérateur T : X — F est dans C;7) (X; F') si et seulement si T" €
Cit (7).
ii) L’opérateur S : E — Y appartient a C(ng) (E;Y) si et seulement si
ST e Ci (Y*; E*).

Corollaire 1.6.4. T € C, (X; F) si et seulement si T € Cir7) (X5 F™*) .
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Chapitre 2

Factorisation des opérateurs
sous-linéaires a travers un
espace de Kothe

Ce chapitre sera consacré a I’étude de la factorisation des opérateurs sous
linéaires a travers un espace de Kothe, pour cela le lecteur intéressé pourra
consulter [14, 39, 59]. Nombreux problémes en analyse commutatif passent
par le principe de factorisation. Les études consacrées a ce domaine ont donné
lieu & une littérature vaste et riche qu’on citera au fur et & mesure dans notre
travail.

Dans sa theése [43], Maurey a donné une condition nécessaire et suffi-
sante pour que 'opérateur u : X — L, (2, u); (2, u) un espace mesuré
quelconque ; admette la factorisation

X 5 L) 5 L

ol u est un opérateur linéaire continu et 7, 'opérateur de multiplication par
une fonction g € Ly (2, 1) et p, q, s tels que 0 < p < g < oo avec % = ]l?— %. 11
a traité aussi le probléme dual (i.e., la factorisation des opérateurs linéaires
de Ly (€2, 1) dans un espace de Banach Y par L, (€2, i), pour 1 < g < s < 0.

Grothendieck a établi dans [60, Lecture 13, p60] que tout opérateur li-

néaire continu L, (€1, \) — L, (9, i) admet la factorisation

Lp (Qla )‘) L) Lq (Q2> M)
us | T ug
L? (Qla )\) L) L2 (927 lu)
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o B € Ly(,A),0€ L (Y, p)et j=1+2 =141
Dans [56] Reisner a étudié la factorisation d’un opérateur de multiplica-
tion

Ty: Ly(Qp) — Ly (2 p)
par un espace de Kothe L, tels que 1 <p < g < o0 et % = % — %.

Dans [32, Theorem 4.2 | Garcia-Cuerva et Rubio de Francia ont traité
aussi la généralisation du théoréme de factorisation de Maurey aux cas des
opérateurs quasi linéaires. Par une toute autre méthode, Mezrag et Tiaiba
dans [45] ont généralisé ce type de factorisations aux opérateurs sous linéaires.
Dans le méme cercle d’idées, on essaiera dans ce chapitre de généraliser les
théoréemes de factorisation de Maurey et le théoréme de Grothendieck aux
cas des opérateurs sous linéaires qui se factorisent par un espace de Kothe.

2.1 Les opérateurs sous-linéaires

On donne un apergu général sur les opérateurs sous linéaires et quelques
propriétés utiles. Pour plus de détails sur les opérateurs sous linéaires nous
renvoyons le lecteur aux références [2, 7, 8, 12].

Définition 2.1.1. Soit 7" une application d’un espace de Banach X dans
un espace de Banach réticulé E. On dira que T est sous linéaire si, pour tous
r,ye Xet \e Rt ona:

{ a- T (\x) = \T (z) (positivement homogene),
b-T(x+y) <T(x)+T(y) (sous-additive).
Rappelons aussi qu’un opérateur est quasi linéaire si

(i) VAeR' Ve e X |T(\x)| = AN |T(z)].

{ (i) VeeX, VyeX  |Tx+yl < |T(x)]+I[T(y)l.

Notons que si T" est quasi linéaire alors |T'| est sous linéaire.
On pose

L(X,Y) = {l’ensemble des opérateurs linéaires v : X — Y, Y Banach}
et
SL(X, E) = {l’ensemble des opérateurs sous-linéaires T : X — E}

qu’on le munit de 'ordre induit par F
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T <T), =T (ZL’) < T ({L‘), Vr e X. (21)
On note
VT ={ue L(X,)Y):u<T(e,VreX ux) <T(x)}.

Comme conséquence immédiate

u<T <= —T(—z) <u(z) <T(x), VrelX.

Remarque 2.1.2. La somme de deux opérateurs sous linéaires est un
opérateur sous linéaire et la multiplication par un nombre positif donne aussi
un opérateur sous linéaire.

Proposition 2.1.3. Soit T' un opérateur sous linéaire d’un espace de Ba-
nach X dans un espace de Banach réticulé E. Alors les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(1) T continu,
(2) T continu en 0,
(3) Il existe C > 0 tel que Vx € X, ||T(x)|| < C|z] .
Dans ce cas, on dira que T est borné et on pose
17| = sup {|T(2)] : =/l 5, =1}

ll=l[=1
On note
L(X,Y) = {'ensemble des opérateurs linéaires bornés 7' : X — Y'}
oul Y est un espace de Banach, et
SL(X, E) = {'ensemble des opérateurs sous linéaires bornés 7' : X — E}.

Si X est réticulé, on dira qu'un opérateur linéaire u : X — FE est positive
sii u(x) >0, VYa>D0.

Remarque 2.1.4. Tout opérateur linéaire positive est croissant. Et réci-
proquement.

Théoréme 2.1.5. (Théoréme de composition). Soient X,Y, E et F' des
espaces vectoriels dont E, F réticulés.
a) Soient u dans L(X,Y) et T dans SL(Y, F). Alors,

ToueSL(X,F);
b) Soient T dans SL (X, E) et u dans L (E, F) croissant. Alors,
uoT e SL(X,F).
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2.2 Factorisation d’un opérateur sous-linéaire
par un espace de Kothe

La factorisation d’un opérateur (sous-) linéaire est largement étudiée dans
la littérature, nous citons a titre d’exemple les références [45, 55, 56, 57]. Dans
cette méme direction, nous nous allons présenter un résultat de factorisation
d’un opérateur sous linéaire & travers un espace de Kothe. Ce résultat géné-
ralise celui établi par Mezrag-Tiaiba qui en lui méme constitue une extension
du travail de Maurey. A présent, nous allons donner la définition d’un opé-
rateur sous linéaire factorisable & droite (et a gauche) a travers un espace de
Kothe.

Définition 2.2.1
a) On dit qu'un opérateur sous linéaire continu 7" : X — FE est factorisable a
droite par un espace de Kothe si il existe un espace de Kéthe L, un opérateur
sous linéaire S : X — L et un opérateur linéaire positif v : L — FE tels
que T =voS

x 5L E

SN, Tv
L
Pour un tel T', on pose :

p(T) =inf {||S] [|v]|; T =vo S, avec S: X — L,v: L — E, L Kothe} .

b) On dit qu'un opérateur sous linéaire continu 7" : X — E est factorisable
a gauche par un espace de Kothe si il existe un espace de Kothe L, un
opérateur linéaire w : X — L et un opérateur sous linéaire R : L — FE
telsque T'= Row

x L E
w\, TR
L
Pour un tel T, on pose :
p(T) =

inf {|R]| ||w||;T = Row, avecw: X — L, R: L — E, L Kothe}.
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2.2. FACTORISATION D’UN OPERATEUR SOUS-LINEAIRE PAR UN
ESPACE DE KOTHE

Le théoréeme suivant da a [56, Theorem 1, p. 241], nous sera trés utile
pour la suite.
Soit L un espace de Kéthe sur un espace mesuré o-fini (2, %, 1) .

Théoréme 2.2.2 (Théoreme de factorisation de Reisner). Soient 1 <
p < q < oo et s défini par % = }—17 — %. L est p-convexe et q-concave si,
et seulement si, il existe K > 0 de sorte que pour tout g € L (p) l'opéra-
teur de multiplication Ty (i.e., T,(f) = gf) admet une factorisation comme

composition de deux opérateurs de multiplication Ty, et Ty, de la forme

Ty
Lq (Qa M) - LP (97 M)

Th, ™\ T T,
L

avec || Th, || |Th, || < K. En plus, si C;*" (L) et C;* (L) sont donnés, nous
pouvons choisir K = (1+¢)Cy® (L) C*" (L) avec arbitrairement petit € >
0. Si, d’autre part, K est donné alors C;* (L) Cy* (L) < K*.

Le théoréme suivant a été démontré dans [45]. (Nous référons a Achour-
Mezrag [12] pour les définitions de la convexité et de la concavité).

Théoréme 2.2.3. Soient X un espace de Banach, (), 1) un espace me-
suré, T un opérateur sous-linéaire continu de X dans L, (Q,u) et 1 <p <

g < oo tels que + =X — L Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes.
s p q

1) 1l existe une constante positive finie C' telle que pour toute suite finie
(z;);_, dans X, on a, T est q-conveze.
2) 1l existe une fonction g dans Bi(@ 1) telle que pour tout x dans X, on a

1
q q
d)" < Clally

(Jo| 2

3) Ils existent une fonction g dans BZ:(Q ) €l S un opérateur sous-linéaire
continu de X dans L, (2, 1), tels que |S|| < C et T =T,08

X — L (@Qp
SN 1T,
Lq(Qa,U)
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Nous allons donner des conditions pour qu’'un opérateur sous linéaire
borné T': X — L, se factorise par un espace de Kothe.

Proposition 2.2.4. Soient X un espace de Banach, L un espace de
Kothe sur un espace mesuré o-fini (2,2, u) et T un opérateur sous linéaire
continu de X dans L, (Q,pn),1 < p < q < oo tels que % = %— %. Nous
avons :

Les deux conditions suivantes :

(1) T est q-conveze;
(2) L est q-convexe et p-concave ;
impliquent ’existence d’une fonction h € BL(Q’#) et un opérateur sous li-

néaire continu R de X dans L, tels que ||R| < C et T =T, o R, c-a-d

X T L

RN, 1T
L

Démonstration. On fait la démonstration en deux étapes :
n
i=

La premiére étape. Comme 7T est g-convexe, on a pour toute suite (z;);_,
dans X,

[ et <o it

Donc d’apres le Théoréme 2.2.3, T se factorise a travers L, (€2, ;) comme
suit :

X T L
SN T
Lq(Qaﬂ)

Ou
S : Opérateur sous linéaire de X dans L, (€2, u).
T, : Opérateur de multiplication de L, (2, 1) dans L, (€, p).

La deuxiéme étape. Suivant le Théoréme 2.2.2, tout opérateur de multi-
plication de L, (€2, 1) dans L, (€2, 1) se factorise & travers un espace de Kéthe
L,
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2.3. PROBLEME DUAL

Lq(Qvﬂ“) z;g) LP(Q7M>

Thl \ ThZ /‘
L

tel que T}, et T}, sont des opérateurs de multiplication.
Maintenant, si on combine les deux diagrammes précédents, on trouve

X Z) LP (Q,M)

R\ T, /
L

Ou

R =T}, oS : opérateur sous linéaire de X dans L.

T}, = Th, : opérateur de multiplication de L dans L, (2, ).
Ce qui acheve la démonstration. |

Question 1 : Si on remplace 'espace de Lebesgue L, (2, 1) par 'espace
L, (m), on ne sait pas si le probleme de factorisation étudié¢ au Théoréme
2.2.3 et a la Proposition 2.2.4 reste vrai ou non ?

Question 2 : Quelles sont les conditions pour lesquelles I'implication
inverse dans la Proposition 2.2.4 est vrai?

2.3 Probléme dual

Nous allons étudier le probléme dual de la factorisation qui consiste a
donner des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un opérateur sous
linéaire borné T : L, (2, u) — E se factorise par L, (€2, 1). Ce résultat
généralise un travail se trouvant dans [32, p. 552] qui concerne les opérateurs
quasi-linéaires (qui sont des opérateurs homogenes et sous additifs en valeurs
absolus). Pour la démonstration, on adaptera les mémes idées que celles de
[32, Theorem 4.5].

Soient X un espace normé, f une fonctionde X dans |—o0, +00]. On dira que
f est semi-continue inférieurement (s.c.i) si epi (f) est fermé dans X x R. Ou

epi(f) = {@NeXxR, f(x)<A).
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CHAPITRE 2. FACTORISATION DES OPERATEURS
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Lemme 2.3.1 [32, Lemma 3.2 p.543]. Soient A et B deux ensembles
convezes d’un espace vectoriel normé, et supposons B compact (pour la to-
pologie donnée sur B). Si l'opérateur ¢ : A x B — RU {400} satisfait :
i) ¢(.,b) est concave sur A pour tout b € B,
it) ¢(a,.) est convexe sur B pour tout a € A,

iii) ¢(a,.) est semi continue inférieurement sur B pour tout a € A. Alors
on a :

b) = b
e Supo(e.) = sup ppe(e.d)

Théoréme 2.3.2. Soit T : L, (2, 1) — E un opérateur sous linéaire
borné. S1 1 <p < q< o0 et % = % + %, alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(1) T admet la factorisation

Ty ™\ e
Ly (2, 1)

avec g € BZ(Q et ||S] < C.

S

(2) Il existe une fonction mesurable w > 0 p.p. telle que : |[w||. <1 et

S

|Tf|% <CP [1f (z (z) dx, pour toute f € L,(1).
(3) T est p-concave.
Démonstration. (1) <= (2) Il suffit de prendre w (z) = (g (x))P.
(2) = (3) Se trouve directement par l'inégalité de Holder.

Pour prouver (3) = (2) en utilisant le Lemme 2.3.1. Soit o = £ > 1, donc
a*="=

Définissons deux ensembles convexes :

A = {a—zw ﬁeL()EHTﬁHP«}
B = {be Lo(u): b(a) > 0: bl < 1)
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2.3. PROBLEME DUAL

et 'opérateur bilinéaire ¢(a,b) dans A x B comme suit

b) = — [ a(x)b(z)dp :_f2|fz ) b(z)dp(z).

On remarque que ¢ est semi continu inférieurement sur B, donc nous pouvons
utiliser I'identité

min ilelgezﬁ(a ,b) = Sup ming(a, b) = sup(— lalls)-

n
Alors, il existe b € B telle que, pour tout a = > |f;|” € A, on a

=1

E ITfille < CPllalls < —C7¢(a,b).

3

Ce qui implique, en particulier, que (2) est vérifiée, avec w(z) = b(x), pour
tout f telle que |[Tf]|; < 1, et par homogénéité, on peut trouver le méme
résultat pour f € L,(u) arbitraire. |

Maintenant, j’étudie la factorisation d’un opérateur sous linéaire a travers
un espace de Kothe.

Proposition 2.3.3. Soient E un espace de Banach réticulé, L un espace
de Kothe sur un espace mesuré o-fini (2, %, 1), T un opérateur sous linéaire
continu de L, (Q,p) dans E,1 < p < g < oo telle que % = . Nous
avons :

Les deux conditions suivantes :

(1) T est p-concave.

(2) L est q-convexe et p-concave.

impliquent ’existence d’une fonction h € BZFS(Q#) et un opérateur sous li-
néaire continu R de L dans FE, tels que ||R| < C et T = RoTy, c-a-d

L T E

Ty ™\ /"R
L

»QI’—‘

p

Démonstration. La preuve sera faite en deux pas :

Le premier pas. Comme 7' est p-concave. Donc d’apreés le Théoréme 2.3.2,
T se factorise a travers L, (€2, ;1) comme suit :
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Lq (Qnu) Z) E
Ty ™\ s
LP (Q7ILL>

S : Opérateur sous linéaire de L, (€2, u) dans E.
T, : Opérateur de multiplication de L, (€2, ) dans Ly, (€2, u).

Le deuxiéme pas. Suivant le Théoréme 2.2.2; tout opérateur de multipli-
cation de L, (€2, 1) dans L, (€2, 1) se factorise a travers un espace de Kothe
L,

Lq (Q7 M) Tg Lp (Qa :U’>
—

Th1 \ Thz /
L

tels que T}, et T}, sont des opérateurs de multiplication.

La combinaison des deux diagrammes précédents nous fournit :

L(Qu I E

Th ™\ /" R
L

tels que

R = S 0Ty, : opérateur sous linéaire de L dans F.
T}, = Tj, : opérateur de multiplication de L, (1) dans L.
Ce qui nous donne le résultat souhaité. |

Question 3 : Si on remplace I'espace de Lebesgue L, (€2, 1) par l'es-
pace L, (m), on ne sait pas si le probleme de factorisation étudi¢ dans la
Proposition 2.3.3 et le Théoréme 2.3.2 reste vrai ou non ?

Question 4 : Quelles sont les conditions pour lesquelles I'implication
inverse dans la Proposition 2.3.3 est juste?
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2.4. APPLICATION : EXTENSION DU THEOREME DE
FACTORISATION DE GROTHENDIECK

2.4 Application : extension du théoréme de
factorisation de Grothendieck

Dans ce paragraphe nous allons généraliser le théoréme de factorisation
des opérateurs linéaires d’'un L, a valeurs dans L, qui ont été fait par Gro-
thendieck [60, Lecture 13, p60], aux opérateurs sous linéaires.

Maintenant, nous exposons le théoréme de Grothendieck.

Théoréme 2.4.1. Supposons que 0 < g <2 < p et que u: L, (4,\) —
L, (2, 1) est un opérateur linéaire continu. Nous définissons r et s par
les relations % = % + %,% = §~|— % Alors, ils existent deux fonctions [ €

Ls (Q4,X),0 € L, (0, 1) et un opérateur linéaire v : Ly (21, ) — Lo (Q2, 1),
tels que le diagramme suivant soit commutatif :

Ly (4,N) —— Ly (Qa, 1)
us | T ug
L2 (Qla )\) L) L2 (927 :u)

Le théoréme suivant généralise le Théoreme précédent aux opérateurs
sous linéaire comme suit :

Théoréme 2.4.2. Supposons que 1 < ¢ <2 <petqueT :L,(,\) —
L, (2, 1) est un opérateur sous linéaire continu. Nous définissons r et s par
les relations % = %—i— i, é = %—i— % Alors, ils existent deux fonctions positives
B € Ls(Q,A),0 €L, (00, 1), deuz espaces de Kothe L et K et un opérateur
sous linéaire S : L — K tels que le diagramme suivant soit commutatif :

Ly(@,0) — Lq(Qa,p1)
Ts | 115
L =, K
Démonstration. D’une part, Comme 7" est 2-convexe, alors d’apreés le
Théoréeme 2.2.3, T se factorise par Ly (2o, 1) c-a-d, il existe une fonction
g € BZFS(QM), % = % + %, et un opérateur sous linéaire Sy de L, (1, \) dans

Ly (9, 1), tels que T'=T, 0 Sy c-a-d

L, 0) > Ly(Q,p)
S\ AT,
LQ(Q% :u)
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et d’autre part, puisque p > 2 et % = % — %, Sy est 2-concave ( La(£2s, 1) est
2-concave ) et suivant le Théoreme 2.3.2, S; admet la factorisation suivante :

L,(Q4, ) 2, Lo(Q9, 1)

Th ™\ /52
L2<Ql7 )\>

avec h € By o et [[Saf < C.
Alors, on obtient le diagramme suivant :

Ly (Q1,A) = Ly (22, p)
Th l T Tg
Ly (Q,0) =5 Lo (R, p)
et si on applique le Théoréme 2.2.2 sur les opérateurs de multiplication 7},
et Ty, on trouve :

Lp(Qla)‘) L Lq(Q%M)

Th, AN
L K
Th2 \ /Tgl

Ly (,0) 2 Ly (9, p)

Il suffit de prendre Ts = T},,, T = Ty, et S =Ty, 0 .Sy 0T},.
Ce qui fallait démontrer.
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Chapitre 3

Théorémes de domination et
factorisation pour les
opérateurs positifs fortement
p-sommants

L’idéal D, des opérateurs fortement p-sommants (1 < p < 0o0) est défini
par Cohen [27] pour caractériser le dual d’un opérateur p*-sommant. Cet
idéal a été étendu au cas des opérateurs linéaires fortement (p, ¢)-sommants
par Apiola [15].

Soient 1 < ¢ < p < 00. On dit que 'opérateur T': X — Y est fortement
(p,q)-sommants (T € D,,(X,Y)ouT € D,(X,Y) si p = q) siil existe une
constante positive C' telle que pour tout n € N, zy, ...z, € X et y,...,y} €
Y* ona

n n

ST (@), )] < O il %)7 sup (3l (u)”), (3.1)

1
q
i=1 i=1 PEBy =+ T

la plus petite constante C' vérifie (3.1), notée d,, (T), est dite la norme
fortement (p, ¢)-sommant sur 'espace D, , (X;Y') de tous les opérateurs for-
tement (p, ¢)-sommants de X dans Y qui définis un espace de Banach. Pour
p=q=1,onaD;;(X;Y)=L(X;Y). Il est connu que :
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Dy (X;Y) =HH (X;Y) ={T € L(X;Y) : T* € Iy - (Y5 X*)}.

Ou II, , est I'idéal des opérateurs (p, g)-sommants ( IL, (X;Y) si p = ¢,
'idéal des opérateurs p-sommants) voir par exemple [29, 30].

Dans I'article [17] le concept des opérateurs positivement (p, ¢)-sommants
a été étudié, ou nous trouvons quelques propriétés géométriques des espaces
de Banach et des théorémes classiques démontrés en utilisant I'espace des
opérateurs positivement sommants. Pour plus des détails concernant les opé-
rateurs positivement sommants, ses développements et ses applications, voir

[18, 37, 62].

Dans ce chapitre nous introduisons et étudions la notion des opérateurs
positifs fortement (p, ¢)-sommants. Une de nos contributions consiste & mettre
en évidence la relation entre ces opérateurs et les opérateurs positivement
(p, q)-sommants. Plus précisément, si p = ¢ nous prouvons un nouveau type
du théoréeme de Pietsch (les deux, Théorémes de domination et de factorisa-
tion ). En particulier, un nouveau théoréme de factorisation pour la classe
des opérateurs positivement p-sommants par un sous espace de Kothe est
prouvé. Aussi, des nouveaux théorémes de domination et factorisation sont
donnés pour les opérateurs positifs fortement p-sommants. Comme appli-
cation, nous avons également montré que certains résultats connus sur les
opérateurs (p; ¢)-concaves de Banach réticulés peuvent étre généralisés a la
classe des opérateurs (q; p)-convexes. Ces résultats se trouvent dans [3].

3.1 Les espaces [" (E)

p;|weak|

Soient X un espace de Banach et 1 < p < +00, nous notons par [;(X),
I'espace de toutes les suites (z;) ; dans X avec la norme

L 1
[(@a)izall, = (2 lzill%)7,
1=

et [

b 3 n
7 weak(X) Lespace de toutes les suites (z;)i_; avec la norme

wy((z)) = sup (3 (s €))7,

£eBxx+ 1=1
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3.1. LES ESPACES LY 1y p 4se)(E)

l’l’b

1 weak (X)) est un espace de Banach avec la norme w, (voir [27, 34]). L’espace

(€0)pear (X) :=={(xn) 1z € X et (x,,8) € ¢, V€ € X*}

est un sous espace fermé de I7, ... (X) (voir [27, 34]). On sait que I7 ,...(X)
est isométriquement 1somorphe a L(I3; X) pour 1 < p < oo et pour p =1,
[} wear (X)) est isométriquement isomorphe & L(co; X).

1Lweak
En remplacant X par un espace de Banach réticulé F, et on définit
by jwean (E) == {(@)iy : (lzaiey € lpweak:(E)};
(€0) jwear) (B) = {(zi)izy : (|2i])ity € (co)year (E)} 5
et

1Gza)iallim

Pour plus de détails voir [21, 36].
En plus, si Bf. = {£ € B+ : £ > 0} est notée la boule d’unité dans Bg-NEY,
puisque [{|z;], )] < (||, [€]) on a

) = wp((|i])izy)- (3.2)

p,lw eak|(

(
il = 90 2 el € = |3 |
wea EEBJr = i=1 B
1
T, n = su T; 1 <p<oo;
Il = 0 (S 0mler) 1< s
(@i )iz [l " jwear (B) T SUP SUD (lzil , &) -
wea fEBE*ISZSn

Sizy,...,z, >0;0na

LA

)il gy = sup <Z <%£>p) = wp ((2:)i21) - (3.4)

P, |weak\( +
ceB, \'iz
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n (E) est un espace de Banach réticulé avec l'ordre induit par 1'ordre

p,|weak|
ponctuelle sur EN. En effet si (z;)™, (y:)", € Ly 1wear| (E)- Alors, pour tout
Z?
z; <V <zl Vil < ] + yil
Donc,
0 < Vyi — ;i <o V |y — 2 < o] + |yi] —
et

|z Vg — x| < 22| + |yl -

Alors pour tout 7 et £ € E*, on obtient :

(i Vs — il O < 2] + |wal , )1 < 2[ (il , )+ Klwal , )1 -

Ce qui implique que (z; V y; — z;), € I (E) et enfin (z; V y;); € 1] |ean (E);

p,|weak| i D,

Alors I7 weak] (E) est un espace vectoriel réticulé. Il est facile de montrer qu’il
est un espace normé réticulé et complet, donc l;}lweak‘(E) est un Banach ré-

ticulé. Et en plus on a (voir [36, Theorem 7.8]).

(a) L’espace de Banach réticulé [, .. (E) est isométriquement isomorphe
a L7(ly; E) pour 1 <p < oo et If |, . (E) est isométriquement isomorphe a
L7 (co; E).

(b) L'espace de Banach réticulé I}, ..
morphe & L7(E;17) pour 1 < p < oo et (cp)
isomorphe a L"(E; co).

(E*) est isométriquement iso-

weak| (£) est isométriquement

La généralisation suivante des opérateurs (p,q)-sommants est introduit
par Blasco (voir [17]).
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3.2 Opérateurs positivement (p, ¢)-sommants

Définition 3.2.1. Soient 1 < ¢, p < oo. On dit que I'opérateur T : £ —
X est positivement (p, ¢)-sommant s’il existe une constante positive C' < 400
telle que pour tout n € N et toute (z;)7_, C E4, on a

(T (2:))iz |l < Cwg ((23)i2,) = C sup (Z <%§>q> B (3.5)

¢eBft,

pour ¢ < p = o0,

sup (|7 () || < Cwg ((2:)is) -

1<i<n

Nous noterons par A, , (E, X) , 'espace des opérateurs positivement (p, q)-
sommants de £ dans X (ou S,(E,X) si p = ¢, 'espace des opérateurs
positivement p-sommants), qui devient un espace de Banach avec la norme

7t (T) = inf {C vérifiant I'inégalité (3.5)} .

pq
Nous avons A, (E, X) = L (E, X) pour tout 1 < g < oo.

Proposition 3.2.2. Soient 1 < p,q < co. Soient E et F' deux espaces de
Banach réticulés et X un espace de Banach.
1) T € L(E,X), alors T € A,,(E,X) si, et seulement s’il eziste une
constante K > 0 telle que linégalité

1T @a))izall, < KM@l o)

est vérifiée pour tous x,...,x, € E.
2) Propriété d’idéal. Soient T € A, ,(E,X) et v e L7 (F, E). Alors la com-
position T o v est un opérateur positivement (p, q)-sommant de F dans X.
3) Pour tout T € L(FE,X) et pour toute constante C' > 0, les conditions
sutvantes sont équivalentes :

(1) T € Apy (B, X) avec y, (T) <

(i1) Pour tout v € L7 (l;h, E) (ou (NS ET (co, E) siq=1), Tow est po-
sitivement (p, q)-sommant et wF (T ov) < 2C ||v]], .

Démonstration. (1) il suffit d’utiliser les égalités (3.2) et (3.3).
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(2) Soit 0 < xq, ...,y € F.

ol = (17 " @) o @)
< (et eor) « (Sire eor)

=1

3=

<7t (T) sup (

¢eBf,

T
=
+
N
N
m
=)
N———
|
+
3
s
=}

3
SN—
wn
[ar
Lo}
s/\
-
=
=
m

)
N——

<2rf (T) sup (i<|v|<xi)7§>q)

geBE* =1

<2nf, @) lloll swp (3 (o iy ©))

EEBE* i=1

S

< 255, (T) lol], sup (z <xi,so>q) .
Donc Tv € Ay, (F, X) et 77, (Tw) < 2m) (T) ||v]l, -

(3) est une conséquence immédiate des (2) et la condition (a). |

-1
Par l'utilisation de (3.5) avec x; = n» o > 0, nous voyons bientot

que le seul opérateur (p,q)-sommant si p < ¢ est I'opérateur nul (voir [17,
Proposition 1]).

Le théoreme de domination de Pietsch est vrai pour les opérateurs de la
classe S,,p < oo.

Théoréme 3.2.3 [62]. Soit T' € L(E,X). T est un opérateur positive-
ment p-sommant (i.e., T € S, (E, X)) si, et seulement s’il existe une pro-
babilité p sur l'ensemble K = Bi., muni par la topologie faible-x, et une
constante positive C' telle que

IT @) <C / (2,2 dp (7) (3.6)

pour tout x € E,. En plus, dans ce cas

7t (T) = inf {C vérifiant l'inégalité (3.6)} .

p

36



3.3. FACTORISATION DES OPERATEURS POSITIVEMENT
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On aura besoin a la proposition suivante qui caractérise les opérateurs
positivement p-sommants.

Proposition 3.2.4. Soit T € L(FE,X). Alors T est un opérateur posi-
tivement p-sommant si, et seulement si il existe une constante C' > 0 telle
que

D=

IT @) < C / (el )P dps () (3.7)

pour tout r € E.

Démonstration. Soit x € E, par la Remarque 1.3.3., nous avons,

IT@I = IT (@ — )
IT@O+IT @) 1
C (Jye (™) du (2)? + C ([ (") da (27))

2C ([, (||, 2*)" dp (z)) 7.

Inversement, il suffit d’appliquer le Théoréme 3.2.3 & x € E.. [ |

IA N CIA

3.3 Factorisation des opérateurs positivement
p-sommants

Maintenant nous donnons le théoréme de factorisation de Pietsch pour
les opérateurs positivement p-sommants.

Dans ce qui suit, on va introduire un nouvel espace des fonctions. Soient
r,zye FetpueM (Bg*) , nous définissons la relation d’équivalence ~ par :

z~y <= (lz —y|,.) =0 p-p.p.

On note i linjection E — C (Bf.) définie par ip (z) = (z,.) . L’application
1 est une injection isomorphique. Si x > 0, on a

2]l e = 1@, leess, -
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Supposons x non positif, on a

SUP g, |(2,9)]

1]l 5

Uy, | (2,27 — )
2supe s, |(2,€)

2 ||{z, ->||C(Bg*) :

1@, e

IA 1A

Donc

Pour f € ig (E) C C (B}.), nous définissons la semi norme

510 =08 { (i, (=17 i 0) 5z = 11,9 =0 e}

Soit R ={f €ig(E),|||f||| =0} Cig(E).Nous écrivons L§ (1) la complété
de P’espace quotient ig (E) /R avec la norme

1A= A

ou [f] est la classe d’équivalence de f € i (E); on remarque que

gl = LA Yo € [f]-

D’apres [22], les espaces définis de cette maniére, sont utilisés pour carac-
tériser la norme des sous espaces incluent dans LP (m) (voir [58] pour p > 1
et [28] pour p = 1).

Lemme 3.3.1. L'opérateur J,ooip: E — ig(E) — Lj (i) est posi-
tivement p-sommant et W; (Jppoip) <1.

Démonstration. Soit x1,...,x, € E. On a

> 1 po o ip (@) < X S, Azl 0)" du (o)
i=1 o(®) =1 E*
1
= (g, Sl 0172
S H(xZ)Z 1Hlp \weak\(E)



3.3. FACTORISATION DES OPERATEURS POSITIVEMENT
P-SOMMANTS

Alors Jypoip € S, (E, Lg (1)) et w) (Jpooip) < 1. [

Théoréme 3.3.2. Pour tout opérateur T : E — Y, les conditions
suivantes sont équivalentes :
(i) T est positivement p-sommant.
(ii) 1l existe une probabilité de Borel réguliére y sur Bi., un espace de Ba-
nach L{ (1) et un opérateur u : Lb(u) — Y tels que le diagramme suivant
est commutatif

E — Y
ig | Tu
. Jp,O
in(E) — Lg(w
N
C (BE)

Démonstration. (i) = (4i) . Si T" est positivement p-sommant, la pro-
position précédente de domination de Pietsch implique ’existence d’une pro-
babilité de Borel réguliere p sur Bj,. telle que, pour tout = € E

IT @I < (@) ([, (2l 0 dp)
De sorte que

1T (@)l < my (T) s Mz

— 7 (1) oo i () 5
Si on note le rang du J, o 0ip par S. Par définition S = Lf (1) , 'application
S — Y : Jyooig(x) — T (x) est bien défini. Il est continu pour la
topologie de L{ (1) avec norme < m} (T'), puisque

T ()| < 75 (T) 1 p0 0 ik (2) | () » Vi € B

HLS(M

Alors I'extension naturelle de notre application & L} (1) est Iopérateur de-
mandé u.

(i) = (i) Comme T' = u o J,0ig, du Lemme 3.3.1. et de la propriété
d’idéal, on déduit que 'opérateur 7T est positivement p-sommant et 7r;; (T) <
Jull 7y (Jpooip) <luf. W
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Dans tout ce qui suit, X notera un espace de Banach et F' un Banach
réticulé.

3.4 Opérateurs positifs fortement (p, ¢)-sommants

Nous introduisons certaine classe des opérateurs de X dans F' ce qui
étroitement liés aux opérateurs fortement (p, ¢)-sommants définis par Apiola
[15]. Ces opérateurs sont appelés positifs fortement (p, ¢)-sommants.

Définition 3.4.1. Soit 1 < ¢,p < +o00. L’opérateur 7' : X — F est po-
sitif fortement (p, ¢)-sommant (notation 7" € D (X, F') ou T' € Dy (X, F)
si p = q), sl existe une constante positive C' telle que pour tous n €
N; 2q,..,x, € Xetyl,...,y, € F*,ona:

Z| | < Clla)iz Il 1) (3-8)

ak\(F*) '

Notons d;f, (T) la petite constante C' vérifiant 'inégalité (3.8). Ona Df (X, F) =
L(X,F).

Remarque 3.4.2. Soit T' € L (X, F') . Alors T est positif fortement (p, ¢)-
sommant si, et seulement si, il existe une constante K > 0 telle que

n

22T (i), yi)| < K[ iyl wer ((07)i20)

=1
pour tout x1,...,x, € X et 0 < 97, ...,yr € F™.

En effet, pour le sens direct, il suffit d’utiliser 1’égalité

[ (y7 )iz Fry — Wpr ((y7)iz1) -

p \weak\(

pour l'autre sens, soient n € N; x4, ...,2, € X et yj, ...,y: € F*. Nous avons
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(T (), w7)| = :21|<T<xi>,yz‘+—y;‘—>}

ST @)+ £ T @) .vi)]

B )y L a3 ) + (e (7))
Ol o (i)
Nl Ml ey

Proposition 3.4.3. Soient q1 < qo, p1 < po. Alors

n
=1

IN

I IA A

D . (X,F)Cc D}, (X, F).

P1,92 P2,q1

Démonstration. Soit 7" € D (X, F); pour tous zy,...,7, € X et

Y1, - Yy € F* nous avons

(T @)yl < dy g (D) @il 16D,

< d;)rl,qz (1) “(%’)?:1”(11 ||(y:)?:1||l;§"wwkl(F*) .

n
i=1

Donc, T'€ Dy, (X, F) et dy,  (T)<df . (T). |

Proposition 3.4.4. Soient X,Y deux espaces de Banach et E, F deux
Banach réticulés. On considére T € L (Y, E), S un opérateur positif dans
L(E,F) et Rdans L(X,Y). Si T € D}, (Y, E), alors STR € D/ (X, F) et
4!, (STR) < S| d, (T) | R|

Démonstration. Soient 0 < 27, ..., 2} dans ' et x4, ..., z,, € X. Comme
TeDy, (Y,E)et S*(2;)>0(1<i<n),ona

S USTR), )| < 33T (R ()" (D)
< 4L OIEE@IL], s (£ 60.07)
NEB L. \i=l
+ NG o s\
< dn MIRIISHIEL, s (3 (0 54)")
< ag, @ IRIISI )L, sw (5 6e7)

+
wGBF**
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POUR LES OPERATEURS POSITIFS FORTEMENT P-SOMMANTS

Donc, d’aprés la Remarque 3.4.2, on conclut que STR € D, (X, F) et
df (STR) < |IS||d}, (T) || R]. [}

Le résultat principal de ce paragraphe est le théoreme 3.4.6. Pour la dé-
monstration, nous utiliserons le Théoréme suivant :

Théoréme 3.4.5 (voir [62])
Supposons T € L (F,X). Alors, T € A,,(F,X) si et seulement si T** €
Apg (F**, X*). De plus, 7} (T) = 7}, (T™).

Théoréme 3.4.6. Soient 1 < q < p < 0.
i) T € L(F,X) est positivement (p,q)-sommant si, et seulement si T* est
positif fortement (q*, p*)-sommant.
i) T € L (X, F) est positif fortement (p,q)-sommant si, et seulement si T*
est positivement (q*, p*)-sommant.

Démonstration
i) Soit T' € A, 4 (F, X), on montre que T* € D . (X*, F*).
Pour tous n € N, (y/*)r_, C F** et (xf), C X* ona

n n

2T (), u) = 0 [, T ()

i=1 =1

2T i) 3 |

=1

(ueg. toer) < ()7 <y:*>up>l (S’
Prop322) < @) s (o) ()

fEB;*** i=1

IN

1
P

1
S

Donc,
1 1
o

(et < oty (@) sw (S 067)" (el )’

1 fGB;*** i=1

™M=

7

Alors,
T e D(;p* (X*, F*) et dqtm* (T*) <7t (T). (1)

Réciproquement, Supposons que T € Dt + (X*, F*) et nous montrons
que T € A, (F,X). Soient n € N, (a)", C X et (), C F; on a,
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S ()| < 3l T )
< dh . (T7) (z szup*‘) sup (z<|yi|,5>‘I) .
i=1 £€B;* =1
Alors,
sup |35 (T (y),at)| < i (T%) sup (2|<|yi|,5>|q) .
I, = AN
Donc,
n 1
IT ()], < e (T%) sup (z (il ,s>|Q) .
¢eBf, \i=1
Finalement,

T €Ay (F,X) et i, (T9) > 5 (T).  (2)

P
Des inégalités (1) et (2), nous concluons que : d. . (T*) ==} (T).
i1) 11 est clair.
Ce qui compléte la démonstration. |

Corollaire 3.4.7
1) Si p < q, et T est positif fortement (p,q)-sommant, alors T = 0.
2) D, (X, F) = L (X, F) pour tout 1 < p < oc.
3) T € D) (X, F) si et seulement si T** € D (X**, F*).

Proposition 3.4.8. Pour 1 < q <p < +o0.
Dyq (X, F) C DS, (X, F).

Démonstration. SiT € D, , (X, F') par [15] 'opérateur T* € Ay« (F*, X*).
D’apres la Proposition 3 dans [17] nous avons T € Ay - (F*, X*). Par le
Théoréme 3.4.6, on trouve T € D (X, F). |

Remarque 3.4.9. En général, I'inclusion est stricte. ’exemple suivant
justifie ga. De [62] I'identité définit de L? (0,1) dans L' (0, 1) est un opérateur
positivement (2,2)-sommant mais, il n’est pas absolument (2,2)-sommant ;
donc suivant le Théoréme 3.4.6 et [27, Thoréme 2.2.2], ona I* € D3, (L= (0,1),L?(0,1)) et
I* ¢ Dyo (L (0,1),L2(0,1)).
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3.5 Représentation tensorielle

Labuschagne dans [37, Théoréme 5.2.] a démontré que, les opérateurs
positivement p-sommants présentés dans [18] peuvent étre décrits en termes
de produit tensoriel convenable. Notre but est de représenter D; (X, F) par
un produit tensoriel.

Si E est un Banach réticulé et X un espace de Banach, alors la M-norme
sur X ® E est donnée par

Iww=ﬂﬁ{ZH%MW;u:;%®m}

avec r1,...,r, € X et yy,...,y, € E. La M-norme est une norme raisonnable
sur X ® E (voir [25, Theorem 1.4]) qui est égale a la m-norme de Schaefer
sur X @ E (voir [59)]).

La transposée de la M-norme est :

n
2zl [yl
i=1

\wmfﬂM{ ;u:2@®%}
=1

ou xy,....,T, € Eetyy,...,y, € X. Qui est une [-norme de Schaefer sur F® X .

Le cone projectif sur le produit tensoriel £ ® F' est défini par :
EL®F, = {sz@)yzwz €L,y €F+7"16N}~
i=1

Les normes M et ‘M ont la propriété que EQyF et E®i oy F, si les équipé
avec des normes respectives du fermeture du céone projectif £ ® F', soient des
espaces de Banach réticulé (voir [25, 36, 59]).

Le cone C dans £ ® F est dit cone raisonnable (cone tensoriel) dans E ® F
siE, @ F, CcCCCi(EF),avec C; (E, F) est le cone injectif

CG(E,F)={uce EQF:0<z"®@y*(u),V(z*,y*) € B x Fi}.
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3.5. REPRESENTATION TENSORIELLE

Si C est un cone raisonnable dans EF® F', alors la norme tensorielle raisonnable
a sur E® F est dite la norme tensorielle raisonnable de 'ordre sur (E® F,C) ;
pourvu que

i) u,v € E® F avec v+ u € C implique a(u) < a(v);

i) Siue E®@ F et a(u) <1, alors il existe v e E® F avecvtu € C et
a(v) < 1.

Si « est une norme tensorielle raisonnable sur £ ® F, |a| a été définie par
la| (u) = inf {a(v) :v e By ® Fy et |u| <v},u€ EQF.

qui vérifie :
1) Pourz e Eety e F,|al(z®@y) < |z| |y,
2) Pour 2" € E* et y* € F", 2" Qy" € (E Qo F)" et [z" @y, <

llz*|| lly*]] ; c-a-d || est une norme tensorielle raisonnable positive sur £ ® F'
(pour des informations plus sur |a| voir [36]).

En utilisant pour C le cone injectif et la norme injective ||.||.. Labu-
schagne, dans [36], parle sur la norme injective raisonnable positive |||
telle que

[ull =inf{[jv],;veE@Fetvtuel(E F)},u€e EQF.

E®. F est un espace de Banach réticulé avec le cone positif de la |¢|-fermeture
du cone projectif £, ® F,.

Définition 3.5.1 [37]
Soient X et Y deux espaces de Banach, v et § deux normes raisonnables sur
"® X et l9®Y, respectivement. Soit 1 < p < oo tel que %+ % = 1. On
définit

lull, 5,y = inf {n(xz-)nl,,w 1)l gy = Y 2, ® y}

=1
pour tout u € X ® Y.
Théoréme 3.5.2 [37, Théorémes 4.4 et 5.2]

Sotent E et F deux Banach réticulés, X,Y deux espaces de Banach, é#—é =1
et 1 < p < oo. Alors,
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1) |\.]]<|E|p7Mq) et H.H(|G|p7f,Mq) sont deuz normes raisonnables sur EQ F,E QY

respectivement.
2) (E ®(|€|p7th) X)* = Sp (E, X*) .

Une conséquence immédiate du théoréeme précédent et le Théoréme 3.4.6
est le suivant :

Corollaire 3.5.3. Soient X un espace de Banach, F' un Banach réticulé
et 1 < p < oo. Alors,

'D;_ (X, F) = (F* ®(|e|p*,tMp) X)*

3.6 Théorémes de domination et de factori-
sation de Pietsch

Nous pouvons écrire la version positive du théoréme de domination de
Pietsch pour les opérateurs fortement p-sommants.

Théoréme 3.6.1. (Théoréme de domination)
Lopérateur T € L (X, F) est positif fortement p-sommant (1 < p < o0),
st et seulement si il existe une positive constante C' > 0 et une mesure de
probabilité de Radon p sur Bi.. tels que pour tous v € X et y* € F*, on a :

(@) ) < Clal [ Lo du)? (39)
B
En plus, dans ce cas

df (T) = inf {C, vérifiant inégalité (3.9)} .

p

Démonstration.
Implication directe. Soit 7' € D, (X, F'). En utilisant la Proposition 3.2.4
et puisque 7% € S,+ (F*, X*), on obtient :

o, 7(3")]
] 7 () o
Ty (1) lall (g Iy] )" du)

(T (x),y7)]

IAN A I
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Implication indirecte. Soient n € N, (y;)", C F*, (z;);_, C X;on a:

(T (@) 0} < C il (e, (] )7 )7

pour tout ¢ dans {1,...,n}
par conséquent,

ST @) i)l € C % il (g, il ) di)®

n 1> «
Inég. Holder < O(% laill)7 (% [y, {lsil )" dp)?
Cll i)l ()i |

IN

lz*,\weak\(F*) '
Alors, T € DS (X, F). [
Corollaire 3.6.2. Si 1 < p < ¢q < 00, alors D} (X,F) C D} (X, F).

En utilisant les Théoréemes 3.4.6 et 3.3.2 pour présenter le théoreme de
factorisation aux opérateurs positifs fortement p-sommants.

Théoréme 3.6.3. (Théoréme de factorisation de Pietsch) Soient 1 <
p < o0, 119 + z% = 1, X un espace de Banach et F un Banach réticulé et
T € L(X,F). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) T e Df (X, F).
(ii) Ils existent une mesure de probabilité de Borel yi sur Bj.., un espace de
Banach LY (Bfe, i) et un opérateur linéaire continu v: X — (Lg* (u))
tels que

krpoT =ip.oJygouv.
Démonstration. Pour la preuve, nous appliquons les mémes techniques
que dans la démonstration du Théoréme 6.2 dans [6].
(i) = (i1) Soit T € D, (X, F). Par le Théoréme 3.4.6, on a T* €

Spe (F*, X*) avec df (T') = m ). (T*). D’apres le Théoreme 3.3.2, on obtient
la factorisation suivante
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F* — X
(2 Tu

. Jp*’ *

ipe (F*) =5 LE (Bhu,p)

donc par dualité, on trouve

F
T/ N\ kr
x B X ke P
VN 1 u* T 5

o Ty N
(L5 () =2 (i (F)
ol v est un opérateur linéaire défini comme suit

(v(2), Jprooir (y7)) = (W okx(z),Jp00ip(y7))
= u(Jpooip(y)) (2).

Pour tout y* € I*, x € X. L’application v est bien définie et continue puisque

({0 (@) Ty 0ipe (YD <[00 i () e , Il 2] -

©)

sup { (v (2) , Ty 0 i (YD [0 @ i (17 gy < 1 < Il ]

Donc
[o @) < flull =] et [[o]l < [Jull

(4) = (i) Soit kp o T = i}. o Jh.gov = (Jpego0ip+)" ov. L'appli-
cation Jy«o o ip- est positivement p*-sommant, voir le Lemme 3.3.1. Alors
(Jp- 0 0 ip+)" est positif fortement p-sommant. Par conséquent, (J, g 0 i) ov
l'est aussi par la propriété d’idéal. Alors T = v* o (Jygoips)™ 0 kpx €

Spe (F*, X*) car ko kpe = idp-.
Finalement,

TeDf (X,F). N
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3.7 Applications

Si on combine nos résultats avec les techniques appliquées sur les opéra-
teurs (p, ¢)-concaves (voir [30, 39]) nous montrerons que quelques résultats
sur les opérateurs (g, p)-convexes, on peut les appliquer sur des cas généraux.
Ces résultats donnent des relations entre les opérateurs (g, p)-convexes et les
opérateurs positifs fortement (p,q)-sommants d’un espace de Banach dans
un Banach réticulé.

Proposition 3.7.1. Pour 1 < ¢ < p < +o00. Alors

Df, (X, F) CCle (X, F).

q,p)

Démonstration. Soit T € Dy (X, F). Donc, T* € Ay (F*, X¥).
D’apres [17, Proposition 3] et [30, théoréme 16.21], on conclut que T €
Clagy (X, F*) . Alors, par le Corollaire 1.6.4,T" € Ci77) (X, F) . [

Proposition 3.7.2. On a
(1) D3 (X, F) =Cpre ) (X, F);

(2) DL, (X, F) C Ciesy (X, F) pour tout s < gq.

Démonstration
(1) Ceci résulte de [17, Proposition 4], ou il a prouvé que
Age (F*,X*) = Coov ) (F*, X¥)

et des Théoréeme 3.4.6, Théoréme 1.6.3 et le Corollaire 1.6.4.
(2) Utilisons les mémes techniques. [

Proposition 3.7.3
(1) D, (X, co) = L(X,c0);
(2) D, (X*,11) = Clom (X*, 1) .

Démonstration. Nous prouvons (1) seulement. On peut vérifier (2)
comme (1).
Si T est dans D (X, o), alors T est dans Ay« (5, X*) (= L (I, X*)) [17,
Proposition 6]. Donc T € L (X, cp) . [ |
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Pour K un espace compact, on note par M(K) lespace des mesures
régulieres de Borel sur K. Le théoréme suivant caractérise les opérateurs
positifs fortement (p, ¢)-sommants.

Théoréme 3.7.4
(1) T € CE’;;) (X, F) si et seulement si pour tout opérateur positif S dans
L(FFM(K)),SoT D), (X,M(K));
(2) T € Df, (X, F) si et seulement si pour tout opérateur S dans L (F,1y),
SoT e DL, (X,h);
(3) T € Dooy (X, F) si et seulement si pour tout opérateur positif S dans
L(X,11),S0T € Doy (X, 14) .

Démonstration. On démontre seulement (1) .
Implication directe. Si 7' € C{7) (X, F') alors T* € C(i . (F7*, X™) . Pour
tout opérateur positif S dans £ (F, M (K)), la restriction a C (K) de 1'opé-

rateur S* : C (K)"™ — F*; est un opérateur positif et par [17, Proposition
5-c| nous avons

T* o S*=(SoT) € App+ (C(K),X")
donc, par le Théoréeme 3.4.6,
(S0 T)" €Dy, (X", M (K)):
finalement, d’aprés le Corollaire 3.4.7 (3).
SoT e D, (X,M(K)).

Implication indirecte. Pour tout opérateur positif S de £ (F, M (K)),
nous avons S o T € Df (X, M (K)).

Alors, d’apres le Théoreme 3.4.6,

T 0 (" fetry) € Ay g (C(K), X7)
et d’apres [17, Proposition 5-c] on trouve
T € Ci (F*, X*),

donc
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Tecr (X,F). ™

(g:p

Une immédiate conséquence du Théoreme 3.7.4 est le suivant :

Corollaire 3.7.5. I est p-conveze (i.e., idr € Ciyo) (F,F)) si, et seule-

ment si tout opérateur positif S est dans Dy (F, M (K)).
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Chapitre 4

Extension des opérateurs
n-linéaires
(7371, ..., Tn; §)-nucléaires

Matos a introduit dans [41], la notion des opérateurs multilinéaires vir-
tuellement (r;74, ..., 7,)-nucléaires de X; x - -+ x X,, dans Y et il a démontré
que, si les espaces X (k = 1,...,n) possédent la propriété d’approximation A-
bornée avec r,ry, ..., r, € [1,+00[; alors le dual topologique de 1’espace de ces
opérateurs est isométriquement isomorphe a ’espace de tous les opérateurs
multiple (r’; 7, ...,7,)-sommants de X} x - -+ x X* dans Y* avec £ + £ =1
et i+i =L k=1 ..n.

Cerna [23] a donné la définition des opérateurs multilinéaires (r; 71, ..., 7p; S)-
nucléaires, comme une généralisation naturelle du concept de 'opérateur
(r, p, s)-nucléaire introduit par Lapresté (voir [38, 51]).

Motivé par ces résultats et idées, nous introduisons et étudions les opé-
rateurs multilinéaires virtuellement (7;ry, ..., r,; $)-nucléaires et nous établi-
rons le lien entre le dual topologique de cet espace et ’espace des opérateurs
multilinéaires multiple (r'; ], ..., r/; s')-sommants initiés par Pellegrino et al.,
([16]) de X} x -+ x X! dans Y*, pour r,7, k= 1,...,n et s € [1,+00], sous
les mémes conditions données par Matos dans la référence précédente. En
conséquence ; on obtient un résultat similaire entre le dual topologique de
lespace des opérateurs (r;71,...,7,; s)-nucléaires [24] et I'espace des opéra-
teurs (r';7], ..., 70 ; s’ )-sommants introduit par Achour dans [1]. Ces résultats

PR

sont consignés dans la référence [4].
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4.1. ESPACE DES FAMILLES SOMMABLES

4.1 Espace des familles sommables

Si r € ]0,400[, nous notons . (Y,N") ou (I, (N"); si Y = K) D’espace
vectoriel de toutes les familles (y;)jen» (un élément j € N sera représenté
par (ji,...,Jn) avec j; € Net [ =1,...,n) des éléments de Y telle que
:

1s)ierenll, = (22 Nwslly)

jENn

< OQ.

Nous observons que ||.||, est une norme (r-norme, si r < 1) sur [, (Y, N").
Nous notons I, (Y,N") ou (I (N™); si Y = K) I'espace de Banach de toutes
les familles bornées (y;);enn des éléments de Y, sous la norme

[(yj)jennll o = sup [ly;| -
jENn

le sous espace de Banach de lo (Y, N") de la famille (y;);.y. telle que
o dm sl =

est noté par ¢o (Y,N") ou (¢o (N"); s1 Y = K).
Si 0 < r < o0, nous écrivons IV (Y,N™) ou (I¥ (N"); si Y = K), pour 'espace
de toutes les familles (y;)jenn des éléments de Y avec la norme

(i) jennlly, = sup (3 [b(y)])r = sup [[(1(y;))jennll, -

[¥[ly+<1 jEN™ ¥lly+ <1

Pour 1 <7 < oo et (p;)jenn = (¢, 4, )jenn € [ (Y*,N"), nous avons

”(‘Pj)jeNnHw,r = sup () ’¢(30j)|T>% = sup (‘Pj(y))jeNn

GEBy *x jENm yEBy

T

Nous considérons également les familles finies (y;);enn des éléments d’un
espace de Banach. Ici N,, = {1,...,m} et nous appliquons le symbole |||,
a ces familles comme nous avons fait dans le cas infini. Si n = 1, il est
habituel d’omettre N dans toutes les notations précédentes et nous obtenons
les espaces des suites classiques.
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CHAPITRE 4. EXTENSION DES OPERATEURS N-LINEAIRES
(R; Ry, ..., Ry; S)-NUCLEAIRES

4.2 1déal des opérateurs multilinéaires

Commencgons par rappeler quelques notions de base et notations. Soient
n € Net Xq,...,X,,Y des espaces de Banach, dont les normes sont, respec-
tivement, notées par :

||'H17"'a HHna”HY

Définition 4.2.1. (Les opérateurs multilinéaires) Un opérateur 7" : X; X
-+ X X, — Y est dit multilinéaire (n-linéaire) si pour tout j = 1,...,n et
pour toute suite finie (a;)7_, C K, on a :

2 2
1 i ny 1 i n
T(xt, . Y] iz, o) =Y o T (a0l 2")
i=1 i=1
C’est-a-dire T est multilinéaire si, et seulement si les opérateurs
e X;—T(x . . a2l .. a")eY

sont linéaires. On note L (X7, ..., X,,;Y) 'ensemble des opérateurs multili-
néaires de X; x - -+ x X,, dans Y.
Définition 4.2.2. L’opérateur n-linéaire T : X; x - - - X X,, — Y est
continu si il est continu comme une fonction entre deux espaces normés.
Proposition 4.2.3. (Multilinéaire continu). Soit T € L(Xy,...,X,;Y).
Les affirmations suivantes sont équivalentes.
(1) L’opérateur T est continu.
(2) L'opérateur T est continu en (0,715 0).
(3) Il existe une constante C' > 0 telle que ||T (2, ...,z")|| < C'[Jat]], x - -+ x
|z™|,, pour tout (z*,...,x") dans X1 X --- X X,,. Dans ce cas, on pose

17 = sup IT (', ..., z")|

o7, <1, j=1,0cm

= inf{C; C vérifiant I'inégalité ci-dessus} .

et on peut dire que T est borné. L’espace des opérateurs n-linéaires continus
(ou bornés) de X; x - -+ x X,, dans Y est un espace de Banach, on le note
L(Xy,.,X,;Y). SiY =K, on écrit £(Xy,....,X,). 81Xy ==X, =X,
on note simplement £ ("X;Y).
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4.2. IDEAL DES OPERATEURS MULTILINEAIRES

Opérateur de rang fini : Un opérateur multilinéaire 7' € L( X7, ..., X,,;Y)
est de rang fini s’il s’écrit comme une somme finie d’opérateurs de la forme

T: (z),....,a") — i (z') ..z}, (™) y,

ounz; € X (1 <k<n)ety €Y. Lespace des opérateurs n-linéaires de
rang fini sera noté L;(X7, ..., X,,;Y).

Définition 4.2.4. [52] ( Idéal des opérateurs multilinéaires)
Un idéal des opérateurs multilinéaires (ou multi-idéal) est la classe M des
opérateurs multilinéaires bornés entre des espaces de Banach tels que pour
tous n € Net Xi,..., X,, et Y des espaces de Banach, ’ensemble

M(Xq, . Xn;Y) = L(Xq, ..., X Y) N M

satisfait :
(i) M(Xy,...,X,,;Y) est un sous espace de L(X7q, ..., X,,;Y) qui contient les
opérateurs n-linéaires de rang finis.
(ii) Propriété d’idéal : Si T' € M(Gy,...,G,;Y), A; € L(X;,G;) avec j =
I,..,netve L(Y,F),alorsvoT o (Ay,.., A,) € M(Xy,..., Xpn; F).

Si [ o s M — RY satisfait
(i) M(Xq, ..., Xp;Y), ||| og) est un espace normé (Banach),
ii”) 7" K" - K:T" (2!, ...,2") = 2'..2"|| ,, = 1 quelque soit n,
(iti”) Si T € M(Gy,....Gp;Y),A; € L(X;,Gj) avec j = 1,...,n et v €
L(Y, F), alors,

[v 0T o (Ar, ooy An)llag < NOIHIT N g AL - - - 1 AR

Donc (M, ||.]|,,) s’appelle idéal normé (de Banach) des opérateurs multi-
linéaires.

On définit

ME =
{M(X1,.... X;;K) :n € Net Xy, ..., X, sont des espaces de Banach},

on dit que M¥ est un idéal des formes multilinéaires.

Exemple 1. ('idéal Ly) [40]
L'opérateur T € L(Xy,...,X,;Y) est de type (r;ry,...,7,)-nucléaire si il

existe (X)), € 1. (€ co, sir = 00), (¥:)72 € loo (V) et (¢f)il €ly (X3), k=
1,...,n telle que

7
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T(z!, ..., z") = ng (z1) ..o} (2™) ;. (4.1)

L’espace vectoriel de ces opérateurs est noté par L’%m"“’”’) (X1, .., X03 Y)
et c’est un idéal muni par la ¢,,-norme,

1T,y = IE D24 1) Zlloo TT [[Cob

ou I'infimum se porte sur toutes les représentations possibles de 7' comme
décrit dans (4.1) tels que

11, 1 1.

?_;+E+"'+r_;ﬁ tE(O,l}.

Exemple 2. (I'idéal L) [1]

Pour 0 < r,rq,...,7, < 00,0 < 5 < 00, avec % < % +~--+Ti + %, Iopérateur
T e L(Xy,...,Xp;Y) estun (7571, ..., 7,; s)-sommant sil existe une constante
C > 0 tels que pour tous z7, ..., zJ € X;, (1 <j<n)ettousyi,..,y;, € Y*,
Nous avons

(T @) D)2, < CTL @D, ,, 1@
j=1 !

L’espace vectoriel de ces opérateurs est noté Lo (X1, .., X,;Y) et la
plus petite C, qui vérifiée I'inégalité précédente par T lrirnmss) (T'), définit

une norme (r-norme si r < 1) sur L5 (X7, X, Y).

4.3 Produit tensoriel

On peut construire un produit tensoriel X;®---®.X,, des espaces X1, ..., X,
par des éléments de l'espace (L(X7, ..., X,,;Y))*. Pour 27 € X;(j = 1,...,n),
on définit 'opérateur linéaire

e @2 L(Xy, ., X)) — K

par
'@ @aMP) = p(at, ..., z"),

26



4.3. PRODUIT TENSORIEL

pour toute forme linéaire ¢ sur X; x - - - x X,,. Le fonctionnel 2! ® - - - ® 2"
est un tenseur élémentaire.

Définition 4.3.1. Le sous-espace de L(X7, ..., X;,)* engendré par une col-
lection des tenseurs élémentaires {z' ®@ - - ®@ 2", 27 € X;(j =1,...,n)}, est
un produit tensoriel X; ® - - - ® X,, des espaces X1, ..., X,,.

Les éléments de cet espace sont appelés tenseurs. Donc, un tenseur type
uwe X;®---® X, s’écrit sous la forme

u = Z)\szl ®- -, (4.2)
i=1

o (A\)™, C K, (z)), € X;(j =1,...,n) et m € N est arbitraire.

Proposition 4.3.2. (Unicité du produit tensoriel). Soient n € N et
X1,..., X, des espaces vectoriels. Supposons qu’il existe un espace vectoriel
W et un opérateur multilinéaire S : X1 X - - - x X,, — W avec la propriété
swivante, pour chaque espace vectoriel Y et tout opérateur multilinéaire T de
X; X - x X, dans Y, il existe un seul opérateur linéaire v : W — Y tel
que T = uo S. Alors, il existe un isomorphisme ® : X; ® -- - ® X,, — W
telle que

pour tout 2 € X;(j =1,...,n).
Maintenant, nous introduisons le produit tensoriel des opérateurs linéaires.

Proposition 4.3.3. Soient s; : X; — Y;(j = 1,...,n) des opérateurs
linéaires entre des espaces vectoriels. Alors il existe un seul opérateur linéaire

S:X1®...®Xn_>yl®...®ym

telle que
s(z' @ @a") =s1(z) @ @ spu(a”).

On note par (X; ®q -+ - @4 X;) le produit tensoriel X; ® - - - ® X,, avec une
norme «. Sa complété, notée X1®, - -+ ®aX,.
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Définition 4.3.4 [54]. Soient X;(j = 1,...,n) des espaces normés sur
le méme corps. On dira qu’une norme « sur X; ® - - - ® X,, est une norme
raisonnable si « satisfait les conditions suivantes :

1) Pour chaque 27 € X;(j =1,...,n),

a(@' @---@z") <[zt - ="

2) Pour chaque ¢’ € X7(j =1,...,n) le fonctionnel ¢' ® - - - ® " sur X; @4
- - ®q X, est continu et

'@ @™ < lle'fl -l -

Définition 4.3.5. (Produit tensoriel injectif).
Soient X1, ..., X,, des espaces normés sur K. La norme injective sur X; ® - -
- ® X, est définie par

e(u) = sup {

;gol(le)cp"(xf) Lol € BX;(j =1, ,n)} ,

m
ou Y.z} ®---®x" est une représentation quelconque de u € X; ® - @ X,,.
i=1
Nous notons par X; ®, - - - ®. X,, le produit tensoriel X; ® - - - ® X,, avec
la norme injective. Sa complété, notée X ®, - -+ ®.X,, est dite le produit

tensoriel injectif de X7, ..., X,.

Proposition 4.3.6. Soient X1, ..., X,, des espaces normés sur K.
(1) e(z' ®@---®@a™) = ||| - - - ||z"]| pour chaque 27 € X;(j =1,...,n)
(2)Si¢/ € X;(j=1,...,n) alors ' ®- - ® ¢™ est un fonctionnel continu sur
X ®c -+ - ®: X, avec la norme

et @ =l¢"] - el

Il est clair que la norme injective est une norme tensorielle.

4.4 Caractérisation des opérateurs multilinéaires
(r; 71, .0y T §)-sOmmants

Achour et Dahia ont introduit dans [5] une norme tensorielle raisonnable
sur le produit tensoriel algébrique X; ®---® X,, ®Y et ils ont montré que son
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4.4. CARACTERISATION DES OPERATEURS MULTILINEAIRES
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dual topologique muni de cette norme s’identifie isométriquement a I’espace
des opérateurs multilinéaires (r; 71, ..., 7,; s)-sommants.

Dans ce paragraphe nous montrons que si les espaces X; (k = 1,...,n)
possédent la propriété d’approximation A-bornée ; alors le dual topologique de
I’espace de tous les opérateurs (r;71, ..., 7,; s)-nucléaires de X; x -+ x X, dans
Y est isométriquement isomorphe a l’espace des opérateurs multilinéaires
(r'srh, ..., rl; s')-sommants.

Soient X (k=1,...,n) et Y des espaces de Banach, v un élément de
Xi1®---® X, ®Y. On considére

P ) = 0 LI, TG, 16021

ou I'infimum se porte sur toutes les représentations de u tel que u = > \;zi®
i=1
@t Quiavee \; e Kol € Xjyp€Yii=1,...mk=1,..,netn,meN.

Proposition 4.4.1 [5]
Pour tout n-uple tels que % = % + -+ % —I—é et 0 < r < 1. Alors,
Plrirr,...mmzs) €SE une r-norme tensorielle sur X, @ -+ ® X, ® Y.

Dans le cas contraire, r > 1, p(.. .oy est identiquement nulle.
) 17"'7T’7L78)
Démonstration. Soit uq, us deux éléments de X; ® - - - ® X,, ® Y, nous
pouvons écrire,

U,j = ;Aj,i$§71 R R I;-,n & iji; j = ]_,2

Premiérement, on démontre que

1

T

P(rsr,..rn;s) (ul + u2) < (pzr;rl,...,rn;s) <U1> + pzr;rh,_,,rn;s) (u2)>

1

Pour tout € > 0. Nous avons pour tout j dans {1, 2}
< (pzr;n,--.mn;s) (uj) + e) *ke{l,..,n},

@),
S

H(yi,j)zlluw,s S (pE‘T;rl,...,rn;s) (uj) + 6) )

w,Tk

|=

3=

[y, = (”fr;n,...,rm (us) + 6) ’
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par conséquent,

1
('rﬁj)i,j w,rg = <p1(ﬂ7“;7"1 ..... Tn38) (ul) + ’07("7"”‘1 ----- Tn;s) (u2) + 6) k ) be {1’ '”771}7
1
(yi,j)iﬂ' w,s < (p1(n7‘§7’1 ..... Tn;8) (ul) - ’07(“7’;7"1 ----- Tn;s) (u2) + 6) ’
1
(Al,])zﬂ r < <p€T?T1»-~-7T7b§S) (Ul) - p’E‘T;Tl """ Tn;3s) (U2) + 6) ’
alors
H()‘i,j)i,j I1 ‘(xf])l j ‘ (yivj)m' ‘ <
T k=1 IHlw,ry, w
1
(pfr;rl ,,,,, Tn;s) (ul) + p1(nr;r1,,..,rn;s) (Ug) + 6) ’
donc

3=

p(’l‘;Tl ..... ’I‘n;S) (Ul + U/2> S (p(’!’;’lj ,,,,, rn;s) (ul) _'_ p’g’"ﬂ'l rn;s) (U/Q))

-----

Il est facile de remarquer que, Plrirs,

;) €5t positivement homogene.

Pouru:;)\ix}®-"®x?®yi et U’Ij;/\jx;l@”'@x;"@y},OHa

fw )l = [N TT (o) (o)
,J =

3=

< SN TT et ) [Cun )
1,] =

Donc, par I'inégalité généralisée de Holder, on écrit

| (o)),
Tk
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4.4. CARACTERISATION DES OPERATEURS MULTILINEAIRES
(R; Ry, ..., Rn; S)-SOMMANTS

1.e.

|<U, ul>| < P(rir1,...rn;s) (U) Plrir1,...,rn;s) (ul> :

Ainsi, gy i) (w) = 0 implique u = 0. |
Pr0p051t10n 4.4.2. p(p, sy €8T une norme tensorielle raisonnable et

ol € est la norme injective sur X; ® --- @ X, ® Y.

€ S p(r,’rl ..... Tn;s)?
Démonstration. Siu= > \z! @ - Q1" Qy;
nous avons =
ctw) = sup{ | S n(aD)ectn ()00 0, € B0 € B}

sH()

sup H(qbl(%l)¢n($?)¢(yz)21ur

¢]‘€BX’faw€BY*
j

IN

I(Aa)izy

Y (72 iy [
”LU,Tj

r*
j=

par conséquent €(u) < P oo
Il est facile de vérifier que

Plrirsrrnisy (W) < [t 2] - fl2™

pour tous z € X;,j=1,...,nety €Y.
Maintenant, on prouve que

1 @ @, @Y (Wl < Ml - Il 11l

Soient 27 € X;, j =1,.,nety €Y. Si¢;(#0) € X;, ¥ € Y*et u =
Szl @ .. Q1!

i=1
alors, il suffit d’appliquer I'inégalité de Holder pour trouver,

6,8 ® b, ® % (u)
= 'Cbl ®¢ ®@/J(
<3 o () - 0 7

Par conséquent,

Iy @ @ ¢, @ (u)]]

Ms

Nt @ @l ®yz)

Y (yi)] -

Il
\_/ =
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< lloul+ lenl 41 |58 ---d’ﬁijﬁ)mifﬁ))z;

< lloul+ loal I |n S8 - ) sy,
(= Suivant I'inégalité de Holder généralisée)

<Al - - - llnll 11 (A2 - kljl @)y, 1@ s -
On obtient

161 @ @ ¢, @Y < @1l - - - [|@nll 1] -

Finalement, p 5) est une norme tensorielle raisonnable. |

T5T1yees Tn;S

Théoréme 4.4.3 [5, Theorem 3]
Soient X1, ..., X, des espaces de Banach. Alors, pour tout espace de Banach
Y, lespace [,(T TL--nn3s) (X1, ..., X0 YY) muni par Ty rmss) €SE iSOMELTIqUE-
ment isomorphe a (X1® @ X, ®Y, p(p )" par Uapplication T — W,
ot Up(2' @ @2"®y) = T(z',...,2")(y), pour tout 27 € X;, j=1,...,n,y €
Y.

Démonstration. Il suffit de démontrer que ’application est surjective.
Soit ¥ € (X1®-®@Xn®Y, Prry .. rmis))” €t considérons 'application n-linéaire
Ty € L(X1, ..., Xp; V), définie par Ty (x ( L) (y)=v¢E' e - " ®y).
considérons x] € X;,j=1,..,ni=1,..,met y; € Y**. Pour \; € K, avec
|A;| = 1, nous avons

(T o)) | = i"? Wl ® - @ @y
=1

=Y WEle ey Al e @l @ y)
=1

e <2Ai|w(x%®---®m?®yi>|’"1a:%®---®:c?®yi>
=1
< Hw” p('r;rl ..... m;s) (Z )\7« W(le K- Q .T;L ® yi)ril (Izl Q- Q® .CE X %))
=1

<|(nlte- @ ®yz>|“1)f” LD 00

=1

H KGN €7

Comme 7 — & = 1, nous obtenons

- ||(<T¢<lev R [L’?)
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(T (@t s ) wad)i ||, < 1] 1l @D, N s
=

Ce qui montre que T, € L) (Xiy ooy X3 YV¥) 0t i, o (Ty) <
19l -

Inversement, si T est (r; 71, ..., 7,; §)-sommant de X7 x --- x X, dans Y*, nous
définissons un fonctionnel sur X; ® - - - ® X,, ® Y par

(o (u) = Z )‘iT(xil’ ) :E;Z) (yZ) )

pour u = > \xl ® - Qa Qy;
i—1

par l’inégaﬁté de Holder, on trouve
0 (0] < N0 (57 cat)inn )
m n i\ ™ m
S CoN[eh v o [ O

Alors, ¥ est p -continu et ||, < 77 (7). [

(P571,500sTn38)

3=

PiT1,e0sTnS)

Nous avons besoin a la définition des opérateurs multilinéaires (r; 71, ..., 7,; 5)-
nucléaires. L’idéal de ces opérateurs est introduit par Cerna [23, 24].
Définition 4.4.4. Pour 0 < r < 00,1 < 5,71, ..., < 00, tels que 1 <
I+ % + -+ % + L. T € L(Xy,....X,;Y) est de type (r;71,..., 705 8)-
nucléaire s’il écrit sous la forme

+oo
T = Xojx - x b, (4.3)
j=1

avec (\j)jen € I, si 7 < 00, ou (\j)jen € o si r = +o0, (@52, € Ly (X7)
pour k = 1,..,n et (b;)jen € 19 (Y). O0 Ny, i) (X1, -, X3 Y) note
I’espace vectoriel de ces opérateurs. On considére

Ny (T) = inf [ )yl Byl TT (6572
- w,Ty

I'infimum se porte sur toutes les représentations possibles de T' comme dans
(4.3), on obtient une t,-norme, ti = %+Ti,+~~-+ri,+§, SUr Ny, rss) (X150, X3 Y)
n 1 n
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Nous donnons la définition de la propriété d’approximation A-bornée (-
PAB).
Soit A > 1. Rappelons qu’un espace de Banach X ayant la propriété d’ap-
prozimation A-bornée (A-PAB), soit donné [’ensemble compact K C X et
e > 0. Alors, il existe un opérateur de rang fini T € L;(X,X) tel que
IT|I < X et ||[Te — z|| < e pour tout © € K.

Proposition 4.4.5. 5@ X7, ..., X' possédent la propriété d’approximation
A-bornée, alors l’espace

Mr;rl,...,r,L;s) (XI; ceey Xn; Y)

et la complété de
<)(I< K- X; & Y,p(,r/;,r/l _____ T’IIL;S,)>

sont isométriques, o r,ry et s € [1,+00], k=1,...,n.

Résultat principal

Ici, en combinant la Proposition 4.4.5 et le Théoréme 4.4.3, nous obtenons
notre théoréme.

Théoréme 4.4.6. Si X7, ..., X possédent la propriété d’approximation
bornée, alors

(MT;T11-~~,T7L;$) (Xb ey X Y))*

est isométriquement isomorphe A

('S « S
Llmmi) (e Xy

pour .1 et s € [1,400], k = 1,...,n par Uapplication By définie comme
sutt :

B\IJ ((1)17 ey (I)’VZ) (b) =W (q)l XX ®7’Lb) )

ou ¥ appartient au dual topologique de Af(nm 77777 Tis) (X1,... X Y),®p €
X k=1,..,netbeY.
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4.5. LES OPERATEURS N-LINEAIRES VIRTUELLEMENT
(R; Ry, ..., Ry:; S)-NUCLEAIRES

4.5 Les opérateurs n-linéaires virtuellement
(7371, ..., Tn; S)-nucléaires

On commencera par rappeler les définitions des opérateurs virtuellement
(r;ry, ..., )-nucléaires et les opérateurs multiple (r;71, ..., 7,; s)-sommants.

Définition 4.5.1 [41]. Soient r € |0, +00], 71, ..., 7, € [1,400], avec r <
ri,k =1,...,n. Lopérateur T' € L (X, ..., X,,;Y) est virtually (r;7q,...,7,)-
nucléaire s’il existe une représentation de la forme

1 n
T=>" Xoj, x - X} by, (4.4)
jENn
avec (Aj)jenn € 1, (N™) si 7 < 00, ou (Aj)jenn € co (N?) sir = +o0, (¢f)zl €
Ly (Xg),pour k=1,...,n et (bj)jenn €l (Y;N").
L’espace vectoriel de tous ces opérateurs est noté Eg}?"“’r") (X1, .., X} Y)
et on le munit par la ¢,-norme avec % = % + % + -+ Ti,,

, Y

"k

N [CHh

TNy i, oy = T0E (X)) jenn [ [1(B5) jen

ou l'infimum se porte sur toutes les représentations possibles de 7' comme
décrit dans (4.4).

Définition 4.5.2 [16]
Soient 7,71, ..., 7, s € [1,400], avec r > ri, k = 1,...,n tels que % < ﬁ+"'+
-+, Vopérateur T' € L(X, ..., X,,;Y') est multiple (r;7y, ..., 7,; s)-sommant
si il existe une constante C' > 0 telle que

|G, ah el < CTTNED L, N0, (45)
k=1

pour tous x§ € Xp, k=1,...,n et (y})jenpy, € 1Y (Y*,Np,).

On notera L%Z}""’T";s)(){l, ...y X5n; Y) Pespace vectoriel de tous ces opérateurs

et la plus petite C' satisfisant (4.5) par [|7|| )» qui définie une

mas(riri,...,Tn;s

norme (r-norme, si r < 1) sur L™ (X1, ..., X,; V).
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On remarque que, si on prend s = oo dans la définition précédente, on
obtient la définition de 'espace des opérateurs multilinéaires (fully) multiple
(r;ry, ..., )-sommants présentés dans [41].

Nous introduisons la généralisation suivante de la classe d’opérateurs
(r;71, ..., Ty 8)-nucléaires.
Soient r € ]0,400],71, ..., ;8 € [1,+00], avec r < rp,k = 1,...,n. On
considére

ou t, €10,1].

Définition 4.5.3. L’opérateur T' € L (X1,..., X,;;Y) est virtuellement
(7371, ..., 7o s)-nucléaire s’ils existent (A;)jenn € 1. (N®) sir < 00, 0u (A;) jenn €
co (N™) si r = o0, ((bf)zl € l}fi (X%), pour k = 1,...,n et (b;)jenn €
[ (Y;N") telle que

T=>" Xoj, XX} b (4.6)

jENn

L’espace vectoriel de tous ces opérateurs est noté Eg}(f"“’ms) (X1, ..., X3 Y)
et on le munit par la ¢,,-norme

o0

S [CHPRN | (€38

ou I'infimum se porte sur toutes les représentations possibles de 7' comme
décrit dans (4.6).

HTHVN,(T;m,...,rn;s) = inf H()\j)jEN”

)
w, T,

Remarques 4.5.4
(a) Nous avons L7 (X1, .., X,; V) € LU0 (X1 X, Y) et

”TH S ”THVN,(r;n,...,rn;s) < HT”N,(T;Tl,...,rn;s)’

pour chaque 7' de type (r;r1, ..., 7,; §)-nucléaire.
(b) L’espace vectoriel des opérateurs multilinéaires continus de type finis
Ls(X1,....X,;Y) est dense dans Eg}@l""’ws) (X1, ..., X3 Y).

Proposition 4.5.5. Si (\j)jenn € [, (N") si 7 < 00, ou (\j)jenn €
co (N") si r = +oo. Alors, lapplication multilinéaire D) définit sur
Ly X oo X 1y dans Iy (N") par :

JENT
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Digyyenn ((65)5721: -+ (§.)521) = (N5, &5, ) jervn

est virtuellement (r;r1, ..., rn; 8)-nucléaire et

HD()‘J')]'EN” HVN,(’!‘;Tl,...,Tn;S) < H()‘j)jEN”HT :

Démonstration. Par la définition de 'opérateur diagonale, on a Dy, .n ((531‘1 )5
Nj&ju-E5 )jenn = 22 Nt ((€5,)50) X - - x w3 ((€7,)5.) ® €.

jENn
Alors,

n
= int Oy)ere, T 16505,

= inf[[(A)jenn|l,

D
H (J)]EN” VN, (r;71,.,7n38)

car
1

SN

=t

(€

+o0 , +o00o » T
lebzel = oo ((Sheertor) = (S607) " -

Jk=

\|§k||:1,§kelr;€ ka”:lfiﬁlr;ﬁ Je=

1. |
Nous exposons la propriété d’idéal pour ces opérateurs.

Proposition 4.5.6. Soit T € LU0 (Xy, ... X, Y).
Si Sy € L(Ek, Xy),k=1,...,net Re L(Y,Yy); alors

RoTo(Sy,....S,) € LU= (B E,:Yy)

et

||R o T © (817 ceey Sn)||VN7(r;r17,_,,rn;s) S ||R|| ||T||VN,(7‘;7’17_,_77’7L;3) knl ||Sk|| .

Démonstration. Soit € > 0. On pose

T= 3 Aoy X+ X'Db

jn j’
jENn
et
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{H()\j)jeN"Hr 1(05)jenn [l kljl H (0F)
donc,

RoTo(St,....;8) (u1,....un,) = RoT(S1(u1),...,Sn (uy))
= R ( DA ;1 (St (u1)) - -- ¢7n (Sn (un)) bj)

jENn

= | X gy, (Si(w)) - @5, (Sa (un)) R(bj))

jENn

= > ASi(@,) (wn) - S1(5,) (ua) R(by)

jENR

et,

=
=
g
»
—
I

{1, FL ISk, 17
— Il TT sup (z (405, J>|’“>% sup (z |<R<bj>,z>|5)5

k=1 [Jug||<1 \ jx=1 jeN”

= IIAjHTkIEI sup (Z (5, Se(wy))] k>k sup (Z |(bs, B (l)>|5>5

=1 [JuzlI<1 Jenr

= vl Huskun sup (z IS §k,ﬁk;:f>>\”“)%||z~zr| sup (z (b 1)

= A, H IS¢l TT sup (Z I Jk,vkﬂ”“) IR]| sup (Z |<bj=f>|8)s

k=1 [lug[[<1 \jr=1 IFI<1 \jenr

= (1 + 6) HRH HTHVN,(T';T:[,...,T'n;S kI:I1 ||Sk”

Alors
RoT o (Sy,...,S,) € LUT) (By | E,: V)

et

n
HR oTo (Sh e Sﬂ)HVN,(r;rl,...,Tn;s) S ||RH HTHVN,(r;m,...,rn;s) kU1 ”SkH : u
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On va caractériser les opérateurs virtuellement (r; 74, ..., 7,; s)-nucléaires.

Proposition 4.5.7. Pour T € L (X1, ..., X,,;Y), les conditions suivantes
sont équivalentes :
(1) T est virtuellement (r;71, ..., y; 8)-nucléaire.
(2) I existent Ay € L (Xp;ly), k=1,...,n, Be L(I;(N");Y) et (A;)jenn €
I (N")

telle que
T=Bo ID()‘J')jeNn e} (Al, ceey An) .

Dans ce cas
WL & (i sy < E B I(A7) jene |, H | Ag]l-

ot linfimum se porte sur toutes les factorisations possibles.
Démonstration. Il est clair que (2) implique (1) par les Propositions

4.5.5 et 4.5.6.

Afin de montrer que (1) implique (2), nous considérons une représentation

de T' comme dans (4.6) et nous définissons

(gb x )Z:1 Vee X, k=1,...,n
= Z ]bj v(€j>jEN" < (Nn) . [ ]

4.6 Dual topologique de I’espace des opéra-
teurs n-linéaires virtuellement (7; 71, ..., 7,; 5)-
nucléaires

Remarque 4.6.1. Par définition, pour chaque 7" de Ly (X, ..., X,;Y)
admet la représentation finie suivante :

T = Z )‘j }1X"'X¢nnbj,

JEN,
Il est clair que nous ayons une t,-norme sur Ly (X7, ..., X,,;Y) définie par
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Ty s = 08 [ O 0Dl TT |0
= "k

ou I'infimum se porte sur toutes les factorisations possibles de T'. Il est évident
que

||T||VN,(7‘;7"1,...,7‘H;S) S ||T“VNf,(r;rl,...,rn;s)7

pour chaque T' € L (X, ..., X,,;Y) . Nous voulons connaitre des cas ot 'éga-
lité est vérifiée pour ces t,,-normes.

Pour la démonstration de la proposition suivante, nous allons appliquer
les mémes techniques appliquées par Mario Matos dans [41, Proposition 4.6.].

Proposition 4.6.2. Si les espaces X1, ..., X, sont de dimension fini,
alors :

||T||VNf,(r;rl,...,rn;S) < ||T||VN,(r;r1,...,rn§s)7

pour tout T € L (Xq,..., X3 Y).

Démonstration. Dans ce cas £ (Xy,..., X} Y) = L (X5, ..., X, Y) est
complet pour les deux t,-normes. Donc, par le théoreme de 1’application
ouverte ces deux t,-normes sont équivalentes et il existe C' > 0, telle que

||T||VNf,(’I‘;T‘1,...,T‘n;S) S ¢ ||T||VN,(T';T‘1,...,T”;S) )

pour tout 7" € L (Xy, ..., X,,;Y). Pour chaque € > 0, nous choisissons une
représentation

T =3 Aoy, XX @b

jeENn

telle que

-----

on peut écrire

tn
(||T||VNf,(r;r1,...,Tn§3)> <

tn

YA jl-lx---xgb?nbj

JeNG,

VN, (r;71,.00,7n38)
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in

] 2 v xa,

JEN" /N,

V Ny (1571,.0mn538)

tn
1 + E (||T||VN,(T;T1,.--7Tn§S)> +

+Ctn ]¢]1 X o+ X Qﬁ;ﬁl bj

]EN"/N"

VN,(rir1,...,n;S)

tn

< [+ e)f + ] (I\THVN,@;H,...,rn;s)) )

si m est assez grand. [

Proposition 4.6.3. Si T € E e %) (X1, Xp; Y) €t Sy € L5 (D, Xi) s
pour k=1,...,n, alors :

n
HT © (Sla ) SH)HVNf,(r;rl,...,rn;s) < HTHVN,(r;n,...,rn;s) k:l:ll HSkH :

Démonstration. Si J; est 'injection de Sy, (Dy) dans X, nous pouvons
écrire Sy, = Jj, o Sy, (S) € L¢(Dy, Sk, (Dy)), avec Hng = ||Sk||. Par conseé-
quent,

T o (Jr, o dn) € Ly ((Sy(D1) s Su (D)) Y).

Maintenant, on applique les Propositions 4.5.6 et 4.6.2 pour trouver le
résultat demandé. |

Soient A > 1 et X un espace de Banach. Si Y est un espace de Banach et
X* possede A-PAB. Alors, pour tout 7' € L(X,Y) et € > 0, il existe un
opérateur S € L7 (X, X) tel que ||S]| < (1+e)AetT =T5.

Nous appliquons les Propositions 4.5.6 et 4.5.7 afin de faire prouver le
résultat.

Proposition 4.6.4. Si les espaces X} (k = 1,....,n) ont la propriété
d’approximation \p-bornée, alors

||T||VN,(T;7"1,...,rn;s) > ||T||VNf7(7“§7’17--~77“n§5)’
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pour tout T € Ly (Xq,..., X3 Y).
Démonstration. Nous considérons ’application
Te € L(Xg; £( X1, 0oy X1, Xpr1y o0y X3 YY)
définie par

1 k=1 k+1 n\ _ 1 k=1 ok o ktl n
Tk(xk)(x,...,x , T ,...,x)—T(a:,...,x T x ,...,x),pour
ij € Xk,k} = 1, s n

Comme X posséde la propriété \z-approximation pour quelque A, > 0, pour
chaque € > 0, nous pouvons trouver Sy € L; (Dy, Xj), tels que T), = T}, o Sk,
et ||Skll < (14 ¢€) Ax.
Par conséquent, pour tout 2* € X, avec k = 1, ...,n nous avons

T (;1:1, LLahl S, (ZIL‘k) , okt ,a:”) =T (;1:1, LahT gk gkt ,a:") )
Maintenant, nous pouvons écrire

T(z',...,2") =T o (Sy,...,S,) (¢}, ..., 2"), Vok e Xy, k=1,...,n.

Ainsi, par la Proposition 4.5.7, nous avons

HT“VNf,(T;Tl,...,Tn;S) = HT o (Sl? ) Sn)HVNf,(T;Tl,.‘.,Tn;S)
n
HTHVN,(r;rl,...,rn;s) kl:ll ”SkH

||T||VN7(7‘;7‘17.,_77'71;3) (1 + E)n kUl )\k?

IN

IN

Par conséquent

n
||THVNf,(r;rl,...,rn;s) < (kl:ll Ak) ||T||VN,(1";7‘1,...,T’n;S) :

Si on utilise les mémes techniques que dans la Proposition 4.6.2, on obtient

<

HTHVNf,(T;rl,...,rn;s) HTHVN,(T;T;L,...,TH;S) : u
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Pour les espaces de Banach avec la propriété d’approximation A-bornée, on
peut dire que la Proposition 4.6.5 c’est une généralisation d’un résultat ob-
tenu par Cerna [24, Lemma 2.1.].

On donne une autre généralisation au [24, Lemma 2.1.] ou les espaces X},
(k=1,...,n) sont des espaces de Banach quelconques et Y = L, (2, 11).

Proposition 4.6.5. Soit lopérateur T : X; x - - - x X, — L (2, 1)
défini par

T(x1,.y@p) = Y, >\j¢]1‘1 (z1) -+ @5 (2n) b;

JENT,
ot % = % +-+ i7 alors ||THVNf,(oo;'r1 ..... Tn;S) - ||THVN,(00;T1 ,,,,, Tn;S) - ||T|| :

Démonstration. Il est clair que pour *+ = X + ...+ L nous avons
S

/)
T1 Tn

HTH < HTHVN,(oo;m ..... Tn;s) < HTHVNf,(oo;Tl,...,rn;s)’

en plus

s 1/s

IT( Ml - flenll = /ZAjcb;l(xl)---%(wn)bj(t) dpu(t) (4.7)

o |ieNm

comme gb; est surjectif, il existe &, € X; tel que ¢; (&) = M;/27/"i avec

1/7}
= (S 1)
Ji=

il e, <1

on va prouver que [|&]| < 1 et M; < 400 pour i = 1,...,n. De la définition
de M;, i fixé et pour € > 0 on a

1/7‘1,
M;||&] < (1 +¢€) (Z MZ/QJ)
Ji=1

ce qui implique
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€]l < (1 +¢€), pour tout € > 0.

Dong, si en remplacant ||&;|| < 1 dans I’équation (4.7) on trouve

s 1/s
e (({ cw)) i

> AMy /20 M, 20 (1)

JENG,

k =max{j1,..., jn}

on obtient

S

1/s
i ([ 2] ww | T (4.9
Q =1

JENE,

Soit z () == > A2 alors pour tout s > 1 on a

o2 = | = 3 (g )| < DelI1. (49)

JENG,

Par la renumérotation des indices finis multiples j € N7 | on réécrit la somme
finie z (t) comme suit :

Fnn)
Z(t) - Z le;s
k=1
En plus, soit M := span {22—1}} ou ko est un nombre fixe appar-

ke{l,....f(mmn)}—ko
tient & {1,..., f (m,n)}, et f(m,n) € N. Alors comme une conséquence du
théoreme de Hahn-Banach il existe ¢ telle que [¢|| = %, (¢, z) = 0 pour tout
b . b
r € M et <<p, ﬁ> =1,avecd = mlgj\fd Hx — =53
que

et on peut choisir Ay, telle

; 011 j = (jlﬂ "'7jn) °

o0

Mool = max el = [0

=1,.., f(mzn)
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En tenant compte les relations précédentes dans 1’équation (4.9) on peut
obtenir,

121l = [Ako | d- (4.10)
f(m,n) .
Comme z:= ) & € M, alors pour € > 0 donné, on a
k=1,k7£ko
f(m,n) .
(I+e)d>| > 7
k=1
Et de (4.10) on trouve
f(m,n) by
(1 + ) 1z > | (Ag)jenm Il ; k75 || - (4.11)

On sait que

1/s
) f(mn)
1(b5)jennll e = sup | 32 [ib(by)I" = sup || D kb
[¥ll,<1 \JjeNg, @€B fimm) || k=1

on pose aj = # pour k =1,..., f (m,n). Donnons ¢ > 0, on obtient

f (ﬁn) by
ok/s

k=1

(147

Z ||<b])]eNn ||fw,3’ N

De la derniére relation et de I’équation (4.11) on écrit

1+ A+ 2l > [()jermll [(By)ernllyy pour tout € et € > 0.
(4.12)

Alors, des relations (4.8) et (4.12) on trouve
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I = 1 )semllo 105) 60 o T Mo

> ||T||VNf7(00§T1 77777 Tn;is) u

Dans la suite, on démontrera un nouveau résultat concernant la relation
entre le dual topologique de ’espace des opérateurs multilinéaires virtuelle-
ment (7371, ..., 7,; §)-nucléaires et 'espace des opérateurs multiple (r'; ry, ..., 7l ; s')-
sommants.

Théoréme 4.6.6. Si les espaces X (k=1,...,n) possédent la propriété
d’approximation \-bornée, pour 1 < r,rp, < oo, k = 1,...,n, alors, le dual
topologique de L’g}(,l """ rnis) (X1,..., X,,;Y) est isométriquement isomorphe a

E%:ﬁ;i """ i) (X5, ..y X255 Y™), par Uapplication B définie par

B (6)06) () = ¥ (60 x - x 6"
pour tout bEY, ¢" € Xz k=1,...,n et ¥ € (,Cg}\r,l""’r";s) (X1, X V)5

Démonstration. On commence avec ¥ € (L7 (X1 X, V)"
On va démontrer que B (V) € L) (X7, ..., X5 Y*). On considere
n € N et gpfk € X;, pour k = 1,...,n et (bj)jenn € 1% (Y*;N7). Il existe
(Aj)jen, € 1 (N7) telle que |[(X;)jenn ||, = 1 et

= 2 N [B(®) (¢}, 07 )(05)] = (i)

! .
r jENT,

| (B (el 03) 1)) e
On peut trouver «;, || =1, € N, telle que

()= 2 A [B(®) (¢}, 07 (05)].

JENE,
alors,

(1) = > NaB () (5,5 05,)(b;)-

JENE,
par la définition de B (¥) on écrit

(Z) = \Ij( Z )\jOéjQO}l X o+ X gO;Lan)

jeng,
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par la continuité de ¥ on a
) < 190 | Oagdsen |, TT [ (5 |
k=1 w,ry

(bj)jenn,

/

w,s

;.

= 19l TT [[(2h )senm ||, .o 1| (B3)seny,
k=1 vk

w,s
ceci démontre que B (V) € L) (X5, X5 Y™ et

||B(\11)Hmas(r';r’l r!ss) S ||\II|| .

.....

!
(r'srer

On considere T € Lot (X7,..., X} Y™) et on définit le fonctionnel
Wp sur espace <‘Cf (Xh ooy X Y) ) ||'||VNf (r;rl,...7rn;s)> par
JENT,

pour tout S € Ly (Xq,..., X,,;Y) de la forme

S= 3 Agj, XX @b

JENG,

Par I'inégalité de Holder et comme T est un opérateur multiple (77574, ..., 7}; s')-
sommant, on obtient,

’\I’T< | < H JENPnH H %17- 7¢?n)<b ))JGN"
< [T

mas,(r';r),...,;rh;s") ‘()\j)jGN%” Pole H SOZ 1= 1er H ]ENmes :

ce qui montre que

W (9)] < (|7

mas(r'r,...,rh;s") ||S||VNf’(T;’rj,...,Tn;S) , pour tout
S e /Jf (X1, X3 Y).
On obtient, ¥y est continu sur Ly (X, ..., X,;Y) pour H'HVNf,(r;n,...,rn;s) (=

|| ’ ||VN’(T‘;7”1,---77’TL§5)) et

@] < [T

/. ! .ol
mas,(r';r],...rh;s")

par la densité de L (X, ..., Xy; Y) dans L TiTL-eTnis) (X1,..., Xp;Y), on pro-
longe U7 a un fonctionnel continu U sur E(r iTr-oTni8) (X1, ..., Xp; Y) par une
maniére unique, avec
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|%e]| < 07

mas, (5], rhis')
On note que B(¥y) =T. |

En particulier, si on remplace N” par N dans les définitions convenables,
on montre le résultat (1), déja prouvé (Théoréme 4.4.6), par une autre mé-
thode et si on remplace s’ par +oo on tronve (2).

Corollaire 4.6.7. Si les espaces X (k= 1,...,n) possédent la propriété
d’approximation Ag-bornée, alors

(1) (/\/(T;m“,ms) (X1, ooy X Y))* est isométriqguement isomorphe a l’espace
L) (X5, .., X5Y™), pour v,y et s € [1,+00], k = 1,....,n par
Uapplication By donné comme suit :

B\y ((1)1, ceny (I)n) (b) =W ((I)l X+ X (I)nb) ,
0U U € (N omss) (X1, eos X3 Y)) @ € X}, k=1,..,net beY.

(r57150057n)

(2) Le dual topologique de Ly, ) (X1, ..., X;n; Y) est isométriquement iso-
morphe & Logn” "™ (X7, X5 Y™).
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