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0.2 Résumé

Cette thèse, qui concerne les espaces de Banach réticulé et la théorie des
opérateurs, est divisée en trois parties. Dans la première partie, nous étudions
la factorisation d�un opérateur sous linéaire qui prend ces valeurs dans un es-
pace de Lebesgue, à travers un espace de Köthe, et le problème dual. Dans la
deuxième partie, nous introduisons et étudions les opérateurs positifs forte-
ment (p; q)-sommants. Parmi les résultats de cette recherche, nous présentons
la relation entre ces derniers et les opérateurs positivement (p; q)-sommants
et plus précisément, si p = q; nous prouvons de nouveaux théorèmes de
Pietsch-type (Domination/Factorisation). Un nouveau théorème de factori-
sation pour la classe des opérateurs positivement p-sommants est montré.
En outre, de nouveaux théorèmes de domination et factorisation pour les
opérateurs positifs fortement p-sommants sont donnés. Comme application,
certains résultats connus sur les opérateurs (p; q)-concaves de Banach réti-
culés peuvent être élevés à la classe des opérateurs (q; p)-convexes. Dans la
troisième partie, nous introduisons l�idéal multilinéaire des opérateurs vir-
tuellement (r; r1; :::; rn; s)-nucléaires entre espaces de Banach, nous caracté-
risons ces opérateurs par la factorisation et nous montrons que, si les espaces
X�
k (k = 1; :::; n) possèdent la propriété d�approximation �-bornée ; le dual

topologique de l�espace de tous les opérateurs virtuellement (r; r1; :::; rn; s)-
nucléaires de X1��� ��Xn dans Y s�identi�er isométriquement à l�espace des
opérateurs multilinéaires et multiple (r0; r01; :::; r

0
n; s

0)-sommants et en parti-
culier, le dual topologique de l�espace de tous les opérateurs (r; r1; :::; rn; s)-
nucléaires de X1�� � ��Xn dans Y est isométriquement isomorphe à l�espace
des opérateurs multilinéaires (r0; r01; :::; r

0
n; s

0)-sommants.

Mots clés : Banach réticulé, Espaces de Köthe, Factorisation des opé-
rateurs, Norme tensorielle, Opérateur non linéaire (sous linéaire, quasi li-
néaire, multilinéaire), Opérateur positivement (p; q)-sommant, Opérateur po-
sitif fortement (p; q)-sommant, Opérateur multilinéaire nucléaire (multiple
sommant), Théorème de Pietsch.
AMSClassi�cation : [2010] 46A20, 46A32, 46B28, 46B42, 46B45, 47B10,

47H60.
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0.3. ABSTRACT

0.3 Abstract

Title : Summing operators and factorization through Köthe
spaces

This thesis, concerning Banach lattice spaces and operator theory, devi-
ded in three parts : In the �rst part, we study the factorization theorem,
exactly factorization of sublinear operator from a Banach space into Lp by a
Köthe space and also the dual problem. In the second part, we introduce and
study the notion of positive strongly (p; q)-summing operator. Among other
results, relationships between these operators and positive (p; q)-summing
operators are shown. More precisely, if p = q we prove new Pietsch-type
theorems (both domination and factorization theorems). In particular, a new
factorization theorem for the class of the positive p-summing operators is
shown. Also, new domination and factorization theorems for positive stron-
gly p-summing operators are given. As an application, it is also shown that
certain known results on (p; q)-concave operators from Banach lattices can be
lifted to a class of (q; p)-convex operators. In the third one, the space of mul-
tilinear mappings of virtually nuclear type (r; r1; :::; rn; s) between Banach
spaces is introduced, some of its properties are described and its topological
dual is characterized as a Banach space of multiple (r0; r01; :::; r

0
n; s

0)-summing
multilinear mappings and we conclure a same result between the topological
dual of (r; r1; :::; rn; s)-nuclear type operators and (r0; r01; :::; r

0
n; s

0)-summing
operators.

Key words and phrases : Banach lattice, Köthe space, Factorization
of operators, Tensor norm, Nonlinear operator (sublinear quasilinear, multi-
linear), Positive (p; q)-summing operators, Positive strongly (p; q)-summing
operators, nuclear multilinear operators (multiple summing), Pietsch-type
theorem.

AMSClassi�cation : [2010] 46A20, 46A32, 46B28, 46B42, 46B45, 47B10,
47H60.
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0.4 Notation

p� L�exposant conjugué de p
�
i.e., 1

p
+ 1

p� = 1
�
:

BX Boule unité fermée de l�espace X:
B (BX�) �-algèbre (tribu) de Borel engendrée par X�:
K Corps des scalaires réels ou complexes.
� (X�; X) Topologie faible- � dé�nie sur X�:
L0 (
;�; �) Espace des classes d�équivalences des fcts mesurables sur 
:
X (
;�; �) Espace de Köthe.
lp 
" X Le produit tensoriel injectif de lp par X:
lp 
� X Le produit tensoriel projectif de lp par X:
C (K) Espace des fcts continues sur un compact K à valeurs réelles.
lp (X) Espace des suites (xi)

+1
i=1 2 X absolument p-sommables.

L (X; Y ) Espace des opérateurs linéaires continus de X dans Y:
�p (X; Y ) Espace des opérateurs p-sommants de X dans Y:
Np (X; Y ) Espace des opérateurs p-nucléaires de X dans Y:
Dp (X; Y ) Espace des opérateurs fortement p-sommants de X dans Y:
L (nX; Y ) Espace des opérateurs n-linéaires continus de nX dans Y:
L(r;r1;:::;rn;s)as (E1; :::; En;F ) Espace des opérateurs n-linéaires (r; r1; :::; rn; s) -sommants.
N(r;r1;:::;rn;s) (E1; :::; En;F ) Espace des opérateurs n-linéaires (r; r1; :::; rn; s) -nucléaires.
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0.5 Introduction

Dans cette introduction, j�aimerais présenter les résultats de mon travail
tels qu�ils sont apparus au cours de ces années de recherche, en insistant
sur les motivations et les liens qui les unissent. J�espère que cela permettra
d�entrer plus facilement dans la thèse.

Comme nombreux problèmes en analyse commutatif passent par le prin-
cipe de factorisation où les études consacrées à ce domaine ont donné lieu à
une littérature riche et vaste [43, 44, 45, 48, 56, 57, 58].
En ce qui concerne la théorie des opérateurs sommants, le théorème de

Domination-Factorisation de Pietsch est une pierre angulaire [2, 20, 49, 51,
53]. Le concept des opérateurs fortement p-sommants (1 < p � 1) a été in-
troduit par Cohen [27] comme caractérisation des conjugués des opérateurs
p�-sommants.

Cette thèse porte sur l�introduction de nouveaux concepts de sommabi-
lité des opérateurs linéaires et multilinéaires. Nous établiront, d�une part,
le lien entre les di¤érents types de sommabilité introduits, et d�autre part,
nous étudions les problèmes de factorisation des opérateurs sous linéaires à
valeurs dans Lp par des espaces de Köthe et leurs problèmes dual ; ces der-
niers consistent en la factorisation des opérateurs sous linéaire de Lp dans un
espace de Banach réticulé par des espaces de Köthe.

Ce travail est divisé en quatre chapitres qui sont les suivants :

Dans le premier chapitre, nous donnons un aperçu général des di¤érentes
notions nécessaires pour la compréhension du contenu de cette thèse, notam-
ment, les espaces réticulés (Banach réticulés), en particulier les espaces de
Köthe (i.e., un espace de Banach réticulé concret), les opérateurs positifs, les
opérateurs réguliers et les opérateurs (p; q)-convexes (resp. (p; q)-concaves).

Dans le deuxième chapitre, on s�intéresse à SL(X; Y ); l�ensemble des opé-
rateurs sous linéaires bornés d�un espace de Banach X dans un espace de Ba-
nach réticulé Y . Dans [45, Theorem 3.2.], Mezrag et Tiaiba ont étudié sous
quelques conditions la factorisation d�un opérateur sous linéaire T d�un es-
pace de BanachX dans Lp (
; �) par l�espace Lq (
; �) ; 1 � p < q � 1:Nous
avons remarqué, avec les mêmes conditions, la possibilité de factoriser T à

2



0.5. INTRODUCTION

travers un espace de Köthe ainsi que le problème dual (i.e., la factorisa-
tion des opérateurs sous linéaires de Lq(
; �) dans un espace de Banach
réticulé Y par un espace de Köthe). Et comme conséquence nous mon-
trons le fameux théorème de Grothendieck toujours dans le cas sous li-
néaire. i.e., Grothendieck a exposé le résultat suivant : Tout opérateur li-
néaire u : Lp (
1; �) �! Lq (
2; �) avec 0 � q � 2 � p se factorise comme
suit :

Lp (
1; �)
u�! Lq (
2; �)

u� # " u�
L2 (
1; �)

v�! L2 (
2; �)

où � 2 Ls (
1; �) et � 2 Lr (
2; �) ; 12 =
1
r
+ 1

p
; 1
q
= 1

s
+ 1

2
: De notre part, nous

avons généralisé ce résultat aux opérateurs sous linéaires mais la factorisation
est par des espaces de Köthe).

Dans le troisième chapitre, nous introduisons et étudions la notion des
opérateurs positifs fortement (p; q)-sommants. Une de nos contributions à
travers ce chapitre consiste à clari�er la relation entre ces opérateurs in-
troduits et les opérateurs positivement (p; q)-sommants. Plus précisément,
si p = q, voir [18, 62], nous prouvons un nouveau type du théorème de
Pietsch (les deux, Théorèmes de domination et de factorisation). Nous prou-
vons en particulier un nouveau théorème de factorisation pour la classe des
opérateurs positivement p-sommants et nous donnons aussi de nouveaux
théorèmes de domination et factorisation pour les opérateurs positifs for-
tement p-sommants. Comme application, nous avons également montré que
certains résultats connus sur les opérateurs (p; q)-concaves de Banach réticu-
lés peuvent être généralisés à la classe des opérateurs (q; p)-convexes.

La notion de la nucléarité a été présentée au début des années 50. Inspiré
par la théorie des distributions, Grothendieck a traité des produits tensoriels
pour les espaces localement convexes et il a découvert une version abstraite
du théorème de noyau de Schwartz. Ceci explique l�origine du terme nucléaire.

La généralisation est élémentaire dans certains idéaux multilinéaires, comme
nous avons fait dans le quatrième chapitre, l�idéal des opérateurs multi-
linéaires virtuellement (r; r1; :::; rn; s)-nucléaires est présenté, certaines de
ses propriétés sont décrites et son dual topologique est caractérisé par une

3



autre méthode comme étant un espace de Banach des opérateurs multiple
(r0; r01; :::; r

0
n; s

0)-sommants. En particulier, le dual topologique de l�espace des
opérateurs (r; r1; :::; rn; s)-nucléaires étudié par Cerna [23] est isométrique-
ment isomorphe à l�espace des opérateurs (r0; r01; :::; r

0
n; s

0)-sommants intro-
duit par Achour [1].

Liste des Publications :

1. D. Achour, A. Belacel. Domination and factorization theorems for positive
strongly p-summing operators. Positivity 18 (2014) 785-804
2. D. Achour, A. Belacel. Virtually (r; r1; :::; rn; s)-nuclear multilinear opera-
tors, à apparaître dans "Journal of Extracta Mathematicae".
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous donnons les notations, les résultats élémentaires et
les outils que nous aurons à utiliser dans cette thèse. Nous y introduisons les
espaces de Banach classiques et les espaces de Banach réticulé (en particulier
les espaces de Köthe). Nous présentons les concepts des opérateurs positifs,
opérateurs réguliers et les opérateurs (p; q)-convexes (resp. (p; q)-concaves).

1.1 Rappels sur les espaces de Banach clas-
siques

Les espaces de suites
Tout d�abord nous noterons S l�ensemble de toutes les suites x = (xn)n

réelles ou complexes. L�ensemble S est un espace vectoriel lorsqu�il est muni
de la loi d�addition

x+ y = (xn)n + (yn)n = (xn + yn)n

et de la loi

�x = �(xn)n = (�xn)n où � 2 C:

Soit p un nombre réel tel que 1 � p < +1, le sous espace vectoriel de S
formé des suites x = (xn)n2N telles que

+1P
n=0

jxnjp < +1 muni de la norme

5
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(xn)n2N

p = (+1P
n=0

jxnjp)
1
p

est un espace de Banach qu�on désigne par lp (N) ou tout simplement par lp.
Le sous espace de S formé des suites bornées muni de la norme

(xn)n2N

1 = sup

n2N
jxnj

est un espace de Banach noté l1 (N) ou tout simplement l1. On notera c0 (N)
ou c0 le sous espace fermé de l1 des suites qui convergent vers zéro.

Les espaces de fonctions continues
Soit K un espace topologique compact. On désigne par C (K) l�espace de Ba-
nach des fonctions continues deK dans Rmuni de la norme de la convergence
uniforme

kfkK = sup
t2K

jf (t)j :

Les espaces de fonctions intégrables
Soit (
;�; �) un espace mesuré, f une fonction �-mesurable. On dé�nit

kfkp =

�R



jf (t)jp d� (t)
� 1

p

si 1 � p < +1;

kfk1 = inf fa > 0;� (f�1 (R= [�a; a])) = 0g si p = +1;
= sup ess

t2

jf (t)j :

Pour 1 � p < +1, l�espace de Banach Lp (�) = Lp (
;�; �) représente
l�espace de toutes les classes d�équivalence, modulo l�égalité presque partout,
des fonctions �-mesurables telles que kfkp < +1. � est la tribu de Lebesgue
et � la mesure de Lebesgue.

1.2 Dualité - Topologies faible et faible-�
On notera par X et Y deux espaces de Banach et la boule unité de X

sera notée BX : On désigne par X� le dual topologique de X : l�espace des
formes linéaires continues sur X muni de la norme duale

6



1.2. DUALITÉ - TOPOLOGIES FAIBLE ET FAIBLE-�

kfkX� = sup
x2BX

jf (x)j :

Les éléments de X� seront le plus généralement notés par x�: Pour x� 2 X�

et x 2 X on désignera souvent hx�; xi au lieu de x� (x).
On note par X�� le bidual de X (X�� = (X�)�).

Soit x 2 X; l�application x� �! hx�; xi de X� dans R est une forme linéaire
continue sur X�; donc un élément de X��.

Dual d�un opérateur continu. Soit T : X �! Y une application
linéaire qu�on appellera souvent opérateur. Si l�opérateur T : X �! Y est
continu (T 2 L (X; Y )), on appelle adjoint ou dual de T l�unique application
linéaire continue T � : Y � �! X� telle que :

hT � (y�) ; xi = hy�; T (x)i ;8x 2 X;8y� 2 Y �:

Le dual de T � soit T �� : X�� �! Y �� s�appelle le bidual de T .
On dira que deux espaces de Banach X; Y sont isomorphes (X � Y )

si il existe un opérateur invertible T (dit isomorphisme) de X dans Y . Un
opérateur linéaire continu T : X �! Y telle que kT (x)k � c kxk pour
quelques c > 0 et tout x 2 X est dit isomorphisme.

Une isométrie est un opérateur linéaire continu I : X �! Y telle que
kI (x)k = kxk pour tout x 2 X: Deux espaces de Banach X; Y sont isomé-
triques (X ' Y ) si il existe une isométrie entre X et Y .

L�injection canonique JX : X �! X�� qui à tout x 2 X associe JX (x)
telle que

hJX (x) ; x�i = hx�; xi ; 8x� 2 X�

est une isométrie qui, en général, n�est pas surjective. A l�aide de JX on peut
toujours identi�er X à un sous espace de X��:

Topologies faible et faible-�
Si X un espace de Banach, sa topologie faible � (X;X�) ; plus simplement
notée w; est la topologie la moins �ne pour laquelle toutes les formes linéaires
continues (pour la norme) ' 2 X� restent continues.

7



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Sur le dual X�; outre la topologie de la norme k:kX� et la topologie faible
� (X�; X��) ; on peut dé�nir la topologie préfaible, ou faible-�; notée aussi
� (X�; X) qui est la topologie la moins �ne rendant continues toutes les ap-
plications linéaires ('x)x2X où

'x : X� �! R
� �! 'x (�) = � (x) :

pour tout x 2 X:
Théorème de Banach-Alaoglu-Bourbaki. La boule unité BX� de X�

munie de la topologie faible-� est compacte.

1.3 Banach réticulés

Dé�nition 1.3.1. Un ordre sur un ensemble non-vide M est la relation
� tels que pour tous x; y; z 2M nous avons :
(1) x � x;

(2) x � y et y � x implique x = y;

(3) x � y et y � z implique x � z:

Nous utilisons y � x comme synonyme de x � y. Si A est un sous-
ensemble non-vide de M; alors x est un majorant de A si a � x pour tout
a 2 A. Dans ce cas, on dit que A est majoré. on dit aussi que x est une
borne supérieure "supremum", si pour tout autre majorant y, nous avons
x � y. Les termes suivants minorant, borne inférieure "in�mum" et minoré
sont dé�nis d�une manière analogue. L�ensemble qui est à la fois majoré et
minoré est appelé ensemble borné pour l�ordre.
Un ensemble réticulé est un ensemble non vide M avec un ordre � tel

que chaque paire d�éléments x; y 2 M possède à la fois un supremum x _ y
et un in�mum x ^ y. La borne supérieure d�un sous-ensemble A de M , s�il
existe, est notée par l�une quelconque des notations sup(A);_A; supfa : a 2
Ag;_fa : a 2 Ag ou _a2Aa.
Dé�nition 1.3.2. Un espace vectoriel ordonné est un espace vectoriel

réel E qui est aussi un espace ordonné où les structures linéaires et de l�ordre
reliéent par les implications :
(1) Si x; y; z 2 E et x � y; alors x+ z � y + z;

(2) Si x; y 2 E; x � y et 0 � � 2 R; alors �x � �y:

8
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L�ensemble E+ = fx 2 E : x � 0g que l�on appelle le cône positif dans E
et ses éléments sont appelés positifs (au lieu de non-négatifs).
Un espace vectoriel ordonné qui est aussi un réticulé est un espace vec-

toriel réticulé. Comme 0 est un élément assez particulier d�un espace vecto-
riel, il ya quelques notations spéciales associées. La partie positive de x est
x+ = x _ 0, alors que la partie négative (il est positif !) est x� = (�x) _ 0.
Le module de x est jxj = x _ (�x). Nous disons que x; y 2 E sont disjoints,
on écrit x ? y, si jxj ^ jyj = 0. Si A � E alors Ad = fy : y ? a;8a 2 Ag.
Remarque 1.3.3. Il est élémentaire, mais souvent utile, que x+ et x�

sont disjoints et que x = x+ � x� et jxj = x+ + x�.
Exemple 1.3.4. L�exemple le plus évident d�un vectoriel réticulé est

les réels avec toutes les opérations habituelles. L�ordre standard sur Rn est
(x1; x2; :::; xn) � (y1; y2; :::; yn) c-à-d xk � yk pour k = 1; 2; :::; n. Cet ordre
rend Rn à un espace vectoriel réticulé dans lequel (xk) _ (yk) = (xk _ yk) et
(xk) ^ (yk) = (xk ^ yk). Donc, (xk)+ = (x+k ); (xk)� = (x�k ) et j(xk)j = (jxkj):
Soient L un ensemble non vide et E l�espace de toutes les fonctions à

valeurs réelles sur L ordonné par l�ordre ponctuelle f � g , f(x) � g(x)
pour tout x 2 L: Nous avons donc un espace vectoriel ordonné. Il est clair
que si f et g sont des fonctions à valeurs réelles sur L; alors même que les
fonctions '(x) = f(x) _ g(x) et  (x) = f(x) ^ g(x) pour tout x 2 L et il est
clair que ' = f _ g et que  = f ^ g, de telle sorte que E soit un espace
vectoriel réticulé.
Dé�nition 1.3.5. Un sous-ensemble A d�un réticulé M est un sous-

réticulé si x; y 2 A implique que x _ y 2 A, où ces opérations sont calculés
dans M . Un sous-réticulé d�un espace vectoriel réticulé est simplement un
sous-espace vectoriel, qui est aussi un sous-réticulé.
Exemple 1.3.6. c0 est un sous espace réticulé de l1.
Dé�nition 1.3.7. L�idéal J dans un espace vectoriel réticulé E est un

sous espace vectoriel tels que y 2 J; x 2 E et jxj � jyj ainsi implique que
x 2 J .
Exemple 1.3.8. Dans l1; c0 est un idéal.
Dé�nition 1.3.9. L�idéal principal dans E est un idéal J qui est engendré

par un seul élément. i.e. il existe e 2 E+ tels que J = fx : jxj � ne pour
quelque n 2 Ng =

S
n2N
[�ne; ne], qui est souvent désigné par Ee. Il peut arriver

qu�il y ait e 2 E tels que Ee = E, dont e est appelé une unité forte de l�ordre
pour E.

9
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Dé�nition 1.3.10. Un espace normé réticulé est un espace normé qui
est aussi réticulé avec jxj � jyj ) kxk � kyk : Un espace réticulé normé qui
est aussi un espace de Banach est appelé un espace de Banach réticulé.

Exemple 1.3.11.Tous les espaces de Banach classiques, l1; c0; C(K); Lp(�);
sont des Banach réticulé pour leurs normes usuelles et l�ordre ponctuelle.

Le dual E� de Banach réticulé E est complètement Banach réticulé muni
par l�ordre naturel

x�1 � x�2 () hx�1; xi � hx�2; xi ;8x 2 E+ (1.1)

L�injection canonique JE : E �! E�� tel que hJE(x); x�i = hx; x�i est une
isométrie de E dans un sous espace de E�� (voir [39, Proposition 1.a.2]). Si
on considère E comme un sous réticulé de E�� nous trouvons pour x1; x2 2 E

x1 � x2 () hx�; x1i � hx�; x2i ;8x� 2 E�+: (1.2)

où h:; :i est le crochet de dualité.

1.4 Espaces de Köthe

Dé�nitions et propriétés
On commence cette section par donner l�espace L0 (
;�; �) qui désigne

l�espace des classes d�équivalences des fonctions mesurables sur 
 à valeurs
réelles muni par la topologie de la convergence en mesure.
On dit qu�une suite (fn)n est convergente en mesure vers une fonction f si,

�
�n
! 2 
 : kfn � fk� > �

o�
�! 0 pour tout � > 0:

et

kfk� = inf f� > 0 : � (f! 2 
 : jf (!)j > �g) � �g :

10
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Dé�nition 1.4.1. Soit (
;�; �) un espace mésuré complet �-�ni. Un
espace de Banach L � L0 (
;�; �) des fonctions localement intégrables sur

 à valeurs réelles, est un espace de Köthe si,
1) si jf (!)j � jg (!)j p.p. avec f 2 L0 (
;�; �) et g 2 L; alors f 2 L et
kfkL � kgkL :
2) pour chaque A 2 � avec � (A) < 1 la fonction caractéristique �A de A
appartient à L. (c.à.d. l�espace L contient toutes les fonctions caractéristiques
de tout sous-ensemble mesurable A de 
):

Propriétés 1.4.2. L�application k:k : L0 (�) �! [0;1] est de Köthe si :

i) f 2 L0 (�) ; =) kfk = 0() f = 0;
ii) f 2 L0 (�) et � 2 R; =) k�fk = j�j kfk ;
iii) f; g 2 L0 (�) ; =) kf + gk � kfk+ kgk ;
iv) f; g 2 L0 (�) ; =) jf j � jgj =) kfk � kgk ;
v) fn; f 2 L0 (�) ; =) jfnj % jf j =) kfnk �! kfk :

Remarque 1.4.3. L�espace de Köthe donc, c�est l�espace (L; k:k) ; où
k:k est l�application de Köthe, et

L = ff 2 L0 (�) : kfk <1g :

L�hypothèse que toute f 2 L est localement intégrable implique, pour tout
A 2 �; l�opérateur

� : f �!
Z



f(!)�A (!) d�

est bien dé�ni et en plus continu (i.e. � 2 L�).

Exemple : les espaces Lp (m) ; 1 � p <1
Soient X un espace de Banach sur K; (
;�) un espace mesurable et

m : � �! X une mesure dénombrable additive vectorielle. Alors, pour tout
x� 2 X�; nous avons la mesure scalaire

�x� : � �! [0;+1)
A 7�! hx�;m(A)i

Nous la noterons hx�;mi et sa variation jhx�;mij : La semivariation de m est
donnée par

11
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kmk (A) = sup fjhx�;mij (A) : x� 2 BX� ; A 2 �g

où kmk (
) est �ni. Si kmk (A) = 0; on dira que A est �-nul. On dira que
� : � �! [0;+1) est la mesure de Rybakov pour m: ( Pour plus de détails
consulter [31]).

Dé�nition 1.4.4. Soient 1 � p < 1 et m une mesure dénombrable
additive vectorielle. On dit que la fonction réelle mesurable f dé�ni sur 
 est
p-intégrable par rapport à m si jf jp est m-intégrable.

On peut dé�nir une norme sur l�espace vectoriel des fonctions simples
(plus précisément, classe d�équivalence des fonctions qui sont égales kmk-
p:p) par :

kfkp;m = sup
�
(
R


jf jp d jhx�;mij)1=p : x� 2 BX�

	
:

Cette norme est équivalente à la norme dé�nie par :

kjf jkp;m = sup
A2�



R
A
jf jp dm



1=p :
Dé�nition 1.4.5. Lp (m) désigne l�ensemble des (classes d�équivalences)

des fonctions p-intégrables par rapport à m muni de la topologie donnée par
k:kp;m :

Remarque 1.4.6. On remarque que, si p > 1; toute fonction de Lp(m)
appartient à L1(m). En e¤et, on dé�nit pour la fonction f 2 Lp(m) l�ensemble
E(f) = f! 2 
; jf(!)j � 1g : Il est clair que �E(f) 2 L1(m) et comme jf j

p +
�E(f) 2 L1(m): Comme jf j � jf jp + �E(f); ce qui implique que f 2 L1(m)
d�après la propriété lattice de L1(m):

Maintenant, on donne des résultats essentiels sur la structure lattice des
espaces des fonctions p-intégrables par rapport à la mesure vectorielle.

Proposition 1.4.7 [58]. Soient p � 1 et m une mesure vectorielle. Alors
1) Lp(m) est un espace de Banach et l�espace vectoriel des ( classes d�équi-
valences de) fonctions simples est dense dans Lp(m):
2) Les espaces Lp (m) ; 1 < p <1 sont des espaces de Köthe.

12



1.4. ESPACES DE KÖTHE

Démonstration. 2) Soit � la mesure de Rybakov. On va démontrer que
Lp (m) est un espace de Köthe sur �: Supposons que f est une fonction �-
mesurable et g 2 Lp (m) telles que jf j � jgj�-p.p. Alors jgjp 2 L1 (m) et
comme jf jp � jgjp ; on obtient jf jp 2 L1 (m) : En plus,R



jf jp d jhx�;mij �

R


jgjp d jhx�;mij

pour tout x� 2 X�; c�est-à-dire,

kfkp;m � kgkp;m :

Pour tout A 2 �; nous avons �A 2 Lp (m) ; et k�Akp;m est équivalente à
kmkp (A) :
Dual d�un espace de Köthe
En général, toute fonction mesurable g sur 
; telle que fg 2 L1 (�) pour

toute f 2 X; dé�nie un élément x0g dans X� par,

x0g (f) =

Z



f (!) g (!) d�:

Dé�nition 1.4.8. On dé�nit l�espace dual d�un espace de Köthe L comme
suit :

L0 =

8<:g 2 L0 (�) = kgkL0 = sup
kfkL�1

������
Z



fgd�

������ <1
9=; :

Proposition 1.4.9. Soit L un espace de Köthe sur (
;�; �) : Alors :
a) (L0; k:kL0) est un espace de Köthe sur (
;�; �):

b) kfkL = sup
kgkL0�1

������
Z



fgd�

������ pour tout f 2 L:
c) L0 est un idéal de L�.
d) Tout espace de Köthe est �-complet pour l�ordre.

Dé�nition 1.4.10. Un espace de Köthe L est continu pour l�ordre si
fn 2 L avec fn & 0 p.p. Alors kfnk & 0:

13
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Proposition 1.4.11 [39, Proposition 1.a.8]. Soit X un espace de Banach.
Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes.
(a) L�espace X est �-complètement réticulé et �-continu pour l�ordre.
(b) Toute suite bornée pour l�ordre et croissante dans X converge fortement.
(c) L�espace X est continu pour l�ordre.
(d) L�espace X est continu pour l�ordre et complètement réticulé.

Proposition 1.4.12. Soit L un espace de Köthe alors,
1)

(L est �-continu pour l�ordre)() (L0 (�) = L� (�)) :

2) L0 est un sous espace normant de L� si et seulement si (fn)n �1 et f sont
des éléments positifs de L et fn (!)% f (!) p.p. on a kfnk �! kfk :

Exemple 1.4.13. Un exemple typique d�un espace de Köthe L tels que
L� 6= L0; mais L0 est normant, est L1 (�) :
Pour tout espace de Köthe L, on peut dé�nir l�espace L00 (le bidual de

Köthe).

Remarque 1.4.14. L�espace (L00; k:kL00) est un espace de Köthe (voir
[39, Proposition 1.2.2.2]):

Proposition 1.4.15. Soit L un espace de Köthe. L�espace L coïncide
avec L00 si :

fn (!)% f (!) p:p: (fn)n�1 � L; fn (!) � 0 p:p: et sup
n
kfnk <1 =) f 2 L

et lim
n
kfnk = kfk :

Proposition 1.4.16. Soit L un espace de Köthe alors,

fn (!) �! f (!) p.p. (fn)n�1 � L et sup
n
kfnk <1 =) f 2 L00:

Remarque 1.4.17. Tout espace de Köthe de fonctions est un Banach
réticulé avec l�ordre ( f � 0 si f (w) � 0 �:p:p:). Pour des détailles plus sur
les espaces de Köthe, le lecture intéressé pourra consulter [39].
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1.5 Opérateurs réguliers

Il existe di¤érentes catégories d�applications linéaires entre les espaces
vectoriels réticulés qui sont naturelles à étudier.

Dé�nition 1.5.1. Si E et F sont des espaces vectoriels réticulés,
(1) T : E ! F est positif si x � 0 ) Tx � 0. Les opérateurs positifs,
(T (E+) � F+); sont fermés par l�addition et la multiplication par des réels
positifs mais pas sous la multiplication par réels négatifs. L�ensemble de tous
ces opérateurs est noté L+(E;F ).

(2) L�espace engendré par les opérateurs positifs est l�espace vectoriel des
opérateurs réguliers, noté Lr(E;F ): Ceci est ordonné par la relation S �
T , S � T 2 L+(E;F ). Cette dé�nition nous donne Lr+(E;F ) = L+(E;F ).

Pour tout T 2 Lr(E;F ); la norme de T est :

kTkr := inf fkSk : S 2 L+(E;F ); jT (x)j � S (x) ; x 2 E+g :

Alors, (Lr(E;F ); k:kr) est un espace de Banach. Si F = R; alors L (E;R) =
Lr (E;R) (Pour plus de détails voir [46, Section 1.3]).

(3) Les opérateurs bornés pour l�ordre sont ceux pour lesquels l�image de
chaque sous ensemble borné pour l�ordre de E est un sous-ensemble borné
pour l�ordre de F , lequel est indiqué par Lb(E;F ). Il est ordonné de la même
manière que Lr(E;F ):

Tout opérateur régulier doit être borné pour l�ordre, mais l�inverse est faux.
Ces formules T+; T� et jT j sont connues comme les formules de Riesz-Kantorovich
où T+ = T _ 0; T� = T ^ 0 et jT j = T _ (�T ) :
Ils existent certains types très particuliers de l�opérateur qui entrent en

action dans ce domaine.

Théorème 1.5.2 [46, Proposition 1.3.5.]. Si E est un Banach réticulé
et F un espace normé réticulé alors tout opérateur régulier de E dans F est
borné pour la norme.
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1.6 Opérateurs (q; p)-convexes et (p; q)-concaves

Soient E;F deux espaces de Banach réticulé et X; Y deux espaces de
Banach.

Soient y1; :::; yn dans E, nous utiliserons les notations suivantes : par le calcul
fonctionnel de Krivine [35],

(
nP
i=1

jyijp)
1
p 2 E et8>><>>:

(
nP
i=1

jyijp)
1
p = sup

�
nP
i=1

aiyi : ai 2 R;
nP
i=1

jaijp
�
� 1
�
pour 1 � p <1;

(
nP
i=1

jyijp)
1
p = sup

1�i�n
jyij pour p =1:

Dé�nition 1.6.1
a) L�opérateur linéaire T : X �! F est (q; p)-convexe ( i.e., T 2 Cvex(q;p) (X;F )),
si il existe une constante M > 0 telle que






�
nP
i=1

jT (xi)jp
� 1

p






 �M

�
nP
i=1

kxikq
� 1

q

; 1 � q � p <1

et 



 sup
1�i�n

jT (xi)j




 �M max

1�i�n
kxik ; si p = q =1;

pour toute suite (xi)
n
i=1 � X: La plus petite constante M est notée par

Cvex(q;p)(T ):

b) L�opérateur linéaire T : E �! Y est (p; q)-concave ( i.e., T 2 Ccav(p;q) (E; Y )),
si il existe une constante M > 0 telle que

�
nP
i=1

kT (xi)kp
� 1

p

�M







�

nP
i=1

jxijq
� 1

q






 ; si 1 � q � p <1;

et

max
1�i�n

kT (xi)k �M





 sup
1�i�n

jxij




 ; si p = q =1;
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pour toute suite (xi)
n
i=1 � E: La plus petite constante M est notée par

Ccav(p;q) (T ) :

Si p = q, on obtient les opérateurs p-convexes (resp. les opérateurs p-concaves).
c) Un espace de BanachX est p-convexe (resp. p-concave) si idX est p-convexe
(resp. p-concave).

Exemple 1.6.2. Tout espace de Banach est 1-convexe et 1-concave. la
p-convexité et la p-concavité pour 1 � p � 1 sont décroissante et croissante
avec p, respectivement (voir [39]). Par exemple Lp pour 1 � p < 1 est
p-convexe et p-concave, et Ccavp (Lp) = Cvexp (Lp) = 1.
En utilisant certains espaces auxiliaires pour interpréter les deux notions

p-concave et p-convexe.

Rappelons maintenant les dé�nitions des espaces c0 (X) ; lp (X) ; 1 � p � 1:
Ces espaces consistent par tous les suites (xi)

1
i=1 des éléments de X tels que

(kxik)1i=1 appartient à c0; respectivement lp.

Soit F̂ (lp) l�espace des suites (xi)
1
i=1 des éléments de F où

k(xi)1i=1kF̂ (lp) = supn







�

nP
i=1

jxijp
� 1

p






 ; si 1 � p <1

et

k(xi)1i=1kF̂ (l1) = supn





 sup
1�i�n

jxij




 ; si p =1:

Le sous espace fermé de F̂ (lp), engendré par les suites (xi)
1
i=1 qui sont éven-

tuellement 0, est noté par F (lp) : F (l1) est un sous espace de F̂ (l1); on
peut le noter par F (c0) :

L�opérateur T de X dans F est (q; p)-convexe, 1 � q � p � 1; si et
seulement si l�application T1 : lq (X) �! F (lp) ; dé�ni par T1 ((xi)

1
i=1) =

(T (xi))
1
i=1, est bornée, avec kT1k = Cvex(q;p) (T ) : L�opérateur T est 1-convexe

si et seulement si T1 est borné de c0 (X) dans F (c0) : De la même façon, on
dit qu�un opérateur T : F �! X est (p; q)-concave, 1 � q � p � 1; si et
seulement si l�application T2 : F (lq) �! lp (X) ; dé�nie par T2 ((xi)

1
i=1) =
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(T (xi))
1
i=1, est bornée, en plus kT2k = Ccav(p;q) (T ) : On remarque que si T est

(p; q)-concave alors on peut dé�nir T2 comme une application de F̂ (lq) dans
lp (X) :

Théorème 1.6.3 [30, Théorème 16.21]. Soient 1 � q � p � +1:
i) L�opérateur T : X �! F est dans Cvex(q;p) (X;F ) si et seulement si T

� 2
Ccav(q�;p�) (F

�;X�) :

ii) L�opérateur S : E �! Y appartient à Ccav(p;q) (E;Y ) si et seulement si
S� 2 Cvex(p�;q�) (Y

�;E�) :

Corollaire 1.6.4. T 2 Cvex(q;p) (X;F ) si et seulement si T
�� 2 Cvex(q;p) (X

��;F ��) :
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Chapitre 2

Factorisation des opérateurs
sous-linéaires à travers un
espace de Köthe

Ce chapitre sera consacré à l�étude de la factorisation des opérateurs sous
linéaires à travers un espace de Köthe, pour cela le lecteur intéressé pourra
consulter [14, 39, 59]. Nombreux problèmes en analyse commutatif passent
par le principe de factorisation. Les études consacrées à ce domaine ont donné
lieu à une littérature vaste et riche qu�on citera au fur et à mesure dans notre
travail.
Dans sa thèse [43], Maurey a donné une condition nécessaire et su¢ -

sante pour que l�opérateur u : X �! Lp (
; �) ; (
; �) un espace mesuré
quelconque ; admette la factorisation

X
eu�! Lq (
; �)

Tg�! Lp (
; �)

où eu est un opérateur linéaire continu et Tg l�opérateur de multiplication par
une fonction g 2 Ls (
; �) et p; q; s tels que 0 < p � q � 1 avec 1

s
= 1

p
� 1

q
: Il

a traité aussi le problème dual (i.e., la factorisation des opérateurs linéaires
de Ls (
; �) dans un espace de Banach Y par Lq (
; �) ; pour 1 � q < s <1.
Grothendieck a établi dans [60, Lecture 13, p60] que tout opérateur li-

néaire continu Lp (
1; �) �! Lq (
2; �) admet la factorisation

Lp (
1; �)
u�! Lq (
2; �)

u� # " u�
L2 (
1; �)

v�! L2 (
2; �)
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où � 2 Ls (
1; �) ; � 2 Lr (
2; �) et 12 =
1
r
+ 1

p
; 1
q
= 1

s
+ 1

2
:

Dans [56] Reisner a étudié la factorisation d�un opérateur de multiplica-
tion

Tg : Lq (
; �) �! Lp (
; �)

par un espace de Köthe L, tels que 1 � p < q � 1 et 1
s
= 1

p
� 1

q
:

Dans [32, Theorem 4.2 ] García-Cuerva et Rubio de Francia ont traité
aussi la généralisation du théorème de factorisation de Maurey aux cas des
opérateurs quasi linéaires. Par une toute autre méthode, Mezrag et Tiaiba
dans [45] ont généralisé ce type de factorisations aux opérateurs sous linéaires.
Dans le même cercle d�idées, on essaiera dans ce chapitre de généraliser les
théorèmes de factorisation de Maurey et le théorème de Grothendieck aux
cas des opérateurs sous linéaires qui se factorisent par un espace de Köthe.

2.1 Les opérateurs sous-linéaires

On donne un aperçu général sur les opérateurs sous linéaires et quelques
propriétés utiles. Pour plus de détails sur les opérateurs sous linéaires nous
renvoyons le lecteur aux références [2, 7, 8, 12].

Dé�nition 2.1.1. Soit T une application d�un espace de Banach X dans
un espace de Banach réticulé E. On dira que T est sous linéaire si, pour tous
x; y 2 X et � 2 R+ on a :�
a- T (�x) = �T (x) (positivement homogène),
b- T (x+ y) � T (x) + T (y) (sous-additive).

Rappelons aussi qu�un opérateur est quasi linéaire si�
(i) 8� 2 R+; 8x 2 X jT (�x)j = j�j jT (x)j :
(ii) 8x 2 X; 8y 2 X jT (x+ y)j � jT (x)j+ jT (y)j :

Notons que si T est quasi linéaire alors jT j est sous linéaire.
On pose

L (X; Y ) = fl�ensemble des opérateurs linéaires u : X �! Y; Y Banachg

et

SL(X;E) = fl�ensemble des opérateurs sous-linéaires T : X �! Eg

qu�on le munit de l�ordre induit par E

20



2.1. LES OPÉRATEURS SOUS-LINÉAIRES

T1 � T2 () T1 (x) � T2 (x) ; 8x 2 X: (2.1)

On note

rT = fu 2 L(X; Y ) : u � T (i.e., 8x 2 X; u(x) � T (x)g :
Comme conséquence immédiate

u � T () �T (�x) � u(x) � T (x); 8x 2 X:
Remarque 2.1.2. La somme de deux opérateurs sous linéaires est un

opérateur sous linéaire et la multiplication par un nombre positif donne aussi
un opérateur sous linéaire.
Proposition 2.1.3. Soit T un opérateur sous linéaire d�un espace de Ba-

nach X dans un espace de Banach réticulé E. Alors les propriétés suivantes
sont équivalentes :
(1) T continu,
(2) T continu en 0;
(3) Il existe C > 0 tel que 8x 2 X; kT (x)k � C kxk :
Dans ce cas, on dira que T est borné et on pose

kTk = sup
kxk=1

�
kT (x)k : kxkBX = 1

	
:

On note

L(X; Y ) = fl�ensemble des opérateurs linéaires bornés T : X �! Y g
où Y est un espace de Banach, et

SL(X;E) = fl�ensemble des opérateurs sous linéaires bornés T : X �! Eg:
Si X est réticulé, on dira qu�un opérateur linéaire u : X ! E est positive

sii u(x) � 0; 8x � 0:
Remarque 2.1.4. Tout opérateur linéaire positive est croissant. Et réci-

proquement.
Théorème 2.1.5. (Théorème de composition). Soient X; Y;E et F des

espaces vectoriels dont E;F réticulés.
a) Soient u dans L (X;Y ) et T dans SL (Y; F ). Alors,

T � u 2 SL (X;F ) ;
b) Soient T dans SL (X;E) et u dans L (E;F ) croissant. Alors,

u � T 2 SL (X;F ) :
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2.2 Factorisation d�un opérateur sous-linéaire
par un espace de Köthe

La factorisation d�un opérateur (sous-) linéaire est largement étudiée dans
la littérature, nous citons à titre d�exemple les références [45, 55, 56, 57]. Dans
cette même direction, nous nous allons présenter un résultat de factorisation
d�un opérateur sous linéaire à travers un espace de Köthe. Ce résultat géné-
ralise celui établi par Mezrag-Tiaiba qui en lui même constitue une extension
du travail de Maurey. A présent, nous allons donner la dé�nition d�un opé-
rateur sous linéaire factorisable à droite (et à gauche) à travers un espace de
Köthe.

Dé�nition 2.2.1
a) On dit qu�un opérateur sous linéaire continu T : X �! E est factorisable à
droite par un espace de Köthe si il existe un espace de Köthe L, un opérateur
sous linéaire S : X �! L et un opérateur linéaire positif v : L �! E tels
que T = v � S

X
T�! E

S & " v
L

Pour un tel T , on pose :

�(T ) = inf fkSk kvk ;T = v � S; avec S : X �! L; v : L �! E;L Kötheg :

b) On dit qu�un opérateur sous linéaire continu T : X �! E est factorisable
à gauche par un espace de Köthe si il existe un espace de Köthe L, un
opérateur linéaire w : X �! L et un opérateur sous linéaire R : L �! E
tels que T = R � w

X
T�! E

w & " R
L

Pour un tel T , on pose :

�(T ) =
inf fkRk kwk ;T = R � w; avec w : X �! L;R : L �! E;L Kötheg :
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2.2. FACTORISATION D�UN OPÉRATEUR SOUS-LINÉAIRE PAR UN
ESPACE DE KÖTHE

Le théorème suivant dû à [56, Theorem 1, p. 241], nous sera très utile
pour la suite.
Soit L un espace de Köthe sur un espace mesuré �-�ni (
;�; �) :

Théorème 2.2.2 (Théorème de factorisation de Reisner). Soient 1 �
p < q � 1 et s dé�ni par 1

s
= 1

p
� 1

q
: L est p-convexe et q-concave si,

et seulement si, il existe K > 0 de sorte que pour tout g 2 Ls (�) l�opéra-
teur de multiplication Tg( i.e., Tg(f) = gf) admet une factorisation comme
composition de deux opérateurs de multiplication Th2 et Th1 de la forme

Lq (
; �)
Tg�! Lp (
; �)

Th1 & " Th2
L

avec kTh2k kTh1k � K. En plus, si Ccavp (L) et Cvexp (L) sont donnés, nous
pouvons choisir K = (1 + �) Ccavp (L) Cvexp (L) avec arbitrairement petit � >
0: Si, d�autre part, K est donné alors Ccavp (L) Cvexp (L) � K2.

Le théorème suivant a été démontré dans [45]. (Nous référons à Achour-
Mezrag [12] pour les dé�nitions de la convexité et de la concavité).

Théorème 2.2.3. Soient X un espace de Banach, (
; �) un espace me-
suré, T un opérateur sous-linéaire continu de X dans Lp (
; �) et 1 � p <
q <1 tels que 1

s
= 1

p
� 1

q
: Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes.

1) Il existe une constante positive �nie C telle que pour toute suite �nie
(xi)

n
i=1 dans X, on a, T est q-convexe.

2) Il existe une fonction g dans B+
Ls(
;�)

, telle que pour tout x dans X, on a

�R



���T (x)g ���q d�� 1
q � C kxkX :

3) Ils existent une fonction g dans B+
Ls(
;�)

et S un opérateur sous-linéaire
continu de X dans Lq (
; �) ; tels que kSk � C et T = Tg � S

X
T�! Lp (
; �)

S & " Tg
Lq (
; �)
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Nous allons donner des conditions pour qu�un opérateur sous linéaire
borné T : X �! Lp se factorise par un espace de Köthe.

Proposition 2.2.4. Soient X un espace de Banach, L un espace de
Köthe sur un espace mesuré �-�ni (
;�; �) et T un opérateur sous linéaire
continu de X dans Lp (
; �) ; 1 � p < q < 1 tels que 1

s
= 1

p
� 1

q
: Nous

avons :
Les deux conditions suivantes :

(1) T est q-convexe ;
(2) L est q-convexe et p-concave ;
impliquent l�existence d�une fonction h 2 B+

Ls(
;�)
et un opérateur sous li-

néaire continu R de X dans L, tels que kRk � C et T = Th �R, c-à-d

X T�! Lp (
; �)

R& " Th
L

Démonstration. On fait la démonstration en deux étapes :
La première étape. Comme T est q-convexe, on a pour toute suite (xi)

n
i=1

dans X, 0@Z



(

nX
i=1

jT (xi)jq)
p
q d�

1A 1
p

� C(
nX
i=1

kxikqX)
1
q :

Donc d�après le Théorème 2.2.3, T se factorise à travers Lq (
; �) comme
suit :

X T�! Lp (
; �)

S & Tg "
Lq (
; �)

Où
S : Opérateur sous linéaire de X dans Lq (
; �).
Tg : Opérateur de multiplication de Lq (
; �) dans Lp (
; �).

La deuxième étape. Suivant le Théorème 2:2:2, tout opérateur de multi-
plication de Lq (
; �) dans Lp (
; �) se factorise à travers un espace de Köthe
L,
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2.3. PROBLÈME DUAL

Lq (
; �) Tg�!
Lp (
; �)

Th1 & Th2 %
L

tel que Th1 et Th2 sont des opérateurs de multiplication.
Maintenant, si on combine les deux diagrammes précédents, on trouve

X T�! Lp (
; �)

R& Th %
L

Où
R = Th1 � S : opérateur sous linéaire de X dans L:
Th = Th2 : opérateur de multiplication de L dans Lp (
; �) :
Ce qui achève la démonstration. �

Question 1 : Si on remplace l�espace de Lebesgue Lp (
; �) par l�espace
Lp (m) ; on ne sait pas si le problème de factorisation étudié au Théorème
2.2.3 et à la Proposition 2.2.4 reste vrai ou non ?

Question 2 : Quelles sont les conditions pour lesquelles l�implication
inverse dans la Proposition 2.2.4 est vrai ?

2.3 Problème dual

Nous allons étudier le problème dual de la factorisation qui consiste à
donner des conditions nécessaires et su¢ santes pour qu�un opérateur sous
linéaire borné T : Lq (
; �) �! E se factorise par Lp (
; �). Ce résultat
généralise un travail se trouvant dans [32, p. 552] qui concerne les opérateurs
quasi-linéaires (qui sont des opérateurs homogènes et sous additifs en valeurs
absolus). Pour la démonstration, on adaptera les mêmes idées que celles de
[32, Theorem 4.5].

Soient X un espace normé, f une fonctionde X dans ]�1;+1].On dira que
f est semi-continue inférieurement (s.c.i) si epi (f) est fermé dans X�R. Où

epi (f) = f(x; �) 2 X � R ; f (x) � �g :
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Lemme 2.3.1 [32, Lemma 3.2 p.543]. Soient A et B deux ensembles
convexes d�un espace vectoriel normé, et supposons B compact (pour la to-
pologie donnée sur B). Si l�opérateur � : A�B �! R [ f+1g satisfait :
i) �(:; b) est concave sur A pour tout b 2 B;
ii) �(a; :) est convexe sur B pour tout a 2 A;
iii) �(a; :) est semi continue inférieurement sur B pour tout a 2 A. Alors
on a :

min
b2B

sup
a2A

�(a; b) = sup
a2A

min
b2B

�(a; b):

Théorème 2.3.2. Soit T : Lq (
; �) �! E un opérateur sous linéaire
borné. Si 1 � p < q < 1 et 1

p
= 1

q
+ 1

r
; alors les propriétés suivantes sont

équivalentes :
(1) T admet la factorisation

Lq (
; �)
T�! E

Tg & % S
Lp (
; �)

avec g 2 B+
Lr(
;�)

et kSk � C:

(2) Il existe une fonction mesurable w > 0 p.p. telle que : kwk r
p
� 1 et

kTfkpE � Cp
R
jf (x)jpw (x) dx; pour toute f 2 Lq(�):

(3) T est p-concave.

Démonstration. (1)() (2) Il su¢ t de prendre w (x) = (g (x))p:

(2) =) (3) Se trouve directement par l�inégalité de Hölder.

Pour prouver (3) =) (2) en utilisant le Lemme 2.3.1. Soit � = q
p
> 1; donc

�� = r
p
:

Dé�nissons deux ensembles convexes :

A =

�
a =

nP
i=1

jfijp : fi 2 Lq(�);
nP
i=1

kTfikp � 1
�

B = fb 2 L��(�) : b(x) � 0; kbk�� � 1g
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et l�opérateur bilinéaire �(a; b) dans A�B comme suit

�(a; b) = �
R
a(x)b(x)d�(x) = �

R nP
i=1

jfi(x)jp b(x)d�(x):

On remarque que � est semi continu inférieurement sur B, donc nous pouvons
utiliser l�identité

min
b2B

sup
a2A

�(a; b) = sup
a2A

min
b2B

�(a; b) = sup
a2A

(�kak q
p
):

Alors, il existe b 2 B telle que, pour tout a =
nP
i=1

jfijp 2 A, on a

nP
i=1

kTfikpE � Cp kak q
p
� �Cp�(a; b):

Ce qui implique, en particulier, que (2) est véri�ée, avec w(x) = b(x); pour
tout f telle que kTfkE � 1; et par homogénéité, on peut trouver le même
résultat pour f 2 Lp(�) arbitraire. �

Maintenant, j�étudie la factorisation d�un opérateur sous linéaire à travers
un espace de Köthe.

Proposition 2.3.3. Soient E un espace de Banach réticulé, L un espace
de Köthe sur un espace mesuré �-�ni (
;�; �) ; T un opérateur sous linéaire
continu de Lq (
; �) dans E; 1 � p < q � 1 telle que 1

s
= 1

p
� 1

q
: Nous

avons :
Les deux conditions suivantes :

(1) T est p-concave.
(2) L est q-convexe et p-concave.
impliquent l�existence d�une fonction h 2 B+

Ls(
;�)
et un opérateur sous li-

néaire continu R de L dans E, tels que kRk � C et T = R � Th, c-à-d

Lq (
; �) T�! E

Th & % R
L

Démonstration. La preuve sera faite en deux pas :

Le premier pas. Comme T est p-concave. Donc d�après le Théorème 2.3.2;
T se factorise à travers Lp (
; �) comme suit :
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Lq (
; �) T�! E

Tg & % S
Lp (
; �)

S : Opérateur sous linéaire de Lp (
; �) dans E.
Tg : Opérateur de multiplication de Lq (
; �) dans Lp (
; �).

Le deuxième pas. Suivant le Théorème 2:2:2, tout opérateur de multipli-
cation de Lq (
; �) dans Lp (
; �) se factorise à travers un espace de Köthe
L,

Lq (
; �) Tg�!
Lp (
; �)

Th1 & Th2 %
L

tels que Th1 et Th2 sont des opérateurs de multiplication.

La combinaison des deux diagrammes précédents nous fournit :

Lq (
; �) T�! E

Th & % R
L

tels que

R = S � Th2 : opérateur sous linéaire de L dans E:
Th = Th1 : opérateur de multiplication de Lq (�) dans L:
Ce qui nous donne le résultat souhaité. �

Question 3 : Si on remplace l�espace de Lebesgue Lq (
; �) par l�es-
pace Lp (m) ; on ne sait pas si le problème de factorisation étudié dans la
Proposition 2.3.3 et le Théorème 2.3.2 reste vrai ou non ?

Question 4 : Quelles sont les conditions pour lesquelles l�implication
inverse dans la Proposition 2.3.3 est juste ?
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2.4. APPLICATION : EXTENSION DU THÉORÈME DE
FACTORISATION DE GROTHENDIECK

2.4 Application : extension du théorème de
factorisation de Grothendieck

Dans ce paragraphe nous allons généraliser le théorème de factorisation
des opérateurs linéaires d�un Lp à valeurs dans Lq qui ont été fait par Gro-
thendieck [60, Lecture 13, p60], aux opérateurs sous linéaires.

Maintenant, nous exposons le théorème de Grothendieck.

Théorème 2.4.1. Supposons que 0 � q � 2 � p et que u : Lp (
1; �) �!
Lq (
2; �) est un opérateur linéaire continu. Nous dé�nissons r et s par
les relations 1

2
= 1

r
+ 1

p
; 1
q
= 1

s
+ 1

2
: Alors, ils existent deux fonctions � 2

Ls (
1; �) ; � 2 Lr (
2; �) et un opérateur linéaire v : L2 (
1; �) �! L2 (
2; �) ;
tels que le diagramme suivant soit commutatif :

Lp (
1; �)
u�! Lq (
2; �)

u� # " u�
L2 (
1; �)

v�! L2 (
2; �)

Le théorème suivant généralise le Théorème précédent aux opérateurs
sous linéaire comme suit :

Théorème 2.4.2. Supposons que 1 � q � 2 � p et que T : Lp (
1; �) �!
Lq (
2; �) est un opérateur sous linéaire continu. Nous dé�nissons r et s par
les relations 1

2
= 1

r
+ 1

p
; 1
q
= 1

s
+ 1

2
: Alors, ils existent deux fonctions positives

� 2 Ls (
1; �) ; � 2 Lr (
2; �) ; deux espaces de Köthe L et K et un opérateur
sous linéaire S : L �! K tels que le diagramme suivant soit commutatif :

Lp (
1; �)
T�! Lq (
2; �)

T� # " T�
L

S�! K

Démonstration. D�une part, Comme T est 2-convexe, alors d�après le
Théorème 2:2:3; T se factorise par L2 (
2; �) c-à-d, il existe une fonction
g 2 B+

Ls(
1;�)
; 1
q
= 1

s
+ 1

2
; et un opérateur sous linéaire S1 de Lp (
1; �) dans

L2 (
2; �), tels que T = Tg � S1 c-à-d

Lp(
1; �)
T�! Lq(
2; �)

S1 & % Tg
L2(
2; �)

29



CHAPITRE 2. FACTORISATION DES OPÉRATEURS
SOUS-LINÉAIRES À TRAVERS UN ESPACE DE KÖTHE

et d�autre part, puisque p � 2 et 1
r
= 1

2
� 1

p
; S1 est 2-concave ( L2(
2; �) est

2-concave ) et suivant le Théorème 2.3.2; S1 admet la factorisation suivante :

Lp(
1; �)
S1�! L2(
2; �)

Th & % S2
L2(
1; �)

avec h 2 B+
Lr(
1;�)

et kS2k � C:
Alors, on obtient le diagramme suivant :

Lp (
1; �)
T�! Lq (
2; �)

Th # " Tg
L2 (
1; �)

S2�! L2 (
2; �)

et si on applique le Théorème 2.2.2 sur les opérateurs de multiplication Th
et Tg, on trouve :

Lp (
1; �)
T�! Lq (
2; �)

Th1 . - Tg2
L K

Th2 & % Tg1
L2 (
1; �)

S2�! L2 (
2; �)

Il su¢ t de prendre T� = Th1 ; T� = Tg2 et S = Tg1 � S2 � Th2 :
Ce qui fallait démontrer.
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Chapitre 3

Théorèmes de domination et
factorisation pour les
opérateurs positifs fortement
p-sommants

L�idéal Dp des opérateurs fortement p-sommants (1 < p � 1) est dé�ni
par Cohen [27] pour caractériser le dual d�un opérateur p�-sommant. Cet
idéal a été étendu au cas des opérateurs linéaires fortement (p; q)-sommants
par Apiola [15].

Soient 1 < q � p � 1: On dit que l�opérateur T : X �! Y est fortement
(p; q)-sommants ( T 2 Dp;q (X; Y ) ou T 2 Dp (X; Y ) si p = q) si il existe une
constante positive C telle que pour tout n 2 N; x1; :::; xn 2 X et y�1; :::; y

�
n 2

Y �, on a

nX
i=1

jhT (xi) ; y�i ij � C(
nX
i=1

kxikqX)
1
q sup
'2BY ��

(
nX
i=1

j' (y�i )j
p�)

1
p� ; (3.1)

la plus petite constante C véri�e (3.1), notée dp;q (T ) ; est dite la norme
fortement (p; q)-sommant sur l�espace Dp;q (X;Y ) de tous les opérateurs for-
tement (p; q)-sommants de X dans Y qui dé�nis un espace de Banach. Pour
p = q = 1, on a D1;1 (X;Y ) = L (X;Y ) : Il est connu que :
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Dp;q (X;Y ) = �
dual
q�;p� (X;Y ) = fT 2 L (X;Y ) : T � 2 �q�;p� (Y �;X�)g :

Où �p;q est l�idéal des opérateurs (p; q)-sommants ( �p (X;Y ) si p = q;
l�idéal des opérateurs p-sommants) voir par exemple [29, 30].

Dans l�article [17] le concept des opérateurs positivement (p; q)-sommants
a été étudié, où nous trouvons quelques propriétés géométriques des espaces
de Banach et des théorèmes classiques démontrés en utilisant l�espace des
opérateurs positivement sommants. Pour plus des détails concernant les opé-
rateurs positivement sommants, ses développements et ses applications, voir
[18, 37, 62].

Dans ce chapitre nous introduisons et étudions la notion des opérateurs
positifs fortement (p; q)-sommants. Une de nos contributions consiste à mettre
en évidence la relation entre ces opérateurs et les opérateurs positivement
(p; q)-sommants. Plus précisément, si p = q nous prouvons un nouveau type
du théorème de Pietsch (les deux, Théorèmes de domination et de factorisa-
tion ). En particulier, un nouveau théorème de factorisation pour la classe
des opérateurs positivement p-sommants par un sous espace de Köthe est
prouvé. Aussi, des nouveaux théorèmes de domination et factorisation sont
donnés pour les opérateurs positifs fortement p-sommants. Comme appli-
cation, nous avons également montré que certains résultats connus sur les
opérateurs (p; q)-concaves de Banach réticulés peuvent être généralisés à la
classe des opérateurs (q; p)-convexes. Ces résultats se trouvent dans [3].

3.1 Les espaces lnp;jweakj(E)

Soient X un espace de Banach et 1 � p � +1; nous notons par lnp (X);
l�espace de toutes les suites (xi)ni=1 dans X avec la norme

k(xi)ni=1kp := (
nP
i=1

kxikpX)
1
p ;

et lnp;weak(X) l�espace de toutes les suites (xi)
n
i=1 avec la norme

wp((xi)
n
i=1) := sup

�2BX�
(
nP
i=1

jhxi; �ijp)
1
p ;
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lnp;weak(X) est un espace de Banach avec la norme wp (voir [27, 34]). L�espace

(c0)weak (X) := f(xn) : xn 2 X et hxn; �i 2 c0;8� 2 X�g

est un sous espace fermé de ln1;weak(X) (voir [27, 34]). On sait que l
n
p;weak(X)

est isométriquement isomorphe à L(lnp� ;X) pour 1 < p � 1 et pour p = 1;
ln1;weak(X) est isométriquement isomorphe à L(c0;X):

En remplaçant X par un espace de Banach réticulé E, et on dé�nit8<:
lnp;jweakj(E) :=

�
(xi)

n
i=1 : (jxij)ni=1 2 lnp;weak(E)

	
;

(c0)jweakj (E) := f(xi)ni=1 : (jxij)ni=1 2 (c0)weak (E)g ;

et

k(xi)ni=1kln
p;jweakj(E)

= wp((jxij)ni=1): (3.2)

Pour plus de détails voir [21, 36].
En plus, si B+

E� = f� 2 BE� : � � 0g est notée la boule d�unité dans BE�\E�+,
puisque jhjxij ; �ij � hjxij ; j�ji on a

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

k(xi)ni=1kln
1;jweakj(E)

= sup
�2B+

E�

nP
i=1

hjxij ; �i =




 nP
i=1

jxij





E

;

k(xi)ni=1kln
p;jweakj(E)

= sup
�2B+

E�

�
nP
i=1

hjxij ; �ip
� 1

p

; 1 < p <1;

k(xi)ni=1kln1;jweakj(E)
= sup

�2B+
E�

sup
1�i�n

hjxij ; �i :

(3.3)

Si x1; :::; xn � 0 ; on a

k(xi)ni=1kln
p;jweakj(E)

:= sup
�2B+

E�

 
nX
i=1

hxi; �ip
! 1

p

= wp ((xi)
n
i=1) : (3.4)
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lnp;jweakj(E) est un espace de Banach réticulé avec l�ordre induit par l�ordre
ponctuelle sur EN: En e¤et si (xi)ni=1; (yi)

n
i=1 2 lnp;jweakj(E). Alors, pour tout

i;

xi � xi _ yi � jxij _ jyij � jxij+ jyij

Donc,

0 � xi _ yi � xi � jxij _ jyij � xi � jxij+ jyij � xi

et

jxi _ yi � xij � 2 jxij+ jyij :

Alors pour tout i et � 2 E�; on obtient :

jhjxi _ yi � xij ; �ij � jh2 jxij+ jyij ; �ij � 2 jhjxij ; �ij+ jhjyij ; �ij :

Ce qui implique que (xi _ yi � xi)i 2 lnp;jweakj(E) et en�n (xi _ yi)i 2 lnp;jweakj(E);
Alors lnp;jweakj(E) est un espace vectoriel réticulé. Il est facile de montrer qu�il
est un espace normé réticulé et complet, donc lnp;jweakj(E) est un Banach ré-
ticulé. Et en plus on a (voir [36, Theorem 7.8]).

(a) L�espace de Banach réticulé lnp;jweakj(E) est isométriquement isomorphe
à Lr(lnp� ;E) pour 1 < p � 1 et ln1;jweakj(E) est isométriquement isomorphe à
Lr(c0;E).
(b) L�espace de Banach réticulé lnp;jweakj(E

�) est isométriquement iso-
morphe à Lr(E; lnp ) pour 1 < p � 1 et (c0)jweakj (E

�) est isométriquement
isomorphe à Lr(E; c0).

La généralisation suivante des opérateurs (p; q)-sommants est introduit
par Blasco (voir [17]).
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3.2 Opérateurs positivement (p; q)-sommants

Dé�nition 3.2.1. Soient 1 � q; p <1: On dit que l�opérateur T : E �!
X est positivement (p; q)-sommant s�il existe une constante positive C < +1
telle que pour tout n 2 N et toute (xi)ni=1 � E+; on a

k(T (xi))ni=1kp � Cwq ((xi)
n
i=1) = C sup

�2B+
E�

 
nX
i=1

hxi; �iq
! 1

q

: (3.5)

pour q < p =1;

sup
1�i�n

kT (xi)k � Cwq ((xi)
n
i=1) :

Nous noterons par �p;q (E;X) ; l�espace des opérateurs positivement (p; q)-
sommants de E dans X ( ou Sp (E;X) si p = q, l�espace des opérateurs
positivement p-sommants), qui devient un espace de Banach avec la norme

�+p;q (T ) = inf fC véri�ant l�inégalité (3.5)g :

Nous avons �1;q (E;X) = L (E;X) pour tout 1 � q <1:

Proposition 3.2.2. Soient 1 � p; q <1: Soient E et F deux espaces de
Banach réticulés et X un espace de Banach.
1) T 2 L (E;X) ; alors T 2 �p;q (E;X) si, et seulement s�il existe une
constante K > 0 telle que l�inégalité

k(T (xi))ni=1kp � K k(xi)kln
q;jweakj(E)

est véri�ée pour tous x1; :::; xn 2 E:
2) Propriété d�idéal. Soient T 2 �p;q (E;X) et v 2 Lr (F;E) : Alors la com-
position T � v est un opérateur positivement (p; q)-sommant de F dans X.
3) Pour tout T 2 L (E;X) et pour toute constante C > 0, les conditions
suivantes sont équivalentes :
(i) T 2 �p;q (E;X) avec �+p;q (T ) � C:

(ii) Pour tout v 2 Lr
�
lnq� ; E

�
(ou v 2 Lr (c0; E) si q = 1) ; T � v est po-

sitivement (p; q)-sommant et �+p;q (T � v) � 2C kvkr :

Démonstration. (1) il su¢ t d�utiliser les égalités (3.2) et (3.3).
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(2) Soit 0 � x1; :::; xn 2 F .

kTv (xi)kp =
�

nP
i=1

kT (v+ (xi)� v� (xi))kp
� 1

p

�
�

nP
i=1

kT (v+ (xi))kp
� 1

p

+

�
nP
i=1

kT (v� (xi))kp
� 1

p

� �+p;q (T ) sup
�2B+

E�

�
nP
i=1

hv+ (xi) ; �iq
� 1

q

+ �+p;q (T ) sup
�2B+

E�

�
nP
i=1

hv� (xi) ; �iq
� 1

q

� 2�+p;q (T ) sup
�2B+

E�

�
nP
i=1

hjvj (xi) ; �iq
� 1

q

� 2�+p;q (T ) kjvjk sup
�2B+

E�

�
nP
i=1

D
xi;

jvj�
kjvj�k (�)

Eq� 1
q

� 2�+p;q (T ) kvkr sup
'2B+

E�

�
nP
i=1

hxi; 'iq
� 1

q

:

Donc Tv 2 �p;q (F;X) et �+p;q (Tv) � 2�+p;q (T ) kvkr :

(3) est une conséquence immédiate des (2) et la condition (a). �

Par l�utilisation de (3.5) avec xi = n
�1
p x où x > 0, nous voyons bientôt

que le seul opérateur (p; q)-sommant si p < q est l�opérateur nul (voir [17,
Proposition 1]).

Le théorème de domination de Pietsch est vrai pour les opérateurs de la
classe Sp; p <1:
Théorème 3.2.3 [62]. Soit T 2 L (E;X) : T est un opérateur positive-

ment p-sommant (i.e., T 2 Sp (E;X)) si, et seulement s�il existe une pro-
babilité � sur l�ensemble K = B+

E� ; muni par la topologie faible-�, et une
constante positive C telle que

kT (x)k � C

0@Z
K

hx; x�ip d� (x�)

1A 1
p

(3.6)

pour tout x 2 E+: En plus, dans ce cas

�+p (T ) = inf fC véri�ant l�inégalité ( 3.6)g :
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On aura besoin à la proposition suivante qui caractérise les opérateurs
positivement p-sommants.

Proposition 3.2.4. Soit T 2 L (E;X) : Alors T est un opérateur posi-
tivement p-sommant si, et seulement si il existe une constante C > 0 telle
que

kT (x)k � C

0@Z
K

hjxj ; x�ip d� (x�)

1A 1
p

(3.7)

pour tout x 2 E:

Démonstration. Soit x 2 E; par la Remarque 1:3:3:; nous avons,

kT (x)k = kT (x+ � x�)k
� kT (x+)k+ kT (x�)k
� C

�R
K
hx+; x�ip d� (x�)

� 1
p + C

�R
K
hx�; x�ip d� (x�)

� 1
p

� 2C
�R

K
hjxj ; x�ip d� (x�)

� 1
p :

Inversement, il su¢ t d�appliquer le Théorème 3:2:3 à x 2 E+. �

3.3 Factorisation des opérateurs positivement
p-sommants

Maintenant nous donnons le théorème de factorisation de Pietsch pour
les opérateurs positivement p-sommants.
Dans ce qui suit, on va introduire un nouvel espace des fonctions. Soient

x; y 2 E et � 2M
�
B+
E�

�
; nous dé�nissons la relation d�équivalence � par :

x�y () hjx� yj ; :i = 0 �-p.p.

On note iE l�injection E �! C
�
B+
E�

�
dé�nie par iE (x) = hx; :i : L�application

iE est une injection isomorphique. Si x � 0; on a

kxkE = khx; :ikC(B+
E� )

:
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Supposons x non positif, on a

khx; :ikC(B+
E� )

= sup'2B+
E�
jhx; 'ij

� kxkE
= supx�2BE� jhx; x

�+ � x��ij
� 2 sup�2B+

E�
jhx; �ij

= 2 khx; :ikC(B+
E� )

:

Donc

khx; :ikC(B+
E� )
� kxkE � 2 khx; :ikC(B+

E� )
:

Pour f 2 iE (E) � C
�
B+
E�

�
; nous dé�nissons la semi norme

kjf jk = inf
��R

B+
E�
hjzj ; :ip d� (:)

� 1
p
: hjz � f j ; :i = 0 �-p:p:

�
:

SoitR = ff 2 iE (E) ; kjf jk = 0g � iE (E) : Nous écrivons L
p
0 (�) la complété

de l�espace quotient iE (E) =R avec la norme

k[f ]k = kjf jk ;

où [f ] est la classe d�équivalence de f 2 iE (E) ; on remarque que

kjgjk = kjf jk ; 8g 2 [f ] :

D�après [22], les espaces dé�nis de cette manière, sont utilisés pour carac-
tériser la norme des sous espaces incluent dans Lp (m) (voir [58] pour p > 1
et [28] pour p = 1).

Lemme 3.3.1. L�opérateur Jp;0 � iE : E �! iE (E) �! Lp0 (�) est posi-
tivement p-sommant et �+p (Jp;0 � iE) � 1:

Démonstration. Soit x1; :::; xn 2 E: On a�
nP
i=1

kJp;0 � iE (xi)kpLp0(�)
� 1

p

�
�

nP
i=1

R
B+
E�
hjxij ; 'ip d� (')

� 1
p

=

�R
B+
E�

nP
i=1

hjxij ; 'ip d� (')
� 1

p

� k(xi)ni=1kln
p;jweakj(E)

:

38



3.3. FACTORISATION DES OPÉRATEURS POSITIVEMENT
P -SOMMANTS

Alors Jp;0 � iE 2 Sp (E;Lp0 (�)) et �+p (Jp;0 � iE) � 1: �

Théorème 3.3.2. Pour tout opérateur T : E �! Y , les conditions
suivantes sont équivalentes :
(i) T est positivement p-sommant.
(ii) Il existe une probabilité de Borel régulière � sur B+

E�, un espace de Ba-
nach Lp0 (�) et un opérateur u : L

p
0 (�) �! Y tels que le diagramme suivant

est commutatif

E
T�! Y

iE # " u
iE (E)

Jp;0�! Lp0 (�)
\

C
�
B+
E�

�
Démonstration. (i) =) (ii) : Si T est positivement p-sommant, la pro-

position précédente de domination de Pietsch implique l�existence d�une pro-
babilité de Borel régulière � sur B+

E� telle que, pour tout x 2 E

kT (x)k � �+p (T )
�R

B+
E�
hjxj ; 'ip d�

� 1
p
:

De sorte que

kT (x)k � �+p (T ) k[hx; :i]kLp0(�)
= �+p (T ) kJp;0 � iE (x)kLp0(�) :

Si on note le rang du Jp;0 � iE par S. Par dé�nition S = Lp0 (�) ; l�application
S �! Y : Jp;0 � iE (x) 7�! T (x) est bien dé�ni. Il est continu pour la
topologie de Lp0 (�) avec norme � �+p (T ) ; puisque

kT (x)k � �+p (T ) kJp;0 � iE (x)kLp0(�) ; 8x 2 E:

Alors l�extension naturelle de notre application à Lp0 (�) est l�opérateur de-
mandé u.

(ii) =) (i) Comme T = u � Jp;0 � iE, du Lemme 3:3:1: et de la propriété
d�idéal, on déduit que l�opérateur T est positivement p-sommant et �+p (T ) �
kuk �+p (Jp;0 � iE) � kuk : �
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Dans tout ce qui suit, X notera un espace de Banach et F un Banach
réticulé.

3.4 Opérateurs positifs fortement (p; q)-sommants

Nous introduisons certaine classe des opérateurs de X dans F ce qui
étroitement liés aux opérateurs fortement (p; q)-sommants dé�nis par Apiola
[15]. Ces opérateurs sont appelés positifs fortement (p; q)-sommants.

Dé�nition 3.4.1. Soit 1 � q; p � +1: L�opérateur T : X �! F est po-
sitif fortement (p; q)-sommant (notation T 2 D+p;q (X;F ) ou T 2 D+p (X;F )
si p = q), s�il existe une constante positive C telle que pour tous n 2
N; x1; :::; xn 2 X et y�1; :::; y

�
n 2 F �; on a :

nX
i=1

jhT (xi) ; y�i ij � C k(xi)ni=1kq k(y
�
i )
n
i=1kln

p�;jweakj(F
�) : (3.8)

Notons d+p;q (T ) la petite constanteC véri�ant l�inégalité (3.8). On aD+1 (X;F ) =
L (X;F ) :

Remarque 3.4.2. Soit T 2 L (X;F ) : Alors T est positif fortement (p; q)-
sommant si, et seulement si, il existe une constante K > 0 telle que

nP
i=1

jhT (xi) ; y�i ij � K k(xi)ni=1kq wp� ((y�i )
n
i=1)

pour tout x1; :::; xn 2 X et 0 � y�1; :::; y
�
n 2 F �:

En e¤et, pour le sens direct, il su¢ t d�utiliser l�égalité

k(y�i )ni=1kln
p�;jweakj(F

�) = wp� ((y
�
i )
n
i=1) :

pour l�autre sens, soient n 2 N; x1; :::; xn 2 X et y�1; :::; y
�
n 2 F �: Nous avons
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nP
i=1

jhT (xi) ; y�i ij =
nP
i=1

��
T (xi) ; y�+i � y��i
���

�
nP
i=1

��
T (xi) ; y�+i ���+ nP
i=1

��
T (xi) ; y��i ���
� K k(xi)ni=1kq (wp�(y

�+
i )

n
i=1) + (wp�(y

��
i )

n
i=1)

� C k(xi)ni=1kq wp�((jy�i j)ni=1)
= C k(xi)ni=1kq k(y�i )ni=1klnp�;jweakj(F �) : �

Proposition 3.4.3. Soient q1 � q2; p1 � p2. Alors

D+p1;q2 (X;F ) � D+p2;q1 (X;F ) :

Démonstration. Soit T 2 D+p1;q2 (X;F ) ; pour tous x1; :::; xn 2 X et
y�1; :::; y

�
n 2 F � nous avons
nP
i=1

jhT (xi) ; y�i ij � d+p1;q2 (T ) k(xi)
n
i=1kq2 k(y

�
i )
n
i=1kln

p�1;jweakj
(F �)

� d+p1;q2 (T ) k(xi)
n
i=1kq1 k(y

�
i )
n
i=1kln

p�2;jweakj
(F �) :

Donc, T 2 D+p2;q1 (X;F ) et d+p2;q1 (T ) � d+p1;q2 (T ) : �

Proposition 3.4.4. Soient X; Y deux espaces de Banach et E;F deux
Banach réticulés. On considère T 2 L (Y;E) ; S un opérateur positif dans
L (E;F ) et R dans L (X; Y ). Si T 2 D+p;q (Y;E), alors STR 2 D+p;q (X;F ) et
d+p;q (STR) � kSk d+p;q (T ) kRk :

Démonstration. Soient 0 � z�1 ; :::; z
�
n dans F

� et x1; :::; xn 2 X: Comme
T 2 D+p;q (Y;E) et S� (z�i ) � 0 (1 � i � n) ; on a

nP
i=1

jhSTR (xi) ; z�i ij �
nP
i=1

jhT (R (xi)) ; S� (z�i )ij

� d+p;q (T ) k(R (xi))ni=1kq sup
�2B+

E��

�
nP
i=1

hS� (z�i ) ; �i
p�
� 1

p�

� d+p;q (T ) kRk kSk k(xi)
n
i=1kq sup

�2B+
E��

�
nP
i=1

D
z�i ;

S��(�)
kS��k

Ep�� 1
p�

� d+p;q (T ) kRk kSk k(xi)
n
i=1kq sup

 2B+
F��

�
nP
i=1

hz�i ;  i
p�
� 1

p�

:
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Donc, d�après la Remarque 3.4.2, on conclut que STR 2 D+p;q (X;F ) et
d+p;q (STR) � kSk d+p;q (T ) kRk : �:

Le résultat principal de ce paragraphe est le théorème 3:4:6: Pour la dé-
monstration, nous utiliserons le Théorème suivant :
Théorème 3.4.5 (voir [62])

Supposons T 2 L (F;X). Alors, T 2 �p;q (F;X) si et seulement si T �� 2
�p;q (F

��; X��) : De plus, �+p;q (T ) = �+p;q (T
��) :

Théorème 3.4.6. Soient 1 � q � p � 1:
i) T 2 L (F;X) est positivement (p; q)-sommant si, et seulement si T � est
positif fortement (q�; p�)-sommant.
ii) T 2 L (X;F ) est positif fortement (p; q)-sommant si, et seulement si T �
est positivement (q�; p�)-sommant.

Démonstration
i) Soit T 2 �p;q (F;X) ; on montre que T � 2 D+q�;p� (X�; F �) :

Pour tous n 2 N; (y��i )ni=1 � F �� et (x�i )
n
i=1 � X�; on a,

nP
i=1

jhT � (x�i ) ; y��i ij =
nP
i=1

jhx�i ; T �� (y��i )ij

�
nP
i=1

kT �� (y��i )k kx�i k

(Inég. Hölder) �
�

nP
i=1

kT �� (y��i )k
p

� 1
p
�

nP
i=1

kx�i k
p�
� 1

p�

(Prop 3.2.2) � �+p;q (T ) sup
�2B+

F���

�
nP
i=1

hjy��i j ; �i
q

� 1
q
�

nP
i=1

kx�i k
p�
� 1

p�

:

Donc,

nP
i=1

jhT �x�i ; y��i ij � �+p;q (T ) sup
�2B+

F���

�
nP
i=1

hjy��i j ; �i
q

� 1
q
�

nP
i=1

kx�i k
p�
� 1

p�

:

Alors,

T � 2 D+q�;p� (X�; F �) et d+q�;p� (T
�) � �+p;q (T ) : (1)

Réciproquement, Supposons que T � 2 D+q�;p� (X�; F �) et nous montrons
que T 2 �p;q (F;X) : Soient n 2 N; (x�i )ni=1 � X� et (yi)ni=1 � F ; on a,
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���� nP
i=1

hT (yi) ; x�i i
���� �

nP
i=1

jhyi; T � (x�i )ij

� d+q�;p� (T
�)

�
nP
i=1

kx�i k
p�
� 1

p�

sup
�2B+

F�

�
nP
i=1

hjyij ; �iq
� 1

q

:

Alors,

sup
k(x�i )kp��1

���� nP
i=1

hT (yi) ; x�i i
���� � d+q�;p� (T

�) sup
�2B+

F�

�
nP
i=1

jhjyij ; �ijq
� 1

q

:

Donc,

kT (yi)ni=1kp � d+q�;p� (T
�) sup

�2B+
F�

�
nP
i=1

jhjyij ; �ijq
� 1

q

:

Finalement,

T 2 �p;q (F;X) et d+q�;p� (T �) � �+p;q (T ) : (2)

Des inégalités (1) et (2); nous concluons que : d+q�;p� (T
�) = �+p;q (T ) :

ii) Il est clair.
Ce qui complète la démonstration. �

Corollaire 3.4.7
1) Si p < q, et T est positif fortement (p; q)-sommant, alors T = 0:
2) D+p;1 (X;F ) = L (X;F ) pour tout 1 < p � 1:
3) T 2 D+p;q (X;F ) si et seulement si T �� 2 D+p;q (X��; F ��) :

Proposition 3.4.8. Pour 1 � q � p � +1:

Dp;q (X;F ) � D+p;q (X;F ) :

Démonstration. Si T 2 Dp;q (X;F ) par [15] l�opérateur T � 2 �q�;p� (F �; X�) :
D�après la Proposition 3 dans [17] nous avons T � 2 �q�;p� (F �; X�) : Par le
Théorème 3.4.6, on trouve T 2 D+p;q (X;F ) : �

Remarque 3.4.9. En général, l�inclusion est stricte. l�exemple suivant
justi�e ça. De [62] l�identité dé�nit de L2 (0; 1) dans L1 (0; 1) est un opérateur
positivement (2; 2)-sommant mais, il n�est pas absolument (2; 2)-sommant ;
donc suivant le Théorème 3.4.6 et [27, Thorème 2:2:2], on a I� 2 D+2;2 (L1 (0; 1) ; L2 (0; 1)) et
I� =2 D2;2 (L1 (0; 1) ; L2 (0; 1)) :

43



CHAPITRE 3. THÉORÈMES DE DOMINATION ET FACTORISATION
POUR LES OPÉRATEURS POSITIFS FORTEMENT P -SOMMANTS

3.5 Représentation tensorielle

Labuschagne dans [37, Théorème 5:2:] a démontré que, les opérateurs
positivement p-sommants présentés dans [18] peuvent être décrits en termes
de produit tensoriel convenable. Notre but est de représenter D+p (X;F ) par
un produit tensoriel.

Si E est un Banach réticulé et X un espace de Banach, alors laM -norme
sur X 
 E est donnée par

kukM = inf

�



 nP
i=1

kxik jyij




 ;u = nP

i=1

xi 
 yi

�
avec x1; :::; xn 2 X et y1; :::; yn 2 E: La M -norme est une norme raisonnable
sur X 
 E (voir [25, Theorem 1.4]) qui est égale à la m-norme de Schaefer
sur X 
 E (voir [59]).

La transposée de la M -norme est :

kuktM = inf

�



 nP
i=1

jxij kyik




 ;u = nP

i=1

xi 
 yi

�
où x1; :::; xn 2 E et y1; :::; yn 2 X: Qui est une l-norme de Schaefer sur E
X.

Le cône projectif sur le produit tensoriel E 
 F est dé�ni par :

E+ 
 F+ =

�
nP
i=1

xi 
 yi : xi 2 E+; yi 2 F+; n 2 N
�
:

Les normes M et tM ont la propriété que E e
MF et E e
tMF , si les équipé
avec des normes respectives du fermeture du cône projectif E
F , soient des
espaces de Banach réticulé (voir [25, 36, 59]).

Le cône C dans E 
 F est dit cône raisonnable (cône tensoriel) dans E 
 F
si E+ 
 F+ � C � Ci (E;F ) ; avec Ci (E;F ) est le cône injectif

Ci (E;F ) =
�
u 2 E 
 F : 0 � x� 
 y�(u);8(x�; y�) 2 E�+ � F �+

	
:
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Si C est un cône raisonnable dans E
F , alors la norme tensorielle raisonnable
� sur E
F est dite la norme tensorielle raisonnable de l�ordre sur (E
F; C) ;
pourvu que
i) u; v 2 E 
 F avec v � u 2 C implique �(u) � �(v);
ii) Si u 2 E 
 F et �(u) � 1; alors il existe v 2 E 
 F avec v � u 2 C et

�(v) < 1:

Si � est une norme tensorielle raisonnable sur E 
 F , j�j a été dé�nie par

j�j (u) = inf f�(v) : v 2 E+ 
 F+ et juj � vg ; u 2 E
F:

qui véri�e :
1) Pour x 2 E et y 2 F; j�j (x
 y) � kxk kyk ;
2) Pour x� 2 E� et y� 2 F �; x� 
 y� 2 (E 
j�j F )� et kx� 
 y�kj�j �

kx�k ky�k ; c-à-d j�j est une norme tensorielle raisonnable positive sur E
F
(pour des informations plus sur j�j voir [36]).

En utilisant pour C le cône injectif et la norme injective k:k� : Labu-
schagne, dans [36], parle sur la norme injective raisonnable positive k:kj�j
telle que

kukj�j = inf fkvk� : v 2 E 
 F et v � u 2 Ci (E;F )g ; u 2 E 
 F:

E e
j�jF est un espace de Banach réticulé avec le cône positif de la j�j-fermeture
du cône projectif E+ 
 F+:

Dé�nition 3.5.1 [37]
Soient X et Y deux espaces de Banach, 
 et � deux normes raisonnables sur
lp 
 X et lq 
 Y , respectivement. Soit 1 � p � 1 tel que 1

p
+ 1

q
= 1: On

dé�nit

kuk(
p;�q) := inf
�
k(xi)klp

X k(yi)klq
�Y : u =

nP
i=1

xi 
 yi

�
pour tout u 2 X 
 Y:

Théorème 3.5.2 [37, Théorèmes 4:4 et 5:2]
Soient E et F deux Banach réticulés, X; Y deux espaces de Banach, 1

p
+ 1
q
= 1

et 1 � p <1: Alors,
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1) k:k(j�jp;Mq) et k:k(j�jp;tMq)
sont deux normes raisonnables sur E
F;E
Y

respectivement.
2) (E 
(j�jp;tMq) X)

� = Sp (E;X�) :

Une conséquence immédiate du théorème précédent et le Théorème 3.4.6
est le suivant :

Corollaire 3.5.3. Soient X un espace de Banach, F un Banach réticulé
et 1 < p � 1: Alors,

D+p (X;F ) = (F � 
(j�jp� ;tMp) X)
�:

3.6 Théorèmes de domination et de factori-
sation de Pietsch

Nous pouvons écrire la version positive du théorème de domination de
Pietsch pour les opérateurs fortement p-sommants.
Théorème 3.6.1. (Théorème de domination)

L�opérateur T 2 L (X;F ) est positif fortement p-sommant (1 < p � 1);
si et seulement si il existe une positive constante C > 0 et une mesure de
probabilité de Radon � sur B+

F �� tels que pour tous x 2 X et y� 2 F �; on a :

jhT (x) ; y�ij � C kxk (
Z

B+
F��

hjy�j ;  ip
�
d�)

1
p� : (3.9)

En plus, dans ce cas

d+p (T ) = inf fC; véri�ant l�inégalité (3.9)g :

Démonstration.
Implication directe. Soit T 2 D+p;q(X;F ): En utilisant la Proposition 3:2:4
et puisque T � 2 Sp� (F �; X�) ; on obtient :

jhT (x) ; y�ij = jhx; T �(y�)ij
� kxk kT �(y�)k
� �p� (T

�) kxk (
R
B+
F��
hjy�j ;  ip

�
d�)

1
p� :
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Implication indirecte. Soient n 2 N; (y�i )ni=1 � F �; (xi)
n
i=1 � X; on a :

jhT (xi) ; y�i ij � C kxik (
R
B+
F��
hjy�i j ;  i

p� d�)
1
p� ;

pour tout i dans f1; :::; ng
par conséquent,

nP
i=1

jhT (xi) ; y�i ij � C
nP
i=1

kxik (
R
B+
F��
hjy�i j ;  i

p� d�)
1
p�

Inég. Hölder � C(
nP
i=1

kxikp)
1
p (

nP
i=1

R
B+
F��
hjy�i j ;  i

p� d�)
1
p�

� C k(xi)ni=1kp k(y�i )ni=1klnp�;jweakj(F �) :

Alors, T 2 D+p (X;F ) : �

Corollaire 3.6.2. Si 1 < p < q <1; alors D+q (X;F ) � D+p (X;F ) :

En utilisant les Théorèmes 3:4:6 et 3:3:2 pour présenter le théorème de
factorisation aux opérateurs positifs fortement p-sommants.

Théorème 3.6.3. (Théorème de factorisation de Pietsch) Soient 1 <
p � 1; 1

p
+ 1

p� = 1; X un espace de Banach et F un Banach réticulé et
T 2 L (X;F ) : Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) T 2 D+p (X;F ) :
(ii) Ils existent une mesure de probabilité de Borel � sur B+

F �� ; un espace de

Banach Lp
�

0

�
B+
F �� ; �

�
et un opérateur linéaire continu v : X �!

�
Lp

�

0 (�)
��

tels que

kF � T = i�F � � J�p�;0 � v:

Démonstration. Pour la preuve, nous appliquons les mêmes techniques
que dans la démonstration du Théorème 6.2 dans [6].

(i) =) (ii) Soit T 2 D+p (X;F ) : Par le Théorème 3:4:6; on a T � 2
Sp� (F

�; X�) avec d+p (T ) = �+p� (T
�) : D�après le Théorème 3.3.2, on obtient

la factorisation suivante
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F �
T ��! X�

iF � # " u
iF � (F

�)
Jp�;0�! Lp

�

0

�
B+
F �� ; �

�
donc par dualité, on trouve

F
T % & kF

X
kX�! X�� T ���! F ��

v & # u� " i�F ��
Lp

�

0 (�)
�� J�

p�;0�! (iF � (F
�))�

où v est un opérateur linéaire dé�ni comme suit

hv (x) ; Jp�;0 � iF � (y�)i := hu� � kX (x) ; Jp�;0 � iF � (y�)i
= u (Jp�;0 � iF � (y�)) (x) :

Pour tout y� 2 F �; x 2 X. L�application v est bien dé�nie et continue puisque

jhv (x) ; Jp�;0 � iF � (y�)ij � kJp�;0 � iF � (y�)kLp�0 (�)
kuk kxk :

sup
n
jhv (x) ; Jp�;0 � iF � (y�)ij ; kJp�;0 � iF � (y�)kLp�0 (�)

� 1
o
� kuk kxk

Donc

kv (x)k � kuk kxk et kvk � kuk :

(ii) =) (i) Soit kF � T = i�F � � J�p�;0 � v = (Jp�;0 � iF �)� � v: L�appli-
cation Jp�;0 � iF � est positivement p�-sommant, voir le Lemme 3:3:1: Alors
(Jp�;0 � iF �)� est positif fortement p-sommant. Par conséquent, (Jp�;0 � iF �)��v
l�est aussi par la propriété d�idéal. Alors T � = v� � (Jp�;0 � iF �)�� � kF � 2
Sp� (F �; X�) car k�F � kF � = idF � :

Finalement,

T 2 D+p (X;F ) : �
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3.7 Applications

Si on combine nos résultats avec les techniques appliquées sur les opéra-
teurs (p; q)-concaves (voir [30, 39]) nous montrerons que quelques résultats
sur les opérateurs (q; p)-convexes, on peut les appliquer sur des cas généraux.
Ces résultats donnent des relations entre les opérateurs (q; p)-convexes et les
opérateurs positifs fortement (p; q)-sommants d�un espace de Banach dans
un Banach réticulé.

Proposition 3.7.1. Pour 1 < q � p � +1: Alors

D+p;q (X;F ) � Cvex(q;p) (X;F ) :

Démonstration. Soit T 2 D+p;q (X;F ) : Donc, T � 2 �q�;p� (F
�; X�) :

D�après [17, Proposition 3] et [30, théorème 16.21], on conclut que T �� 2
Cvex(q;p) (X

��; F ��) : Alors, par le Corollaire 1:6:4; T 2 Cvex(q;p) (X;F ) : �

Proposition 3.7.2. On a
(1) D+1;q (X;F ) = Cvex(q;1) (X;F ) ;

(2) D+1;q (X;F ) � Cvex(s;s) (X;F ) pour tout s < q:

Démonstration
(1) Ceci résulte de [17, Proposition 4], où il a prouvé que

�q�;1 (F
�; X�) = Ccav(q�;1) (F

�; X�)

et des Théorème 3.4.6, Théorème 1.6.3 et le Corollaire 1.6.4.
(2) Utilisons les mêmes techniques. �

Proposition 3.7.3
(1) D+p;q (X; c0) = L (X; c0) ;
(2) D+p;q (X�; l1) = Cvex(q;p) (X

�; l1) :

Démonstration. Nous prouvons (1) seulement. On peut véri�er (2)
comme (1).
Si T est dans D+p;q (X; c0) ; alors T � est dans �q�;p� (c�0; X�) (= L (l1; X�)) [17,
Proposition 6]: Donc T 2 L (X; c0) : �
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Pour K un espace compact, on note par M(K) l�espace des mesures
régulières de Borel sur K. Le théorème suivant caractérise les opérateurs
positifs fortement (p; q)-sommants.

Théorème 3.7.4
(1) T 2 Cvex(q;p) (X;F ) si et seulement si pour tout opérateur positif S dans
L (F;M (K)) ; S � T 2 D+p;q (X;M (K)) ;
(2) T 2 D+1;q (X;F ) si et seulement si pour tout opérateur S dans L (F; l1) ;
S � T 2 D+1;q (X; l1) ;
(3) T 2 D1;q (X;F ) si et seulement si pour tout opérateur positif S dans
L (X; l1) ; S � T 2 D1;q (X; l1) :

Démonstration. On démontre seulement (1) :
Implication directe. Si T 2 Cvex(q;p) (X;F ) alors T

� 2 Ccav(q�;p�) (F
�; X�) : Pour

tout opérateur positif S dans L (F;M (K)), la restriction à C (K) de l�opé-
rateur S� : C (K)�� �! F �; est un opérateur positif et par [17, Proposition
5-c] nous avons

T � � S� = (S � T )� 2 �q�;p� (C (K) ; X�)

donc, par le Théorème 3.4.6,

(S � T )�� 2 D+p;q (X��;M (K)) ;

�nalement, d�aprés le Corollaire 3.4.7 (3).

S � T 2 D+p;q (X;M (K)) :

Implication indirecte. Pour tout opérateur positif S de L (F;M (K)) ;
nous avons S � T 2 D+p;q (X;M (K)) :
Alors, d�après le Théorème 3.4.6,

T � �
�
S�=C(K)

�
2 �q�;p� (C (K) ; X�)

et d�après [17, Proposition 5-c] on trouve

T � 2 Ccav(q�;p�) (F
�; X�) ;

donc
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T 2 Cvex(q;p) (X;F ) : �

Une immédiate conséquence du Théorème 3:7:4 est le suivant :

Corollaire 3.7.5. F est p-convexe (i.e., idF 2 Cvex(p;p) (F; F )) si, et seule-
ment si tout opérateur positif S est dans D+p (F;M (K)) :
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Chapitre 4

Extension des opérateurs
n-linéaires
(r; r1; :::; rn; s)-nucléaires

Matos a introduit dans [41], la notion des opérateurs multilinéaires vir-
tuellement (r; r1; :::; rn)-nucléaires de X1 � � � � �Xn dans Y et il a démontré
que, si les espacesX�

k (k = 1; :::; n) possèdent la propriété d�approximation �-
bornée avec r; r1; :::; rn 2 [1;+1[ ; alors le dual topologique de l�espace de ces
opérateurs est isométriquement isomorphe à l�espace de tous les opérateurs
multiple (r0; r01; :::; r

0
n)-sommants de X

�
1 � � � � �X�

n dans Y
� avec 1

r
+ 1

r0 = 1
et 1

rk
+ 1

r0k
= 1; k = 1; :::; n:

Cerna [23] a donné la dé�nition des opérateurs multilinéaires (r; r1; :::; rn; s)-
nucléaires, comme une généralisation naturelle du concept de l�opérateur
(r; p; s)-nucléaire introduit par Lapresté (voir [38, 51]).
Motivé par ces résultats et idées, nous introduisons et étudions les opé-

rateurs multilinéaires virtuellement (r; r1; :::; rn; s)-nucléaires et nous établi-
rons le lien entre le dual topologique de cet espace et l�espace des opérateurs
multilinéaires multiple (r0; r01; :::; r

0
n; s

0)-sommants initiés par Pellegrino et al.,
([16]) de X�

1 � � � � �X�
n dans Y

�; pour r; rk k = 1; :::; n et s 2 [1;+1] ; sous
les mêmes conditions données par Matos dans la référence précédente: En
conséquence ; on obtient un résultat similaire entre le dual topologique de
l�espace des opérateurs (r; r1; :::; rn; s)-nucléaires [24] et l�espace des opéra-
teurs (r0; r01; :::; r

0
n; s

0)-sommants introduit par Achour dans [1]. Ces résultats
sont consignés dans la référence [4].
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4.1 Espace des familles sommables

Si r 2 ]0;+1[, nous notons lr (Y;Nn) ou (lr (Nn) ; si Y = K) l�espace
vectoriel de toutes les familles (yj)j2Nn (un élément j 2 Nn sera représenté
par (j1; :::; jn) avec jl 2 N et l = 1; :::; n) des éléments de Y telle que

k(yj)j2Nnkr := (
P
j2Nn

kyjkrY )
1
r <1:

Nous observons que k:kr est une norme (r-norme, si r < 1) sur lr (Y;Nn).
Nous notons l1 (Y;Nn) ou (l1 (Nn) ; si Y = K) l�espace de Banach de toutes
les familles bornées (yj)j2Nn des éléments de Y , sous la norme

k(yj)j2Nnk1 := sup
j2Nn

kyjk :

le sous espace de Banach de l1 (Y;Nn) de la famille (yj)j2Nn telle que

lim
jk!+1;k=1;:::;n

kyjk = 0

est noté par c0 (Y;Nn) ou (c0 (Nn) ; si Y = K):
Si 0 < r � 1; nous écrivons lwr (Y;Nn) ou (lwr (Nn) ; si Y = K); pour l�espace
de toutes les familles (yj)j2Nn des éléments de Y avec la norme

k(yj)j2Nnkw;r := sup
k kY ��1

(
P
j2Nn

j (yj)jr)
1
r = sup

k kY ��1
k( (yj))j2Nnkr :

Pour 1 � r <1 et ('j)j2Nn = ('j1:::jn)j2Nn 2 lwr (Y �;Nn), nous avons



('j)j2Nn

w;r := sup
�2BY ��

(
P
j2Nn

���('j)��r) 1r = sup
y2BY




�'j(y)�j2Nn


r :
Nous considérons également les familles �nies (yj)j2Nnm des éléments d�un

espace de Banach. Ici Nm = f1; :::;mg et nous appliquons le symbole k:kr
à ces familles comme nous avons fait dans le cas in�ni. Si n = 1, il est
habituel d�omettre Nn dans toutes les notations précédentes et nous obtenons
les espaces des suites classiques.
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(R;R1; :::; RN ;S)-NUCLÉAIRES

4.2 Idéal des opérateurs multilinéaires

Commençons par rappeler quelques notions de base et notations. Soient
n 2 N et X1; :::; Xn; Y des espaces de Banach, dont les normes sont, respec-
tivement, notées par :

k:k1 ; :::; k:kn ; k:kY :

Dé�nition 4.2.1. (Les opérateurs multilinéaires) Un opérateur T : X1�
� � � �Xn �! Y est dit multilinéaire (n-linéaire) si pour tout j = 1; :::; n et
pour toute suite �nie (�i)

2
i=1 � K, on a :

T (x1; :::;
2P
i=1

�ix
i
j; :::; x

n) =
2P
i=1

�iT (x
1; :::; xij; :::; x

n)

C�est-à-dire T est multilinéaire si, et seulement si les opérateurs

xj 2 Xj 7�! T (x1; :::; xj; :::; xn) 2 Y

sont linéaires. On note L (X1; :::; Xn;Y ) l�ensemble des opérateurs multili-
néaires de X1 � � � � �Xn dans Y:
Dé�nition 4.2.2. L�opérateur n-linéaire T : X1 � � � � � Xn �! Y est

continu si il est continu comme une fonction entre deux espaces normés.
Proposition 4.2.3. (Multilinéaire continu). Soit T 2 L (X1; :::; Xn;Y ) :

Les a¢ rmations suivantes sont équivalentes.
(1) L�opérateur T est continu.
(2) L�opérateur T est continu en (0; n fois::: ; 0).
(3) Il existe une constante C > 0 telle que kT (x1; :::; xn)k � C kx1k1� � � � �
kxnkn pour tout (x1; :::; xn) dans X1 � � � � �Xn: Dans ce cas, on pose

kTk = sup
kxjkXj�1; j=1;:::;n

kT (x1; :::; xn)k

= inf fC; C véri�ant l�inégalité ci-dessusg :

et on peut dire que T est borné. L�espace des opérateurs n-linéaires continus
(ou bornés) de X1 � � � � � Xn dans Y est un espace de Banach, on le note
L (X1; :::; Xn;Y ) : Si Y = K, on écrit L (X1; :::; Xn). Si X1 = � � � = Xn = X,
on note simplement L (nX;Y ).
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Opérateur de rang �ni : Un opérateur multilinéaire T 2 L(X1; :::; Xn;Y )
est de rang �ni s�il s�écrit comme une somme �nie d�opérateurs de la forme

T :
�
x1; :::; xn

�
! x�1

�
x1
�
:::x�n (x

n) y;

où x�k 2 X�
k (1 � k � n) et y 2 Y . L�espace des opérateurs n-linéaires de

rang �ni sera noté Lf (X1; :::; Xn;Y ):
Dé�nition 4.2.4. [52] ( Idéal des opérateurs multilinéaires)

Un idéal des opérateurs multilinéaires (ou multi-idéal) est la classe M des
opérateurs multilinéaires bornés entre des espaces de Banach tels que pour
tous n 2 N et X1; :::; Xn et Y des espaces de Banach, l�ensemble

M(X1; :::; Xn;Y ) := L(X1; :::; Xn;Y ) \M

satisfait :
(i)M(X1; :::; Xn;Y ) est un sous espace de L(X1; :::; Xn;Y ) qui contient les
opérateurs n-linéaires de rang �nis.
(ii) Propriété d�idéal : Si T 2 M(G1; :::; Gn;Y ); Aj 2 L(Xj; Gj) avec j =
1; :::; n et v 2 L(Y; F ); alors v � T � (A1; :::; An) 2M(X1; :::; Xn;F ):
Si k:kM :M! R+ satisfait :

(i0) (M(X1; :::; Xn;Y ); k:kM) est un espace normé (Banach),
(ii00) kT n : Kn ! K : T n (x1; :::; xn) = x1:::xnkM = 1 quelque soit n;
(iii000) Si T 2 M(G1; :::; Gn;Y ); Aj 2 L(Xj; Gj) avec j = 1; :::; n et v 2
L(Y; F ); alors,

kv � T � (A1; :::; An)kM � kvk kTkM kA1k � � � kAnk :

Donc (M; k:kM) s�appelle idéal normé (de Banach) des opérateurs multi-
linéaires.
On dé�nit

MK :=
fM(X1; :::; Xn;K) : n 2 N et X1; :::; Xn sont des espaces de Banachg ;

on dit queMK est un idéal des formes multilinéaires.

Exemple 1. (l�idéal LN) [40]
L�opérateur T 2 L (X1; :::; Xn;Y ) est de type (r; r1; :::; rn)-nucléaire si il
existe (�i)1i=1 2 lr (2 c0; si r =1); (yi)1i=1 2 l1 (Y ) et

�
�ki
�1
i=1
2 lr0k (X

�
k) ; k =

1; :::; n telle que
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T (x1; :::; xn) =

1X
i=1

�i�
1
i

�
x1
�
:::�ni (x

n) yi: (4.1)

L�espace vectoriel de ces opérateurs est noté par L(r;r1;:::;rn)N (X1; :::; Xn;Y )
et c�est un idéal muni par la tn-norme,

kTkN (r;r1;:::;rn) = inf k(�i)
1
i=1kr k(�i)1i=1k1

nQ
i=1



(�ki )1i=1

w;r0k ;
où l�in�mum se porte sur toutes les représentations possibles de T comme
décrit dans (4.1) tels que

1
t
= 1

r
+ 1

r01
+ � � �+ 1

r0n
; t 2 (0; 1] :

Exemple 2. (l�idéal Las) [1]
Pour 0 < r; r1; :::; rn <1; 0 < s � 1; avec 1

r
� 1

r1
+ � � �+ 1

rn
+ 1

s
; l�opérateur

T 2 L(X1; :::; Xn;Y ) est un (r; r1; :::; rn; s)-sommant s�il existe une constante
C > 0 tels que pour tous xj1; :::; x

j
m 2 Xj; (1 � j � n), et tous y�1; :::; y

�
m 2 Y �,

nous avons

(hT (x1i ; :::; xni ) ; y�i i)mi=1

r � C
nQ
j=1



(xji )mi=1

w;rj k(y�i )mi=1kw;s :
L�espace vectoriel de ces opérateurs est noté L(r;r1;:::;rn;s)as (X1; :::; Xn;Y ) et la
plus petite C; qui véri�ée l�inégalité précédente par �n(r;r1;:::;rn;s) (T ), dé�nit

une norme (r-norme si r < 1) sur L(r;r1;:::;rn;s)as (X1; :::; Xn;Y ).

4.3 Produit tensoriel

On peut construire un produit tensorielX1
���
Xn des espacesX1; :::; Xn

par des éléments de l�espace (L(X1; :::; Xn;Y ))
�: Pour xj 2 Xj(j = 1; :::; n);

on dé�nit l�opérateur linéaire

x1 
 � � � 
 xn : L(X1; :::; Xn) �! K;

par
x1 
 � � � 
 xn(�) := �(x1; :::; xn);
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pour toute forme linéaire � sur X1 � � � � �Xn: Le fonctionnel x1 
 � � � 
 xn

est un tenseur élémentaire.
Dé�nition 4.3.1. Le sous-espace de L(X1; :::; Xn)

� engendré par une col-
lection des tenseurs élémentaires fx1 
 � � � 
 xn; xj 2 Xj(j = 1; :::; n)g ; est
un produit tensoriel X1 
 � � � 
Xn des espaces X1; :::; Xn:

Les éléments de cet espace sont appelés tenseurs. Donc, un tenseur type
u 2 X1 
 � � � 
Xn s�écrit sous la forme

u =
mX
i=1

�ix
1
i 
 � � � 
 xni ; (4.2)

où (�i)mi=1 � K; (x
j
i )
m
i=1 � Xj(j = 1; :::; n) et m 2 N est arbitraire.

Proposition 4.3.2. (Unicité du produit tensoriel). Soient n 2 N et
X1; :::; Xn des espaces vectoriels. Supposons qu�il existe un espace vectoriel
W et un opérateur multilinéaire S : X1 � � � � �Xn �! W avec la propriété
suivante, pour chaque espace vectoriel Y et tout opérateur multilinéaire T de
X1 � � � � �Xn dans Y; il existe un seul opérateur linéaire u : W �! Y tel
que T = u � S: Alors, il existe un isomorphisme � : X1 
 � � � 
Xn �! W
telle que

�(x1 
 � � � 
 xn) = S(x1; :::; xn);

pour tout xj 2 Xj(j = 1; :::; n):

Maintenant, nous introduisons le produit tensoriel des opérateurs linéaires.

Proposition 4.3.3. Soient sj : Xj �! Yj(j = 1; :::; n) des opérateurs
linéaires entre des espaces vectoriels. Alors il existe un seul opérateur linéaire

s : X1 
 � � � 
Xn �! Y1 
 � � � 
 Yn;

telle que
s(x1 
 � � � 
 xn) = s1(x

1)
 � � � 
 sn(x
n):

On note par (X1 
� � � � 
� Xn) le produit tensoriel X1 
 � � � 
Xn avec une
norme �. Sa complété, notée X1b
� � �� b
�Xn.
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Dé�nition 4.3.4 [54]. Soient Xj(j = 1; :::; n) des espaces normés sur
le même corps. On dira qu�une norme � sur X1 
 � � � 
 Xn est une norme
raisonnable si � satisfait les conditions suivantes :
1) Pour chaque xj 2 Xj(j = 1; :::; n);

�(x1 
 � � � 
 xn) � kx1k � � � kxnk :

2) Pour chaque 'j 2 X�
j (j = 1; :::; n) le fonctionnel '

1 
 � � � 
 'n sur X1 
�

� � � 
� Xn est continu et

k'1 
 � � � 
 'nk � k'1k � � � k'nk :

Dé�nition 4.3.5. (Produit tensoriel injectif).
Soient X1; :::; Xn des espaces normés sur K. La norme injective sur X1 
 � �
� 
Xn est dé�nie par

�(u) = sup

����� mP
i=1

'1(x1i ):::'
n(xni )

���� ; 'j 2 BX�
j
(j = 1; :::; n)

�
;

où
mP
i=1

x1i 
 � � �
xni est une représentation quelconque de u 2 X1
 � � �
Xn.

Nous notons par X1 
� � � � 
�Xn le produit tensoriel X1 
 � � � 
Xn avec
la norme injective. Sa complété, notée X1b
� � � � b
�Xn, est dite le produit
tensoriel injectif de X1; :::; Xn:

Proposition 4.3.6. Soient X1; :::; Xn des espaces normés sur K.
(1) �(x1 
 � � � 
 xn) = kx1k � � � kxnk pour chaque xj 2 Xj(j = 1; :::; n)
(2) Si 'j 2 X�

j (j = 1; :::; n) alors '
1
� � �
'n est un fonctionnel continu sur

X1 
� � � � 
� Xn avec la norme

'1 
 � � � 
 'n


 = 

'1

 � � � k'nk :

Il est clair que la norme injective est une norme tensorielle.

4.4 Caractérisation des opérateurs multilinéaires
(r; r1; :::; rn; s)-sommants

Achour et Dahia ont introduit dans [5] une norme tensorielle raisonnable
sur le produit tensoriel algébrique X1
�� �
Xn
Y et ils ont montré que son
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dual topologique muni de cette norme s�identi�e isométriquement à l�espace
des opérateurs multilinéaires (r; r1; :::; rn; s)-sommants.
Dans ce paragraphe nous montrons que si les espaces X�

k (k = 1; :::; n)
possèdent la propriété d�approximation �-bornée ; alors le dual topologique de
l�espace de tous les opérateurs (r; r1; :::; rn; s)-nucléaires de X1�����Xn dans
Y est isométriquement isomorphe à l�espace des opérateurs multilinéaires
(r0; r01; :::; r

0
n; s

0)-sommants.
Soient Xk (k = 1; :::; n) et Y des espaces de Banach, u un élément de

X1 
 � � � 
Xn 
 Y . On considère

�(r;r1;:::;rn;s) (u) = inf

�
k(�i)mi=1kr

nQ
k=1



(xik)mi=1

w;rk k(yi)mi=1kw;s
�

où l�in�mum se porte sur toutes les représentations de u tel que u =
mP
i=1

�ix
i
1


���
xin
yi avec �i 2 K; xik 2 Xi; yk 2 Y; i = 1; :::;m; k = 1; :::; n et n;m 2 N:

Proposition 4.4.1 [5]
Pour tout n-uple tels que 1

r
= 1

r1
+ � � � + 1

rn
+ 1

s
et 0 < r � 1: Alors,

�(r;r1;:::;rn;s) est une r-norme tensorielle sur X1 
 � � � 
Xn 
 Y:

Dans le cas contraire, r > 1; �(r;r1;:::;rn;s) est identiquement nulle.
Démonstration. Soit u1; u2 deux éléments de X1 
 � � � 
Xn 
 Y , nous

pouvons écrire,

uj =
mP
i=1

�j;ix
i
j;1 
 � � � 
 xij;n 
 yj;i; j = 1; 2:

Premièrement, on démontre que

�(r;r1;:::;rn;s) (u1 + u2) �
�
�r(r;r1;:::;rn;s) (u1) + �r(r;r1;:::;rn;s) (u2)

� 1
r
:

Pour tout � > 0. Nous avons pour tout j dans f1; 2g


�xki;j�mi=1


w;rk �
�
�r(r;r1;:::;rn;s) (uj) + �

� 1
rk ; k 2 f1; :::; ng ;

(yi;j)mi=1

w;s �

�
�r(r;r1;:::;rn;s) (uj) + �

� 1
s
;



(�i;j)mi=1

r �
�
�r(r;r1;:::;rn;s) (uj) + �

� 1
r
;
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par conséquent,




�xki;j�i;j


w;rk �
�
�r(r;r1;:::;rn;s) (u1) + �r(r;r1;:::;rn;s) (u2) + �

� 1
rk ; k 2 f1; :::; ng ;




(yi;j)i;j



w;s

�
�
�r(r;r1;:::;rn;s) (u1) + �r(r;r1;:::;rn;s) (u2) + �

� 1
s
;




(�i;j)i;j



r

�
�
�r(r;r1;:::;rn;s) (u1) + �r(r;r1;:::;rn;s) (u2) + �

� 1
r
;

alors 


(�i;j)i;j



r

nQ
k=1




�xki;j�i;j


w;rk



(yi;j)i;j




w;s
��

�r(r;r1;:::;rn;s) (u1) + �r(r;r1;:::;rn;s) (u2) + �
� 1
r
;

donc

�(r;r1;:::;rn;s) (u1 + u2) �
�
�r(r;r1;:::;rn;s) (u1) + �r(r;r1;:::;rn;s) (u2)

� 1
r
:

Il est facile de remarquer que, �(r;r1;:::;rn;s) est positivement homogène.

Pour u =
mP
i=1

�ix
1
i 
 � � � 
 xni 
 yi et u0 =

mP
j=1

�jx
01
j 
 � � � 
 x0nj 
 y0j; on a

jhu; u0ij =
�����Pi;j �i�j nQ

k=1



xki ; x

0k
j

� 

yi; y

0
j

������
�

�����Pi;j j�ijr j�jjr nQ
k=1

��
xki ; x0kj ���r ��
yi; y0j���r
�����
1
r

:

Donc, par l�inégalité généralisée de Hölder, on écrit

jhu; u0ij �
nQ
k=1




�
xki ; x0kj ��i;j


w;rk



�
yi; y0j��i;j


w;s 


��i�0j�i;j


r
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i.e.

jhu; u0ij � �(r;r1;:::;rn;s) (u) :�(r;r1;:::;rn;s) (u
0) :

Ainsi, �(r;r1;:::;rn;s) (u) = 0 implique u = 0. �
Proposition 4.4.2. �(r;r1;:::;rn;s) est une norme tensorielle raisonnable et

� � �(r;r1;:::;rn;s); où � est la norme injective sur X1 
 � � � 
Xn 
 Y:

Démonstration. Si u =
mP
i=1

�ix
1
i 
 � � � 
 xni 
 yi

nous avons

�(u) = sup

����� mP
i=1

�i�1(x
1
i ):::�n(x

n
i ) (yi)

���� ;�j 2 BX�
j
;  2 BY �

�
� k(�i)mi=1kr� sup

�j2BX�
j
; 2BY �



(�1(x1i ):::�n(xni ) (yi)mi=1

r
� k(�i)mi=1kr�

nQ
j=1




�xji�mi=1


w;rj k(yi)mi=1kw;s :
par conséquent �(u) � �(r;r1;:::;rn;s)(u):
Il est facile de véri�er que

�(r;r1;:::;rn;s) (u) � kx1k kx2k � � � kxnk

pour tous xj 2 Xj; j = 1; :::; n et y 2 Y:
Maintenant, on prouve que

k�1 
 � � � 
 �n 
  (u)k � k�1k � � � k�nk k k :

Soient xj 2 Xj; j = 1; :::; n et y 2 Y: Si �j (6= 0) 2 X�
j ;  2 Y � et u =

mP
i=1

�ix
1
i 
 :::
 xni 
 yi;

alors, il su¢ t d�appliquer l�inégalité de Hölder pour trouver,
j�1 
 � � � 
 �n 
  (u)j

=

�����1 
 � � � 
 �n 
  

�
mP
i=1

�ix
1
i 
 � � � 
 xni 
 yi

�����
�

mP
i=1

j�i�1 (x1i ) � � � �n (xni ) (yi)j :
Par conséquent,
k�1 
 � � � 
 �n 
  (u)k
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� k�1k � � � k�nk k k




(�i �1(x1i )k�1k

� � � �n(x
n
i )

k�nk
 (yi)
k k )

m
i=1






� k�1k � � � k�nk k k





(�i �1(x1i )k�1k
� � � �n(x

n
i )

k�nk
 (yi)
k k )

m
i=1






r

(=) Suivant l�inégalité de Hölder généralisée)

� k�1k � � � k�nk k k k(�i)
m
i=1kr�

nQ
k=1



(xik)mi=1

w;rk k(yi)mi=1kw;s :
On obtient

k�1 
 � � � 
 �n 
  k � k�1k � � � k�nk k k :

Finalement, �(r;r1;:::;rn;s) est une norme tensorielle raisonnable. �

Théorème 4.4.3 [5, Theorem 3]
Soient X1; :::; Xn des espaces de Banach. Alors, pour tout espace de Banach
Y , l�espace L(r;r1;:::;rn;s)as (X1; :::; Xn;Y

�) muni par �m(r;r1;:::;rn;s) est isométrique-
ment isomorphe à (X1
���
Xn
Y; �(r;r1;:::;rn;s))� par l�application T ! 	T ,
où 	T (x1
���
xn
y) = T (x1; :::; xn)(y); pour tout xj 2 Xj; j = 1; :::; n; y 2
Y:

Démonstration. Il su¢ t de démontrer que l�application est surjective.
Soit  2 (X1
���
Xn
Y; �(r;r1;:::;rm;s))� et considèrons l�application n-linéaire
T 2 L (X1; :::; Xn;Y

�), dé�nie par T (x1; :::; xn) (y) =  (x1
 � � � 
 xn
 y):
considèrons xji 2 Xj; j = 1; :::; n; i = 1; :::;m et yi 2 Y ��: Pour �i 2 K; avec
j�ij = 1; nous avons

(hT (x1i ; :::; xni ); yii)mi=1

rr = mP

i=1

j (x1i 
 � � � 
 xni 
 yi)jr

=

���� mP
i=1

j (x1i 
 � � � 
 xni 
 yi)jr�1 �i (x1i 
 � � � 
 xni 
 yi)

����
=

���� � mP
i=1

�i j (x1i 
 � � � 
 xni 
 yi)jr�1 x1i 
 � � � 
 xni 
 yi

�����
� k k �(r;r1;:::;rm;s)

�
mP
i=1

�i j (x1i 
 � � � 
 xni 
 yi)jr�1 (x1i 
 � � � 
 xni 
 yi)

�
�



��i j (x1i 
 � � � 
 xni 
 yi)jr�1

�m
i=1





r�

nQ
j=1



(xji )mi=1

w;rj k(yi)mi=1kw;s
=


(hT (x1i ; :::; xni ); yii)mi=1

 r

r�
r

nQ
j=1



(xji )mi=1

w;rj k(yi)mi=1kw;s
Comme r � r

r� = 1, nous obtenons
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(hT (x1i ; :::; xni ); yii)mi=1

r � k k nQ
j=1



(xji )mi=1

w;rj k(yi)mi=1kw;s ;
Ce qui montre que T 2 L(r;r1;:::;rn;s)as (X1; :::; Xn;Y

�) et �n(r;r1;:::;rn;s) (T ) �
k k :

Inversement, si T est (r; r1; :::; rn; s)-sommant de X1��� ��Xn dans Y �, nous
dé�nissons un fonctionnel sur X1 
 � � � 
Xn 
 Y par

 T (u) =
mP
i=1

�iT (x
1
i ; :::; x

n
i ) (yi) ;

pour u =
mP
i=1

�ix
1
i 
 � � � 
 xni 
 yi

par l�inégalité de Hölder, on trouve

j T (u)j � k(�i)
m
i=1kr�

�
mP
i=1

jT h(x1i ; :::; xni ); yiij
r

� 1
r

� �n(r;r1;:::;rn;s) (T ) k(�i)
m
i=1kr�

nQ
j=1




�xji�mi=1


w;rj k(yi)mi=1kw;s :
Alors,  T est �(r;r1;:::;rn;s)-continu et k Tk � �n(r;r1;:::;rn;s) (T ) : �

Nous avons besoin à la dé�nition des opérateurs multilinéaires (r; r1; :::; rn; s)-
nucléaires. L�idéal de ces opérateurs est introduit par Cerna [23, 24].
Dé�nition 4.4.4. Pour 0 < r � 1; 1 � s; r1; :::; rn � 1, tels que 1 �
1
r
+ 1

r01
+ � � � + 1

r0n
+ 1

s0 : T 2 L (X1; :::; Xn;Y ) est de type (r; r1; :::; rn; s)-
nucléaire s�il écrit sous la forme

T =
+1X
j=1

�j�
1
j � � � � � �nj bj; (4.3)

avec (�j)j2N 2 lr si r < 1; ou (�j)j2N 2 c0 si r = +1; (�ki )
1
i=1 2 lwr0k

(X�
k)

pour k = 1; :::; n et (bj)j2N 2 lws0 (Y ). Où N(r;r1;:::;rn;s) (X1; :::; Xn;Y ) note
l�espace vectoriel de ces opérateurs. On considère

N(r;r1;:::;rn;s) (T ) = inf k(�j)j2Nkr k(bj)j2Nkw;s0
nQ
k=1




��kj �1j=1


w;r0k ;
l�in�mum se porte sur toutes les représentations possibles de T comme dans
(4.3), on obtient une tn-norme, 1tn =

1
r
+ 1
r01
+���+ 1

r0n
+ 1
s0 ; surN(r;r1;:::;rn;s) (X1; :::; Xn;Y ) :
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Nous donnons la dé�nition de la propriété d�approximation �-bornée (�-
PAB).
Soit � � 1: Rappelons qu�un espace de Banach X ayant la propriété d�ap-
proximation �-bornée (�-PAB), soit donné l�ensemble compact K � X et
� > 0: Alors, il existe un opérateur de rang �ni T 2 Lf (X;X) tel que
kTk � � et kTx� xk < � pour tout x 2 K.

Proposition 4.4.5. Si X�
1 ; :::; X

�
n possèdent la propriété d�approximation

�-bornée, alors l�espace

N(r;r1;:::;rn;s) (X1; :::; Xn;Y )

et la complété de �
X�
1 
 � � � 
X�

n 
 Y; �(r0;r01;:::;r0n;s0)

�
sont isométriques, où r; rk et s 2 [1;+1] ; k = 1; :::; n:

Résultat principal
Ici, en combinant la Proposition 4.4.5 et le Théorème 4.4.3, nous obtenons

notre théorème.
Théorème 4.4.6. Si X�

1 ; :::; X
�
n possèdent la propriété d�approximation

bornée, alors �
N(r;r1;:::;rn;s) (X1; :::; Xn;Y )

��
est isométriquement isomorphe à

L(r
0;r01;:::;r

0
n;s

0)
as (X�

1 ; :::; X
�
n;Y

�) ;

pour r; rk et s 2 [1;+1] ; k = 1; :::; n par l�application B	 dé�nie comme
suit :

B	 (�1; :::;�n) (b) := 	 (�1 � � � � � �nb) ;

où 	 appartient au dual topologique de N(r;r1;:::;rn;s) (X1; :::; Xn;Y ) ;�k 2
X�
k ; k = 1; :::; n et b 2 Y:
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4.5 Les opérateurs n-linéaires virtuellement
(r; r1; :::; rn; s)-nucléaires

On commencera par rappeler les dé�nitions des opérateurs virtuellement
(r; r1; :::; rn)-nucléaires et les opérateurs multiple (r; r1; :::; rn; s)-sommants.
Dé�nition 4.5.1 [41]. Soient r 2 ]0;+1] ; r1; :::; rn 2 [1;+1], avec r �

rk; k = 1; :::; n: L�opérateur T 2 L (X1; :::; Xn;Y ) est virtually (r; r1; :::; rn)-
nucléaire s�il existe une représentation de la forme

T =
X
j2Nn

�j�
1
j1
� � � � � �njnbj; (4.4)

avec (�j)j2Nn 2 lr (Nn) si r <1; ou (�j)j2Nn 2 c0 (Nn) si r = +1;
�
�ki
�1
i=1
2

lwr0k
(X�

k) ; pour k = 1; :::; n et (bj)j2Nn 2 l1 (Y ;Nn) :
L�espace vectoriel de tous ces opérateurs est noté L(r;r1;:::;rn)V N (X1; :::; Xn;Y )
et on le munit par la tn-norme avec 1

tn
= 1

r
+ 1

r01
+ � � �+ 1

r0n
;

kTkV N;(r;r1;:::;rn) = inf k(�j)j2Nnkr k(bj)j2Nnk1
nQ
k=1




��ki �1i=1


w;r0k ;
où l�in�mum se porte sur toutes les représentations possibles de T comme
décrit dans (4.4).
Dé�nition 4.5.2 [16]

Soient r; r1; :::; rn; s 2 [1;+1[, avec r � rk; k = 1; :::; n tels que 1
r
� 1

r1
+ � � �+

1
rn
+ 1

s
, l�opérateur T 2 L(X1; :::; Xn;Y ) est multiple (r; r1; :::; rn; s)-sommant

si il existe une constante C � 0 telle que



(T (x1j1 ; :::; xnjn))j2Nnm

r � C
nY
k=1



�xki �ni=1

w;rk 

(y�j )j2Nnm

w;s (4.5)

pour tous xki 2 Xk; k = 1; :::; n et (y�j )j2Nnm 2 lws (Y �;Nnm) :
On notera L(r;r1;:::;rn;s)mas (X1; :::; Xn;Y ) l�espace vectoriel de tous ces opérateurs
et la plus petite C satis�sant (4.5) par kTkmas(r;r1;:::;rn;s), qui dé�nie une
norme (r-norme, si r < 1) sur L(r;r1;:::;rn;s)mas (X1; :::; Xn;Y ):
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On remarque que, si on prend s = 1 dans la dé�nition précédente, on
obtient la dé�nition de l�espace des opérateurs multilinéaires (fully) multiple
(r; r1; :::; rn)-sommants présentés dans [41].

Nous introduisons la généralisation suivante de la classe d�opérateurs
(r; r1; :::; rn; s)-nucléaires.
Soient r 2 ]0;+1] ; r1; :::; rn; s 2 [1;+1], avec r � rk; k = 1; :::; n: On
considère

1
tn
= 1

r
+ 1

r01
+ � � �+ 1

r0n
+ 1

s0 :

où tn 2 ]0; 1] :

Dé�nition 4.5.3. L�opérateur T 2 L (X1; :::; Xn;Y ) est virtuellement
(r; r1; :::; rn; s)-nucléaire s�ils existent (�j)j2Nn 2 lr (Nn) si r <1; ou (�j)j2Nn 2
c0 (Nn) si r = +1;

�
�ki
�1
i=1

2 lwr0k
(X�

k) ; pour k = 1; :::; n et (bj)j2Nn 2
lws0 (Y ;Nn) telle que

T =
X
j2Nn

�j�
1
j1
� � � � � �njnbj: (4.6)

L�espace vectoriel de tous ces opérateurs est noté L(r;r1;:::;rn;s)V N (X1; :::; Xn;Y )
et on le munit par la tn-norme

kTkV N;(r;r1;:::;rn;s) = inf k(�j)j2Nnkr k(bj)j2Nnkw;s0
nQ
k=1




��ki �1i=1


w;r0k ;
où l�in�mum se porte sur toutes les représentations possibles de T comme
décrit dans (4.6).

Remarques 4.5.4
(a) Nous avons L(r;r1;:::;rn;s)N (X1; :::; Xn;Y ) � L(r;r1;:::;rn;s)V N (X1; :::; Xn;Y ) et

kTk � kTkV N;(r;r1;:::;rn;s) � kTkN;(r;r1;:::;rn;s) ;

pour chaque T de type (r; r1; :::; rn; s)-nucléaire.
(b) L�espace vectoriel des opérateurs multilinéaires continus de type �nis
Lf (X1; :::; Xn;Y ) est dense dans L(r;r1;:::;rn;s)V N (X1; :::; Xn;Y ) :

Proposition 4.5.5. Si (�j)j2Nn 2 lr (Nn) si r < 1; ou (�j)j2Nn 2
c0 (Nn) si r = +1: Alors, l�application multilinéaire D(�j)j2Nn dé�nit sur
lr01 � � � � � lr0n dans l1 (N

n) par :
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D(�j)j2Nn ((�
1
j1
)1j1=1; :::; (�

n
jn)

1
j1=1

) = (�j�
1
j1
:::�njn)j2Nn

est virtuellement (r; r1; :::; rn; s)-nucléaire et

D(�j)j2Nn

V N;(r;r1;:::;rn;s) � k(�j)j2Nnkr :
Démonstration. Par la dé�nition de l�opérateur diagonale, on aD(�j)j2Nn ((�

1
j1
)1j1=1; :::; (�

n
jn)

1
jn=1) =

(�j�
1
j1
:::�njn)j2Nn =

P
j2Nn

�j�
1
j1
((�1j1)j1)� � � � � �njn((�

n
jn)jn)
 ej:

Alors, 


D(�j)j2Nn


V N;(r;r1;:::;rn;s) = inf k(�j)j2Nnkr
nQ
k=1



(�kjn)1jn=1

w;r0k
= inf k(�j)j2Nnkr ;

car

(�kjn)1jn=1

w;r0k = sup
k�kk=1;�k2lr0

k

 
+1P
jk=1

��
�k; �kjk���r0k
! 1

r0
k

= sup
k�kk=1;�k2lr0

k

 
+1P
jk=1



�kjk

r0k
! 1

r0k

=

1: �

Nous exposons la propriété d�idéal pour ces opérateurs.

Proposition 4.5.6. Soit T 2 L(r;r1;:::;rn;s)V N (X1; :::; Xn;Y ) :
Si Sk 2 L (Ek; Xk) ; k = 1; :::; n et R 2 L (Y; Y0) ; alors

R � T � (S1; :::; Sn) 2 L(r;r1;:::;rn;s)V N (E1; :::; En;Y0)

et

kR � T � (S1; :::; Sn)kV N;(r;r1;:::;rn;s) � kRk kTkV N;(r;r1;:::;rn;s)
nQ
k=1

kSkk :

Démonstration. Soit � > 0: On pose

T =
P
j2Nn

�j�
1
j1
� � � � � �njnbj;

et
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�
k(�j)j2Nnkr k(bj)j2Nnkw;s

nQ
k=1




��ki �1i=1


w;r0k
�
� (1 + �) kTkV N;(r;r1;:::;rn;s)

donc,

R � T � (S1; :::; Sn) (u1; :::; un) = R � T (S1 (u1) ; :::; Sn (un))

= R

 P
j2Nn

�j�
1
j1
(S1 (u1)) � � � �njn (Sn (un)) bj

!

=

 P
j2Nn

�j�
1
j1
(S1 (u1)) � � � �njn (Sn (un))R(bj)

!
=

P
j2Nn

�jS
0
1(�

1
j1
) (u1) � � � S 0n(�njn) (un)R(bj)

et, �
k�jkr

nQ
k=1



S 0k(�kjk)

w;rk kR(bj)kw;s
�
=

= k�jkr
nQ
k=1

sup
kukk�1

 
1P
jk=1

��
S 0k(�kjk); uj���rk
! 1

rk

sup
klk�1

 P
j2Nn

jhR(bj); lijs
! 1

s

= k�jkr
nQ
k=1

sup
kukk�1

 
1P
jk=1

��
�kjk ; Sk(uj)���rk
! 1

rk

sup
klk�1

 P
j2Nn

jhbj; R0 (l)ijs
! 1

s

= k�jkr
nQ
k=1

kSkk
nQ
k=1

sup
kukk�1

 
1P
jk=1

���D�kjk ; Sk(uj)kSkk

E���rk! 1
rk

kRk sup
kfk�1

 P
j2Nn

jhbj; fijs
! 1

s

= k�jkr
nQ
k=1

kSkk
nQ
k=1

sup
kvkk�1

 
1P
jk=1

��
�kjk ; vk���rk
! 1

rk

kRk sup
kfk�1

 P
j2Nn

jhbj; fijs
! 1

s

= (1 + �) kRk kTkV N;(r;r1;:::;rn;s)
nQ
k=1

kSkk :

Alors

R � T � (S1; :::; Sn) 2 L(r;r1;:::;rn;s)V N (E1; :::; En;Y0)

et

kR � T � (S1; :::; Sn)kV N;(r;r1;:::;rn;s) � kRk kTkV N;(r;r1;:::;rn;s)
nQ
k=1

kSkk : �
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On va caractériser les opérateurs virtuellement (r; r1; :::; rn; s)-nucléaires.

Proposition 4.5.7. Pour T 2 L (X1; :::; Xn;Y ), les conditions suivantes
sont équivalentes :
(1) T est virtuellement (r; r1; :::; rn; s)-nucléaire.
(2) Il existent Ak 2 L

�
Xk; lr0k

�
; k = 1; :::; n; B 2 L (l1 (Nn) ;Y ) et (�j)j2Nn 2

lr (Nn)
telle que

T = B � D(�j)j2Nn � (A1; :::; An) :

Dans ce cas

kTkV N;(r;r1;:::;rn;s) � inf kBk k(�j)j2Nnkr
nQ
k=1

kAkk.

où l�in�mum se porte sur toutes les factorisations possibles.
Démonstration. Il est clair que (2) implique (1) par les Propositions

4:5:5 et 4:5:6.
A�n de montrer que (1) implique (2), nous considérons une représentation
de T comme dans (4.6) et nous dé�nissons

Ak (x) =
�
�ki (x)

�1
i=1

8x 2 Xk; k = 1; :::; n;
B((�j)j2Nn) =

P
j2Nn

�jbj 8(�j)j2Nn 2 l1 (Nn) : �

4.6 Dual topologique de l�espace des opéra-
teurs n-linéaires virtuellement (r; r1; :::; rn; s)-
nucléaires

Remarque 4.6.1. Par dé�nition, pour chaque T de Lf (X1; :::; Xn;Y )
admet la représentation �nie suivante :

T =
P
j2Nnm

�j�
1
j1
� � � � � �njnbj;

Il est clair que nous ayons une tn-norme sur Lf (X1; :::; Xn;Y ) dé�nie par
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kTkV Nf ;(r;r1;:::;rn;s) = inf


(�j)j2Nnm

r 

(bj)j2Nnm

w;s0 nQ

k=1




��ki �mi=1


w;r0k ;
où l�in�mum se porte sur toutes les factorisations possibles de T . Il est évident
que

kTkV N;(r;r1;:::;rn;s) � kTkV Nf ;(r;r1;:::;rn;s) ;

pour chaque T 2 Lf (X1; :::; Xn;Y ) : Nous voulons connaître des cas où l�éga-
lité est véri�ée pour ces tn-normes.

Pour la démonstration de la proposition suivante, nous allons appliquer
les mêmes techniques appliquées par Mario Matos dans [41, Proposition 4.6.].

Proposition 4.6.2. Si les espaces X1; :::; Xn sont de dimension �ni,
alors :

kTkV Nf ;(r;r1;:::;rn;s) � kTkV N;(r;r1;:::;rn;s) ;

pour tout T 2 Lf (X1; :::; Xn;Y ) :

Démonstration. Dans ce cas L (X1; :::; Xn;Y ) = Lf (X1; :::; Xn;Y ) est
complet pour les deux tn-normes. Donc, par le théorème de l�application
ouverte ces deux tn-normes sont équivalentes et il existe C > 0; telle que

kTkV Nf ;(r;r1;:::;rn;s) � C kTkV N;(r;r1;:::;rn;s) ;

pour tout T 2 Lf (X1; :::; Xn;Y ). Pour chaque � > 0; nous choisissons une
représentation

T =
P
j2Nn

�j�
1
j1
� � � � � �njnbj

telle que

k(�j)j2Nnkr k(bj)j2Nnkw;s0
nQ
k=1




��ki �1i=1


w;r0k � (1 + �) kTkV N;(r;r1;:::;rn;s) :
on peut écrire�

kTkV Nf ;(r;r1;:::;rn;s)
�tn

�

0@




 Pj2Nnm �j�1j1 � � � � � �njnbj







V Nf ;(r;r1;:::;rn;s)

1Atn
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+

0@




 P
j2Nn=Nnm

�j�
1
j1
� � � � � �njnbj







V Nf ;(r;r1;:::;rn;s)

1Atn

� (1 + �)tn
�
kTkV N;(r;r1;:::;rn;s)

�tn
+

+Ctn

0@




 P
j2Nn=Nnm

�j�
1
j1
� � � � � �njnbj







V N;(r;r1;:::;rn;s)

1Atn

�
�
(1 + �)tn + �tn

� �
kTkV N;(r;r1;:::;rn;s)

�tn
;

si m est assez grand. �

Proposition 4.6.3. Si T 2 L(r;r1;:::;rn;s)V N (X1; :::; Xn;Y ) et Sk 2 Lf (Dk; Xk) ;
pour k = 1; :::; n; alors :

kT � (S1; :::; Sn)kV Nf ;(r;r1;:::;rn;s) � kTkV N;(r;r1;:::;rn;s)
nQ
k=1

kSkk :

Démonstration. Si Jk est l�injection de Sk (Dk) dans Xk; nous pouvons

écrire Sk = Jk � eSk; (eSk 2 Lf (Dk; Sk (Dk)); avec



eSk


 = kSkk : Par consé-

quent,

T � (J1; :::; Jn) 2 Lf ((S1 (D1) ; :::; Sn (Dn)) ;Y ) :

Maintenant, on applique les Propositions 4.5.6 et 4.6.2 pour trouver le
résultat demandé. �

Soient � � 1 et X un espace de Banach. Si Y est un espace de Banach et
X� possède �-PAB. Alors, pour tout T 2 L (X; Y ) et � > 0, il existe un
opérateur S 2 Lf (X;X) tel que kSk � (1 + �)� et T = TS.

Nous appliquons les Propositions 4.5.6 et 4.5.7 a�n de faire prouver le
résultat.
Proposition 4.6.4. Si les espaces X�

k (k = 1; :::; n) ont la propriété
d�approximation �k-bornée, alors

kTkV N;(r;r1;:::;rn;s) � kTkV Nf ;(r;r1;:::;rn;s) ;
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pour tout T 2 Lf (X1; :::; Xn;Y ) :

Démonstration. Nous considérons l�application

Tk 2 L (Xk;L (X1; :::; Xk�1; Xk+1; :::; Xn;Y ))

dé�nie par

Tk (xk)
�
x1; :::; xk�1; xk+1; :::; xn

�
= T

�
x1; :::; xk�1; xk; xk+1; :::; xn

�
; pour

xk 2 Xk; k = 1; :::; n

CommeX�
k possède la propriété �k-approximation pour quelque �k > 0; pour

chaque � > 0; nous pouvons trouver Sk 2 Lf (Dk; Xk) ; tels que Tk = Tk � Sk
et kSkk � (1 + �)�k:
Par conséquent, pour tout xk 2 Xk; avec k = 1; :::; n nous avons

T
�
x1; :::; xk�1; Sk

�
xk
�
; xk+1; :::; xn

�
= T

�
x1; :::; xk�1; xk; xk+1; :::; xn

�
:

Maintenant, nous pouvons écrire

T (x1; :::; xn) = T � (S1; :::; Sn) (x1; :::; xn) ; 8xk 2 Xk; k = 1; :::; n:

Ainsi, par la Proposition 4.5.7, nous avons

kTkV Nf ;(r;r1;:::;rn;s) = kT � (S1; :::; Sn)kV Nf ;(r;r1;:::;rn;s)
� kTkV N;(r;r1;:::;rn;s)

nQ
k=1

kSkk

� kTkV N;(r;r1;:::;rn;s) (1 + �)
n

nQ
k=1

�k:

Par conséquent

kTkV Nf ;(r;r1;:::;rn;s) �
�

nQ
k=1

�k

�
kTkV N;(r;r1;:::;rn;s) :

Si on utilise les mêmes techniques que dans la Proposition 4.6.2, on obtient

kTkV Nf ;(r;r1;:::;rn;s) � kTkV N;(r;r1;:::;rn;s) : �
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Pour les espaces de Banach avec la propriété d�approximation �-bornée, on
peut dire que la Proposition 4:6:5 c�est une généralisation d�un résultat ob-
tenu par Cerna [24, Lemma 2.1.].
On donne une autre généralisation au [24, Lemma 2.1.] où les espaces Xk

(k = 1; :::; n) sont des espaces de Banach quelconques et Y = Ls (
; �).

Proposition 4.6.5. Soit l�opérateur T : X1 � � � � � Xn �! Ls (
; �)
dé�ni par

T (x1; :::; xn) =
P
j2Nnm

�j�
1
j1
(x1) � � � �njn (xn) bj

où 1
s
= 1

r01
+ � � �+ 1

r0n
, alors kTkV Nf ;(1;r1;:::;rn;s) = kTkV N;(1;r1;:::;rn;s) = kTk :

Démonstration. Il est clair que pour 1
s
= 1

r01
+ � � �+ 1

r0n
, nous avons

kTk � kTkV N;(1;r1;:::;rn;s) � kTkV Nf ;(1;r1;:::;rn;s) ;

en plus

kTk kx1k � � � kxnk �

0@Z



������
X
j2Nnm

�j�
1
j1
(x1) � � � �njn (xn) bj (t)

������
s

d�(t)

1A1=s

(4.7)

comme �iji est surjectif, il existe �i 2 Xi tel que �
i
ji
(�i) =Mi=2

ji=r
0
i avec

Mi = sup
kxikXi�1

 
mP
ji=1

��
�iji ; xi���r0i
!1=r0i

;

on va prouver que k�ik � 1 et Mi < +1 pour i = 1; :::; n: De la dé�nition
de Mi, i �xé et pour � > 0 on a

Mi k�ik < (1 + �)
 

mP
ji=1

M
r0i
i =2

ji

!1=r0i
ce qui implique
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k�ik < (1 + �) ; pour tout � > 0:

Donc, si en remplaçant k�ik < 1 dans l�équation (4.7) on trouve

kTk �
 R



����� Pj2Nnm �jM1=2
j1=r01 � � �Mn=2

jn=r0nbj (t)

�����
s

d�(t)

!1=s
; si

k = max fj1; :::; jng

on obtient

kTk �

0@Z



������
X
j2Nnm

�j
bj (t)

2k=s

������
s

d�(t)

1A1=s
nY
l=1

Ml: (4.8)

Soit z (t) :=
P
j2Nnm

�j
bj(t)

2k=s
; alors pour tout s � 1 on a

jh'; zij =

������
X
j2Nnm

�j

�
';

bj
2k=s

������� � k'k kzk : (4.9)

Par la renumérotation des indices �nis multiples j 2 Nnm, on réécrit la somme
�nie z (t) comme suit :

z (t) =
f(m;n)P
k=1

bk
2k=s

:

En plus, soit M := span
k2f1;:::;f(m;n)g�k0

�
bk
2k=s

	
où k0 est un nombre �xe appar-

tient à f1; :::; f (m;n)g ; et f (m;n) 2 N: Alors comme une conséquence du
théorème de Hahn-Banach il existe ' telle que k'k = 1

d
; h'; xi = 0 pour tout

x 2M et
D
';

bk0
2k0=s

E
= 1; avec d = inf

x2M




x� bk0
2k0=s




 et on peut choisir �k0 telle
que

j�k0 j = max
k=1;:::;f(m;n)

j�kj =



(�j)j2Nn


1 ; où j = (j1; :::; jn) :
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En tenant compte les relations précédentes dans l�équation (4.9) on peut
obtenir,

kzk � j�k0j d: (4.10)

Comme x :=
f(m;n)P
k=1;k 6=k0

�bk
2k=s

2M , alors pour � > 0 donné, on a

(1 + �) d >






f(m;n)P
k=1

bk
2k=s






 :
Et de (4.10) on trouve

(1 + �) kzk > k(�j)j2Nnk1








f(m;n)X
k=1

bk
2k=s







 : (4.11)

On sait que

k(bj)j2Nnkw;s0 = sup
k ks�1

 P
j2Nnm

j (bj)js
0

!1=s0
= sup

a2B
l
f(m;n)
s






f(m;n)P
k=1

akbk






 ;
on pose ak = 1

2k=s
pour k = 1; :::; f (m;n) : Donnons e� > 0; on obtient
(1 +e�)




f(m;n)P

k=1

bk
2k=s






 � k(bj)j2Nnkw;s0 :
De la dernière relation et de l�équation (4.11) on écrit

(1 + �) (1 +e�) kzk > k(�j)j2Nnk1 k(bj)j2Nnkw;s0 pour tout � et e� > 0:
(4.12)

Alors, des relations (4.8) et (4.12) on trouve
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kTk � k(�j)j2Nnk1 k(bj)j2Nnkw;s0
nQ
l=1

Ml

� kTkV Nf ;(1;r1;:::;rn;s) : �

Dans la suite, on démontrera un nouveau résultat concernant la relation
entre le dual topologique de l�espace des opérateurs multilinéaires virtuelle-
ment (r; r1; :::; rn; s)-nucléaires et l�espace des opérateurs multiple (r0; r01; :::; r

0
n; s

0)-
sommants.

Théorème 4.6.6. Si les espaces X�
k (k = 1; :::; n) possèdent la propriété

d�approximation �-bornée, pour 1 � r; rk < 1; k = 1; :::; n, alors, le dual
topologique de L(r;r1;:::;rn;s)V N (X1; :::; Xn;Y ) est isométriquement isomorphe à
L(r

0;r01;:::;r
0
n;s

0)
mas (X�

1 ; :::; X
�
n;Y

�) ; par l�application B dé�nie par

B (	)
�
�1; :::; �n

�
(b) = 	

�
�1 � � � � � �nb

�
pour tout b 2 Y; �k 2 X�

k ; k = 1; :::; n et 	 2 (L
(r;r1;:::;rn;s)
V N (X1; :::; Xn;Y ))

�:

Démonstration. On commence avec 	 2 (L(r;r1;:::;rn;s)V N (X1; :::; Xn;Y ))
�:

On va démontrer que B (	) 2 L(r
0;r01;:::;r

0
n;s

0)
mas (X�

1 ; :::; X
�
n;Y

�) : On considère
n 2 N et 'kjk 2 X�

k ; pour k = 1; :::; n et (bj)j2Nnm 2 lws0 (Y
�;Nnm) : Il existe

(�j)j2Nnm 2 lr (Nnm) telle que


(�j)j2Nnm

r = 1 et


�B (	) �'1j1 ; :::; 'njn� (bj)�j2Nnm


r0 = P

j2Nnm
�j
��B (	) ('1j1 ; :::; 'njn)(bj)�� = (i)

On peut trouver �j; j�jj = 1; j 2 Nnm telle que

(i) =
P
j2Nnm

�j
��B (	) ('1j1 ; :::; 'njn)(bj)�� :

alors,

(i) =
P
j2Nnm

�j�jB (	) ('1j1 ; :::; 'njn)(bj):

par la dé�nition de B (	) on écrit

(i) = 	(
P
j2Nnm

�j�j'
1
j1
� � � � � 'njnbj):
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par la continuité de 	 on a

(i) � k	k


(�j�j)j2Nnm

r nQ

k=1




�'kjk�j2Nnm


w;r0k 

(bj)j2Nnm

w;s0
= k	k

nQ
k=1



('kjk)j2Nnm

w;r0k 

(bj)j2Nnm

w;s0 :
ceci démontre que B (	) 2 L(r

0;r01;:::;r
0
n;s

0)
mas (X�

1 ; :::; X
�
n;Y

�) et

kB (	)kmas(r0;r01;:::;r0n;s0) � k	k :

On considère T 2 L(r
0;r01;:::;r

0
n;s

0)
mas (X�

1 ; :::; X
�
n;Y

�) et on dé�nit le fonctionnel

	T sur l�espace
�
Lf (X1; :::; Xn;Y ) ; k�kV Nf;(r;r1;:::;rn;s)

�
par

	T (S) =
P
j2Nnm

�jT ('
1
j1
; :::; 'njn)(bj)

pour tout S 2 Lf (X1; :::; Xn;Y ) de la forme

S =
P
j2Nnm

�j'
1
j1
� � � � � 'njnbj:

Par l�inégalité de Hölder et comme T est un opérateur multiple (r0; r01; :::; r
0
n; s

0)-
sommant, on obtient,
j	T (S)j �



(�j)j2Nnm

r 

(T ('1j1 ; :::; 'njn)(bj))j2Nnm

r0
� kTkmas;(r0;r01;:::;r0n;s0)



(�j)j2Nnm

r nQ
k=1



('ki )mi=1

w;r0k 

(bj)j2Nnm

w;s0 :
ce qui montre que

j	T (S)j � kTkmas(r0;r01;:::;r0n;s0) kSkV Nf;(r;r1;:::;rn;s) ; pour tout
S 2 Lf (X1; :::; Xn;Y ) :

On obtient, 	T est continu sur Lf (X1; :::; Xn;Y ) pour k�kV Nf;(r;r1;:::;rn;s) (=
k�kV N;(r;r1;:::;rn;s)) et

k	Tk � kTkmas;(r0;r01;:::;r0n;s0)

par la densité de Lf (X1; :::; Xn;Y ) dans L(r;r1;:::;rn;s)V N (X1; :::; Xn;Y ), on pro-
longe 	T à un fonctionnel continu e	T sur L(r;r1;:::;rn;s)V N (X1; :::; Xn;Y ) par une
maniére unique, avec
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e	T


 � kTkmas;(r0;r01;:::;r0n;s0) :
On note que B(e	T ) = T . �

En particulier, si on remplace Nn par N dans les dé�nitions convenables,
on montre le résultat (1), déjà prouvé (Théorème 4.4.6), par une autre mé-
thode et si on remplace s0 par +1 on tronve (2).

Corollaire 4.6.7. Si les espaces X�
k (k = 1; :::; n) possèdent la propriété

d�approximation �k-bornée, alors

(1)
�
N(r;r1;:::;rn;s) (X1; :::; Xn;Y )

��
est isométriquement isomorphe à l�espace

L(r
0;r01;:::;r

0
n;s

0)
as (X�

1 ; :::; X
�
n;Y

�) ; pour r; rk et s 2 [1;+1] ; k = 1; :::; n par
l�application B	 donné comme suit :

B	 (�1; :::;�n) (b) := 	 (�1 � � � � � �nb) ;

où 	 2
�
N(r;r1;:::;rn;s) (X1; :::; Xn;Y )

��
;�k 2 X�

k ; k = 1; :::; n et b 2 Y:

(2) Le dual topologique de L(r;r1;:::;rn)V N (X1; :::; Xn;Y ) est isométriquement iso-
morphe à L(r

0;r01;:::;r
0
n)

mas (X�
1 ; :::; X

�
n;Y

�) :
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