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Résumé

L’objectif essentiel de ce travail consiste à étudier les équations intégrale et en particulier

les équations intégrale linéaire de volterra et leur résolution par déférents méthodes (

analytique : Noyau de dégénéré...,numérique :Galarkin,...)

Mots clés
Equations intégrale,Méthode de projection,Méthode de collocation,Méthode de Galerkin,

polynomes orthogonaux

Abstract

The main objective of this work is to study the integrale equation particulary the li-

near volterra integral equations and resolve them whith diffrent ways(analytical :Degenerate

core...,numerical :Galerkin,...)
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Introduction

Introduction
Le travail que nous présentons porte sur une étude générale des équations

intégrales , il est complété par une étude sur les équations intégrales de volterra .

Il est connu que les équations intégrales touchent divers domaine des mathématique et

de la physique .Elle offrent un puissant moyen technique pour résoudre certains probléme

pratique

Le but de notre tavail est de résoudre numériquement des équations intégrales de volterra

tel que est presenté en quatre chapitre :

Le premier chapitre : est une introduction sur les espaces fonctionnelles et les
opérateurs ,les equations intégrales et leur classification.

Dans le deuxième chapitre : nous présentons quelques théorémes qui montre l’exis-

tence et l’unicité de la solution de l’equation intégrale de volterra.

Dans le troisième chapitre : est consacré essentiellement à présenter quelque
méthodes de résolution des equations intégrales ( méthodes numérique et analytique).

Dans le quatrième chapitre : est consacré aux solutions des équations intégrales
linéaires par la série de bernouli. .

1



Chapitre 1

RAPPELS ET NOTIONS

FONDAMENTALES

Dans ce chapitre on presente un rappel sur les notions de l ’analyse fonctionnelle et on

donne les définitions et les types des équations intégrales ( classifications) qui l’on utilisera

dans les chapitres qui se suivent

1.1 Notions sur les espace fonctionnelles

Définition 1.1 (Espace vectoriel normé) soit E un espace vectoriel sur le corps k = R ou

C,on appelle norme sur l’espace E toute aplication notée ‖.‖ définie sur E à valeurs dans
R+, vérifiant pour tout x ,y dans E et α dans k

(i) ‖x‖ = 0 si seulement si x = 0.

(ii) ‖αx‖ = |α| ‖x‖ ( homogènéité).

(iii)‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (inégalité triangulaire).

Tout espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé.

Définition 1.2 (Espace métrique complet)

On dit que E est un espace métrique complet si toute suite de Cauchy de E converge

dans E.

Définition 1.3 (Espace de Banach )
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1.2. Notions sur les opérateurs

Tout espace vectoriel normé complet est appelé espace de Banach.

Définition 1.4 (produit scalaire )

soit E un espace vectoriel sur R ;un produit scalaire sur E est une application de E ×E
dans R,notée 〈., .〉
possédant les propriétés suivantes :

pour tout x, y, z dans Eet α ,β dans R

(i) 〈αx+ βy, z〉 = α 〈x, z〉+ β 〈y, z〉
(ii) 〈x, y〉 = 〈y, x〉 .
(iii) 〈x, x〉 ≥ 0.

(iv)〈x;x〉 = 0 =⇒ x = 0.

Définition 1.5 (Espace de Hilbert)

un espace de Hilbert réel est un espace vectoriel réel H muni d’un produit scalaire (i.e

une forme bilinéaire de H×H dans R, symétrique et définie positive),et qui est complet pour
la norme associée.

Définition 1.6 (Espace C1 (a,b))

Les élément de cet espace sont toute les fonction définies sur ]a, b[ et possédant sur cet

intervalle des dérivée continues jusqu”a l’ordre

1.2 Notions sur les opérateurs

1.2.1 Opérateurs intégrales linéaires

Définition 1.7 Soient X, Y deux espaces normés, un opérateur A définie sur X dans Y

est dit linéaire s’il vérifie les conditions suivantes :

1- Au ∈ Y
2-A(αu+ βv) = αA(u) + βA(v).

Définition 1.8 Un opérateur linéaire A définie sur X dans Y est dit borné s’il existe une

constante positive c, telle que :

‖Au‖Y ≤ c ‖u‖X ∀u ∈ X
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1.2. Notions sur les opérateurs

Définition 1.9 soit k : C [a, b] × C [a, b] → Rune fonction continue ,l’opérateur intégral

linéaire A sur C [a, b] est définit par :

ϕ ∈ C [a, b]→ Aϕ ∈ C [a, b]

tel que

(Aϕ) (x) =

∫ b

a

k (x, t)ϕ (t) dt.

ou la fonction K(x; t) s’apelle noyau de l’opérateur intégral A.

Remarque 1.10 Soit K est une fonction continue de [a, b]× [a, b] , Alors A est appelé opé-

rateur intégral à noyau continu.

Définition 1.11 Soient X, Y deux espace normés, et A : X → Y , on dit que A est un opé-

rateur compact s’il envoie tout ensemble borné dans X a un ensemble relativement compact

dans Y .

Remarque 1.12 1- L’opérateur A est dit complètement continu , s’il est continue et com-

pact.

2- A est compact⇔ ∀(xn) ⊂ X,borné, la suite (Axn) admet une sous suite convergente dans

Y .

Définition 1.13 Soit A un opérateur d’un espace de Banach X dans lui-même, A est une

contraction, s’il existe une constante 0 ≤ k < 1 telle que, pour tout x, y ∈ X, on ait

‖A(x)− A(y)‖ ≤ k‖x− y‖ (1.11)

Définition 1.14 Si k ≥ 0 dans la relation (1.11), A est dit Lipschitziènne.L’application

Lipschitziènne est nécessairement continue.

Si k < 1 dans la relation (1.11), A est dite contraction.

Si k = 1 dans la relation (1.11), A est dit non expansive.
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1.2. Notions sur les opérateurs

1.2.2 Opérateur adjoint

Soient X et Y deux espace de Hilbert, on dit que les opérateurs A et B sont adjoint s’ils

vérifient

∀ (ϕ, ψ) ∈ X, (Aϕ,ψ) = (ϕ,Bψ)

Théorème 1.15 Soient X et Y deux espace de Hilbert, et A : X → Y un opérateur

linéaire bornée, alors il existe uniquement un opérateur linéaire A∗ : Y → X tel que

(Aϕ,ψ) = (ϕ,A∗ψ)

1.2.3 Opérateur compact

Définition 1.16 (opérateur compact) soit A un opérateur linéaire d’un espace normé E

dans un espace normé F ,on dit que A est un opérateur compact s’il envoie tout ensemble

borné G dans E à un ensemble relativment compact A(G) dans F .Autrement dit ,la fer-

meture
______

A(G) est compact .

Théorème 1.17 Un opérateur compact est un opérateur borné ,la réciproque est fausse .

Théorème 1.18 un combinaison linéaire A=αA1 + βA2 des opérateurs compacts est un

opérateur compact

Théorème 1.19 le produit AB de deux opérateur bornés A et B est compact si l’un des

opérateur A ou B compact

Théorème 1.20 Si (An) est une suite d’opérateurs compacts dans un espace de Banach X,

convergeant en norme vers un opérateur A, alors l’opérateur A est aussi compact.

Preuve. En effet pour prouver la compacité de l’opérateur A, il suffi t de montrer que,

pour toute suite borné (xn)∞n=0 d’éléments de X, de la suite (Axn) on peut extraire une

sous-suite convergente.

Il est facile de vérifier qu’une combinaison linéaire d’opérateurs compacts est compacte.

Par conséquent, dans l’espace B(X, Y ) de tous les opérateurs linéaires bornés, définis sur

X l’ensemble K(X, Y ) forment un sous-espaces fermé.

6



1.3. Equations intégrales et leurs classifications

1.3 Equations intégrales et leurs classifications

1.3.1 Equations intégrales linéaires

La forme ordinaire d’une équation intégrale linéaire est donnée par :

α(x)u(x) = f(x) + λ

∫
k(x, t)u(t)dt (1.1)

ou’α(x), f(x), k(x, t) sont des fonctions données,λ est un paramétre réel ou complex

différent de zéro. La fonction k(x, t) est appelée le noyau de l’équation intégrale.

a-Equation intégrale de Fredholm

On appelle équation intégrale linéaire de Fredholm si les deux limites d’intégrationde

l’équation intégrale(1.1)

sont constantes. une équation, à une inconnue u(x) de la forme :

α(x)u(x) = f(x) + λ

b∫
a

k(x, t)u(t)dt a ≤ x ≤ b (1.2)

La fonction α(x)détermine le type de l’équation intégrale.

1. Si α(x)= 0 ; l’équation s’écrit (1.2) :

f(x) + λ

b∫
a

k(x, t)u(t)dt = 0 (1.3)

et s’appelle équation intégrale de Fredholm de première espèce

2.Si α(x) = 1 ; l’équation s’écrit(1.2) :

cu(x) = f(x) + λ

b∫
a

k(x, t)u(t)d

et s’appelle équation intégrale de Fredholm de second espèce

3.Si α(x)est continue et s’annule en certains points, mais pas en tout point de [a, b],

elle est dite équation intégrale de Fredholm de troisiéme espéce.
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1.3. Equations intégrales et leurs classifications

Remarque 1.21 Si f(x) = 0l’́ equation s’́ ecrit (1.2)

.u(x) = λ

b∫
a

k(x, t)u(t)dt

et elle est dite homogéne

si f(x) 6= 0l’́ equation elle est dite non homogéne

Exemple 1.22 exemples des equations intégrales linéaires de Fredholm de la seconde et

première espéce homogénes et non homogénes

u(x)− λ
∫ 1

−1

(x2 − t)u(t)dt = x2 + sin(x) + 1 x ∈ [−1, 1]

−λ
∫ 1

−1

(x2 − t)u(t)dt = x2 + sin(x) + 1 x ∈ [−1, 1]

λ

∫ 1

−1

(x2 − t)u(t)dt = u(x) x ∈ [−1, 1]

λ

∫ 1

−1

(x2 − t)u(t)dt = 0 x ∈ [−1, 1]

b-Equation intégrale de Volterra

On appelle équation intégrale linéaire de Volterra telle que l’un des deux limites d’inté-

gration

est variable, une équation de la forme :

α(x)u(x) = f(x) + λ

x∫
a

k(x, t)u(t)dt (1.4)

1. On appelle équation intégrale de Volterra de première espèce, si α(x) = 0, donc

l’équation s’écrit(1.4) comme suit :

f(x) + λ

x∫
a

k(x, t)u(t)dt = 0

2. On appelle équation intégrale de Volterra de seconde espèce, si α(x) = c = constante
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1.3. Equations intégrales et leurs classifications

, donc l’équation s’écrit (1.4)de la forme :

cu(x) = f(x) + λ

x∫
a

k(x, t)u(t)dt

3. Si α(x) 6= 0, donc la formule(1.4) est appelée équation intégrale de Volterra de

troisième espèce

Remarque 1.23 L’équation intégrale de Volterra est un cas particulier de l’équation inté-

grale de Fredholm,il suffi t de prendre le noyou k vérifie la condition

k(x, t) = 0 pour x < t

Exemple 1.24 exemples des equations intégrales linéaires de volterra de la seconde et pre-

mière espéce homogénes et non homogénes

u(x)− λ
∫ x

0

(x2 − 1)u(t)dt = x2 + sin(x) + 1

−λ
∫ x

0

(x2 − 1)u(t)dt = x2 + sin(x) + 1

λ

∫ x

0

(x2 − 1)u(t)dt = u(x)

λ

∫ x

0

(x2 − 1)u(t)dt = 0

1.3.2 Equations intégrales non-linéaire

a-Equations intégrales de Fredholm

Définition 1.25 1- On appelle équation intégrale de Fredholm de deuxième espèce une équa-

tion de la form

u (x) + f (x) = λ

∫ b

a

k (x, t, u (t)) dt

2- On appelle équation intégrale de Fredholm de première espèce une

équation de la forme

u (x) = λ

∫ b

a

k (x, t, u (t)) dt

9



1.3. Equations intégrales et leurs classifications

b- Equations intégrales de Volterra

Définition 1.26

1- On appelle équation intégrale de Volterra de deuxième espèce une équation de la forme

u (x) + f (x) = λ

∫ x

a

k (x, t, u (t)) dt

2- On appelle équation itégrale de Volterra de première espèce une équation de la forme

u (x) = λ

∫ x

a

k (x, t, u (t)) dt

c- Equations intégrales de Abel

Définition 1.27 On appelle équation intégrale de Abel une équation de la forme

u (x) =

∫ x

−∞
(x− t)α−1 g (u (t)) dt

où −∞ < x, 0 < α < 1 et g : [0,∞)→ [0,∞) tel que g (0) = 0 et g (x) > 0 pour tout

x > 0.

e- Equations intégrales de Hammerstein et de Uryson

Définition 1.28 1- On appelle équation intégrale de Hammerstein une équation de la forme

u (x) = g (x) +

∫ x

0

k (x, t) g (x, u (t)) , t ∈ [0.1]

2- On appelle équation intégrale de Uryson une équation de la forme

u (x) =

∫ x

0

k (x, t) g (x, u (t)) , t ∈ [0.1]

où F et g sont des fonction arbitraires
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1.3. Equations intégrales et leurs classifications

1.3.3 Equations intégrales singulières

On dit q’une équation intégrale est singulière si l’une ou les deux limites d’intégration

sont ifinies, ou bien le noyau devient infini au voisinage des limites de l’intégration

Définition 1.29 Considérons l’équation intégrale suivante

u(x) = f(x) +

∫
T

M(x, t)k(x, t)u(t)dt (1.5)

On dit que l’équation (1.7)est singulière si M(x) admet une singularité ou le

domaine T n’est pas bornée

Singularité de type Volterra et Fredholm

On considère l’équation intégrale de deuxième espèce de la forme

u(x) = f(x) +

∫ x

a

M(x, t)k(x, t)u(t)dt a ≤ x <∞ (1.6)

où k(x, t)est faiblement singulier, en générale k(x, t)donnons par

k(x, t) = |x− t|−α

log |x− t|

Alors

(i) L’équation (1.8) est de Volterra.

(ii) Si x = b ; l’équation (1.8) est de Fredholm

(iii) Le cas où k(x, t) = |x− t|−α , 0 < α < 1s’appelle singularité algébriques.

(iv) Le cas où k(x, t) = log |x− t| s’appelle singularité logarithmiques.

Définition 1.30 (Equation intégrale de Carleman) On appelle équation intégrale de Carle-

man une équation de la forme :

a(x)
1

πi

∫ 1

−1

u(t)

t− xdt+
1

πi

∫ 1

−1

b(t)

t− xu(t)dt = f(x)

où a, b sont des fonctions continues.
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1.3. Equations intégrales et leurs classifications

Singularité de type de Cauchy

Soit D un domaine bornée et convexe dans un plan complexe, alors l’intégrale de

Cauchy

donné par la formule :
1

2πi

∫
∂D

u(t)

t− xdt = f(x), t ∈ C

Définition 1.31 On appelle équation intégrale de Cauchy une équation de la forme :

a(x)u(x) + b(x)

∫
Γ

u(t)

t− xdt+

∫
Γ

k(x, t)u(t)dt = f(x)

telle que Γ = ∂D

1.3.4 Lien entre les équations différentielles et les équations inté-

grales de Volterra

Réduction d’une équation différentielle à une équation intégrale : la résolution d’une

équation différentielle linéaire peut être ramenée à la résolution d’une équation intégrale de

Volterra de deuxième

espèce.

Soit l’équation différentielle linéaire

dny

dxn
+ a1 (x)

dn−1y

dxn−1
+ ...+ an (x) y = F (x) (1.7)

où ai (x) , i = 1, 2, ..., n sont des coeffi cient continues, avec les conditions initiales

y (0) = c0, y
′
(0) = c1, ..., y

n−1 (0) = cn−1 (1.8)

peut être ramenée à la solution d’une équation intégrale de Volterra de deuxième espèce

12



1.3. Equations intégrales et leurs classifications

Exemple 1.32 Soit

d2y

dx2
+ a1 (x)

dy

dx
+ a2 (x) y = F (x) avec y (0) = c0, y

′
(0) = c1. (1.9)

posons
d2y

dx2
= ϕ (x) (1.10)

alors
dy

dx
=

∫ x

0

ϕ (t) dt+ c1 ⇒ y =

∫ x

0

(x− t)ϕ (t) dt+ c1 (x) + c0 (1.11)

Nous avons utilisé la formule∫ x

x0

dx

x∫
x0

dx...

∫ x

x0︸ ︷︷ ︸
n

f (x) dx =
1

(n− 1)!

∫ x

x0

(x− z)n−1 f (z) dz

compte tenu de (1.12) et (1.13) mettons l’équation différentielle (1.11) sous la forme

k (x, t) = − [a1 (x) + a2 (x) (x− t)] , f (x) = F (x)− c1a1 (x)− c1xa2 (x)− c0a2 (x)

ϕ (x) +

x∫
0

[a1 (x) + a2 (x) (x− t)]ϕ (t) dt = F (x)

posant

k (x, t) = − [a1 (x) + a2 (x) (x− t)] , f (x) = F (x)− c1a1 (x)− c1xa2 (x)− c0a2 (x)

nous ramenons l’équation intégrale de Volterra du première espèce à la forme suivante

ϕ (x) =

x∫
0

k (x, t)ϕ (t) dt

i.e. nous obtenons une équation intégrale de Volterra de deuxième espèce.
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Chapitre 2

Existence et unicité des solution pour

les équations intégrales

Certaines équations intégrale sont une solution et d’autres pas de solution ou un nombre

infini de solutions. Les théorèmes suivants énoncent l’existence et l’unicité de la solution

pour l’équation intégrale de Fredholm, et de Voterra du second type

Théorème 2.1 Supposonsque le noyau k(x, t) de l’équationintégralelinéaire de Volterra

u(x) = f(x) +

x∫
0

k(x, t)u(t)dt, x ∈ I = [0, T ] (2.1)

est continu sur D = {(x, t)/0 ≤ t ≤ x ≤ T} Puis pour toute fonction f(x) qui est continue

sur I c’est-à-dire f(x) ∈ C(I), l’équation intégrale de Volterra possèdeune solution unique.

u(x) ∈ C(I) Cette solution peut être écrite dans le forme

u(x) = f(x) +

x∫
0

R(x, t)f(t)dt, x ∈ I (2.2)

Pour certains R ∈ C(D) . La fonction R(x, t) s’appelle le noyau résolvant du noyau donné

k(x, t)
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2.1. Méthodes de résolution des équations intégrales

Théorème 2.2 Si on définit l’opérateur integral

k : C(I)→ C(I)

par

(kf)(x) =

x∫
0

R(x, t)f(t)dt, x ∈ I (2.3)

alors l’équation intégrale de Volterra sous forme d’opérateur est donnée

u = f + V u ou (I − V )u = f

(où I désigne l’opérateur d’identité et l’intégrale de l’opérateur V classique de Volterra est

défini par

(V u)(x) =

x∫
0

k(x, t)u(t)dt, x ∈ I (2.4)

ensuite nous avons la relation suivante

(I − V )u = f ⇒ u = (I +K)f

Selon le théorème (2.1), cela implique que l’opérateur inverse

(I − V )−1

existeet par conséquent par l’unicité de k(x, y)

(I − V )−1 = I +K

2.1 Méthodes de résolution des équations intégrales

2.2 Méthodes analytiques

Méthode du noyau dégénéré

La méthode du noyau dégénéré est un méthode classique bien connue pour résoudre

numériquement les équations intégrales de second type. l’idée principale consiste à-remplacer

le noyau de l’équation intégrale k(x, t) par un noyau dégénéré .i.e

k(x, t) =
n∑
k=1

ak(x)bk(t) (2.5)
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2.2. Méthodes analytiques

les fonctions ak(x) , bk(t)(k = 1, 2, 3, ...) continue sur a ≤ x, t ≤ b et linéairement

indépendants.

L’équation intégrale à noyau dégénéré :

u(x)− λ
∫ b

a

[
n∑
k=1

ak(x)bk(t)

]
ϕ(t)dt = f(x) (2.6)

est résoudre comme suite :

u(x) = f(x) + λ
n∑
k=1

ak(x)

∫ b

a

bk(t)ϕ(t)dt (2.7)

on pose : ∫ b

a

bk(t)ϕ(t)dt = Ck k = 1, 2, 3, ..., n (2.8)

(2.7)devient alors :

u(x) = f(x) + λ
n∑
k=1

Ckak(x) (2.9)

Ck : des constantes inconnues telle que u(x) inconnuesd’aprés la forme (2.6)

on a :

Cm −
∫ b

a

bm(t)ϕ(t)dt = 0 (2.10)

Remplacant (2.9) dans (2.10) on obtient

Cm −
∫ b

a

bm(t)(f(t) + λ
n∑
k=1

Ckak(t))dt = 0

C’est à dire :

Cm − λ
n∑
k=1

Ck

∫ b

a

ak(x)bm(t)dt =

∫ b

a

bm(t)f(t)dt

On note :

amk =

∫ b

a

ak(t)bm(t)dt

fm =

∫ b

a

bm(t)f(t)dt
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2.2. Méthodes analytiques

donc :

Cm − λ
n∑
k=1

amkCk = fm

Nous obtenons un système de n équations linéaire et n incoonnues Ci(i = 1, 2, 3, ...)



(1− λa11)C1 − λa12C2 − ...− λa1nCn = fn

−λa21C1 + (1− λa22)C2−...− λa2nCn = f2

..............................................

−λan1C1 − λan2C2 − ...− (1− λann)Cn = fn


(2.11)

Le déterminant est :

∆(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(1− λa11) − λa12 ... − λa1n

−λa21 (1− λa22) ... − λa2n

... ... ... ...

− λan1 − λan2 ... (1− λann)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2.12)

Si∆(λ) 6= 0 , le système (2.11) admet une unique solution (C1, C2, C3, ..., Cn) obtenue

moyennant les formules de Cramer

Ck =
1

∆(λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− λa11 − λa1k−1f1 .... − λa1n

−λa21 − λa2k−1f2 ... − λa2n

.... ... ... ...

−λan1 − λank−1fn ... 1− λann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2.13)

Donc l’équation intégrale (2.6) pour solution une fonction u(x)définie par l’égalité :

u(x) = f(x) + λ

n∑
k=1

Ckak(x)

Exemple 2.3 Considérons l’équation intégrale à noyaux dégénéré
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2.2. Méthodes analytiques

u(x)− λ
∫ 1

−1

(5xt3 + 4x2t+ 3xt)u(t)dt = 0

u(x) = λ

[
5x

∫ 1

−1

t3u(t)dt+ 4x2

∫ 1

−1

tu(t)dt+ 3x

∫ 1

−1

tu(t)dt

]
On note

a1 = 5x a2 = 4x2 a3 = 3x

b1 = t3 b2 = t b3 = t

Solution 2.4 on a

amk =

∫ b

a

ak(t)bm(t)dt

a11 = 2 a21 =
10

3
a31 =

10

3

a12 = 0 a22 = 0 a32 = 0

a13 =
6

5
a23 = 2 a33 = 2

Et

A =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1− 2λ 0 −6

5
λ

−10
3
λ 1 − 2λ

−10
3
λ 0 1− 2λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=⇒ detA = −(1− 2λ)(1− 2λ) + 4λ2

=⇒ λ =
1

4

Avec des calcules on trouve

u(x) =
3

2
xC + x2C

On trouve C = 1 Et la solution de l’équation est de la forme

u(x) =
3

2
x+ x2
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2.3. Méthodes numériques

2.3 Méthodes numériques

2.3.1 Méthodes de projection

Définition 2.5 (définition des opérateurs de projection)

Soit V un espace véctoriel, V1 et V2 deux sous espace véctoriel de V . On dit que V

est

une somme directe de V1 et V2 et on écrit si tout v 2V = V1 ⊕ V2 si tout v ∈ V peut

être décomposé

de la manière unique

v = v1 + v2, v1 ∈ V1, v2 ∈ V2

En outre, siV est muni d’un produit scalaire et que

∀v1 ∈ V1, ∀v2 ∈ V2 : 〈v1, v2〉 = 0

Alors V est appelé la somme directe orthogonale de V1 et V2 .

Proposition 2.6 Soit V un espace véctoriel, puis V = V1⊕V2si et seulement si s’il existe

un opérateur linéaire p : V → V tel que P 2 = P avec V1 = P (V ) et V2 = (I − P )(V )et

aussi V1 = P (V ) et V2 = (I − P )(V )

Définition 2.7 Soit V un espace de Banach ;un opérateur P ∈ L(V ) tel que P 2 = P est

appelé un opérateur de projection

Si V est un espace d’Hilbert l’opérateur P est appelé un opérateur de projection

orthogonal.Il est facile de remarquer que l’opérateur de projection P est orthogonal si et

seulement si

〈Pv, (I − P )(u)〉 = 0 ∀u, v ∈ V
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2.3. Méthodes numériques

Principe des méthodes de projection

On étudie la résolution de l’équation intégrale de Fredholm de deuxième espèce

u(x)− λ
∫
D

k(x, t)u(t)dt = g(x) (2.1)

où D est une fermé et borné et V un espace complet de fonctions . tel que ou bien

V = C(D) ou bien V = L2(D)

presque partout. On choisit une suite finie d’approximation de sous espaces Vn ; tel que

Vn ⊂ V ; n ≥ 1 et Vnde dimension kn. Soit une base
{
ϕ1, ϕ2, ..., ϕkn

}
de Vn donc le principe de la méthode de projection consiste à trouver une suite de

fonctions un ∈ Vn tels que

un(x) =
kn∑
j=0

cjϕj(x) ∀x ∈ D (2.2)

Pour déterminer les coeffi cients (cj), on substituant, cette fonction dans l’équation

(2.11)et on exigeant que l’équation soit exacte dans le sens où le résidu

rn(x) = un(x)− λ
∫
D

k(x, t)u(t)dt− g(x)

kn∑
j=1

= cj

{
ϕj(x)− λ

∫
D

k(x, t)ϕj(t)dt

}
− g(x)

dans ce cas un est une approximation de la solution u de l’équation intégrale , et on

note u ≈ un

On remarque aussi que l’équation intégrale qui peut être écrit sous la forme notation

d’opérateurs, tel que

(λ− k)u = g

dans ce cas le résidu rn(x) est écrit sous la forme

rn = (λ− k)un − g

Les coeffi cients {c1, c2, ..., ckn} doivent être choisis de telle sorte que
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2.3. Méthodes numériques

rn(x)→ 0

L’espoir et l’attente, c’est que la fonction résultante un(x) sera une bonne approximation

de solution exacte u(x)

.Méthode de collocation

Pour résoudre l’équation de Fredholm de deuxième espèce

u(x)− λ
∫
D

k(x, t)u(t)dt = g(x)

on va choisir un ensemble de points distincts dites des points de collocation {x1, x2, ..., xkn}telle
que

rn(x) = 0 n = 1, .., kn

qui vont déterminer les coeffi cients {c1, ..., ckn}comme solution du système linéaire

kn∑
j=1

cj

{
ϕj(xi)− λ

∫
D

k(x, t)ϕj(t)dt

}
= g(xi) i = 1, ..., kn

d’ou

kn∑
j=1

cjϕj(xi) =
kn∑
j=1

λ

∫
D

k(x, t)ϕj(t)dt+ g(xi) i = 1, ..., kn

Nous introduisons un opérateur de projection pn : V → Vn avec V = C(D) :Soit U ∈
C(D), on défini pnu comme élément de Vn l’interpolation de u aux points

de xi

Pnu(xi) = un(x) =

kn∑
j=1

cjϕj(x)

Pnu(xi) =

kn∑
j=1

λ

∫
Dn

k(xi, t)ϕj(t)dt+ g(xi) =
kn∑
j=1

cjϕj(xi)
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2.3. Méthodes numériques

Les coeffi cients cj sont déterminés par la resolution du système

kn∑
j=1

cjϕj(xi) = u(xi)

ce système admet une solution unique si

det
∣∣ϕj(xj)∣∣ 6= 0

cette condition signifie que les fonctions {ϕ1, ϕ2, ..., ϕk} constituent un système linéai-

rement indépendant.

Méthode de Galerkin

Application de la méthode de collocation

Soit V = L2(D) l’espace d’Hilbert des fonctions carré intégrable sur D, et on note par

〈., .〉le produit scalaire sur V .soit
{
ϕj
}
un systéme de fonctions orthogonales telle que〈

Vn, ϕj
〉

= 0 i = 1, ..., kn

comme

rn(x) =
kn∑
j=1

[
cj

{
λϕj(x)−

∫
D

k(x, y)ϕj(x)

}]
− g(x)

donc

〈
rn, ϕj

〉
=

kn∑
j=1

[
cj
{
λ
〈
ϕj, ϕi

〉
−
〈
kϕj, ϕi

〉}]
−
〈
g, ϕj

〉
= 0 (i = 1, ..., kn)

C’est Le système linéaire de Galerkin . il suffi t déterminer les coeffi cients ci.

Application de la méthode de Galerkin
soit à chercher une soulition approchée de l’equation intégrale

λu(x)−
∫ b

a

k(x, t)u(t)dt = g(x)

par la méthode de Galerkin ,on choisit un systéme de fonctions
{
ϕj
}
linéairement indé-

pendantes dans V = L2(a, b). on cherche une solution approchée sous la forme :
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2.3. Méthodes numériques

un(x) =
1

λ

[
g(x) +

n∑
i=1

Aiϕi(x)

]
on a le résidu

rn(x) = λun(x)−
∫ b

a

k(x, t)un(t)dt− g(t)

donc

rn(x) = g(x) +
n∑
j=1

Ajϕj(x)− 1

λ

∫ b

a

k(x, t)

[
g(t) +

n∑
j=1

Ajϕj(t)

]
dt− g(x)

d’où

rn(x) =
1

λ

n∑
j=1

Aj

[
λϕj(x)−

∫ b

a

k(x, t)ϕj(t)dt

]
− 1

λ

∫ b

a

k(x, t)g(t)dt

d’aprés

〈rn, ϕi〉 = 〈λrn, ϕi〉 =

∫ b

a

λrn(x)ϕi(x)dx = 0

∫ b

a

(
n∑
j=1

Aj

[
λϕj(x)−

∫ b

a

k(x, t)ϕj(t)dt

]
−
∫ b

a

k(x, t)g(t)dt)ϕi(x)dx

il vient

n∑
j=1

Aj(λ

∫ b

a

ϕj(x)ϕi(x)dx−
∫ b

a

∫ b

a

k(x, t)ϕj(t)ϕi(x)dtdx)

=

∫ b

a

∫ b

a

k(x, t)g(t)ϕi(x)dtdx

on pose

αij =

∫ b

a

ϕj(x)ϕi(x)dx , βij =

∫ b

a

∫ b

a

k(x, t)ϕj(t)ϕi(x)dtdx

γij =

∫ b

a

∫ b

a

k(x, t)g(t)ϕi(x)dtdx
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2.3. Méthodes numériques

On obtient le systéme suivant
n∑
j=1

Aj(λαij + βij) = γij , i = 1, 2, 3, ..., n (2.3)

par conséquent, les coeffi cients Aj, j = 1, .., nse définissent à partir de résolution du

systéme (2.13) si

D(λ) = det(λαij − βij) 6= 0

le systéme (2.13) détermine de Façon unique les coeffi cients {Aj}

Exemple 2.8

On se propose de résoudre par le procédé de Galerkin l’équation intégrale suivante

u(x) = 1− 4

3
x+

∫ 1

−1

(xt2 − 1)u(t)dt

Prenant por systéme complet sur [−1, 1] un systéme de polynomes de Legendre {li(x)}1≤i≤3

avec

l1(x) = 1 , l2(x) = x

l3(x) =
3x2 − 1

2

On cherche la solution sous forme

u3(x) = c1 + c2x+ c3
3x2 − 1

2

le résidu est égale à

r3(x) = u3(x)− 1 +
4

3
x−

∫ 1

−1

(xt2 − 1)(c1 + c2t+ c3
3t2 − 1

2
)dt

en calculant l’intégrale on obtient

r3(x) = (3c1 −
c3

2
− 1) + (−2

3
c1 + c2 −

4

15
c3 +

4

3
)x+

3

2
c3x

2

d’apres l’orthogonalité du résidu r3 au systhéme
{

1, x, 3x2−1
2

}
on a

〈r3, 1〉 = 0 , 〈r3, x〉 = 0 ,
〈
r3,

3x2 − 1

2

〉
= 0

on obtient une solution

u2(x) =
1

3
− 10

9
x
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Chapitre 3

Solutions des équations intégrales

linéaires par la série de bernouli

Introduction

L’équation intégrale apparaît naturellement dans de nombreuses applications physiques

liées à la propagation des ondes et aux phénomènes de vibration. Il est souvent utilisé pour

décrire le problème de la cavité acoustique, la diffusion d’une onde et l’onde de rayonnement.

La résolution numérique des équations intégrales de Fredholm et de Volterra a été étudiée par

de nombreux auteurs [1, 2, 16, 17]. Pour les méthodes qui utilisent la règle en quadrature,

la collocation et l’interpolation, les noyaux dégénérés. Dans ce travail, nous considérons

l’approximation de la série de Bernouli pour la solution de ces équations intégrales[16],

certainement cette technique nous conduit aux meilleures approximations

u(x)−
∫

Ω

k(x, t)u(t)dt = f(x), x ∈ Ω (3.1)

où les fonctions f(x) et k(x, t) sont donnée et continues, la fonction u(t) doit être déter-

minée comme fonction continue dans Ω.

L’équation (3.1) peut être mise sous la forme d’une équation à opérateur linéaire

u(x)− Au(x) = f(x), x ∈ Ω,
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3.1. Solution avec méthode de collocation

avec l’opérateur linéaire A donné par

Au(x) =

∫
Ω

k(x, t)u(t)dt.

Pour la solution de l’équation (3.1) dans les espaces de fonction complets, prenez habi-

tuellement C(Ω) ; nous choisissons une suite de sous-espaces dimensionnels complets Vn, n ≥
1, ayant n fonctions de base {B1, B2, ..., Bn} avec dimension de Vn = n.

La recherche de la fonction approximative un ∈ Vn de la fonction u est donnée par

un(x) =

n∑
k=1

αkBk(x) (3.2)

où l’expression (3.2) décrit la série tronquée de Bernouli de la solution de l’équation

(3.1) ; avec les fonctions {Bk}0≤k≤n représentent les polynômes de Bernouli et {αk}0≤k≤n les

coeffi cients à déterminer. En d’autres termes, nous pouvons écrire

rn(x) = un(x)− Anu(x)− f(x),

rn(x) = un(x)−
∫

Ω

k(x, t)un(t)dt− f(x),

=
n∑
k=1

αkBk(x)−
n∑
k=1

αk

∫
Ω

k(x, t)Bk(t)dt− f(x)

=
n∑
k=1

αk

(
Bk(x)−

∫
Ω

k(x, t)Bk(t)dt

)
− f(x), x ∈ Ω.

3.1 Solution avec méthode de collocation

Choisissez une sélection de points distincts x1, x2, .....xn ∈ Ω et exigeons que

rn(xj) = 0, j = 1, 2, ..., n. (3.3)

La condition (3.3) nous conduit à déterminer les coeffi cients {α1, α2, ..., αn} solution du
système linéaire

n∑
k=1

αk

(
Bk(xj)−

∫
Ω

k(xj, t)Bk(t)dt

)
= f(xj), j = 1, 2, ..., n. (3.4)

Définir les matrices

26



3.1. Solution avec méthode de collocation

B = (Bkj) = Bk(xj)

et

K = (Kkj) =

∫
Ω

k(xj, t)Bk(t)dt.

Si le det(E −K) 6= 0, nous pouvons assurer qu’il existe une solution du système linéaire

(3.4), et par conséquent la solution approximative un(x) en tant que combinaison linéaire

un(x) =

n∑
k=1

αkBk(x),

Pour qui

un(xj)−
∫

Ω

k(xj, t)un(t)dt = f(xj), j = 1, 2, ..., n.

En fait, le système linéaire peut être écrit en matrice

(B −K)α = F, (3.5)

Où α = (α1, α2, ..., αn)T et F = (f(x1), f(x2), ..., f(xn))T Pour le le déterminant du

système (3.5) est différent de zéro, alors il est admet une solution unique

α = (α1, α2, ..., αn)T = (B −K)−1F.

La solution approximative correspondante

un(x) =

n∑
k=1

αkBk(x),

a la propriété que rn(x) soit nul aux noeuds choisis xj.

Polynômes de Bernouli

Les niéme Polynômes de Bernouli Bn(x) sont définis par B0(x) = 1 et la relation de

récurrence suivante

Bn(x) =
n∑
k=0

 n

k

Bk(x)n−k.

Les Coeffi cients rationnels. de polynôme de Bernouli Bn(x) est
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3.2. Résultats numériques

B0(x) = 1

B1(x) = x− 1

2

B2(x) = x2 − x+
1

6

B3(x) = x3 − 3

2
x2 +

1

2
x

B4(x) = x4 − 2x3 + x2 − 1

30

B5(x) = x5 − 5

2
x4 +

5

3
x3 − 1

6
x

B6(x) = x6 − 3x5 +
5

2
x4 − 1

2
x2 +

1

42

B7(x) = x7 − 7

2
x6 +

7

2
x5 − 7

6
x3 +

1

6
x

B8(x) = x8 − 4x7 +
14

3
x6 − 7

3
x4 +

2

3
x2 − 1

30

Tableau.1 présente coeffi cients rationnels

Erreur d’analyse

Nous pouvons facilement vérifier l’exactitude de la méthode. puisque la série tronquée de

Bernoulli est une solution approximative de l’equation (1), elle doit etre approximativement

satisfaite de cette équation, puis pour chaque xj ∈ [a, b] .

r(xj) =

∣∣∣∣un(xj)−
∫

Ω

k(xj, t)un(t)dt− f(xj)

∣∣∣∣ ' 0

3.2 Résultats numériques

Exemple 3.1 Considérons l’équation intégrale linéaire de Volterra

u(x)−
∫ x

0

(x− t)u(t)dt = 1− x− x2

2
, 0 ≤ x, t ≤ 1,

où la fonction f(x) est choisie de telle sorte que la solution exacte soit donnée par

u(x) = 1− sinh(x).

28



3.2. Résultats numériques

La solution approximative un(x) de u(x) est obtenue par la méthode tronquée de la série de

Bernouli.

Tableau 1. Nous présentons les solutions exactes et approximatives de l’équation dans

l’exemple 3.1 dans certains points arbitraires, l’erreur pour N = 10 est calculée.

x solution exacte u solution approchée un Erreur

0.000000 1.000000e+000 1.000000e+000 0.00e+00

0.200000 7.986640e-001 7.986640e-001 2.80e-08

0.400000 5.892477e-001 5.892477e-001 5.81e-08

0.600000 3.633464e-001 3.633465e-001 9.22e-08

0.800000 1.118940e-001 1.118942e-001 1.32e-07

1.000000 -1.752012e-001 -1.752010e-001 1.82e-07

Exemple 3.2 Considérons l’équation intégrale linéaire de Fredholm

u(x)−
∫ π

0

(cos t+ cosx)u(t)dt = sinx, 0 ≤ x, t ≤ π,

la solution exacte soit donnée par

u(x) = sinx+
4

2− π2
cosx+

2π

2− π2
.

La solution approximative un(x) est obtenue par la méthode tronquée de la série de Bernouli.

Tableau 2. Nous présentons les solutions exactes et approximatives de l’équation dans

l’exemple 3.2 dans certains points arbitraires, l’erreur pour N = 8 est calculée.

x solution exacte u solution approchée un Erreur

0.000000 -1.306697e+000 -1.306872e+000 1.75e-04

0.785398 -4.507167e-001 -4.508725e-001 1.55e-04

1.570796 2.015882e-001 2.014807e-001 1.07e-04

2.356194 2.681065e-001 2.680475e-001 5.90e-05

3.141593 -2.901271e-001 -2.901661e-001 3.90e-05
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3.2. Résultats numériques

Exemple 3.3 Considérons l’équation intégrale linéaire de Volterra

u(x)−
∫ x

0

(x− t)u(t)dt = 1 + x, 0 ≤ x, t ≤ 1,

la solution exacte soit donnée par

u(x) = exp(x).

La solution approximative un(x) est obtenue par la méthode tronquée de la série de Bernouli.

Tableau 3. Nous présentons les solutions exactes et approximatives de l’équation dans

l’exemple 3.3 dans certains points arbitraires, l’erreur pour N = 10 est calculée.

x solution exacte u solution approchée un Erreur

0.000000 1.000000e+000 1.000000e+000 2.22e-16

0.200000 1.221403e+000 1.221402e+000 3.81e-07

0.400000 1.491825e+000 1.491824e+000 7.92e-07

0.600000 1.822119e+000 1.822117e+000 1.34e-06

0.800000 2.225541e+000 2.225539e+000 2.08e-06

1.000000 2.718282e+000 2.718279e+000 2.99e-06
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Conclusion générale et perspectives

Conclusion
Nous proposons une méthode numérique cette méthode et de contribuer à l’étude du

comportement des équations intégrales linéaires de seconde type, basée sur la série tronquée

de Bernoulli de la solution, est présentée. Si le résidu rn(xj) = 0 pour tout j = 1, 2, ..., n

alors la solution approximative sera sensiblement proche de la solution exacte sur l’intervalle

entier Ω. L’effi cacité de cette méthode est testée en résolvant quelques exemples pour lesquels

la solution exacte est connue. Cela nous permet d’estimer l’exactitude avec nos résultats

numériques.
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