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Introduction

Le présent mémoire de Master option analyse fonctionnelle s’inscrit essentiellement
dans le cadre de la théorie de produit tensoriel entre espaces de Banach. On prend deux
espaces de Banach X, Y, ensuite on définit leur produit tensoriel algébrique, noté X @ Y. Ce
dernier produit peut étre vu comme un espace vectoriel engendré par les tenseurs d’ordre
1 x ® y. De plus, 'élément x ® y est une forme linéaire sur ’espace des formes bilinéaires
L(X x Y;K) telle que

z@y(T) =T(x,y),

pour tout 7" € L(X x Y;K). Pour rendre 'espace vectoriel X ® Y un espace de Banach,
on devrait définir des normes qui s’appellent normes tensorielles pour lesquelles 1’espace
X ®Y est complet, d’ott un espace de Banach. Il existe plusieurs normes tensorielles qu’on
peut définir sur X ® Y, par exemple la norme tensorielle injective ¢ (la plus petite norme
tensorielle) et la norme tensorielle projective 7 (la plus grande norme tensorielle). Il est

facile de montrer que si o une autre norme tensorielle on a
e<a<m.

Dans ce mémoire, on va faire une étude approfondie sur le produit tensoriel de Chavet-
Saphar. Ce mémoire contient trois chapitre.

Dans le premier chapitre, on discutera la structure vectorielle du produit tensoriel de deux
espaces de Banach, la relation entre un opérateur bilinéaire et sa linéarisation. On consacre
le reste de ce chapitre en étudiant les deux normes tensorielles célebres. Tout d’abord, on

munit 'espace X ® Y de la norme projectif suivante

7 (u) = inf {Z ] ||yi||} 7



Introduction

ou I'infimum est porté sur toutes les représentations possibles de u. Ensuite, on étudie le

produit tensoriel injectif, c’est I’espace vectoriel X ® Y muni de la norme suivante

e ( —sup{Zx ) y* (y:)

ol le supremum est porté sur toutes les représentations possibles de u. Cette norme est la

ot e Xyt GY*},

plus petite norme tensorielle.
Le deuxiéme chapitre a pour but d’étudier le produit tensoriel de Chevet-Saphar. On va

munir 'espace X ® Y de la norme suivante

g, (1) :mf{“(%) u—Zwy@}

ou l'infimum est porté sur toutes les représentations possibles de u. Certaines propriétés
importantes seront dévoilées au cours de ce chapitre.

Le troisiéme chapitre est consacré a étudier la relation entre I’espace des opérateurs p-
sommants et le dual du produit tensoriel de Chevet-Saphar. En commencant par un survol
sur les opérateurs p-sommants, ensuite les opérateurs Cohen fortement p-sommants en met-
tant I’accent sur quelques propriétés et résultats de ces deux types d’opérateurs. On termine
ce chapitre par donner la coincidence entre les classes d’opérateurs cituées ci-dessus et le

dual de produit tensoriel muni des normes de Chevet-Saphar.



Chapitre 1

Produit tensoriel entre espaces de

Banach

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on définit les espaces de Banach et de Hilbert. Certains exemples sont
donnés. Par la suite, on étudie les applications linéaires bornées ainsi que les applications
bilinéaires bornées. On étudie également la structure algébrique d’un produit tensoriel. On

termine ce chapitre en étudiant le produit tensoriel projectif et injectif.

1.2 Espaces de Banach et de Hilbert

Soit X un espace vectoriel sur le corps R. On appelle une norme sur X ’application
[l X — Ry,

qui satisfait aux conditions suivantes:

(i)Ve e X :|Jz|]| =0 <=z =0.

(17) Ve € X,VA € R: || z|| = [N ||z]]

(iid) Y,y € X« |z +yl| < [lofl + llyll.

Un espace vectoriel normé X est dit de Banach, si tout suite de Cauchy dans X est con-
vergente dans X. C’est & dire, un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet

pour la distance issue de la norme.



1.3. Espaces de suites

Proposition 1.2.1
1) Tout espace normé de dimension finie est un espace de Banach.

2) Tout sous espace fermé d’un espace de Banach est un espace de Banach.

1.3 Espaces de suites

Soit p un nombre réel tel que 1 < p < +oo. Rappelons que ¢, (N) = ¢, est 'espace vectoriel
des suites scalaires x = (z,), oy pour les quelles la série ) |z,|” converge. Alors ¢, (N)

neN
(noté par fois £, ) est un espace de Banach pour la norme ||.[|, définie par

1
p
Pour tout = = (zn),,cy € & ¢ [|2fl,, = (Z |mn|p> :

L’espace des suites scalaires = = (), bornées muni de la norme
]| = sup [z,
neN
est un espace de Banach noté /., (N) ou tout simplement /... On notera co (N) ou tout
simplement ¢y le sous-espace fermée de /., des suites qui convergent vers zéro. Soit 1 <

p* < oo le conjugue de p telle que

1.4 Suites vectoriels p-sommables

Soit X un espace de Banach. Une suite (z,,) (resp. (x;)1<i<n) dans X est absolument p-
sommables si la suite scalaire (||z,||) (resp. (||xi]|)1<i<n) est dans £,. On note £,(X) (resp.
y (X)) Tespace de suites () (resp. (7;)1<i<n) dans X absolument p-sommables muni de

la norme

1
oo P
||(xn)n||€p(X) = (Z ||1En||p) sil<p<oo
n=1

[@n)allxy = sup ||za si p = o0

L’espace de suites faiblement p-sommables. Une suite (z,) (resp.(z;)1<i<n) dans X

est faiblement p-sommables si la suite scalaire (z*(x,,)) (resp. (z*(x;)1<i<n) est dans ¢, pour



1.5. Applications linéaires bornées

tout 2* € X*. On note £}/ (X)(resp.£;" (X)) I'espace des suites (z;) (resp.(7i)1<i<n) dans X

faiblement p-sommables telle que
(X)) = {(zn)n C X : (2", 20), €L, 0" € X7}

muni de la norme:
1
n P
H(mn)n”%v(x) = S8up (E |z (xn)|p> sil<p<oo
Z‘*EBX* i=1

||<xn)n||1zg}o(x) = sup sup|z* (z,)] sl p =00
T*EBx* n

Si on munit un espace vectoriel d’'un produit scalaire, il lui fait donc un espace préhilbertien.

Ce produit scalaire peut générer une norme et par conséquent il engendre une distance. Alors

on donne la définition suivante.

Définition 1.4.1 (Espace de Hilbert). Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien

complet pour la distance issue du produit scalaire.

Théoréme 1.4.1 (L’espace l3). L’espace Uy est un espace de Hilbert dont le produit scalaire

est

<ZL’, y> = Z InlYn-

neN

Proposition 1.4.1 (Comparaison entre les espaces). Soit 1 < p < q < 0o. Nous avons

¢, C L,

1.5 Applications linéaires bornées

Soient X, Y deux espaces normés et u : X — Y une application. Elle est linéaire si
)Vr,ye X:u(z+y)=ul@) +u(y).
i) Ve € X,VA € R:u(Az) = Au(z).

Un opérateur linéaire u : X — Y est dit continue (borné) s’il existe C' > 0 tel que

Vo e X lu(@)] < Cal.



1.6. L’espace des opérateures bilinéaires

On note B(X,Y") lespace vectoriel des applications linéaires continues. On munit 1’espace
B(X,Y) de la norme des opérateurs suivante

Jull = sup [lu ()],
rEBx

ol By est la boule unité fermée de X. Si Y est espace de Banach, 'espace B (X,Y") devient
alors un espace de Banach.
Dual topologique. Soit X un espace vectoriel normé. On appelle dual topologique, et

on note X*, I'espace de Banach des formes linéaires continues sur X, i.e.,

X* = B(X,R)

1.6 L’espace des opérateures bilinéaires

Soient X, Y et Z trois espaces de Banach. Une application T': X XY — Z est dite bilinéaire
si il est linéaire par rapport & chaque composante. On note L (X X Y;Z) lensemble de
toutes les applications bilinéaires définies de X xY dans Z. On définit les opérations linéaires

suivantes:
(T1+T2) (l’,y) - Tl (fL’,y)-f-Tg (‘Tay)

(aT) (z,y) = ol (z,y),
ce qui donne & L (X xY;Z) une structure d’espace vectoriel. Un opérateur bilinéaire

T:X xY — Z est dit borné (continue) s’il existe une constante C' > 0 telle que
V(z,y) € X XY T (z,9)ll < Cllzf{lyl-

On note £ (X x Y;Z) lespace vectoriel des applications bilinéaires continues. Si Z = K
on notera £ (X x Y;K) = L (X xY) l'espace de formes bilinéaires sur X x Y. On munit

I'espace L (X x Y; Z) de la norme suivante

1T = sup T (z,9),

r€Bx,y€By

Si Z est espace de Banach, alors 'espace £ (X X Y'; Z) devient un espace de Banach.

Proposition 1.6.1 Les conditions suivantes sont équivalentes;



1.7. Produit tensoriel algébrique

1. T est continue;
2. T est continue au point (0, ...,0);

3. 1l existe une constante C > 0 telle que
1T (z,9)[| < Cllz]l lyl| pour tout (z,y) € X xY. (1.1)
Il est facile de voir que

ITII= sup ||T (z,y)|| =inf {C, satisfait (1.1)}.

r€Bx,y€By

1.7 Produit tensoriel algébrique

Soient X, Y deux espaces de Banach. Soient x € X et y € Y. On définit x ® y comme étant

une forme linéaire sur I’espace de formes bilinéaires £ (X x Y') comme suite
VIe L(X xY):z@y(T)=(T,z@y) =T(z,y).

On note X ® Y D'espace vectoriel engendré par les éléments de la forme x ® y avec © € X et
y € Y. L’espace X ® Y s’appelle espace de produit tensoriel algébrique de X et Y. On peut

repésenter cet espace sous la forme suivante

=1

XY = {Zl’i@)in?’LEN*,IL‘iEX,inY}.
D’apres la définition de X ® Y nous avons
XY CL(XxY)".

Nous allons voir certaines propriétés des éléments de X ® Y, commencgons par établir la

relation entre les opérations + et ®.
Proposition 1.7.1 Pour tous x,x1,x2 € X et y,y1,y2 € Y nous avons:

L (11 4+22)Q@y=110y + 12 @Y.

2.0+ 1y2) =Ry + QY



1.8. Produit tensoriel projectif

3 M@y =AMz)®y=12® (A\y) avec A € K.
4. 2@0=0®y=0.

Proposition 1.7.2 Soient XY deux espaces de Banach. Pour tout u = Z QY € XQY
i=1
les assertions suivantes sont équivalentes:

1. u=0.

2. Zx*(mz)y*(yl) =0 pour tout z* € X*,y* € Y*.
i=1

3. Zx*(mz)yl = 0 pour tout z* € X*.
i=1

4. Zy*(yi)xi = 0 pour tout y* € Y*.
i=1

Linéarisation. On associe & T un opérateur linéaire T définie sur le produit tensoriel

X ®Y par .
T(U) = ZT(%‘,%)’ (1.2)

n
avec u = Z r; ®y; € X ®Y. L'opérateur T' s’appelle linéarisation de T" qui est unique.
i=1

1.8 Produit tensoriel projectif

Soit a une norme sur ’espace vectoriel X ® Y. La norme « est dite raisonnable si pour tout

élément élémentaire r ® y on a

a(z@y) ==yl (1.3)
Soit a une norme raisonnable définie sur X ® Y. De la formule (1.3) on peut conclure que

n
pour tout élément ©u € X ® Y tel que u = Z T; ®y; on a
i=1

afu) = a<2x@-®yz-) <3 el e (1.49)

VAN



1.8. Produit tensoriel projectif

ou l'infimum est porté sur toutes les représentations de w.

Définition 1.8.1 Soient X,Y deux espaces de Banach. Dans le but de définir la plus grande

norme tensorielle, de la formule (1.4) on va considérer l'application suivante:

T: XY =Ry

Vue X @Y :7(u) = inf {Z ] Hyz-\l} :
=1

ot l'infimum est porté sur toutes les représentations de u.

Proposition 1.8.1 L’application m est une norme tensorielle raisonnable sur l’espace X ®

Y. Elle s’appelle norme projective.

Notation 1.8.1 On note X ®, Y [’espace vectoriel X ®@ Y muni de la norme projective
w. Généralement cet espace n’est pas complet sauf si X et Y sont de dimension fini. On
compléte donc Uespace X ®,Y afin d’avoir un espace de Banach, on le note X®,Y qui sera

appelé produit tensoriel projectif.

Lemme 1.8.1 Soient u € X®,Y et e > 0, alors il existe une représentation de u de la

forme u = Z x; ®y; telle que
i=1

S il gl < 7 (w) + <.
i=1

Théoréme 1.8.1 Pour tout u € X®,Y nous avons

7 (u) = inf {Z o] Hyin} ,

o0

ou linfimum est porté sur toutes les représentations de u de la forme u = Z i QY.
i=1

Dual du produit tensoriel projectif. Soient X, Y et Z trois espaces de Banach. On
note X ® Y le produit tensoriel algébrique de X,Y et X®,Y son produit tensoriel projectif
i.e.; le complété de X ® Y pour la norme projective. Si X =Y on écrit simplement @iX .

Soit T': X x Y — Z, aT on associe la linéarisation f, T:X®,Y — Z définie par

T (Z i @ yi) = ZT (74, i) - (1.5)



1.9. Produit tensoriel injectif

Remarque 1.8.1 Dans la formule (1.5) on a utilisé une représentation finie de u malgré
que lespace de Banach X®,.Y contient probablement d’autre représentation infinie de .
La continuité de T sur Uespace X @Y et la densité de X @ Y dans X®,Y permettons de

redéfinir la formule en utilisant les représentations infinies.

Proposition 1.8.2 L opérateur linéaire T est bien défini, unique et
|7|| =1

Comme conséquence de ce qui précéde on a le résultat suivant.

Théoréme 1.8.2 Nous avons l'identification isométrique suivante
L(XxXY;Z)=B(X®,Y;Z),

LXxY;Z) — B(X®,Y;Z2)

via l’application -
T = ®(T)=T

Cas particulier Le dual de X®,Y s’identifie a 'espace des formes linéaires bornées

(X®,Y) =L(X xY).

1.9 Produit tensoriel injectif

La norme injective est la plus petite norme tensorielle qu’on peut munir I'espace X ® Y. Sa
définition simple lui fait comme une norme importante et son utilisation rameéne beaucoup
de propriétés et applications intéressantes.

Construction de la norme tensoreille injectif. Notons que les éléments du produit

tensoriel X ® Y peuvent étre vu comme des formes bilinéaires sur I'espace X* x Y*. Si
n

E x; ® y; une représentation quelconque de u, alors la forme bilinéaire associée est donnée
i=1
par

B, (z*,y") = Z o (2) Y (yi) -

On constate donc que X ® Y se plonge canoniquement dans I’espace des formes bilinéaires

L (X* x Y*).On définit donc la norme injective sur X ®Y comme étant la norme induite par

10



1.9. Produit tensoriel injectif

ce plongement. Autrement dit, on voit tout élément de X ®Y comme une forme bilinéaire de

L (X* x Y*) puis on calcul sa norme correspondante. En effet, soit u = Z iRy € XQY,
i=1
sa norme dans £ (X* x Y*) est

HUHLZ(X*XY*) = sup |Bu (.T*,y*)|
T*EBx* ,y*EBy*

Zw* (i) y* ()] -

= sup
T*EBx* ,y*EBy*

Définition 1.9.1 On définit la norme injective de u par

s(u):sup{ '

> a (@) y* (u)

, " € Bx«,y" GBy*}.

Remarque 1.9.1 La norme injective est une norme induite de celle de ’espace des formes

bilinéaires, c’est a dire elle vérifie toutes les hypothéses des normes classiques.

Notation 1.9.1 On note X ®.Y le produit tensoriel X ® Y muni de la norme injective.
Le complété de X ®.Y pour cette norme sera noté XR®.Y, qui appelé le produit tensoriel
mjective de X et'Y.

Nous avons maintenant quelques propriétés élémentaires de la norme injective.
Proposition 1.9.1 Soient X, Y deux espaces de Banach, alors:

1. Pour tout u de X ® Y on a e(u) < 7(u).
2. e(x ®@y) = ||z|| lly|| pour chaque x € X, y €Y.

3. Six* € X*, y* € Y*, alors x* ® y* est une forme linéaire bornée sur X®.Y et

[ @y = [l "]l -

11



Chapitre 2

Produit tensoriel de Chevet-Saphar

2.1 Introduction

Les normes de Chevet-Saphar sont des normes tensorielles qu’on peut munir I'espace X ® Y.
Ces normes possédent beaucoup de propriétés et applications intéressantes. Notons que le
dual de I’espace de produit tensoriel de Chevet-Saphar coincide avec la classe des opérateurs

linéaires p-sommants.

2.2 Construction des normes tensoreilles de Chevet-
Saphar

Notons que les éléments du produit tensoriel X ® Y peuvent étre vu comme des formes
n

bilinéaires sur ’espace X* x Y*. Si E x; ® y; une représentation quelconque de u, alors la
i=1
forme bilinéaire associée est donnée par

B, (z",y") = Z " (i) y* (yi) -

On constate donc que X ® Y se plonge canoniquement dans I’espace des formes bilinéaires
L (X* x Y*). Commencons par un autre regard a la définition de la norme injective sur

le produit de tensoriel X ® Y. Nous nous rappelons que cette norme peut étre définie en

12



2.3. Les normes de chevet-Saphar

enfongant le produit tensoriel dans I’espace des opérateurs B (X*;Y") . Ainsi, soit u = Z T;®

e( —sup{ Zx x;) :x*GBX*}.

Puisque € est la plus petite norme tensorlel7 nous recherchons une norme qui domine cette

expression. Par 'inégalité de Holder

1 1

n p* n )

e(u) < sup (E |ﬂ7*(l’i)\p> (E H:%:Hp>
re€Bx+ \ i i=1

Cette formule dépend de la représentation choisie pour u. Nous arrivons donc a l'idée de la

définition de norme de Chevet-Saphar

1 1
Jull = inf ¢ sup (le*(%)lp*> (ley¢\|p> ,
i=1

T*EBx* i=1

ou l'infimum porte sur toutes les représentation de wu.

2.3 Les normes de chevet-Saphar

Les normes de Chevet-Saphar sont définies pour 1 < p < co comme suit

dp (u) = mf{H( i)l ene oy 1) e vry U—sz@@yz}, (2.1)

ou l'infimum porte sur toutes les représentations de u € X ® Y. Nous pouvons changer les

roles des normes faibles et fortes dans (2.1) pour définir une autre norme tensorielle

U_Z:@@yz}. (2.2)

m(X) || (yz)

gp (u) = mf{H( i)

Définition 2.3.1 (Norme transposée) Soit o une norme tensorielle sur X ® Y. La norme

transposée de o, notée o, est une norme tensorielle sur’Y @ X qui vérifie

al (Zyz ®$¢> =« (Z% ®yz‘> ;
=1 =1

XR®,Y =Y ®,:X.

dans ce cas nous avons

13



2.3. Les normes de chevet-Saphar

Proposition 2.3.1 Clairement, nous avons
9p = d;,.

pour chaque p.
] . s 24 2 A . 24 2 s 2 .
Il s’en suit que chaque propriété de d, peut étre interprétée comme propriété de g, et vice
versa. Nous avons aussi

X Ry, Y=Y®,X (2.3)

Par fois on rencontre par des versions suivantes des normes de Chevet-Saphar

dp (u) = lnf{ll( ey 1)l Willew v u—ZAaz@yz}, (2.4)

naturellement, nous avons une variation semblable pour g,. Pour prouver (2.4), dénotons

Uexpression donnée la par 6, (u) pour le moment. Nous notons d’abord que chaque représen-

tation de u de la forme Z \ix; ® y; peut étre écrite comme suite
i=1

Z T; & zyz )

et par conséquent

dp (w) < [[@a)ll e ey Qg vy < NI, (220

03 (X) [ (v:) ||égo(Y)

de ce qu’il suit que

dy (u) <6, (u).

n
D’autre part, laisser g x; ®y; étre une représentation de u . Nous pouvons écrire u en
i=1

tant que Z)‘ixi ® zi, ou A\ = ||yi|| et ||zl <1 pour chaque i. Puis
i=1

Op () < (W) lgy oy @)l )

et par conséquent

5, (u) < d (u).

Proposition 2.3.2 Soient X et Y deux espaces de Banach. Soit p € [1,00], alors g, est

une norme tesorielle sur X Q Y.

14



2.3. Les normes de chevet-Saphar

Preuve. Il est clair que pour tout u € X ® Y et tout scalaire a nous avons

gp(u) >0 et g,(au)=lalg,(u).

Soient y* € Y* ¥ € X* et u € X ® Y. L’action de (z*,y*) sur u est donnée par

[{(z”

Z

Alors,

ECL’I‘z z

(Z 2" <xi>\p> | <Z v’ <yi>|p*) p

S e T oo T s

IA

Par prendre I'infimum sur toutes les représentation de u, on obtient

(@ y7) wl < [l ly*[ gp (w) -

Maintenant, supposons que g, (u) = 0, alors pour tout z* € X* et y* € Y*

0= ((w Zx )y (i),

par la Proposition 1.7.2, on a

u=0.

On montre maintenant I'inégalité triangulaire pour g,. Soient u;,us € X ® Y, Soit € > 0.

Par la définition de g, on peut trouver une représentation de u4

!
= Z Z1i @ Y1is
i=1
telle que

1Gz12);ll g ey 1190

Remplacons (xy;) et (y1;) par

by )Sgp(“1)+5~

. T4 _ Yii
X1y = 1 v Y =

T 1
||(332)z 42()() ||(yli)i||g;;“(y) ||(yli)z‘||2),g(y) ||(l‘i)i||%(x)

15



2.3. Les normes de chevet-Saphar

on trouve

1
%

) ||(yli)z‘||glpv;“(y) < (gp (u1) + )7 .

SIS

N1l ey < (6 (1) +2)

Méme chose pour us, on choisi une représentation

S
Uy = E T2i & Yai,
i=1

telle que
[(@2:);

Encore, remplagons (z2;) et (y2;) comme dans la précédente on obtient

05 (X) I[(v:), e (Y) < gp (u2) +¢.

[(22:);

1 1
£5(X) < (gp (u2) + )7, l(y21); () < (9p (u2) +€)7" .

Donc nous avons

Gp (U1 + ug)
1 L
’ * * p
< (Il + 120l (10w, + 108 )
1 1
< (9p (u1) + gp (u2) + 26)7 (gp (u1) + gp (uz) + 2¢) 7"

< gp(ur) + gp (u2) + 2¢.

En faisant tendre ¢ vers 0, on obtient 'inégalité triangulaire pour g,.

Remarque 2.3.1 Avec un argument similaire de celle de Proposition précédente, on peut

établir que d, est norme tensorielle sur X @ Y.

Notation 2.3.1 On note X ®,, Y le produit tensoriel X ® Y muni de la norme g, et
X ®a, Y le produit tensoriel X @ Y muni de la norme d,. Le complété de X ®@, Y et

X ®q,Y seront notés X @QPY et X @de respectivement, qui sont appelés le produit tensoriel

de Chevet-Saphar de X et'Y.

Il est facile de montrer la Proposition suivante.

16



2.3. Les normes de chevet-Saphar

Proposition 2.3.3 Pour tout 1 < p,q < oo, d, et g, sont des normes tensorieles. Sip < q

alors

dy>d, et g, > gy

Sip=1,o0na

dlzglzﬂ'.

Nous avons maintenant quelques propriétés élémentaires des norme de Chevet-Saphar.
Théoréme 2.3.1 Soient X, Y deux espaces de Banach, alors:

1. Pourtoutl <p<ooetudeX®Y ona

gp(u) < m(u).
2. gp(z ®@y) = ||z|| ||lyl| pour chaque xz € X, y €Y.
3. Sz e X*, y* e Y™ alors x* ® y* est une forme linéaire bornée sur X@)%Y et
gp (" @ y") = [lz* [ ly™ -
Preuve.

1. Soitu € X ®Y tel que u = le ® 1;. Nous avons

i=1

gp(u) = inf{ll(%)ll (i)l - U—sz@wz}ﬁ [ @) I, 1 (ya)l
1 Bl
n P P
< () s (S )
i=1 yreByx \ =1
1 1
n P p*
< () (L)
i=1
en substituant x; par L - et y; par i — on obtient
il 7 il lyll P llasll P*
D — e —— -y PR
Tzl Nyl (el ||331|| S el

17



2.3. Les normes de chevet-Saphar

p=1 1 Pl 1
en remarquant que 5 o~ = 0 et p= 5= 0, alors
ul T ® : = U
Sl il ™ Nl T sl

Alors,

e

p*

SIS

S

—~

£
A\

1
P

p\ L
< [ IIyZII*E ) =1
1
[Ji[|” "<

<
— 1 _
< il P~ Ml ;Hyi

[EAN
i=1

il 7 IIIzH

1
=

1 '
1 -1
T ||

en prenant 'infimum sur toutes les représentations de u, on trouve

gp (u) <7 (u).
. Nous avons

g(wey) = it {Jall, Iyl v =22y}
= inf {Jjo] gl : v =z @y}

= lllyll-

. Soient x* € X*, y* € Y* Daction de z* ® y* sur un élément u € X@QPY est donnée

par

:E®y Zm x, Z.

18



2.3. Les normes de chevet-Saphar

Alors, d’une part

|[z*@y"|| = sup |[2"@y" (u)
QP(U)SI

n

>t () y* (vi)
[l [ {]y* ] sup

=1
E (i)
gp(u)<1 H ”

< el s (anznp)
-

= sup
gp(u)<1

IN

=
*
N~
e

< ll"[Hly* H sup || (z:)

gp(u)<1
en prenant 'infimum sur toutes les représentations de u, on trouve
2" @y < lz*[[ ly*] sup gy (w) = [l2"( ly"]| -
gp(u)<1
D’autre part,

[yl = sup 2" (2) 5" ()]
Jall<1,lyll<t

= sup  |2" ®@y" (z,y)]
2] <1, [yll<1

< sup |zF @y (u)|=llz" @y .
Qp(u):1

Proposition 2.3.4 Soient X,Y deux espaces de Banach,alors pour tout 1 < p < oo et u de
X®Y ona

e (u) < gp(u).

Preuve. Soit u € X ® Y tel que u = Z x; ® y;. Nous avons

i=1
e(u) = sup x* (x) y* (ys
() T*EBx* ,y*€By* ; ( ) ( )

n

< sup Z 2 (i) y* (vi)] -

T*EBx* ,y*E€By* i—1

19



2.3. Les normes de chevet-Saphar

Par Holder on trouve

e(u) < sup (Z " (xz)’p> p (Z ly* (yz)’p> p

r*EBx* ,y*E€By* i1

(Z ”%Hp) p . sup (Z ly* (yz)’p)

*€ By *

1
pT

IN

en prenant 'infimum sur toutes les représentations de u, on obtient
e (u) < gp(u).
Avec un argument similaire au précédent on peut démontrer le résultat suivant. m
Théoréme 2.3.2 Soient X, Y deux espaces de Banach, alors:
1. Pourtoutl <p<ooetudeX®Y ona

£ (u) < dp(u) < m(u).

2. dp(x ®@y) = ||z|| ly|| pour chaque z € X, y €Y.

3. Stz e X*, y* e Y™ alors x* ® y* est une forme linéaire bornée sur X@de et

dy (z" @ y*) = [l" [ Iy -

20



Chapitre 3

Les opérateurs linéaires p-sommants

Nous allons étudier dans ce chapitre les opérateurs linéaires p-sommants et Cohen fortement
p-sommants. Une relation importante entre ces derniéres classes et le dual de produit

tensoriel de Chevet-Saphar sera établie.

3.1 Opérateurs de rang fini

Définition 3.1.1 (Opérateurs de rang fini). Un opérateur linéaire T € B (X,Y") est de rang
fini si

dim (Im (7)) < oc.

L’espace des opérateurs de rang fini sera noté By (X,Y).

Exemple 3.1.1 i)

T7: X — Y
T — T(m)zO’

est de rang fini (l’opérateur nul) et dim (Im (7)) = 1.

ii) Si dim (X) = m, alors touts les opérateurs linéaires définies de X dans 'Y (Y est un

espace de Banach quelconque) est de rang fini. En effet

dim(Im (7)) < dim (X) = m.

21



3.2. Les opérateurs p-sommants

iii) Tout forme linéaire x* € X*est de rang fini. En effet

{o}
R

v (X) =

si x* # 0, alors il existe xg € X tels que x* (xo) # 0. Posons x; = pTEE

Danc z* (1) =1 et VAER, on a
r* (Axy) = Ax* (1) =\

Proposition 3.1.1 Soit T : X — Y opérateur linéaire. Donc, T est de rang fini si et

seulement sl existe x7 € X*, y; € Y tels que

T (z) = ijl z; (x)y; pour tout x € X.

3.2 Les opérateurs p-sommants

Les opérateurs linéaires p—sommants sont introduits par Pietsch en 1967 pour tout p.
Pietsch a montré son célebre théoreme de factorisation avec quelques propriétés fonda-

mentales.

Définition 3.2.1 Soient X,Y deux Banach etT € B(X,Y). On dit que T est p—sommant
pour 1 < p < oo s’il existe une constante C' > 0, telle que Yn € N, Vay,...,x, C X on a

(Z ||T($z‘)||p> p < C sup <Z 2" ($¢)|p) p : (3.1)

T*EB x*

On note par 1L, (X;Y) l'espace de Banach de tous les opérateurs linéaires p-sommants entre

X etY avce la norme suivante
7,(T) = inf{C, vérifiant (3.1)}.

Exemple 3.2.1 Tout opérateur de rang fini est p-sommant pour tout 1 < p < oo.
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3.2. Les opérateurs p-sommants

Exemple 3.2.2 Soit K un espace compact de Hausdorff, soit i une mesure positive sur K

et soit 1 < p < oco. Pour tout ¢ € Ly(11), on définit lopérateur de multiplication

T, : C(K) — Ly(p
f — f

cet opérateur est linéaire et p—sommant de plus

m(T) = llell, -

Exemple 3.2.3 L opérateur canonique

est p—sommant de plus

Proposition 3.2.1 Soient T € 11, (X,Y), v : E — X linéaire continue et w : Y — F
linéaire continue. Alors,

wl'v est p—sommant et
mp (wT'v) < [wl|m, (T) [|v]]
Preuve. Nous avons,
lwTv() || < lwll [ T(e()], Ve E.

Soit n € N et z1, ..., z, dans E alors {v(xy),...,v(z,)} C X,donc

n 1/p %
(Z IIT(U(%))II”> ) Selgp * (Z (v ) ,

1

p

up § I |
I *€Bxx

IN

IN

v*(€)
o]

On pose n = € Bg+, donc

23



3.2. Les opérateurs p-sommants

(i:iluT(v(m)up)wgwpm il s (31t

neBg* =1
d’ou
n 1/p n P
(znwn(a:i)np) < wll 7o (T) [1o] sup( |<asi,n>|p)
i=1 neBpe \i=1

et par conséquent wl'v € IL,(E, Z) et

mp(wTw) < flwl[wp(T) [Jo]] -

Corollaire 3.2.1 Soit X, un sous espace d’un Banach X et T € I1,(X,Y). Alors
T/x, €11, (Xo,Y) etm, (T/x,) <mp(T).
Proposition 3.2.2 (Injectivité). Sii:Yy — Y est une isométrie, alors
Tell,(X,Yy) < iT €1l,(X,Y)

Dans ce cas, on a

7 (1) = m, (iT) .
Théoréme 3.2.1 (Théoréme d’inclusion). Soit T € B(X,Y) et 1 <p<qg<o0. On a
IL,(X,Y) CcI, (X,Y),

et
mq (T) < mp (7).

Preuve. Soit n € N et xq,...,x, C X. On pose \; = HT(xZ-)H(%)fl, alors
1T (z)lI" = T (M) [|” -

Comme T est p—sommant, on a

RSl

(& ||T<xi>||Q)’l’ = (S1r o)

< 7, (T) sup ( Afrx*<:c@->|p)’°
1

(L'*EBx* 1=

24



3.3. Théoréme de factorisation de Pietsch

. ORI . 1 1 :
Puisque p < g et d’apres I'inégalité de Holder (W T @ = 1), on obtient
1 a-p 1
n p n _pq_ pq n q
(Eir@ir) < m(EA7) " s (Sl )"
i=1 i=1 a*€Bxx \i=1

q n %
. sup " ()" ) -
ZE*GBx* Z:l

VAN
)

.~
=
T~

NIER
~
)
=
~
|
|
|

Ce qui entraine que

(Z I <xi>uq) "< (1) s (Z o <xi>rQ> q

et par conséquent 1" est g—sommant et 7, (T) < 7, (7). m

3.3 Théoréme de factorisation de Pietsch

Le théoréme suivant d a Pietsch établi une caractérisation importante des opérateurs p-

sommant. Comme la démonstration de ce Théoréme est trés connue on va ’omettre.

Théoréme 3.3.1 Soit T : X — Y un opérateur linéaire. T est p—sommant et 1 < p < oo
si et seulement s’il existe une probabilité de radon A\ sur (Bx«, o (X* X)), une constatnte

C > 0 telles que

vre X, |IT (@) <C </B 2 () dA (x*)) " (3.2)

X *

Nous avons

7, (T) =1int {C : vérifiant l'inégalité (3.2)} .

Remarque 3.3.1 (importante). L’inégalité (3.2) de Pietsch implique qu’il existe T dans

B (S, Y) tel que le diagramme suivant soit commutatif

X — Y
il 1T
s 5 g,
N N

C(K) -1 L,(K,\

avec T=Toj/Soi et HTH =, (T).
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3.4. Les opérateurs Cohen fortement p-sommants

Ou K = (Bx+, 0(X*,X)),C(K) = {des fonctions continues sur K}, i : X — S,
i(x) = ¢, qui est une isométrie injective, j : C (K) — L,(K,\) est l'injection naturelle,

___Ly(K,

et m,(j) =1 (j/S est j restreint . S), S, = j(S)
Corollaire 3.3.1 Si T est 2-sommant alors T se factorise par Lo, (K, \) et Lo (K, \).

Proposition 3.3.1 Soit X, un sous espace d’un Banach X et T € Iy (X,,Y). Alors il

existe une extension sous linéaire de T, soit T : X — Y, 2-sommant et mo(T) < 7y (T).

3.4 Les opérateurs Cohen fortement p-sommants

Soit v : X — Y un opérateur linéaire entre espaces de Banach. On définit 'opérateur
adjoint de u par u* : Y* — X* tel que: y* — u* (y*), ot u* (v*) : X = K, x — u* (y*) (x) =
y* (u(x)) . Pietsch en 1967 a montré que l'opérateur identité de I; dans 3, qui est 2-sommant,

a un adjoint qui n’est pas 2-sommant.

Définition 3.4.1 Un opérateur u entre espaces de Banach X,Y est Cohen fortement p-
sommant (1 < p < o0) s’il existe une constante positive C' telle que pour tout n € N,

Ty T € X et y],..,yr €Y™, on a

-

>l p0)l < C (Z ||xi||p)p sup (6 W), - (33

i=1 yeBy

La plus petite constante C, notée dy(u), telle que Uinégalité (3.8) a lieu, définit la norme
fortement p-sommante sur lespace de Banach D,(X,Y’) de tous les opérateurs Cohen forte-
ment p-sommants de X dansY . Dy(X,Y )coincide avec B(X,Y') l'espace B(X,Y') des opéra-

teurs bornés de X dans'Y.

Proposition 3.4.1 Propriété d’idéal. SiT € D,(X;Y) et uw € B(G;X), v e B(Y;Z),
alors vo T owu est dans D, (G; Z) et

dy (vo T ou) <ol dy (T) ||ull -

Proposition 3.4.2 L’espace D,(X,Y) contient tous les opérateurs linéaires de rang fini.
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3.5. L’opérateur adjoint d’un opérateur linéaire

Preuve. Il suffit de montrer la propriété pour les opérateurs de la forme

T = 2 o3 ) )

= Z| () y,y)| = Z|$*($z)||<y,yf>’

=1

par Holder

IN

(Z z* (:m)\”) p <Z |y, v5) p*) p

<yl =7 <Z II(%)H”) sup 1y W)l

n .
p*

D'ou, T € D,(X,Y) et
dp (T) = [yl |="]] -

3.5 L’opérateur adjoint d’un opérateur linéaire
Soient X,Y deux espaces de Banach. Si T € B(X;Y), on définit l’adjoint de T :
T Y- X"y—->T"): X—>R

par T* (y*) () = y* (T (x)). Une question naturelle est d’étudier la connexion entre les

opérateurs linéaires et leurs adjoints pour la notion de sommabilité.

Théoréme 3.5.1 Soit 1 < p < oo. Soient T € B(X;Y) et T* son adjoint. Les propriétés

suivantes sont équivalentes:

1. T est Cohen fortement p-sommant.

2. 1l existe une probabilité de Radon i sur By~ telle que, pour tout x € X, et tout
Y" € Ly

(T (@), 9" < Cllzlx Nyl (3-4)

P*(p)
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3.6. L’espace dual de X@QPY et X@de

Corollaire 3.5.1 Les propriétés suivantes sont équivalentes:
(1) T est Cohen fortement p-sommant.
(2) T* est un opérateur linéaire p*-sommant.
De plus
d, (T') = mp« (T™) = inf {C vérifiant (3.4)} .

Preuve. (1)=-(2) Supposons que T est Cohen fortement p-sommant,

(T (@), 5"} < dy () 2] (S, Y dp(y™)) "

v (YY)

pour tout z € X et y* € Y*. Alors

IT* ()| = sup |7° (") ()] < iy (7) ( f,.. a

lel <1

v ()

Y dp(y™))
Par le théoréme de domination de Pietsch, T* € I« (Y*; X*) et

e (T7) < d, (T).
(2)=(1) Supposons que T* € IL,- (Y*; X*). Nous avons

(T (@), = [T (y") ()]
17 (o)l ] -

Par le théoreme de domination de Pietsch pour les opérateurs linéaire p*-sommants

IN

T (), 50 < e () el (S ™ 1) daly™))

Donc, T est Cohen fortement p-sommant et

d, (T) < 7 (T7).

3.6 L’espace dual de X@QPY et X@de

Nous allons dans ce paragraphe montrer que le dual X @QPY et X <§>de coincide avec 'espace

des opérateurs p-sommants et Cohen fortement p-sommants. Revenons a la définition des
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3.6. L’espace dual de X@QPY et X@de

normes de Chevet-Saphar d’'un élément u = Z T ®y;de XY

=1

dp (u) =inf{||(fri)l|gnw 1)l vy U_sz®yz}7

ou l'infimum porte sur toutes les représentations de u € X ® Y,

U—Z%@yz}.

Théoréme 3.6.1 L’espace des opérateurs linéaires p*-sommants de X dans Y* coincide

(X)) || (yi)]

gp (u) = mf{H( i)

avec le dual du produit tensoriel de Chevet-Saphar. C’est a dire nous avons
(X@de)* =1L (X;Y™) isométriquement.
Preuve. On pose 'application suivante

U IL(X;Y%) — (X®yY)
T — U (T)

ol
n

U(T) (u) = Y (), i) -

=1

Montrons que ¥ est isomrphisme ismétrique. Soit 7" € IL,-(X;Y™), alors

n

S (). )

1=1

()= sup [W(T)(u)|= sup

UEBX®de UEBX®de

par Holder, on trouve

< sw (ZHT@Z-)!IP*)p (Z||yi||p>p

< sup o mp (D) [[(0)ll gm0y 1)l vy
uEBX®de P
< me @ s it ) e 16 o, )
uGBX®de P P
< 7w (T) sup  dy(u) =mp (T).
ueBX®de
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3.6. L’espace dual de X@QPY et X@de

D’autre part,

(Z |7 <xi>||p*)

commeT : X —-Y*

finalement nous avons

1
p* n
= sup D (T()yd| = s [¥(T) (W)
([ = [ [ODNE e
< sup W (T)| dp ()
| (yi)?’zlneg(wgl
< sup U D@l ) 1@ llen, (v
|(y'i):,'1:1 e’g(y)gl
< DI x) -
est p*-sommant on a
e (T) < [ (D)
(@) =7, (1)

Alors, U est isométrique. Il reste donc de vérifier que ¥ est surjective: Soit B € (X @de)*.

On associe & B l'opérateur suivant

définie par

T

X =Y,

Tp(z)(y) = Bz @y).

Montrons que Tz est p*-sommant et que W (Tz) = B. Montrons que ¥ (T5) est p*-sommant

1
s

(Z T <xi>||p*)

sup

(Yi)iey ||[g(Y)S1

sup

<1

H (¥i)iza ||zg(y)

sup

ORI =

n

=1

B (Z T ® Y
=1

Bllg, 1]

0 (X) ”(?ﬁ')”eg(y) < HB“d,, [ ()]

ZB (zi ® yi)

i=1

sup
(Yi)iey ||ZE(Y)S1

< sup 18114, d» (1)

<1

H (¥i)iza ||zg(y)

£ (X)

donc, T est bien p*-sommant. Il reste de voir que ¥ (Tp) = B. En effet,

n

U (Ts) (u)

i=1

Z <TB (xz) 7yi>

n

ZB (zi ® yi)

=1

30
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3.6. L’espace dual de X@QPY et X@de

Alors ¥ est surjective et par conséquent que on a l'identification souhaitée. m
Par un argument analogue & celle du Théoréme précédent on peut facilement montrer le

résultat suivant.

Théoréme 3.6.2 L’espace des opérateurs linéaires Cohen fortement p-sommants de X dans

Y™ coincide avec le dual du produit tensoriel de Chevet-Saphar. C’est a dire nous avons
(X®,,Y)" = D,(X;Y™) isométriquement.

En faisant les mémes démarches, on peut montrer le résultat suivant qui va donner une

version utile en pratique.

Théoréme 3.6.3 Soit 1 < p < oco. Alors
(1) Nous avons (X®q,Y*)* = I« (X;Y) isométriquement.
(2) Nous avons (X®,,Y*)* = D,(X;Y) isométriquement.

Combinant (2.3.2) avec le Théoréme 3.6.2 on obtient une coincidence trés connue dans cas

linéaire.
Corollaire 3.6.1 Pour tout 1 < p < 00, nous avons

Dy(X;Y) = (X®, V") = (Y*'®4,X) =1I,- (Y*;X7).
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Conclusion

Conclusion

A la fin de ce travail on a étudier le produit tensoriel entre espaces de Banach.
Nous avons etudié le produit tensoriel de Chevet Sapher et ses proprietés.
Finalment, on présente la relation entre I’espace des opérateurs p-sommants et le dual

du produit tensoriel de Chevet Sapher.
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