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Introduction

Un idéal des opérateurs multilinéaires (ou multi-idéal)M est une classe d�opérateurs

multilinéaires bornés tels que pour tout X1; :::; Xm et Y des espaces de Banach on a :

M (X1; :::; Xm;Y ) est un sous espace de L (X1; :::; Xm;Y ) qui est invariant par rapport

à la composition d�un opérateur linéaire à gauche et m opérateurs linéaires à droite et

qui contient les opérateurs de rang �nis [Pie83]. Dans certains idéaux multilinéaires, la

généralisation est élémentaire. C�est le cas des opérateurs m-linéaires faiblement com-

pacts, ou complètement continus, des opérateurs intégraux et nucléaires, des opérateurs

de Hilbert-Schmidt et Cohen fortement p-sommants. La propriété véri�ée dans le cas

linéaire reste la même dans le cas multilinéaire. En revanche, dans le cas des opérateurs

p-sommants, la généralisation n�est pas unique ; de nombreuse dé�nitions ont été intro-

duites dans ce sens et de nombreux articles ont été consacrés à la notion de sommabilité

pour les opérateurs multilinéaires.

L�idéal Nm
p des opérateurs m-linéaires Cohen p-nucléaires entre les espaces de Ba-

nach sont dé�nies par Achour et Alouani dans [AA10] comme une extension naturelle

multilinéaire de l�idéal classique des opérateurs p-nucléaires [Coh73]. Ce multi-idéal ont

beaucoup de bonnes propriétés.

On fera une étude approfondie de cette classe d�opérateurs. On montrera qu�elle

conserve la plupart des propriétés du cas linéaire et qu�elle possède de bonnes propriétés

d�idéal. Grâce au théorème de Pietsch, on montrera que l�opérateur multilinéaire T est

Cohen p-nucléaires si et seulement si il existe un opérateur m-linéaire Cohen fortement

p-sommant S; et des opérateurs linéaires p-sommants uj tels que T s�écrit comme suit

T = S (u1; :::; um) :

Cela généralise le théorème de factorisation de Kwapień pour les opérateurs linéaires

p-nucléaires.

Notre travail est organisé comme suit :
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Dans le premier chapitre, nous rappelons les résultats importants et les dé�nitions

à utiliser plus tard. On introduit les applications multilinéaires avec quelques propriétés

fondamentales. Puis on dé�nit l�idéal multilinéaire. En �n on donne des exemples très

intéressent, qui sont les opérateurs Cohen fortement p-sommants [AM07] et les opérateurs

p-semi-intégrales [ÇP07].

Dans le deuxième chapitre. Nous montrons que l�espace des opérateursm-linéaires Co-

hen p-nucléaires (1 � p <1) est un Banach multi-idéal. On démontre l�analogue du théo-

rème de Domination de Pietsch, ce qui permet de représenter cet espace comme composi-

tion de l�espace Dm
p avec les espaces des opérateurs linéaires p-sommants. Cela généralise

le théorème de factorisation de Kwapień pour les opérateurs linéaires (p; p�)�dominés.

Nous exposerons dans le dernier chapitre, quelques notions des opérateurs multili-

néaires sommants. On essaye d�étudier la relation entre la classe des opérateurs Cohen

p-nucléaires et les di¤érents dé�nitions de sommabilité. Comme conséquence nous mon-

trons qu�en général tout opérateur m-linéaire Cohen p-nucléaire est faiblement compact.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans la première partie de ce chapitre, nous donnons la notion des opérateurs multi-

linéaires avec quelques propriétés fondamentales. Puis on introduit l�idéal des opérateurs

multilinéaires. La dernière partie sera consacrée à l�étude des exemples importantes sur

l�idéal multilinéaires, qui sont l�idéal des opérateurs Cohen fortement p-sommantes et les

opérateurs p-semi-intégrales.

1.1 Notations et dé�nitions de base

Soient X1; :::; Xm des espaces vectoriels normés, dont les normes sont notées respec-

tivement par :

k:k1 ; :::; k:km.

Le produit cartésien X1 � � � � �Xm = f(x1; :::; xm) : x1 2 X1; :::; x
m 2 Xmg des espaces

vectoriels est un espace vectoriel.

Si (x1; :::; xm) et (y1; :::; ym) deux points de X1 � � � � �Xm et � un scalaire alors :

�
x1; :::; xm

�
+
�
y1; :::; ym

�
=

�
x1 + y1; :::; xm + ym

�
�
�
x1; :::; xm

�
=

�
�x1; :::; �xm

�
.
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Il n�existe pas, sur le produit X1 � � � � �Xm, une norme qui s�impose plus qu�une autre,

on peut prendre par exemple l�une quelconque des normes suivantes :

(1) k(x1; :::; xm)kmax = max
1�j�m

kxjkj

(2) k(x1; :::; xm)k2 = (
mP
j=1

kxjk2j)
1
2

(3) k(x1; :::; xm)k1 =
mP
j=1

kxjkj
Par exemple l�espace Rm est un espace vectoriel normé, avec les normes données par

k:k1 ; k:k2 et k:kmax, dé�nissent au dessus.

Dé�nition 1.1.1. Un opérateur T de X1 � � � � �Xm dans Y est dit multilinéaire si

pour tout j = 1; :::;m et pour tout suite �xé �i (i = 1; :::; n) on a :

T (x1; :::;
nP
i=1

�ix
j
i ; :::; x

m) =
nP
i=1

�iT (x
1; :::; xji ; :::; x

m):

Autrement dit, T est multilinéaire si les opérateurs :

Tj : Xj �! Y

xj 7�! Tj (x
j) = T (x1; ::; xj; ::; xm) :

sont linéaires.

En particulier, on dit que T est bilinéaire si m = 2, trilinéaire si m = 3 et forme

multilinéaire si Y = K.

Exemple 1.1.2

(1)

T : K� :::�K �! K

(�1; :::; �m) 7�! �1�2:::�m

est un opérateur multilinéaire (m-linéaire)

(2)

T : K�X �! Y

(�; x) 7�! �x

5



est un opérateur bilinéaire (2-linéaire).

Dé�nissons les opérations suivantes

(T1 + T2) (x
1; :::; xm) = T1 (x

1; :::; xm) + T2 (x
1; :::; xm)

(�T ) (x1; :::; xm) = �T (x1; :::; xm)

ce qui donne à F(
mQ
i=1

Xj;Y ) une structure d�espace vectoriel, où F(
mQ
i=1

Xj;Y ) l�ensemble

de tous les applications de
mQ
i=1

Xj dans Y .

Dé�nition 1.1.3. Une application multilinéaire est continue si elle est continue en

fonction entre deux espaces vectoriels normés.

En conséquence de cette dé�nition, nous avons la caractérisation de la continuités aux

cas multilinéaires.

Proposition 1.1.4 (Multilinéaire borné). Soit T un opérateur multilinéaire de X1; :::; Xm

dans Y . Munissons X1 � � � � �Xm de la norme

kxkmax = max
1�j�m

kxjkj , (x = (x1; :::; xm))

les conditions suivantes sont équivalents :

(a) T est continue

(b) T est continue en point (0; :::; 0)

(c) kT (x1; :::; xm)k est borné sur le produuit des boules unité kx1k � 1; :::; kxmk � 1

(d) 9 M > 0 : kT (x1; :::; xm)k �M kx1k � � � kxmk .

Dans ce cas on dit que T est borné et on pose :

kTk = sup
kxjk�1
1�j�m

kT (x1; :::; xm)k :

Preuve

(a) =) (b) evident

(b) =) (c) on a : T continue en (0; :::; 0) =) 8" > 0;9� > 0 8x = (x1; :::; xm) 2

X1 � :::�Xm :
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kxkX1�:::�Xm � � =) kT (x1; :::; xm)kY � "

on pose

" = 1 9� > 0 : k(x1; :::; xm)kX1�����Xm � � =) kT (x1; :::; xm)kY � 1

alors 


�x1� ; :::; xm� �



X1�����Xm

� 1 =) kT (x1; :::; xm)kY � 1

donc

max

�


x1� 



X1
; :::;



xm
�




Xm

�
� 1 =)




T � �x1� ; :::; �xm� �



Y
� 1

on pose z1 = x1

�
; :::; zm =

xm

�
ce qui donne

kzjkXj � 1 8j = 1; :::;m =) kT (�z1; :::; �zm)kY � 1

=) 8 (z1; :::; zm) 2 BX1 � � � � �BXm : �
m kT (z1; :::; zm)kY � 1

=) 8 (z1; :::; zm) 2 BX1 � � � � �BXm : kT (z1; :::; zm)kY � ��m

donc T bornée sur BX1 � � � � �BXm.

(c) =) (d) soit (x1; :::; xm) 2 X1 � � � � �Xm (x
j 6= 0 8j) on a

kT (x1; :::; xm)k =



T �kx1k x1

kx1k ; :::; kx
mk xm

kxmk

�



= kx1k � � � kxmkT

�
x1

kx1k ; :::;
xm

kxmk

�
� M kx1k � � � kxmk

(d) =) (a) on a

T (x1; :::; xm)� T (a1; :::; am) =

T (x1 � a1; x
2; :::; xm) + T (a1; x

2 � a2; x
3; :::; xm) + :::+ T (a1; :::; am�1; x

m � am)

alors

kT (x1; :::; xm)� T (a1; :::; am)k �

kT (x1 � a1; x
2; :::; xm)k+ kT (a1; x2 � a2; x

3; :::; xm)k+ :::+ kT (a1; :::; am�1; xm � am)k
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d�après (d)



T �x1; :::; xm�� T (a1; :::; am)


 � M



x1 � a1




x2

 � � � kxmk+M



x2 � a2


 ka1k (1.1)

x3

 � � � kxmk+ ::+M kxm � amk ka1k ka2k � � � kam�1k

on a

k(x1 � a1; x
2 � a2; :::; x

m � am)k = max (kx1 � a1k ; ::; kxm � amk) � �

=) kxm � a1k � �; :::; kxm � amk � �

alors kxjk � kajk+ �, donc il existe un nombre A > 0 tel que

kxj � ajk � � 8j =) kxjk � A 8j .

L�inégalité (1.1) entraine donc

kT (x1; :::; xm)� T (a1; :::; am)k � M Am�1(
mP
j=1

kxj � ajk)

� m M Am�1�:

Alors la dernière inégalité montre que T (x1; :::; xm) tend vers T (a1; :::; am) quand simul-

tanément x1 tend vers a1; :::; xm tend vers am. Donc T est continue au point (a1; :::; am),

et la démonstration est achevée. �

Notations

On note L (X1; :::; Xm;Y ) l�ensemble des applications multilinéaires ; c�est un sous-espace

vectoriel de l�espace vectoriel F(
mQ
i=1

Xj;Y ) de tous les applications de
mQ
i=1

Xj dans Y .

On note L (X1; :::; Xm;Y ) l�ensemble de tous les applications multilinéaires continues de
mQ
i=1

Xj dans Y ; on a évidement

L (X1; :::; Xm;Y ) = F(
mQ
i=1

Xj;Y ) \ C(
mQ
i=1

Xj;Y ):
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Si X1 = ::: = Xm; on note L (X1; :::; Xm;Y ) = L (mX;Y ) et L (X1; :::; Xm;Y ) =

L (mX;Y ) :

Si X1 = ::: = Xm et Y = K; on note L (mX;K) = L (mX) et L (mX;K) = L (mX) :

Proposition 1.1.5. En utilisant le caractère multilinéaire de T , on a des expressions

équivalentes pour la norme précédente d�un opérateur multilinéaire et continu

kTk = sup
kxjkXj=1

1�j�m

kT (x1; :::; xm)k

= sup
xj 6=0

kT(x1;:::;xm)k
kx1k:::kxmk

= inf fk : kT (x1; :::; xm)k � k kx1k ::: kxmkg :

Proposition 1.1.6. Soit Y un espace de Banach, l�espace vectoriel normé L(mX;Y )

est un espace de Banach muni de la norme kTk :

Preuve

Il est claire que kTk est une norme sur l�espace L (mX;Y ) . Soit (Tk)k2N une suite de

Cauchy dans L (mX;Y ). Alors pour tout (x1; : : : ; xm) 2 Xm on a

kTk (x1; : : : xm)� Tn (x
1; : : : xm)k � kTk � Tnk kx1k � � � kxmk

et par conséquent (Tk (x1; : : : xm)) k est une suite de Cauchy dans Y , donc elle est

convergent vers T c�est à dire

lim
k!1

Tk
�
x1; : : : xm

�
= T

�
x1; : : : xm

�
(1.2)

Maintenant il su¢ t de montrer que T 2 L(mX;Y ). Puisque (Tk)k2N est une suite de

Cauchy dans L (mX;Y ) alors il existe une constante C > 0 ; telle que kTkk � C pour

tout k, donc par (1.2) kTk � C. Finalement T 2 L (mX;Y ) et la preuve est terminée: �

Si m = 1; on note L (X;Y ) l�ensemble de tous les applications linéaires continues T

de X dans Y; qui est aussi un espace de Banach, muni de la norme
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kTk = sup
kxk�1

kT (x)k :

Si Y = K alors on utilise L (X;K) = X�.

Soient n un entier, X un espace de Banach et 1 � p,p� � +1 (où p� est appelé

l�indice conjugué de p i.e.,1
p
+ 1

p� = 1). On note lp(X) ( resp. lnp (X))l�espace des suites

(xi) (resp.(xi)1�i�n) dans X absolument p-sommables, muni de la norme

k(xi)ikp = k(xi)klp(X) =

8><>:
(
+1P
i=1

kxikp)
1
p < +1 si 1 � p < +1

sup
i
kxik < +1 si p = +1

(resp.

k(xi)1�i�nkp = k(xi)1�i�nklnp (X) =

8><>:
(
nP
i=1

kxikp)
1
p < +1 si 1 � p < +1

sup
1�i�n

kxik < +1 si p = +1
).

D�une façons analogue, on désigne par lp (ou lp(K)) l�espaces des suites scalaires (�i)

telles que
1P
i=1

j�ijp < +1. C�est un espace de Banach pour la norme

k(�i)kp = (
1P
i=1

j�ijp)
1
p <1:

L�espace l1 est l�espace des suites scalaires (�i) bornées, normées par

k(�i)k1 = sup
i
j�ij :

L�espace l1 est complet pour cette norme. L�espace c0 est l�espace des suites scalaires

(�i) telles que lim
i�!+1

�i = 0. C�est un sous espace fermé de l1, donc un espace de Banach.

On note l!p (X) (resp. l
n !
p (X)) l�espace des suites (xi)i (resp.(xi)1�i�n) dansX faiblement

p-sommables, muni de la norme

k(xi)ikp:! = k(xi)ikl!p (X) =

8>><>>:
sup
�2BX�

(
1P
i=1

jh�; xiijp)
1
p < +1 si 1 � p < +1

sup
�2BX�

jh�; xiij < +1 si p = +1
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(resp.



(xi)1�i�n

p:! = 

(xi)1�i�n

ln;!p (X)
=8>>>><>>>>:

sup
�2BX�

(
nX
i=1

jh�; xiijp)
1
p < +1 si 1 � p < +1

sup
�2BX�
1�i�n

jh�; xiij < +1 si p = +1
):

On sait que lp (X) = l!p (X) pour tout 1 � p < +1 si et seulement si dim (X) < 1.

Si p = +1 on a l1 (X) = l!1 (X). On a aussi l
!
p (X) = L (lp� ; X) isométriqument pour

1 < p � +1 et l!1 (X) = L (c0; X).

Lemme 1.1.7. Soit 1 � p; p� � +1 tel que
1

p
+
1

p�
= 1. Pour tout x = (xn) 2 `p on

a

k(xn)kp = sup
�����P

n2N
ynxn

���� : (P
i2N
jyijp

�
)
1
p� � 1

�
: (1.3)

Preuve

Soit (xn) 2 `p, alors à partir l�inégalité de Hölder on a

��P
n2N xnyn

�� �Pn2N jxnynj � kxkp pour tous y 2 `q et kykp� � 1:

Donc le supremum concerné est au plus de kxkp :

On d�autre part, si x 2 `p, x 6= 0, le supremun dans l�égalité est égale C 2 R+, on

choisit � = (�j) 2 `p tel que j�jj = 1 et �jxj = jxjj pour tous j 2 N. Alors, pour

N 2 N su¢ samment grande, la quantité A =
 

NP
j=1

jxjjp
!� 1

p�

existe. On dé�nit y 2 `p�

par yj = A jxjj
p
p� pour 1 � j � N et yj = 0 pour j > N . Alors, par le choix de A, on

obtient

kykp� =
 

NP
j=1

Ap
� j�jjp jxjjp

! 1
p�

= A

 
NP
j=1

jxjjp
! 1

p�

=

 
NP
j=1

jxjjp
!� 1

p�
 

NP
j=1

jxjjp
! 1

p�

= 1:

Puisque p = 1 +
p

p�
et le choix de A; on obtient pour N 2 N :
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C �
����� NPj=1xjyj

����� =
����� NPj=1 j�jxjjA jxjj pp�

����� = A
NP
j=1

jxjj1+
p
p�

= A
NP
j=1

jxjjp

=

 
NP
j=1

jxjjp
!1� 1

p�

=

 
NP
j=1

jxjjp
! 1

p

:

D�où il suit que x 2 `p et C � kxkp, ce qui implique le résultat. �
Remarque 1.1.8. Pour tout (xi)1�i�n � X et pour toute suite de scalaires (�i),

1 � p � 1: Observons

(xi)1�i�n

p;! = sup�
���� nP
i=1

�i hxi; x�i
���� ; kx�kX� � 1; k(�i)klp� � 1

�
laquelle est une conséquence du Lemme 1.1.7

Nous allons également utiliser la dé�nition des idéaux multilinéaire au sens de Pietsch

[Pie83].

Dé�nition 1.1.9 (Opérateur de rang �ni). Un opérateur T 2 L (X1; :::; Xm;Y ) est

de rang �ni s�il est somme �nie des opérateurs de la forme

T = T
y
m


j=1

x�j
= x�1 
 x�2 
 � � � 
 x�m 
 y : X � � � � �Xm �! Y

(x1; :::; xm) �! x�1 (x
1) � � � x�m (xm) y

où x�j 2 X�
j , y 2 Y:

L�espace des opérateurs m-linéaires de range �ni noté Lf (X1; :::; Xm;Y ).

Dé�nition 1.1.10 (idéal des opérateurs m-linéaires). Un idéal des opérateurs m-

linéaires (ou multi idéal)M est une classe d�opérateurs m-linéaires bornés tels que pour

tout X1; :::; Xm et Y des espaces de Banach on a :

(1)Lf (X1; :::; Xm;Y ) �M (X1; :::; Xm;Y ) :

(2) (Propriété d�idéal) si T 2 M (X1; :::; Xm;Y ) ; uj 2 L (Ej;Xj) et v 2 L (Y ;F ) ; alors

v � T � (u1; :::; um) 2M (X1; :::; Xm;Y ) :
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Dé�nition 1.1.11

Si k:kM :M�!R+ satisfait :

(1
0
) (M (X1; :::; Xm;Y ) ; k:kM) est un espace de normé (Banach)

(2
0
) kAm : Km �! K;Am (x1; :::; xm) = x1 � � � xmkM = 1

(3
0
) kv � T � (u1; :::; um)kM � kvk

mQ
j=1

kujk kTkM :

Alors (M; k:kM) s�appelle multi-idéal normé (Banach multi-idéal) des opérateurs m-

linéaires.

1.2 Exemples des idéaux multilinéaires

1.2.1 Opérateurs m-linéaires Cohen fortement p-sommants

Dans cette section, nous présentons l�idéal multilinéaire des opérateurs m-linéaires

Cohen fortement p-sommants dé�nit en 2007 par Achour et Mezrag.

Dé�nition 1.2.1 [AM07] (Opérateurs m-linéaires Cohen fortement p-sommants).

Soient Xj (1 � j � m) ; Y des espaces de Banach. T 2 L (X1; :::; Xm;Y ) est Cohen

fortement p-sommant (1 < p � 1) s�il existe une constante C > 0 telle que pour tout

xj1; :::; x
j
m 2 Xj et tout y�1; :::; y

�
m 2 Y �, on a




�
T �x1i ; :::; xmi � ; y�i ��1�i�n


ln1 � C(
nP
i=1

mQ
j=1



xji

pXj) 1p supy2BY
ky�i (y)kln

p�
: (1.4)

La classe des opérareurs m-linéaires Cohen fortement p-sommants de X1�� � ��Xm dans

Y , notée Dm
p (X1; :::; Xm;Y ) ; est un espace de Banach pour la norme

dmp (T ) = inf fC véri�ant (1.4)g :

Pour p = 1; on a Dm
1 (X1; :::; Xm;Y ) = L (X1; :::; Xm;Y ) :

On sait que [AM07], T est Cohen fortement p-sommant (1 < p � 1) si et seulement s�il

existe une constante C positive et une probabilité de Radon � sur BY �� telle que, pour
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tout xj 2 Xj (1 � j � m) et y� 2 Y � on a

��
T �x1; : : : ; xm� ; y���� � C
mQ
j=1



xj

 R
BY ��

jhy�; �ijp
�
d�

! 1
p�

(1.5)

Proposition 1.2.2. L�espace Dm
p (X1; :::; Xm;Y ) est un multi idéal. i.e.,

(i) (Propriété d�idéal) si T 2 Dm
p (X1; :::; Xm;Y ) et uj 2 L (Ej;Xj) et v 2 L (Y ;F ), alors

v � T � (u1; : : : ; um) est dans Dm
p (E1; :::; Em;F ) et

dmp (v � T � (u1; : : : ; um)) � kvk dmp (T )
mQ
j=1

kujk :

(ii) Soit T 2 Lf (X1; :::; Xm;Y ), alors T 2 Dm
p (X1; :::; Xm;Y ) :

Preuve

(i) Soit
�
eji
�
1�i�n � Ej et (f �i )1�i�n � F � on a

nP
i=1

jhv � T � (u1 (e1i ) ; : : : ; um (emi )) ; f�i ij

=
nP
i=1

jhT � (u1 (e1i ) ; : : : ; um (emi )) ; v� (f �i )ij

� dmp (T ) (
nP
i=1

mQ
j=1



uj �eji�

pXj) 1p supy2BY
(
nP
i=1

jhv� (f �i ) ; yij
p�)

1
p�

� dmp (T ) (
nP
i=1

mQ
j=1

kujkp


eji

pEj) 1p supy2BY

(
nP
i=1

jhf �i ; v (y)ij
p�)

1
p�

� dmp (T )
mQ
j=1

kujk (
nP
i=1

mQ
j=1



eji

pEj) 1p supy2BY
kv (y)k (

nP
i=1

���Df �i ; v(y)
kv(y)k

E���p�) 1
p�

� dmp (T )
mQ
j=1

kujk (
nP
i=1

mQ
j=1



eji

pEj) 1p sup�2BF
(
nP
i=1

jhf �i ; �ij
p�)

1
p�

donc v � T � (u1; : : : ; um) est dans Dm
p (E1; :::; Em;F ) et

dmp (v � T � (u1; : : : ; um)) � kvk dmp (T )
mQ
j=1

kujk :

(ii) Soit T un opérateur de rang �ni dé�nie par :

T = T
y
m


i=1

xi
= x�1 
 :::
 x�n 
 y : X1 � :::�Xm �! Y

(x1; :::; xm) 7�! x�1 (x
1) :::x�m (x

m) y:
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On a

nP
i=1

jhT (x1i ; : : : ; xmi ) ; y�i ij =
nP
i=1

jx�1 (x1i ) � � �x�m (xmi ) hy; y�i ij

� (
nP
i=1

jx�1 (x1i ) � � �x�m (xmi )j
p
)
1
p (

nP
i=1

jhy; y�i ij
p�)

1
p�

� kyk
mQ
j=1



x�j

 ( nP
i=1

mQ
j=1



xji

p) 1p sup
y2BY

(
nP
i=1

jhy�i ; yij
p�)

1
p�

donc T 2 Dm
p (X1; :::; Xm;Y ) et dmp (T ) � kyk

mQ
j=1



x�j

 : �

1.2.2 Opérateurs m-linéaires p-semi-intégrales

La notion des opérateurs p-semi-intégrales introduite par Çaliskan-Pellegrino dans

[ÇP07] pour p � 1.

Dé�nition 1.2.3 [ÇP07] (Opérateurs m-linéaires p-semi-intégrales). Un opérateur

m-linéaire T 2 L (X1; :::; Xm;Y ) (Xj; Y sont des espaces de Banach arbitraires et m 2 N)

est p�semi-intégrale (1 � p <1) ; s�il existe une constante C > 0; et une mesure de

probabilité régulière � sur ��algèbre de borel B
�
BX�

1
� � � � �BXm

1

�
de BX�

1
�� � ��BXm

1

muni par le produit de la topologie ��faible �
�
X�
j ; Xj

�
telle que pour tout xj 2 Xj, et

tout 'j 2 X�
j (j = 1; :::;m) ; on a



T �x1; :::; xm�

 � C

24 R
BX�1

�����BX�m

��'1 �x1� :::'m (xm)��p d� ('1; :::; 'm)
35 1

p

: (1.6)

On note kTksi;p le plus petit nombre C tel que l�inégalité 1.6 est vraie pour tout xj 2 Xj.

L�opérateur T �! kTksi;p est une norme sur l�espace d�opérateurs multilinéaires p-semi-

intégrales qui sera noté Lsi;p(X1; :::; Xm;Y ):

Théorème 1.2.4 [ÇP07]. Soit T un opérateur multilinéaire continu de X1�� � ��Xm

dans Y: Il équivalente de dire.

(i) L�opérateur T est dans Lsi;p (X1; :::; Xm;Y ) :
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(ii) Il existe une constante positive C, telle que pour tous xj1; :::; x
j
n 2 Xj (j = 1; :::;m) on

a

(
nP
i=1



T �x1i ; :::; xmi �

p) 1p � C( sup
'j2BX�

j

j=1;m

nP
i=1

��'1 �x1i � :::'m (xmi )��p) 1p (1.7)

aussi, kTksi;p = inf fC véri�ant l�inégalité (1.7)g :

Proposition 1.2.5. L�espace
�
Lsi;p (X1; :::; Xm;Y ) ; k:ksi;p

�
est un idéal Banach des

opérateurs m-linéaires i.e.,

(i) (Propriété d�idéal). Si T 2 Lsi;p (X1; :::; Xm;Y ), Aj 2 L (Ej;Xj), j = 1; :::;m, et

S 2 L (Y ;F ), alors S � T � (A1; : : : ; Am) 2 Lsi;p (X1; :::; Xm;Y ) et

kS � T � (A1; : : : ; Am)ksi;p � kSk kTksi;p
mQ
j=1

kAjk :

(ii) Lf (X1; :::; Xm;Y ) � Lsi;p (X1; :::; Xm;Y ) pour 1 � p <1:

Preuve

(i) Soient m 2 N, ej1; : : : ; ejn 2 Ej (j = 1; : : : ;m) et kAjk 6= 0: Il su¢ t d�aprés (1.7) de

démontre que

(
nP
i=1



S � T � (A1; : : : ; Am) �e1i ; : : : ; emi �

p) 1p � C( sup
 j2BE�

j
;1�j�m

nP
i=1

�� 1 �e1i � : : : ;  m (emi )��p) 1p
(1.8)

tel que

E1 � : : :� Em

# A1 # Am
X1 � : : :� Xm �!

T
Y �!

S
G:

On pose C = kSk kTksi;p
mQ
j=1

kAjk ; on a
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(
nP
i=1

kS � T (A1 (e1i ) ; : : : ; Am (emi ))k
p
)
1
p

� kSk (
nP
i=1

kT (A1 (e1i ) ; : : : ; Am (emi ))k
p
)
1
p

� kSk kTksi;p ( sup
'j2BX�

j
;1�j�m

nP
i=1

j'1 (A1 (e1i )) : : : 'm (Am (emi ))j
p
)
1
p

= kSk kTksi;p
mQ
j=1

kAjk ( sup
'j2BX�

j
;1�j�m

nP
i=1

����'1(A1(e1i ))kA1k : : :
'm(Am(emi ))

kAmk

����p) 1p
On a Ej

Aj�! Xj

'j�! K;

on pose  j = 'j �
Aj
kAjk ; alors

(
nP
i=1

kS � T (A1 (e1i ) ; : : : ; Am (emi ))k
p
)
1
p �

kSk kTksi;p
mQ
j=1

kAjk ( sup
 j2BE�

j
;1�j�m

nP
i=1

j 1 (e1i ) : : : ;  m (emi )j
p
)
1
p ;

ce qui entraîne (1.8).

Ce qui implique S � T � (A1; : : : ; Am) est p�semi-intégrale, et

kS � T � (A1; : : : ; Am)ksi;p � kSk kTksi;p
mQ
j=1

kAjk :

(ii) Soient T un opérateur m-linéaire de rang �ni de X1�� � ��Xm dans Y , par dé�nition

de T , on a

T =
nP
i=1

m


j=1

x�ji 
 y:

L�opérateur T s�écrit comme la somme d�opérateurs m-linéaires de la forme

T (x1; : : : ; xm) = x�1 (x1) : : : x�m (xm) y:

Puis, il su¢ t de prouver que les opérateurs de la forme

T = Ty
mj=1x�j = x�1 
 : : :
 x�m 
 y;

pour x�j 2 X�
j (1 � j � m) et y 2 Y , sont dans l�espace Lsi;p (X1; :::; Xm;Y ). En e¤et,

soit
�
xji
�n
i=1

dans Xj (1 � j � m) ; on a
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nP
i=1

kx�1 
 : : :
 x�m 
 y (x1i ; : : : ; x
m
i )k

p

=
nP
i=1

kx�1 (x1i ) : : : x�m (xmi ) yk
p

� kykp
nP
i=1

jx�1 (x1i ) : : : x�m (xmi )j
p

= kykp
mQ
j=1

kx�jkp
nP
i=1

����x�1(x1i )kx�1k : : :
x�m(xmi )
kx�mk

����p
� kyk

mQ
j=1

kx�jk ( sup
'j2BX�

j
;1�j�m

nP
i=1

j'1 (x1i ) : : : ; 'm (xmi )j
p
)
1
p :

Donc T est p-semi-intégral et kTksi;p = kyk
mQ
j=1

kx�jk : �
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Chapitre 2

L�idéal des opérateurs multilinéaires

Cohen p-nucléaires

Dans ce chapitre on introduit les opérateurs m�linéaires Cohen p-nucléaires. On

donne quelques propriétés fondamentales. Puis on démontre le théorème de domina-

tion de Pietsch, ce qui permet de représenter cet espace comme composition de l�espace

des opérateurs m-linéaires Cohen fortement p-sommant avec les espaces des opérateurs

linéaires p-sommant (qui est la version multilinéaire du théorème de factorisation de

Kwapień).

2.1 Opérateurs multilinéaires Cohen p-nucléaires

La classe des opérateurs p-nucléaires introduite par Cohen dans [Coh73] et généralisée

au opérateurs Cohen (p; q)-nucléaires par Apiola dans [Api76]:

Rappelons q�un opérateur linéaire T : X �! Y est Cohen p-nucléaire (1 < p <1)

s�il existe une constante C > 0 telle que pour tout n 2 N; x1; :::; xn 2 X et y�1; :::; y
�
n 2 Y

on a ���� nP
i=1

hT (xi); y�i i
���� � C sup

x�2BX�
k(x� (xi))kp sup

y2BY
k(y�i (y))kp� :
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Maintenant nous donnons la version multilinéaire, introduite par Achour-Alouani dans

[AA10]:

Dé�nition 2.1.1. (Opérateurs multilinéaires Cohen p-nucléaires). Un opérateur m-

linéaire T : X1 � � � � � Xm �! Y est Cohen p-nucléaire (1 < p <1), s�il existe une

constante C > 0 telle que pour tout xj1; :::; x
j
n 2 Xj (1 � j � m) et tout y�1; :::; y

�
n 2 Y �;

on a

���� nP
i=1



T
�
x1i ; :::; x

m
i

�
; y�i
����� � C( sup

'j2BX�
j

1�j�m

nP
i=1

mQ
j=1

��
xji ; 'j���p) 1p sup
y2BY

k(y�i (y))kp� : (2.1)

La classe des opérateurs m-linéaires Cohen p-nucléaire de X1 � � � � �Xm dans Y , notée

Nm
p (X1; :::; Xm;Y ) ; et par

nmp (T ) = inf fC véri�ant (2.1)g :

Pour p =1, on a���� nP
i=1

hT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i i
���� � C( sup

1�i�n

mQ
j=1



xji

Xj) supy2BY
k(y�i (y))k1 :

En e¤et ���� nP
i=1

hT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i i
���� � C sup

'j2BX�
j

1�j�m

sup
1�i�n

mQ
j=1

��
xji ; 'j��� sup
y2BY

k(y�i (y))k1

= C sup
1�i�n

sup
'j2BX�

j

1�j�m

mQ
j=1

��
xji ; 'j��� sup
y2BY

k(y�i (y))k1

� C sup
1�i�n

mQ
j=1



xji

Xj supy2BY
k(y�i (y))k1 :

Exemple 2.1.2. Soient K un espace compact, � une mesure régulière de Borel posi-

tive sur K et soit 1 � p <1. Pour chaque g 2 Lp (�) on dé�nit un opérateur m-linéaire

de multiplication Tg 2 L (mC (K) ;Lp (�)), Tg (f 1; :::; fm) = g � f 1 � � � fm. Cet opérateur

est Cohen p-nucléaire et
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nmp (Tg) = kgkLp(�) :

En e¤et. Pour (f 1; :::; fm) 2 C (K1)� � � � �C (Km) et h� 2 Lp� (�) : On utilise l�inégalité

de Hölder, nous obtenons

nP
i=1

jhTg (f 1i ; :::; fmi ) ; h�i ij =
nP
i=1

jhg:f 1i :::fmi ; h�i ij

=
nP
i=1

kg:f1i :::fmi k
����� g:f1i :::f

m
i

kg:f1i :::fmi k ; h
�
i

�����
� (

nP
i=1

kg:f1i :::fmi k
p
Lp(�)

)
1
p ( sup
h2BLp

nP
i=1

jhh; h�i ij
p�)

1
p� :

Par conséquent,

(
nP
i=1

kg:f1i :::fmi k
p
Lp(�)

)
1
p = (

nP
i=1

R
jg:f1i :::fmi j

p
d�)

1
p

= (
R nP
i=1

mQ
j=1

jgjp
��f ji ��p d�) 1p

� sup
!j2K

(
nP
i=1

mQ
j=1

��f ji (!j)��p) 1p (R jgjp d�) 1p
� sup

!j2K
(
nP
i=1

mQ
j=1

��f ji (!j)��p) 1p kgkLp(�) :
Alors,

nP
i=1

jhTg (f 1i ; :::; fmi ) ; h�i ij � kgkLp(�) sup
!j2K

(
nP
i=1

mQ
j=1

��f ji (!j)��p d�) 1p sup
h2BLp

(
nP
i=1

jhh; h�i ij
p�)

1
p� :

D�où Tg est Cohen p-nucléaire et

nmp (Tg) � kgkLp(�) :

D�autre part, nmp (Tg) � kTgk = supkfjk�1 kTg (f 1; :::; fm)k � kTg (1; :::; 1)k = kgkLp(�) ;

d�où nmp (Tg) = kgkLp(�) :

Proposition 2.1.3. Si p = 1 ou p =1; on trouve la coïncidence suivante :

(1) Nm
1 (X1; :::; Xm;Y ) = Lsi;1 (X1; :::; Xm;Y ) :

(2) Nm
1 (X1; :::; Xm;Y ) = Dm

1 (X1; :::; Xm;Y ) :

Preuve

(1) Soit T 2 Nm
1 (X1; :::; Xm;Y ) : Alors
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���� nP
i=1

hT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i i
���� � nm1 (T ) ( sup

'j2BX�
j

1�j�m

nP
i=1

mQ
j=1

��
xji ; 'j���) sup
y2BY

k(y�i (y))k1

� nm1 (T ) ( sup
'j2BX�

j

1�j�m

nP
i=1

mQ
j=1

��
xji ; 'j���)sup
i
ky�i k :

En d�autre part, on a

nP
i=1

kT (x1i ; :::; xmi )k = sup
����� nP

i=1

hT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i i
���� : sup

i
ky�i k � 1

�
:

Ce qui implique

nP
i=1

kT (x1i ; :::; xmi )k � nm1 (T ) sup
xj�2BX�

j

1�j�m

nP
i=1

mQ
j=1

��
xji ; xj���� :
ainsi par (1.7), T est 1-semi-intégrale et kTksi;1 � nm1 (T ) :

Inversement, soit T un opérateur 1-semi-intégrale. On a���� nP
i=1

hT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i i
���� � sup

i
ky�i k

nP
i=1

kT (x1i ; :::; xmi )k

� kTksi;1 sup
'j2BX�

j

1�j�m

nP
i=1

mQ
j=1

��
xji ; 'j��� sup
i
ky�i k

� kTksi;1 sup
'j2BX�

j

1�j�m

nP
i=1

mQ
j=1

��
xji ; 'j��� sup
y2BY

k(y�i (y))k1 :

Donc T est un opérateur m-linéaire 1-nucléaire et nm1 (T ) � kTksi;1 :

(2) Soit T 2 Dm
1 (X1; :::; Xm;Y ). Alors

nP
i=1

jhT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i ij � dm1 (T ) sup
1�i�n

mQ
j=1



xji

Xj supy2BY
ky�i (y)kp� :

On d�autre part���� nP
i=1

hT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i i
���� �

nP
i=1

jhT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i ij

� dm1 (T ) sup
1�i�n

mQ
j=1



xji

Xj supy2BY
ky�i (y)kp� :
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Donc T 2 Nm
1 (X1; :::; Xm;Y ) et nm1 (T ) � dm1 (T ) :

Inversement, soit T 2 Nm
1 (X1; :::; Xm;Y ). Soit (�i) une suite scalaires. Alors���� nP

i=1

�i hT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i i
���� � nmp (T ) k(�i)k1 sup

1�i�n

mQ
j=1



xji

Xj supy2BY
ky�i (y)kp� :

D�après l�égalité (1.3) on a

nP
i=1

jhT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i ij � nmp (T ) sup
1�i�n

mQ
j=1



xji

Xj supy2BY
ky�i (y)kp� :

Donc T 2 Dm
1 (X1; :::; Xm;Y ) et dm1 (T ) � nm1 (T ). �

2.2 Propriétés

Le but fondamental de cette partie est de montrer que l�espace Nm
p (X1; :::; Xm;Y )

est un Banach multi idéal.

Proposition 2.2.1. Soit T un opérateur multilinéaire continu de X1� :::�Xm dans

Y . Alors :

L�opérateur T est Cohen p�nucléaire si et seulement si.

nP
i=1

jhT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i ij � nmp (T ) ( sup
'j2BX�

j

1�j�m

nP
i=1

mQ
j=1

��
xji ; 'j���p) 1p sup
y2BY

k(y�i (y))kp�

pour tout xj1; :::; x
j
n dans Xj (1 � j � m) et y�1; :::; y

�
n dans Y

�:

Preuve

=)) Résulte aisément de l�égalité(1.3). En e¤et, supposons que T dansNm
p (X1; :::; Xm;Y )

et soit (�i) une suite scalaires, on a
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nP
i=1

jhT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i ij = sup
����� nP

i=1

�i hT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i i
���� : k(�i)k1 � 1�

= sup

����� nP
i=1

D
T
�
�

1
m
i x

1
i ; :::; �

1
m
i x

m
i

�
; y�i

E���� : k(�i)k1 � 1�

� sup

8>><>>:nmp (T ) k(�i)k1 ( sup'j2BX�
j

1�j�m

nP
i=1

mQ
j=1

��
xji ; 'j���p) 1p sup
y2BY

k(y�i (y))kp� : k(�i)k1 � 1

9>>=>>;
� nmp (T ) ( sup

'j2BX�
j

1�j�m

nP
i=1

mQ
j=1

��
xji ; 'j���p) 1p sup
y2BY

k(y�i (y))kp� :

D�où

nP
i=1

jhT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i ij � nmp (T ) ( sup
'j2BX�

j

1�j�m

nP
i=1

mQ
j=1

��
xji ; 'j���p) 1p sup
y2BY

k(y�i (y))kp� :

=)) Immédiate.

Proposition 2.2.2. Si T 2 Nm
p (X1; :::; Xm;Y ), alors T est continue et kTk �

nmp (T ) :

Preuve

Soit T 2 Nm
p (X1; :::; Xm;Y ) ; alors pour tout x

j
1; :::; x

j
n 2 Xj (1 � j � m) et tout y�1; :::; y

�
n 2

Y �; on a

nP
i=1

jhT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i ij � nmp (T ) ( sup
'j2BX�

j

1�j�m

nP
i=1

mQ
j=1

��
xji ; 'j���p) 1p sup
y2BY

k(y�i (y))kln
p�
:

Pour n = 1, on a

jhT (x1; :::; xm) ; y�ij � nmp (T ) sup
'j2BX�

j

1�j�m

mQ
j=1

��
xj; 'j��� sup
y2BY

j(y� (y))j

� nmp (T ) sup
'j2BX�

j

mQ
j=1

kxjk


'j

 ky�k

� nmp (T )
mQ
j=1

kxjk ky�k :

Alors
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sup
y�2BY �

jhT (x1; :::; xm) ; y�ij � nmp (T )
mQ
j=1

kxjk :

ce qui implique

kT (x1; :::; xm)k � nmp (T )
mQ
j=1

kxjk :

Donc T est continue et kTk � nmp (T ) : �

Proposition 2.2.3. L�espace Nm
p (X1; :::; Xm;Y ) est un espace de Banach pour la

norme nmp (T ) :

Preuve

(i) Nm
p (X1; :::; Xm;Y ) est un espace vectoriel normé

(a) D�après la Proposition 2.2.2, on a

kTk � nmp (T ) = 0 () kTk = 0

() T = 0

(b) Soient � 2 K et T 2 Nm
p (X1; :::; Xm;Y ) ; on a

nP
i=1

jh�T (x1i ; :::; xmi ) ; y�i ij = j�j
nP
i=1

jhT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i ij

� j�jnmp (T ) ( sup
'j2BX�

j

1�j�m

nP
i=1

mQ
j=1

��
xji ; 'j���p) 1p sup
y2BY

k(y�i (y))kp�

donc �T 2 Nm
p (X1; :::; Xm;Y ) et

nmp (�T ) � j�jnmp (T ) (�)

ce qui impliqie

nmp (T ) = nmp

�
�
1

�
T

�
� 1

j�jn
m
p (�T ) (��)
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Donc, (�) et (��) donne

nmp (�T ) = j�jnmp (T ) :

(c) Soient T1; T2 2 Nm
p (X1; :::; Xm;Y ) ; on a

nP
i=1

jh(T1 + T2) (x
1
i ; :::; x

m
i ) ; y

�
i ij

=
nP
i=1

jhT1 (x1i ; :::; xmi ) + T2 (x
1
i ; :::; x

m
i ) ; y

�
i ij

�
nP
i=1

jhT1 (x1i ; :::; xmi ) ; y�i ij+
nP
i=1

jhT2 (x1i ; :::; xmi ) ; y�i ij

� (nmp
�
T1) + nmp (T2

�
)( sup
'j2BX�

j

1�j�m

nP
i=1

mQ
j=1

��
xji ; 'j���p) 1p sup
y2BY

k(y�i (y))kp� :

D�où T1 + T2 2 Nm
p (X1; :::; Xm;Y ) et nmp (T1 + T2) � nmp

�
T1) + nmp (T2

�
:

(ii) Nm
p (X1; :::; Xm;Y ) est complet.

Soit (Tn)n2N est une suite de cauchy dans Nm
p (X1; :::; Xm;Y ) : Alors

8" > 0;9n0 2 N;8k; k0 2 N;8k > k0 > n0 : kTk � Tk0k � nmp (Tk � Tk0) � ":

Donc (Tn)n2N est une suite de cauchy dans L (X1; :::; Xm;Y ) ; alors converge vers T .

Pour tout n 2 N on a (pour k � n0 �xé). On a 8k0 > n0 :

nP
i=1

jh(Tk � T ) (x1i ; :::; x
m
i ) ; y

�
i ij =

nP
i=1

limk0 jh(Tn � Tk) (x
1
i ; :::; x

m
i ) ; y

�
i ij

= limk0

nP
i=1

jh(Tn � Tk) (x
1
i ; :::; x

m
i ) ; y

�
i ij

� limk0 n
m
p (Tn � Tk)( sup

'j2BX�
j

1�j�m

nP
i=1

mQ
j=1

��
xji ; 'j���p) 1p sup
y2BY

k(y�i (y))kp�

� "( sup
'j2BX�

j

1�j�m

nP
i=1

mQ
j=1

��
xji ; 'j���p) 1p sup
y2BY

k(y�i (y))kp� :

D�où nmp (Tk�T ) � ": Ceci montre que T 2 Nm
p (X1; :::; Xm;Y ) et nmp (Tk�T )! 0. �
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Proposition 2.2.4

(i) Toute opérateur de rang �ni est Cohen p-nucléaire, c�est à dire Lf (X1; :::; Xm;Y ) �

Nm
p (X1; :::; Xm;Y ) :

(ii) (Propriété d�idéal) Si T 2 Nm
p (X1; :::; Xm;Y ), uj 2 L (Ej; Xj), j = 1; :::;m, et

w 2 L (Y; Z), alors w � T � (u1; :::; um) est Cohen p-nucléaire et

nmp (w � T � (u1; :::; um)) � kwknmp (T )
mQ
j=1

kujk :

Preuve

(i) Il su¢ t de montrer la propriété pour les opérateurs de rang un de la forme T =

x�1
 :::
 x�n
 y : (x1; :::; xm) 7�! x�1 (x
1) :::x�m (x

m) y (T comme une somme d�opérateurs

de rang un des opérateurs en tant que membre de l�espace vectoriel Nm
p ).

On a

nP
i=1

jhT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i ij =
nP
i=1

jhx�1 (x1i ) :::x�m (xmi ) y; y�i ij

=
nP
i=1

jx�1 (x1i ) :::x�m (xmi ) hy; y�i ij

� (
nP
i=1

mQ
j=1

��
xji ; x�j���p) 1p ( nP
i=1

jhy; y�i ij
p�)

1
p�

= kyk
mQ
j=1



x�j

 ( nP
i=1

mQ
j=1

�����xji ; x�j

kx�jk

�����p) 1p ( nP
i=1

���D y
kyk ; y

�
i

E���p�) 1
p�

� kyk
mQ
j=1



x�j

 sup
'j2BX�

j

(
nP
i=1

mQ
j=1

��
xji ; 'j���p) 1p sup
�2BY

(
nP
i=1

jh�; y�i ij
p�)

1
p� :

D�où T 2 Nm
p (X1; :::; Xm;Y ) et nmp (T ) = kyk

mQ
j=1



x�j

 (car kyk mQ
j=1



x�j

 = kTk �

nmp (T )):

(ii) Soit
�
eji
�
� Ej et (z�i ) � Z�. On a
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���� nP
i=1

hw � T (u1 (e1i ) ; :::; um (emi )) ; z�i i
����

=

���� nP
i=1

hT (u1 (e1i ) ; :::; um (emi )) ; w� (z�i )i
����

� nmp (T ) ( sup
��j2BX�j
1�j�m

nP
i=1

mQ
j=1

��
uj �eji� ; ��j���p) 1p sup
y2BY

khw� (z�i ) ; yikp�

� nmp (T ) ( sup
��j2BX�j
1�j�m

nP
i=1

mQ
j=1

��
eji ; u�j(��j)���p) 1p sup
y2BY

khz�i ; w(y)ikp�

� nmp (T ) ( sup
��j2BX�j

nP
i=1

mQ
j=1



u�j(��j)

 �����eji ; u�j (�
�
j )

ku�j (��j )k

�����p) 1p sup
y2BY

kw(y)k



(Dz�i ; w(y)

kw(y)k

E
)i





p�

� nmp (T ) kwk
mQ
j=1



u�j

 sup
'j2BE�

j

(
nP
i=1

mQ
j=1

��
eji ; 'j���p) 1p sup
�2BZ

khz�i ; �ikp�

Donc w � T � (u1; :::; um) 2 Nm
p (E1; :::; Em;Z) et

nmp (w � T � (u1; :::; um)) � kwknmp (T )
mQ
j=1

kujk �:

Corollaire 2.2.5. L�espace Nm
p (X1; :::; Xm;Y ) est un Banach multi idéal.

Preuve

Il est immédiate par la Proposition (2.2.3) et (2.2.4).

2.3 Théorème de domination de Pietsch

On présente maintenant le théorème de domination concernant cette classe. Avant

ceci, on donne le lemme de Ky Fan pour la preuve le lecteur pourra consulter [DJT95].

Lemme 2.3.1 (Ky Fan). Soient E un espace topologique séparé, C une partie convexe

compacte de E. Soit M un ensemble de fonctions dé�nies sur C à valeurs dans

(�1;+1] véri�ant les propriétés suivantes :

(a) Toute f 2M est convexe et semicontinue inférieurement.

(b) Si g 2 conv(M), il existe f 2M telle que g (x) � f (x), 8x 2 C.

(c) S�il existe r 2 R telle que pour toute f 2M , f (x) � r.
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Alors, il existe x0 2 C telle que f (x0) � r 8f 2M .

On dit qu�une fonction f : X �! R est semi-continue inférieurement (sci) si, pour

chaque réel �, f�1 (]�;+1[) est un ouvert de X.

Théorème 2.3.2. Soit T un opérateur multilinéaire continu de X1 � ::: �Xm dans

Y . Alors les propriétés suivantes sont équivalents :

(i) L�opérateur T est Cohen p-nucléaire.

(ii) Ils existes des mesures de radon �j 2 C(BX�
j
)� (1 � j � m) et � 2 C (BY ��)

� tel que

pour tout (x1; :::; xm) 2 X1 � :::�Xm et y� 2 Y �, on a

��
T �x1; :::; xm� ; y���� � C
mY
j=1

(

Z
BX�

j

��
xj; 'j���p d�j('j)) 1p (Z
BY ��

jhy�;  ijp
�
d�( ))

1
p� :

(2.2)

Preuve

(i)=)(ii) On consider les ensembles P (BX�
j
) et P (BY ��) des mesures de probabilites

dans C(BX�
j
)� et C (BY ��)

�, respectivement. Ils sont convexes et compactes lorsque on

munit C(BX�
j
)� et C (BY ��)

� de leurs topologies ��faibles. Posons E = C
�
BX�

1

��� � � ��
C
�
BX�

m

�� � C (BY ��)
� et C = P

�
BX�

1

�
� � � � � P

�
BX�

m

�
� P (BY ��). Soit M l�ensemble

des fonctions dé�nies sur C à valeur dans R de la forme

f((xji);(y�i ))
(�1; :::; �m; �) =

nP
i=1

��
T �x1i ; :::; xmi � ; y�i ���� C
p

nP
i=1

mQ
j=1

R
BX�

j

��
xji ; 'j���p d�j �'j�
� C
p�

nP
i=1

R
BY ��

jhy�i ;  ij
p� d� ( ) (2.3)

où
�
xji
�
� Xj , 1 � j � m et (y�i ) � Y �: Nous allons véri�er les hypothèses du lemme de

Ky Fan.

(a) Il est facile de voir que les éléments deM sont des fonctions convexes et semi continues

sur C.
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(b) Il su¢ t de voir que M est convexe. Soient f; g dans M et � 2 [0; 1] telles que

f��
x
0j
i

�
;(y0�i )

� (�1; :::; �m; �) :=
kP
i=1

��
T �x01i ; :::; x0mi � ; y0�i ����C
p

kP
i=1

mQ
j=1

R
BX�

j

���Dx0ji ; 'jE���p d�j �'j�� C
p�

kP
i=1

R
BY ��

��
y0�i ;  ���p� d� ( )
et

g��
x
00j
i

�
;(y00�i )

� (�1; :::; �m; �) :=
lP

i=1

��
T �x001i ; :::; x00mi � ; y00�i ���� C
p

lP
i=1

mQ
j=1

R
BX�

j

���Dx00ji ; 'jE���p d�j �'j��
C
p�

lP
i=1

R
BY ��

��
y00�i ;  ���p� d� ( ) :
Il s�ensuit que

�f��
x
0j
i

�
;(y0�i )

� (�1; :::; �m; �) :=
kP
i=1

���DT �� 1
mpx

01
i ; :::; �

1
mpx

0m
i

�
; �

1
p� y

0�
i

E���� C
p

kP
i=1

mQ
j=1

R
BX�

j

���D� 1
mpx

0j
i ; 'j

E���p d�j �'j��
C
p�

kP
i=1

R
BY ��

���D� 1
p� y

0�
i ;  

E���p� d� ( )
et

(1� �) g��
x
00j
i

�
;(y00�i )

� (�1; :::; �m; �) :=
lP

i=1

���DT �(1� �)
1
mp x

001
i ; :::; (1� �)

1
mp x

00m
i

�
; (1� �)

1
p� y

00�
i

E����
C
p

lP
i=1

mQ
j=1

R
BX�

j

���D(1� �)
1
mp x

00j
i ; 'j

E���p d�j �'j�� C
p�

lP
i=1

R
BY ��

���D(1� �)
1
p� y

00�
i ;  

E���p� d� ( ) :
Finalement, on a

�f + (1� �) g :=
k+lP
i=1

jhT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i ij � C
p

k+lP
i=1

mQ
j=1

R
BX�

j

��
xji ; 'j���p d�j �'j�� C
p�

k+lP
i=1

R
BY ��

jhy�i ;  ij
p� d� ( ) 2

M
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où

xji =

8<: �
1
mpx

0j
i si 1 � i � k;

(1� �)
1
mp x

00j
i si k + 1 � i � l

y�i =

8<: �
1
p� y

0�
i si 1 � i � k;

(1� �)
1
p� y

00�
i si k + 1 � i � l:

(c) Soient x�j0 2 BX�
j
et y0 2 BY �� tels que

sup
x�j2BX�

j

nP
i=1

mQ
j=1

��
xji ; 'j���p = nP
i=1

mQ
j=1

��
xji ; '0j���p
et

sup
 2BY ��

k (y�i )k
p�

p� =
nP
i=1

jhy�i ;  0ij
p� :

Soit f de la forme (2.3) et �x�j0 ; �y0 les mesures de dirac,

f((xji);(y�i ))

�
�'01 ; :::; �'0m ; �y0

�
=

nP
i=1

jhT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i ij � C
p

nP
i=1

mQ
j=1

R
BX�

j

��
xji ; 'j���p �'0j �'j�� C
p�

nP
i=1

R
BY ��

jhy�i ;  ij
p� �y0 ( )

=
nP
i=1

jhT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i ij � C
p

nP
i=1

mQ
j=1

��
xji ; '0j���p � C
p�

nP
i=1

jhy�i ;  0ij
p�

=
nP
i=1

jhT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i ij � C
p
sup

'j2BX�
j

nP
i=1

mQ
j=1

��
xji ; 'j���p � C
p� sup
 2BY ��

k( (y�i ))k
p�

p� :

En utilisant l�identité élémentaire

�� = inf

�
1

p

��
"

�p
+
1

p�
("�)p

�
�
8�; � 2 R�+ (2.4)

nous trouvons en prenant

� = ( sup
x�j2BX�

j

nP
i=1

mQ
j=1

��
xji ; 'j���p) 1p ; � = sup
 2BY ��

k( (y�i ))kp� et " = 1 que

f((xji);(y�i ))

�
�x�10 ; :::; �x�m0 ; �y0

�
�

nP
i=1

jhT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i ij � C( sup
'j2BX�

j

nP
i=1

mQ
j=1

��
xji ; 'j���p) 1p sup
 2BY ��

k( (y�i ))kp�

� 0
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d�aprés le lemme de Ky Fan, il existe (�1; :::; �m; �) 2 C telle que f (�1; :::; �m; �) � 0

pour toute f 2M . Si en prend (x1; :::; xm) 2 X1 � :::�Xm et y� 2 Y � on a

jhT (x1; :::; xm) ; y�ij � C
p

mQ
j=1

R
BX�

j

��
xj; 'j���p d�j �'j�+ C
p�

R
BY ��

jhy�;  ijp
�
d� ( ) :

Fixant " > 0. En remplaçant xj par "�
1
mxj, y� par "y� et en prenant l�i�nimum pour

" > 0, utilisant l�identité élémentaire (2.4), on trouve

jhT (x1; :::; xm) ; y�ij

� C

"
1
p
(
mQ
j=1

R
BX�

j

��
xji ; 'j���p d�j('j)) 1p=�)p + 1
p� (�(

R
BY ��

jhy�;  ijp
�
d�( ))

1
p� )p

�

#
� C

mQ
j=1

(
R
BX�

j

��
xj; 'j���p d�j('j)) 1p (RBY �� jhy�;  ijp� d�( )) 1
p� :

(ii)=)(i) Soit (x1i ; :::; xmi ) 2 X1 � :::�Xm et y�i 2 Y �. par (2:2), on a

jhT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i ij � C
mQ
j=1



xji

Lp(BX�
j
;�j)
ky�i k

Lp� (BY �� ;�)

pour tout 1 � i � n, et ainsi���� nP
i=1

hT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i i
���� �

nP
i=1

jhT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i ij

� C
nP
i=1

(
mQ
j=1



xji

Lp(BX�
j
;�j)
ky�i k

Lp� (BY �� ;�)
)

nous utilisons l�inégalité de Hölder pour obtenir

nP
i=1

jhT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i ij

� C(
nP
i=1

mQ
j=1



xji

pLp(BX�
j
;�j)
)
1
p (

nP
i=1

ky�i kLp�(BY ��;�)
p�)

1
p�

= C(
nP
i=1

R
BX�1

�:::�BX�m
j'1(x1i ):::'m(xmi )j

p
d(�1 
 :::
 �m)(x

1�; :::; xm�))
1
p :

(
nP
i=1

R
BY ��

j (y�i )j
p� d� ( ))

1
p�

� C( sup
xj�2BX�

j

1�j�m

nP
i=1

j'1(x1i ):::'m(xmi )j
p
)
1
p sup
 2BY ��

(
nP
i=1

j (y�i )j
p�)

1
p�

Donc T est Cohen p�nucléaire et nmp (T ) � C, ce qui termine la preuve. �
Remarque 2.3.3. Si p = 1 ou p =1: On a le théorème de domination suivant :

(1) T 2 Nm
1 (X1; :::; Xm;Y ) = Lsi;1 (X1; :::; Xm;Y ) si et seulement si
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kT (x1; :::; xm)k � C
R
BX�1

�:::�BX�m
j'1 (x1) :::'m (xm)j d� ('1; :::; 'm) :

pour tout xj 2 Xj, et tout 'j 2 X�
j (j = 1; :::;m) (voir 1.6).

(2) T 2 Nm
1 (X1; :::; Xm;Y ) = Dm

1 (X1; :::; Xm;Y ) si et seulement si

jhT (x1; :::; xm) ; y�ij � C
mQ
j=1

kxjk :
R
BY ��

jhy�;  ij d�( ):

pour tout xj 2 Xj, et tout y� 2 Y �(j = 1; :::;m) (voir [AM07]).

2.4 Théorème de factorisation de Kwapień

En comparant la condition (ii) du théorème 2.3.2 avec condition (b) du [DF93, Co-

rollaire 19.2], on peut dire que les opérateurs multilinéaires Cohen p-nucléaire sont une

généralisation des opérateurs linéaires (p; p�)-dominés. En conséquent, le théorème sui-

vant peut être considérée comme une version multilinéaire du théorème de factorisation

de Kwapień.

On commence par rappeler la dé�nition des opérateurs linéaires absolument p-sommants

et son théorème de domination de Pietsch introduite en 1967 (pour plus de détail voir

[DJT95]).

Dé�nition 2.4.1 (Opérateurs linéaires absolument p-sommants). Soit X; Y deux

espaces de Banach, et soit u un opérateur de X dans Y . On dit que u est p�sommant

1 � p � 1 s�il exsiste une constante C > 0 telle que, pour tous x1; :::; xn; on ait

(
nP
i=1

ku(xi)kp)
1
P � C sup

�
(
nP
i=1

jx� (xi)jp)
1
P ; x� 2 BX�

�
(2.5)

La classe des opérateurs linéaires absolument p�sommants notée �p (X; Y ), est un espace

de Banach pour la norme �p (u) := inf fC : véri�ant l�ingalité (2.5)g :

Théorème 2.4.2. Soit u : X �! Y un opérateur linéaire et C une constante positive.

Alors les propriétés suivantes sont équivalents,
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i) u est p-sommant et �p (u) � C:

ii) Il existe une probabilité � sur K = (BX� ; � (X�; X)) telle que :

ku (x)k � C(

Z
K

jhx�; xijp d� (x�))
1
p ;8x 2 X: (2.6)

Le théorème suivant généralise un résultat de Kwapień [DF93, Corollaire 19.2].

Théorème 2.4.3 (théorème de factorisation de Kwapién). Soit 1 < p <1: Alors T 2

L (X1; :::; Xm;Y ) est Cohen p-nucléaire si et seulement s�il existe des espaces de Banach

G1; :::; Gm, des opérateurs linéaires absolument p-sommants (1 < p <1) uj 2 L (Xj; Gj)

et un opérateur multilinéaire Cohen fortement p-sommant S 2 L (G1; :::; Gm;Y ) tels que

T = S (u1; :::; um), de plus

nmp (T ) = inf

(
dmp (S)

mQ
j=1

�p (uj) : T = S � (u1; :::; um)
)

(i.e., Nm
p = Dm

p � (�p; :::;�p) isométriqument).

Preuve

Soit T 2 Dm
p �(�p; :::;�p) (X1; :::; Xm;Y ) ; alors il existe des espaces de BanachG1; :::; Gm,

uj 2 �p (Xj; Gj) et un opérateurm-linéaire Cohen fortement p-sommant S 2 Dm
p (G1; :::; Gm;Y )

tels que

T = S (u1; :::; um) :

Nous avons pour tout (x1; :::; xm) 2 X1 � :::�Xm et y� 2 Y �

jhT (x1; :::; xm) ; y�ij = jhS (u1 (x1) ; :::; um (xm)) ; y�ij

� dmp (S)
mQ
j=1

kuj (xj)k ky�kLp�(�)

� dmp (S)
mQ
j=1

�p (uj)
mQ
j=1

kxjkL
pj(�j)

ky�kLp�(�) :

Réciproquement, Soit T 2 Nm
p (X1; :::; Xm;Y ). Alors, par (2:2) Ils existes des mesures

de radon �j 2 C(BX�
j
)� (1 � j � m) et � 2 C (BY ��)

� tel que pour tout (x1; :::; xm) 2

X1 � :::�Xm et y� 2 Y �,
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jhT (x1; :::; xm) ; y�ij � C
mQ
j=1

kxjk
Lp

�
BX�

j
;�j

� ky�k
Lp� (BY �� ;�)

:

Soit (x1; :::; xm) 2 X1 � ::: � Xm. On dé�nie u0j (x
j) = h:; xji 2 C

�
BX�

j

�
et consider le

diagramme

X1 �:::� Xm
T�! Y

# iX1 # iXm S "

iX1 (X1) �:::� iXm (Xm) �!
(I1;:::;Im)

G1 �:::� Gm

# # \ \

C(BX�
1
) �:::� C(BX�

m
) �!

(I1;:::;Im)
Lp (�1) �:::� Lp (�m)

où Ij : C(BX�
j
) �! Lp

�
�j
�
est l�injection canonique, iXj : Xj �! C(BX�

j
) est une

isométrie injective et Gj est la fermeture de l�espace Ij � u0j (Xj), uj (xj) = Ij
�
u0j (x

j)
�
.

Comme �p (Ij) = 1 et


u0j

 = 1, alors �p (uj) � 1 (voir [DJT95]):

L�opérateur S dé�nie sur u1(X1)� :::� um(Xm), uj (Xj) = Ij
�
u0j (Xj)

�
(1 � j � m), par

S(u1(x
1); :::; um(x

m)) = T (x1; :::; xm)

est bien dé�ni car

jhS (u1(x1); :::; um(xm)) ; y�ij � nmp (T )
mQ
j=1

kuj (xj)kGj (
R

BY ��

jhy�;  ijp
�
d� ( ))

1
p� :

Il s�ensuit que S est continue sur u1(X1) � ::: � um(Xm) et a une extension unique de

u1(X1)� :::� um(Xm) = G1 � :::�Gm, de plus l�inégalité implique que

kS� (y�)k = sup fjhS� (y�) ; (u1(x1); :::; um(xm))ij : kuj (xj)k � 1g

� nmp (T ) (
R

BY ��

jhy�;  ijp
�
d� ( ))

1
p�

ce qui implique que S� est absolumment p�-sommant. Grâce au Théorème 3.1 [MS09], S

est un opérateur m-linéaire Cohen fortement p-sommant et dmp (S) = �p� (S
�) � nmp (T ).

Ceci termine la preuve. �
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Remarque 2.4.4

Si p = 1; on a Dm
1 � (�1; :::;�1) = L (�1; :::;�1) � Lsi;1 = Nm

1

Exemple 2.4.5. L�opérateur T : l1 � l1 �! l1 donné par T ((x1k)k ; (x
2
k)k) = (x

1
kx
2
k)k

est 1-nucléaire.

Preuve

Soit

S : l2 � l2 ! l1

((x1k)k; (x
2
k)k) 7! (x1kx

2
k)k

pour tout (x1k)k ; (x
2
k)k 2 l2. Alors pour tout n 2 N et

�
xj1;k
�
k
; :::;

�
xjn;k

�
k
2 l2 (1 � j � 2),

y�1; :::; y
�
n 2 l1, on a

nP
i=1

��
S �(x1i;k)k; (x2i;k)k� ; y�i ��� �
nP
i=1



S �(x1i;k)k; (x2i;k)k�

 ky�i k
�

nP
i=1

(
1P
k=1

��x1i;k��2) 12 ( 1P
k=1

��x2i;k��2) 12 :sup
i
( sup
y2Bl1

jy�i (y)j

�
nP
i=1

2Q
j=1



(xji;k)k

l2 : supy2Bl1
(sup

i
jy�i (y)j)

�
nP
i=1

2Q
j=1



(xji;k)k

l2 : supy2Bl1
ky�i (y)k1 :

Donc S est Cohen fortement 1-sommant et aussi continu. On d�autre part, l�opérateur

canonique Ij : l1 �! l2 (1 � j � 2) est 1-sommant. On conclut par la Remarque 2.4.4

que T = S (I1; I2) : l1 � l1 �! l1 est Cohen 1-nucléaire. �
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Chapitre 3

Relations entre di¤érentes classes de

sommabilités

Dans ce chapitre nous allons obtenir certaines inclusions entre les di¤érentes classes

étudiées dans le présent document et d�établir la position des opérateurs Cohen p-

nucléaires par rapport à d�autres concepts. En conséquence de nos résultats, nous mon-

trons que tous les opérateurs multilinéaires Cohen p-nucléaires sur des espaces de Banach

arbitraires est faiblement compact.

3.1 Dé�nitions

On commence par dé�nir quelques classes d�opérateurs multilinéaires.

Dé�nition 3.1.1 [Gei84] (Opérateurs r-dominés). Un opérateur multilinéaire T 2

L (X1; :::; Xm;Y ) est r�dominé (1 � r <1), s�il existe une constante positive C, et une

mesure de radon �j sur BX�
j
(1 � j � m) telle que
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T �x1; :::; xm�

 � C
mQ
j=1

0@ R
BX�

j

��xj (x�)��r d�j (x�)
1A
1

r
(3.1)

pour tout xj 2 Xj. De plus, on a

�r (T ) = inf fC > 0 : véri�ant l�inégalité (3.1)g :

On note Ld;r (X1; :::; Xm;Y ) l�espace des opérateurs multilinéaires r�dominé, est un es-

pace quasi-Banach avec le quasi-norme �r (T ) : Si r > m, alors �r (T ) est un norme.

Comme conséquence, r1-dominé implique r2-dominé pour r1 � r2:

Dé�nition 3.1.2 [Pie83] (Opérateurs absolument p�sommants). T 2 L (X1; :::; Xm;Y )

est absolument p-sommant (1 � p <1) s�il existe C > 0 telle que pour tous n 2 N et�
xji
�
1�i�n � Xj (1 � j � m), on a




T �x1i ; :::; xmi �1�i�n


p � C
mQ
j=1




�xji�1�i�n


p;! : (3.2)

On note Las;p (X1; :::; Xm;Y ) l�espace de Banach des opérateurs m-linéaires absolument

p-sommants muni de la norme

kTkas;p = inf fC véri�ant (3.2)g :

Dé�nition 3.1.3 [Dim03] (opérateurs fortement p-sommants). Soit 1 � p � 1:

Alors T 2 L (X1; :::; Xm;Y ) est fortement p-sommant s�il existe une constant C > 0 telle

que pour tous x1i ; :::; x
m
i 2 Xj (1 � j � m) on a




T �x1i ; :::; xmi �1�i�n


p � C sup
�2BL(X1;:::;Xm)

�
nP
i=1

��� �x1i ; :::; xmi ���p� 1
p

: (3.3)

La classe des opérateurs multilinéaires fortement p�sommants de X1; :::; Xm dans Y ,

notée Lsas;p (X1; :::; Xm;Y ), est un espace de Banach pour la norme
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kTksas;p = inf fC véri�ant (3.3)g :

Dé�nition 3.1.4 [Mat03] (opérateurs multi p-sommants). T 2 L (X1; :::; Xm;Y ) est

multi p-sommant (fully p�sommant) s�il existe une constant C > 0 telle que pour tous

xj1; :::; x
j
n 2 Xj (1 � j � m) on a

 
1P

i1;:::;im=1



T �x1i1 ; :::; xmim�

p
! 1

p

� C
mQ
j=1




�xji�1�i�n


p;! : (3.4)

L�espace des opérateurs multilinéaires multi p-sommants de X1; :::; Xm dans Y , qu�est

noté Lfas;p (X1; :::; Xm;Y ) est un espace de Banach muni de la norme

kTkfas;p = inf fC véri�ant (3.4)g :

Dé�nition 3.1.5 [CD�AJ02] (opérateur intégral). On dit que T 2 L (X1; :::; Xm;Y )

est intégral (T 2 I (X1; :::; Xm;Y )) s�il existe une constant C � 0 tels que pour tous

m 2 N,
�
xji
�
1�i�n � Xj et y�i � Y �, on a���� nP
i=1

hT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i i
���� � C sup

xj�2BX�
j

1�j�m





 nP
i=1

x1� (x1i ) :::x
m� (xmi ) y

�
i






Y �
:

L�in�mum de C dé�ni une norme k:kI sur l�espace des opérateurs m-linéaires intégraux.

Théorème 3.1.6 [ÇP07, Théorème 3].

(i) Ld;p (X1; :::; Xm;Y ) � Lsi;p (X1; :::; Xm;Y ) :

(ii) Lsi;p (X1; :::; Xm;Y ) � Ld;mp (X1; :::; Xm;Y ) :

(ii) Lsi;p (X1; :::; Xm;Y ) � Lfas;p (X1; :::; Xm;Y ) � Las;p (X1; :::; Xm;Y ) :

(iii) Lsi;p (X1; :::; Xm;Y ) � Lsas;p (X1; :::; Xm;Y ) :
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3.2 Comparaison avec les di¤érentes classes de som-

mabilités

Nous allons maintenant étudier la relation entre la classe des opérateurs Cohen

p�nucléaires et les di¤érentes classes de sommabilités qui rappelées au-dessus.

Théorème 3.2.1. Soit 1 < p <1. Soit X1; :::; Xm; Y des espaces de Banach et soit

T : X1 � :::�Xm �! Y un opérateur m-linéaire.

(i) Si T 2 Nm
p (X1; :::; Xm;Y ), alors T 2 Dm

p (X1; :::; Xm;Y ) et dmp (T ) � nmp (T ) :

(ii) Si T 2 Nm
p (X1; :::; Xm;Y ), alors T 2 Ld;r (X1; :::; Xm;Y ) pour toute r � p et

�r (T ) � nmp (T ) :

(iii) Si 1 < p � 2 et T 2 Nm
p (X1; :::; Xm;Y ), alors T est absolumant q-sommant pour

tout q:

Preuve

(i) Si T est Cohen p-nucléaire, alors

jhT (x1; :::; xm) ; y�ij � nmp (T )
mQ
j=1

(
R
BX�

j

��
xj; �j���p d�j ��j�) 1p ( R
BY ��

jhy��; y�ijp
�
d� (y��))

1
p�

� nmp (T )
mQ
j=1

( sup
�j2BX�

j

��
xj; �j���)( R
BY ��

jhy��; y�ijp
�
d� (y��))

1
p�

� nmp (T )
mQ
j=1

kxjkXj (
R

BY ��

jhy��; y�ijp
�
d� (y��))

1
p� :

Donc par (1:5), T 2 Dm
p (X1; :::; Xm;Y ) et dmp (T ) � nmp (T ) :

(ii) Soit T 2 Nm
p (X1; :::; Xm;Y ), alors

kT (x1; :::; xm)k = sup
y�2BY �

jhT (x1; :::; xm) ; y�ij

� nmp (T )
mQ
j=1

kxjkLp(BX�
j
;�j)

sup
y�2BY �

(
R

BY ��

jhy��; y�ijp
�
d� (y��))

1
p�

� nmp (T )
mQ
j=1

kxjkLp(BX�
j
;�j)

sup
y�2BY �

ky�k

� nmp (T )
mQ
j=1

kxjkLr(BX�
j
;�j)

:
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Donc par (3:1), T est r�dominé et �r (T ) � nmp (T ) :

(iii) D�après (ii) T est 2-dominé (r = 2) ; donc Proposition (4.3) dans [CD03] montre que

T est absolument q-sommant pour tout q: �

Théorème 3.2.2. Tout opérateur m-linéaire intégral est Cohen p�nucléaire.

Preuve

Soit T 2 Nm
p (X1; :::; Xm;Y ). Si T est intégral, l�inégalité de Hölder donne

���� nP
i=1

hT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i i
���� � kTkI sup

xj�2BX�
j

1�j�m

���� sup
y2BY

nP
i=1

x1� (x1i ) :::x
m� (xmi ) y

�
i (y)

����
� kTkI sup

xj�2BX�
j

1�j�m

(
nP
i=1

jx1� (x1i ) :::xm� (xmi )j
p
)
1
p sup
y2BY

(
nP
i=1

jy�i (y)j
p�)

1
p� :

Donc T est Cohen p-nucléaire: �

Corollaire 3.2.3

(i) I (X1; :::; Xm;Y ) � Nm
p (X1; :::; Xm;Y ) � Lsi;p (X1; :::; Xm;Y ) � Lsas;p (X1; :::; Xm;Y ) :

(ii) Nm
p (X1; :::; Xm;Y ) � Las;p (X1; :::; Xm;Y ) :

(iii) I (X1; :::; Xm;Y ) et Nm
p (X1; :::; Xm;Y ) � Lfas;p (X1; :::; Xm;Y ) :

En conséquant, la proposition 2.1.3 (1) et [ÇP07, Remarque 1], donne :

Remarque 3.2.4. Les inclusions suivants sont parfois stricte.

(1) Nm
1 (X1; :::; Xm;Y ) � Lsas;1 (X1; :::; Xm;Y ).

(2) Nm
1 (X1; :::; Xm;Y ) � Lfas;1 (X1; :::; Xm;Y ).

(3) Nm
1 (X1; :::; Xm;Y ) � Las;1 (X1; :::; Xm;Y ).

Un multilinéaire T entre espaces de Banach est faiblement compact si, et seulement si,

il peut s�écrire T = u�B où B est un opérateur multilinéaire borné et u est un opérateur

linéaire faiblement compact.
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On note Lw(X1; :::; Xm;Y ) le sous espace fermé de L(X1; :::; Xm;Y ) des opérateurs

m-linéaires faiblement compact. Il bien connu que tout opérateur multilinéaire Cohen

fortement p-sommant est faiblement compact [AA10, Corollaire 3.3].

Le résultat principal de cette partie est le corollaire suivant, qui est une conséquence

directe du Théorème 3.2.1 (i) et [BPR07, Proposition 5.7 et Remarque 5.9].

Corollaire 3.2.5

1) Tout opérateur m-linéaire Cohen p�nucléaire sur des espaces de Banach arbitraire est

faiblement compact.

2) Soit K1; :::; Km des espaces compacts, pour un opérateur m-linéaire de C(K1)� :::�

C(Km) dans un espace de Banach Y , on a

Nm
1 � � � L � Lsas;p \ Lw:

3) (1) n�est pas vraie pour p = 1:
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