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Introduction

Un idéal des opérateurs multilinéaires (ou multi-idéal) M est une classe d’opérateurs
multilinéaires bornés tels que pour tout Xi,..., X,, et Y des espaces de Banach on a :
M (X1, ..., X;n;Y) est un sous espace de £ (X7, ..., X;,;Y) qui est invariant par rapport
a la composition d’un opérateur linéaire a gauche et m opérateurs linéaires & droite et
qui contient les opérateurs de rang finis [PIE83]. Dans certains idéaux multilinéaires, la
généralisation est élémentaire. C’est le cas des opérateurs m-linéaires faiblement com-
pacts, ou complétement continus, des opérateurs intégraux et nucléaires, des opérateurs
de Hilbert-Schmidt et Cohen fortement p-sommants. La propriété vérifiée dans le cas
linéaire reste la méme dans le cas multilinéaire. En revanche, dans le cas des opérateurs
p-sommants, la généralisation n’est pas unique; de nombreuse définitions ont été intro-
duites dans ce sens et de nombreux articles ont été consacrés a la notion de sommabilité
pour les opérateurs multilinéaires.

L’idéal /\/pm des opérateurs m-linéaires Cohen p-nucléaires entre les espaces de Ba-
nach sont définies par Achour et Alouani dans [AA10] comme une extension naturelle
multilinéaire de 1'idéal classique des opérateurs p-nucléaires [COHT73]. Ce multi-idéal ont
beaucoup de bonnes propriétés.

On fera une étude approfondie de cette classe d’opérateurs. On montrera qu’elle
conserve la plupart des propriétés du cas linéaire et qu’elle possede de bonnes propriétés
d’idéal. Grace au théoréme de Pietsch, on montrera que l'opérateur multilinéaire T" est
Cohen p-nucléaires si et seulement si il existe un opérateur m-linéaire Cohen fortement

p-sommant S, et des opérateurs linéaires p-sommants u; tels que 7" s’écrit comme suit
T =5 (up, ..., up) .

Cela généralise le théoreme de factorisation de Kwapienn pour les opérateurs linéaires
p-nucléaires.

Notre travail est organisé comme suit :



Dans le premier chapitre, nous rappelons les résultats importants et les définitions
a utiliser plus tard. On introduit les applications multilinéaires avec quelques propriétés
fondamentales. Puis on définit I'idéal multilinéaire. En fin on donne des exemples trés
intéressent, qui sont les opérateurs Cohen fortement p-sommants [AMO7] et les opérateurs
p-semi-intégrales [CP07].

Dans le deuxiéme chapitre. Nous montrons que I’espace des opérateurs m-linéaires Co-
hen p-nucléaires (1 < p < 00) est un Banach multi-idéal. On démontre I’analogue du théo-
réme de Domination de Pietsch, ce qui permet de représenter cet espace comme composi-
tion de I'espace D" avec les espaces des opérateurs linéaires p-sommants. Cela généralise
le théoréme de factorisation de Kwapien pour les opérateurs linéaires (p; p*) —dominés.

Nous exposerons dans le dernier chapitre, quelques notions des opérateurs multili-
néaires sommants. On essaye d’étudier la relation entre la classe des opérateurs Cohen
p-nucléaires et les différents définitions de sommabilité. Comme conséquence nous mon-

trons qu’en général tout opérateur m-linéaire Cohen p-nucléaire est faiblement compact.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous donnons la notion des opérateurs multi-
linéaires avec quelques propriétés fondamentales. Puis on introduit 1’idéal des opérateurs
multilinéaires. La derniére partie sera consacrée a ’étude des exemples importantes sur
I’idéal multilinéaires, qui sont I’idéal des opérateurs Cohen fortement p-sommantes et les

opérateurs p-semi-intégrales.

1.1 Notations et définitions de base

Soient X1, ..., X,, des espaces vectoriels normés, dont les normes sont notées respec-

tivement par :

R Frpeeey [

Le produit cartésien X; x - - - x X,, = {(2',...,2™) : 2! € Xy, ....,2™ € X,,,} des espaces
vectoriels est un espace vectoriel.
Si (z1,...,2™) et (y!,...,y™) deux points de X; X - -+ x X,,, et A un scalaire alors :
(xl, ,a:m) + (yl, e ym) = (xl +yt ™ ym)

)\(:vl,...,xm) = ()\:Bl,...,)\xm).



Il n’existe pas, sur le produit X; x - - - x X,,,, une norme qui s’impose plus qu'une autre,
on peut prendre par exemple I'une quelconque des normes suivantes :

1 i .
(1) 1" 2™ = max ]

@) [I(zL, ..., 2™, = (é Ja]12)3
3) (L, ..oy z™), = é o],

Par exemple ’espace R™ est un espace vectoriel normé, avec les normes données par

015 -l €t 1] 1] ay» définissent au dessus.

Définition 1.1.1. Un opérateur 7" de X; x - - - x X, dans Y est dit multilinéaire si

pour tout j = 1,...,m et pour tout suite fixé A\; (i =1,...,n) on a:
T(z, ..., Z)\img, ™) =S NT (21 :Ug, ey ™).
i=1 i=1

Autrement dit, 7" est multilinéaire si les opérateurs :

T,: X; — Y
v o Ty () =T (2. 27, .. 2™).
sont linéaires.
En particulier, on dit que T est bilinéaire si m = 2, trilinéaire si m = 3 et forme

multilinéaire si Y = K.

Exemple 1.1.2
(1)
T7: Kx..xK — K
Ay Am) > Ade A
est un opérateur multilinéaire (m-linéaire)
(2)

T: KxX — Y
(AN z) — Az



est un opérateur bilinéaire (2-linéaire).

Définissons les opérations suivantes

(Ty + 1) (21, ..., 2™) =Ty (2, ..., ™) + Ty (2!, ..., ™)
(aT) (2!, ...,2™) = T (z!, ..., 2™)

m

m
ce qui donne a F([[X;;Y) une structure d’espace vectoriel, ou F([[X;;Y) I'ensemble
i=1

i=1

de tous les applications de [[X; dans Y.
i=1

Définition 1.1.3. Une application multilinéaire est continue si elle est continue en
fonction entre deux espaces vectoriels normés.

En conséquence de cette définition, nous avons la caractérisation de la continuités aux
cas multilinéaires.

Proposition 1.1.4 (Multilinéaire borné). Soit T un opérateur multilinéaire de X, ..., X,
dans Y. Munissons X1 X - -+ x X,,, de la norme

|2l mex = max [27]]; , (v = (2!, ..., 2™))

les conditions suivantes sont équivalents :

(a) T est continue

(b) T est continue en point (0, ...,0)

(c) ||T (x!,...,2™)|| est borné sur le produuit des boules unité ||zt <1,....[|Jz™| <1

()3 M >0 [T (e < M2 - [l .

Dans ce cas on dit que T est borné et on pose :

1Tl = sup [T (2, ... 2™)].
Ja? <1
1<j<m

Preuve
(a) = (b) evident
(b) = (c¢) on a : T continue en (0,...,0) = Ve > 0,30 > 0 Vo = (2',...,a™) €
X X ... x X,



2l 5y v,y 0= T (2", 2™y <€

on pose
e=130>0:(z" s 2™y, oxx,, 0= [T (2, ...a™)[ly <1
alors
z! z™
H (T’ Y T) ‘ Xy 5 X X <1l= [T (', ...a™)[y <1
donc
z! ™ ozt ox™

o (J#],, - 151) <1 = [ (. 52, <
on pose z; = %1, ooy 2, = % ce qui donne

Il ST W)= 1oosm = [T (521, e 0y < 1

— V(zl,...,zm) € BX1 X X BXm 2o ”T(Zl, ey B )HY <1

=V (21, s 2m) € Bx, X -+ X Bx, : |T (21, ey 2m) ||y <67
donc 7" bornée sur Bx, X --- X By, .

(c) = (d) soit (z',...,2™) € X1 x -~ x X, (37 £0 Vj) ona

1
IT el = 7l s el 2y ) |
= et T (s s
< Ml e

(d) = (a) on a

T (2! —ay, 22 .., 2™) + T (ay, 22 — ag, 2%, .., ™) + ... + T (a1, .o, 1, T™ — )
alors

T (2, ...;2™) — T (ay, ..., am)|| <

T (z* — ay, 2%, ...,2™)|| + ||T (ay, 2* — ag, 23, ..., z™)|| + ... + [|T (a1, ..., @1, 2™ — ap) ||
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d’apres (d)

|T (a,....2™) =T (ar,....an)|| < M|z" —ai|||2?| - 2™ + M ||2* — az| las||  (1.1)
22l < ™I+ M ™ = |l lasl] - lam- |
on a
(2} —ay,2® —ag, ... 2™ —ay)|| =  max(||z! —ai], .., |2 —anl]) <0

= |2" —a1|| <0,..., [z —an| <9

alors ||2?|| < |la;|| + ¢, donc il existe un nombre A > 0 tel que
a7 —ajl| <6 Vj= 2’| <A V) .
L’inégalité (1.1) entraine donc

I7 @) = T )] € M AP 9 = )
‘7:
< m M A™1S.

Alors la derniére inégalité montre que T (2%, ..., 2™) tend vers T (ay, ..., a,,) quand simul-
tanément x! tend vers aq, ..., 2™ tend vers a,,. Donc T est continue au point (ai, ..., a,,),

et la démonstration est achevée. M

Notations
On note L (Xi, ..., X;n; V) P'ensemble des applications multilinéaires ; ¢’est un sous-espace
m m
vectoriel de 'espace vectoriel F([]X;;Y) de tous les applications de [[X; dans Y.
i=1 =1

On note £ (X1, ..., X;»;Y) Pensemble de tous les applications multilinéaires continues de

m
[1X; dans Y'; on a évidement
i=1

L(X1, ., Xon;Y) = F(II X5 Y)NC([[ X5 Y).
=1 =1



Si X3 = ... = X,,, on note L(Xy,....X,;Y) = L(MX;Y) et L(Xy,...,X,,;Y) =
L("X;Y).
SiX;=..=X,etY =K onnote L("X;K)=L("X)et L("X;K)=L("X).

Proposition 1.1.5. En utilisant le caractére multilinéaire de T', on a des expressions

équivalentes pour la norme précédente d’un opérateur multilinéaire et continu

1T = sup ||T(zt,...,a™)|
e, =1
1<j<m
|7 (™) |
= SUP TR
I #0

= inf{k: [T (=", a™) < kllat] .. 2™}

Proposition 1.1.6. Soit Y un espace de Banach, [’espace vectoriel normé L(MX;Y)

est un espace de Banach muni de la norme ||T|.

Preuve
Il est claire que ||T’|| est une norme sur I'espace £ ("X;Y) . Soit (T}),cy Une suite de

Cauchy dans £ (™X;Y). Alors pour tout (z',...,2™) € X™ on a
1Tk (2, a™) = T (&t a™) | < || Tk = Tall '] - - - [l2™

et par conséquent (Tj (z',...2™)) ) est une suite de Cauchy dans Y, donc elle est

convergent vers T’ c’est & dire

Um Ty, (z',...2™) =T («',...2™) (1.2)

k—o0
Maintenant il suffit de montrer que 7' € L(™X;Y"). Puisque (7}),cy est une suite de
Cauchy dans £ (™X;Y) alors il existe une constante C' > 0; telle que ||7;|] < C pour
tout k, donc par (1.2) ||7']| < C. Finalement T' € £ (™ X;Y) et la preuve est terminée. W

Sim =1, on note L (X;Y) Pensemble de tous les applications linéaires continues T

de X dans Y, qui est aussi un espace de Banach, muni de la norme

9



1T} = sup [|T ()]

]| <1

Si Y = K alors on utilise £ (X;K) = X*.
Soient n un entier, X un espace de Banach et 1 < pp* < 400 (ou p* est appelé
'indice conjugué de p i.e.,]lJ + z% = 1). On note [,(X) ( resp. [;(X))l'espace des suites

(x;) (resp.(z;)1<i<n) dans X absolument p-sommables, muni de la norme

+oo

(3 [l2:]P) < +00 si1<p<too
||($2)2’|p = ”<xl)Hlp(X) = =1
sup ||| < —+o0 sip=-+oo

(resp.

(S [|l2]P)r < +00 sil<p<+oo
_ =1

H(il?i)lgigan = H(xi)léiﬁnul;}()() -

).
sup [|z;f] < +oo  sip=+oo

1<i<n

D’une fagons analogue, on désigne par I, (ou [,(K)) Pespaces des suites scalaires (\;)
telles que Y |\’ < 4+00. Cest un espace de Banach pour la norme
i=1

HMM@I@?&Wi<m.

L’espace [, est l'espace des suites scalaires ()\;) bornées, normées par

[Ad)lloe = sup il

L’espace [, est complet pour cette norme. L’espace ¢y est I'espace des suites scalaires
;) telles que lim \; = 0. C’est un sous espace fermé de [, donc un espace de Banach.
( que lim p : p
On note [ (X) (resp. [; “ (X)) I'espace des suites (;); (resp.(zi)1<i<n) dans X faiblement
p-sommables, muni de la norme
sup (3 [{€.2)[")» < 4o si1<p< 400
Byx i=
(@il = N@)illyon = § S5 =

sup [(&, ;)| < 400 sip=+00
£EBx+

10



(resp.

H(%)gign”p_W = ||(5Ui)1§ignHzgv“(x) -
n

sup (3 (€, 2) )7 < 400 sil<p<+oo

sup (€, x;)| < +o0 sip=+oo

On sait que [, (X) = [ (X) pour tout 1 < p < +o0 si et seulement si dim (X) < oo.
Sip=+4oconaly(X) =12 (X). On a aussi [t (X) = L ([,-, X) isométriqument pour

l1<p<+4ooetlf(X)=L(co,X).

1 1
Lemme 1.1.7. Soit 1 < p,p* < 400 tel que —+ — = 1. Pour tout v = (x,) € £, on
p p

Z YnTn

neN

(X ) < 1}. 13)

1€N

(@)l = sup {

Preuve

Soit (z,,) € £, alors a partir I'inégalité de Holder on a

> nen Zndn| < 2w |Tayn| < |||, pour tous y € £, et [[y|,. < 1.

Donc le supremum concerné est au plus de ||z, .
On d’autre part, si x € ¢,, x # 0, le supremun dans ’égalité est égale C' € R, on

choisit A = ()\;) € £, tel que |\;| = 1 et \jz; = |x;| pour tous j € N. Alors, pour

*

N
N € N suffisamment grande, la quantité A = (Z |z;]” ) existe. On définit y € £,
j=1

P

» pour 1 < j < N ety; =0pour j > N. Alors, par le choix de A, on

par y; = Alz;
obtient

1 1
* *

L -4
P N p N P N p
Al !xj|p> =A (Z |~"Cj|p> = (Z ’xj|p> (Z \$j|p> =1
Jj=1 Jj=1 Jj=1

Puisque p =1+ P et 1e choix de A, on obtient pour N € N :
p*

N *
lyll,- = | 2247
Jj=1

11



N
> AT Al

Jj=1

N »

e
Do TY;| = P
=1

J

¢ >

N 148
=AY JaF
=1

J]=

N
=AY fal”
j=1

N 1=
= (ZW’”)

j=1

N v
= Z\ﬂfﬂp :

j=1

Dot il suit que = € ¢, et C' > [[z]| , ce qui implique le résultat. MW
Remarque 1.1.8. Pour tout (7;), ., C X et pour toute suite de scalaires (\;),

1 < p < oo. Observons

;o |l

i Ai (14, 7%)
=1

[ e <L, <1]

laquelle est une conséquence du Lemme 1.1.7

Nous allons également utiliser la définition des idéaux multilinéaire au sens de Pietsch
[P1E83].

Définition 1.1.9 (Opérateur de rang fini). Un opérateur T € L (X, ..., X;,;Y) est

de rang fini s’il est somme finie des opérateurs de la forme

T=T m :.TT@SU;@@I’;L@:U XX"'XXm — Y

y ®
Jj=1
(@' .a™) — ap(@l) o, (M)
oux; e X, yeY.

L’espace des opérateurs m-linéaires de range fini noté L; (Xy, ..., X;n; V).

Définition 1.1.10 (idéal des opérateurs m-linéaires). Un idéal des opérateurs m-
linéaires (ou multi idéal) M est une classe d’opérateurs m-linéaires bornés tels que pour
tout X,..., X, et Y des espaces de Banach on a :

(D)L (X1, oo, X3 Y) C M (X, ..., X3 Y) .
(2) (Propriété d’idéal) siT € M (X1,....,Xm;Y), u; € L(Ej;X;) et v e L(Y;F), alors
voT o(Up,..;ty) € M (X, ... X3 Y).

12



Définition 1.1.11

Si |||y 1 M —RT satisfait
(1) (M (X1, oy X3 V), ||| o) €St un espace de normé (Banach)
(2) A" K™ — K; A™ (2, 2™ =2t 2™, =1
) 0T o (oot < ol T ol 171

Alors (M, |.||,4) s’appelle multi-idéal normé (Banach multi-idéal) des opérateurs m-

linéaires.

1.2 Exemples des idéaux multilinéaires

1.2.1 Opérateurs m-linéaires Cohen fortement p-sommants

Dans cette section, nous présentons l'idéal multilinéaire des opérateurs m-linéaires

Cohen fortement p-sommants définit en 2007 par Achour et Mezrag.

Définition 1.2.1 [AMO07] (Opérateurs m-linéaires Cohen fortement p-sommants).
Soient X; (1 <j<m), Y des espaces de Banach. T" € L(X;,...,X,,;Y) est Cohen
fortement p-sommant (1 < p < oo) s’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout

@), .., 1) € Xj et tout ¥, ...yt € Y*, ona

| (@ @) ) e

La classe des opérareurs m-linéaires Cohen fortement p-sommants de X; x --- x X,,, dans

n m S 1 .
L SOOIl IIxiHXj)p sup ly; ()], - (1.4)
1 i=1j=1 yEBy P

Y, notée D' (Xi, ..., Xpn; V), est un espace de Banach pour la norme
dyt (T') = inf {C vérifiant (1.4)} .
Pour p=1,ona D" (Xy,..., X, Y) =L (X1, ..., X;;Y).

On sait que [AMO07], T' est Cohen fortement p-sommant (1 < p < 00) si et seulement s’il

existe une constante C' positive et une probabilité de Radon i sur By« telle que, pour

13



tout 27 € X; (1<j<m)ety*€Y*ona

1
pT

|<T(x1,. ™), y>|<CHHx3H ( |{y ,n)]p*dn> (1.5)

By**

Proposition 1.2.2. L'espace Dy (X1, ..., X;n;Y) est un multi idéal. i.e.,
(i) (Propriété d’idéal) si T' € Dyt (X1, ..., X V) et u; € L(Ej; Xj) et v € L(Y; F), alors
voT o (uy,..., uy) est dans D (Ey, ..., By F) et

dyr(voTo(uy,... up)) < |lvlldy(T) 'H1 l|w;ll -
=
(ii) Soit T' € L (X1, ..., X3 Y), alors T € D (Xy, ..., Xp; Y) .

Preuve

()Smt( )1<<nCE et (fF )1<Z<HCF*ona

M=

[{voT o (u(e;), . um(e")), 1)

(T o (ur(ef) - um (")), 0" (f))]

.

I
M:&
g

.

<apr ><§ﬁﬂu;( D)% sup (5 60" (7))}
<dp () (x5 TP 4] psup(iu v )
<dr (T >f_f[||u3|| (55 1T 121 s o 15 [ e [ )%
<dy (T >ﬁ||u]|| (% I [ll)% sup (21, OF )

i=1j=1

donc voT o (uy,...,uy) est dans D (Ey, ..., By F) et
dir(voTo(uy,... up)) < |lvlld(T) Hl l|u;ll -
]:
(ii) Soit T un opérateur de rang fini définie par :

I'=Tmw =210..01,Qy: Xix..xX, — Y



On a
DT (o) ) = R fo ) () 00)
o (), () S )

(> 11 |1 ”

IN

[|[")7 sup (3 [{yg, ) P)7
i=1j=1 yEBy i=1

VAN
=
=t

J

donc T € Dy (Xy, ..., Xons Y) et & (T) < ||y| T1 HZB;H . n
j=1

1.2.2 Opérateurs m-linéaires p-semi-intégrales

La notion des opérateurs p-semi-intégrales introduite par Caliskan-Pellegrino dans
[CPO7] pour p > 1.

Définition 1.2.3 [CP07]| (Opérateurs m-linéaires p-semi-intégrales). Un opérateur
m-linéaire 7" € £ (X7, ..., X;n; Y) (X;,Y sont des espaces de Banach arbitraires et m € N)
est p—semi-intégrale (1 < p < o0), s'il existe une constante C' > 0, et une mesure de
probabilité réguliére i sur oc—algebre de borel B (BXi‘ X o X BX{n) de Bxy X -+ X Bxm
muni par le produit de la topologie x—faible o (X X j) telle que pour tout 27 € X, et
tout ¢, € X3 (j=1,..,m), ona

|T (z',....a™)|| < C i o1 (21) o (:Em)|p dp (015 0m) |- (1.6)

Bxf XX By

On note ||T,; , le plus petit nombre C' tel que I'inégalité 1.6 est vraie pour tout e X;.
L’opérateur T — |[|T'[| ; , est une norme sur I'espace d’opérateurs multilinéaires p-semi-
intégrales qui sera noté Ly, (X1, ..., X;n; Y).

Théoréme 1.2.4 [CPO7]. Soit T un opérateur multilinéaire continu de X1 X -+ X X,
dans Y. Il équivalente de dire.

(i) L'opérateur T est dans L p (X1, ..., Xm;Y).
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ii) Il existe une constante positive C, telle que pour tous z,....,27 € X; (j =1,....,m) on
p que p 1 n AY)

a
(T (ah, e a) 1) < O sup 3 [y (a2) oo (22 [F) (1.7)
=1 ijBX;z:I
j=1m
aussi, | T, , = inf {C vérifiant Uinégalité (1.7)} .

Proposition 1.2.5. L’espace <£Si,p (X1, X3 Y) ) est un idéal Banach des

Alip
opérateurs m-linéaires i.e.,
(i) (Propriété d’idéal). Si T € Lgp(Xq,.... Xo3Y), Aj € L(E;;X;), j =1,...,m, et

SeL(Y;F), alors SoT o (Ay,...,An) € Lsip( Xy, ..., Xy Y) et
15070 (Ar,- s Am)ly < 18117y FT 141
‘7:
(i) Lf (X, ..., X3 Y) C Lyip (X1, .0y XonyY) pour 1 < p < 0.

Preuve
(i) Soient m € N, ¢},...,¢l € E;(j=1,...,m) et ||A;] # 0. Il suffit d’aprés (1.7) de

démontre que

n

(i:zn:l”SoTo(Al,...,Am) (e},..,,eyl)Hp)% < O( sup l‘wl (eil)._.’wm(e?z)‘/p)%

J

tel que

FE; X...x B,
LA L Am

X X...x X, — Y — G
T S

On pose C' = [|S [T, -H1 14511 on a
jo

16



(51180 T(As (el) oo Am (D)
< IS (S ITCAL ) o A (DI

si,p ( sup i lo1 (A1 (eD) ... o, (A (emmp)%

P EBxJ{* 1<j<mi=1

= ISy T omp S22 enliaCoD

A
;€8x 1<j<mi=1 14m]

< [ISIHITl

~

B =

A; @;
Ona g, —4 X; -

?

on pose 9, = o i alors
POSE W5 = ¥5 ° a1

(SIS 0 T(Ax (el) ..o A (D) <

ISTIT i LLIAC - sup ¥y () -t (7)),
j:

Q/)jeBE".‘vlngmi:
J
ce qui entraine (1.8).

Ce qui implique SoT o (Ay,...,A,,) est p—semi-intégrale, et

st,p —

1S 0T o (A, Am)llsip < ISIHIT i Hl 14511 -
]:

(ii) Soient 7" un opérateur m-linéaire de rang fini de X; x - -- x X,,, dans Y, par définition

de T, on a

 ®y.

X3

T=>
i=1

j=1

L’opérateur T s’écrit comme la somme d’opérateurs m-linéaires de la forme

Puis, il suffit de prouver que les opérateurs de la forme
T = Ty®§n:1x*j =7®...1r""Qy,

pour % € X;(1<j<m)etyeY,sont dans I'espace Ly, (X1,..., Xpm; V). En effet,

soit (:Ez)rzl dans X; (1 <j<m),ona

17



Ylet®...0em @y (..., 2|
=1
— ; |2t (x}) .. ™ (2 yl|”

n
< yll” 32 |2 () ™ ()
i=1

m . n J?*l a;l XM (gpm p

— gl 1T a7 35 | Srend =)

j=1 i=1

] *J . 1 m\ [P\ =
< |lyl TT ll=[IC sup |01 (27) - s @ (7)) 7

j=1 ;€Bxx 1<j<mi=1

m .
Donc T est p-semi-intégral et |||, , = [[yll TT l=*|- [ |
) ]:1
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Chapitre 2

L’idéal des opérateurs multilinéaires

Cohen p-nucléaires

Dans ce chapitre on introduit les opérateurs m—Ilinéaires Cohen p-nucléaires. On
donne quelques propriétés fondamentales. Puis on démontre le théoréme de domina-
tion de Pietsch, ce qui permet de représenter cet espace comme composition de I’espace
des opérateurs m-linéaires Cohen fortement p-sommant avec les espaces des opérateurs
linéaires p-sommant (qui est la version multilinéaire du théoréme de factorisation de

Kwapien).

2.1 Opérateurs multilinéaires Cohen p-nucléaires

La classe des opérateurs p-nucléaires introduite par Cohen dans [COHT3] et généralisée
au opérateurs Cohen (p, g)-nucléaires par Apiola dans [API76].

Rappelons q'un opérateur linéaire 7' : X — Y est Cohen p-nucléaire (1 < p < 00)
s’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout n € N, z1,...,z, € X et y7, ...,y; € Y
on a

n

> (T(xi), ;)

=1

< C sup |[(z (@), sup (|47 ()

T*EBx* yEBy

p*

19



Maintenant nous donnons la version multilinéaire, introduite par Achour-Alouani dans
[AA10].

Définition 2.1.1. (Opérateurs multilinéaires Cohen p-nucléaires). Un opérateur m-
linéaire T : X; X - - - X X,,, — Y est Cohen p-nucléaire (1 < p < o0), s’il existe une
constante C' > 0 telle que pour tout x{, woxd € X;(1<j<m)et tout yi,...,ys € Y*,

on a

m py L *
AT (s a]") i) | < C( sup ZH (2L, 007 sup (g7 ()], - (2.1)
=1 EBX*'L 15= yEBy
1<g<m
La classe des opérateurs m-linéaires Cohen p-nucléaire de X; x - - - x X,, dans Y, notée

N (X, o, X Y) , et par
ni (T) = inf {C vérifiant (2.1)}.

p

Pour p = 00, on a

SAT (xf, - w™)  yr)| < Csup IT |27 ) sup 1[Gy W))I; -
1 1<i<nj=1 7 yEBy
En effet

< C sup sup H }<$Z,§0j>‘ sup 1y (W)l

QOJEBX* 1<i<nj=1

1<5<m

= (Csup sup H }<xz,90j>‘ Sup (v W)l

1<1<ng0]€BX*],
1<]<m

< Csup H ijux SUP (s W) -

1<’L<’n,]_

Exemple 2.1.2. Soient K un espace compact, p une mesure réguliere de Borel posi-
tive sur K et soit 1 < p < co. Pour chaque g € L, (1) on définit un opérateur m-linéaire
de multiplication T, € L(™C (K); L, (n)), T, (f*, ..., f™) =g f* -+ f™. Cet opérateur

est Cohen p-nucléaire et
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ny' (Ty) = llgll ) -

En effet. Pour (f1,..., f™) € C(K;) x --- x C (K,;) et h* € Ly« () . On utilise 'inégalité
de Holder, nous obtenons
STy (ffs s f) B = ; [g-fi 1 B)]
SNl | e thet pe
= Sttt (s ﬂn,hz>\

n 1 .
(2 lg- S £ |1 y) 7 ( sup Z [(h, BY)I”

=1 heBy,,i=

ey L
=

)7

IN

Par conséquent,

Sl 1B )P = (55 oot )
- fznmmﬂdu%

1= lj
l 1
< sup ZH 17 @) (f 1gl” dpa)7
wiEK i= 1]
< sup ZH L @I 1901,
w;EK i=1j=

Alors,

SN
o

STy (s ) K S Nl 50 (ST 1 )l i) s (35 ek, i) )5

i=17=1 heB Lp =1

D’ou T, est Cohen p-nucléaire et

ny' (Tg) < ll9llz, )

Dautre part, ny" (Ty) > ||Tyl| = supy i<y 1Ty (f*5 s S 2 1Ty (1,..,1)]| =
d’ou ny' (1) = |lgll 1, ()

HQHLP(#)a

Proposition 2.1.3. Si p =1 ou p = 00, on trouve la coincidence suivante :
(1) N7 (X1, ooy X3 YY) = L (X1, oo, X3 V).
2) N (X1, X0y Y) =D (X1, .., X0y Y)

Preuve

(1) Soit T € N{™ (X1, ..., X;n; V) . Alors

21



ST (ahy o2 )| < np (D) (sup ST (e, 90,))) s 7 ()l

i=1 WJGBX 1=1j=1
1<]<m

i (T) ( sup 311 (=], 0,)]) sup 171

(,DJEBX*’L 15=1

VAN

1<j5<m

En d’autre part, on a

> AT (g, oo ), 4

T (oL )] = s sl < 1.

Ce qui implique

§||T<x},...,xr>|| <P (T) sup ZH [(ad, )]

xd* EBX i=1j=
1<]<m

ainsi par (1.7), T est 1-semi-intégrale et ||T||,, , < n* (T).

st,1

Inversement, soit 7" un opérateur 1-semi-intégrale. On a

X;(T($37-~-a$?”‘),y£"> < Sup||yZ‘||Z||T(33%,.--,I§”)||

S HT“szl sSup ZH |< z7¢]>‘supuyz”

LpJEBX*z 15=1
1<j<m

< ATl sup ST (e ) sup (g7 ()l

P eBx*’L 15=1
1<]<m

Donc T' est un opérateur m-linéaire 1-nucléaire et nj* (T") < ||T||

(2) Soit T € D (X1, ..., X;n; V). Alors

si,1 °

2 (T (wh, o) 57| < 7 (T) sup H Iy, sup i W,

1<Z< ]7
On d’autre part
;(T(x§,,,_,m¢),y;> < ;I(T(lﬁ’---»xm) Yl
< dn(T) suwp [1 (e sup g7 W),
1<1/<n]_
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Donc T € N7 (X1, ... X;; Y) et n™ (T) < d? (T) .
Inversement, soit T € N (X1, ..., X;,; Y). Soit ();) une suite scalaires. Alors

SNAT (o) i) | < g (T) (M)l sup TT [|2]]] . sup [ly; (),
3 1<i<nj=1 J yeEBy

D’apres Iégalité (1.3) on a

ST () ] < (1) sup {1 [l sup 7 W,

1<i<n

Donc T € D2 (X1, ..., X;; Y) et d2(T) < nZ (7). W

2.2 Propriétés

Le but fondamental de cette partie est de montrer que 'espace /\fpm (X1, X3 Y)
est un Banach multi idéal.

Proposition 2.2.1. Soit T un opérateur multilinéaire continu de X; X ... X X,,, dans
Y. Alors :

Lopérateur T est Cohen p—nucléaire si et seulement si.

ST () )] <ny' (T)( sup ZH (0,0 )P sup G W),

=1 QOJGB)(*’L 15=
1<j5<m

pour tout ), ...,z dans X; (1 <j <m) et yi, ...,y dans Y*.
Preuve
—>) Résulte aisément de I'égalité(1.3). En effet, supposons que T' dans V)" (X1, ..., X;p,; V)

et soit (\;) une suite scalaires, on a
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SOAAT () )
N < 1}

) < 1}

<sup{"$<T> 00l o 35T [t )2 st 167 0D,

Al <1
SOJEBX*Z 1j=
1<5<m
< ny' (T) ( sup ZH (=1, 000]") psup 1y W)
GBx*Z 1j=
1<]<m

D’ou

ST (@t )y < nm (1) (sup ST [(od o)) Fsup 07 ()1

=1 @JGBX*l 15=1
1<j<m

—) Immédiate.
Proposition 2.2.2. Si T € NJ*(Xy,...,X;,;Y), alors T est continue et ||T| <
n™ (T).

p

Preuve

Soit T € N (X1, ..., Xin; YY) , alors pour tout R A= X;(1<j<m)ettoutyf,..y: €

Y* on a
> T (@, 2) yi) < npt (T) ( sup ZH [l o) [")7 sup (17 @) n, -
=1 ®j EBX*Z 15= yEBy P

1<]<m

(T («!,..;z™),y") < np(T) sup HK@“,@O]}} sup! “(v)]
<p]EBX*J,
1<5<m
< ny'(T) sup H 27| || ||l
gojeB *]_
<

ny (1) H 27| fly* Il -
Jj=1
Alors

24



sup (T (ah, oz, )| < nm (1) T 7]

y*EByx Jj=1

ce qui implique
|7 (2, ... a™)| < mp" (T) TT 1271

Donc T est continue et ||T| < ny' (T). [

Proposition 2.2.3. L’espace ./\fpm (X1, X3 Y) est un espace de Banach pour la

norme ny' (T) .

Preuve
(1) M) (X1, ..., X;n; Y) est un espace vectoriel normé
(a) D’apres la Proposition 2.2.2, on a
1T <y (T) =0 <= |T|=0
— T=0

(b) Soient o € Ket T'€ N (X1, ..., X;;Y) , on a
(aT (z}, ... 2") ,y)| = \@\ZJIKT(H?%,---,JJT),?/M

< lonp (1) (sup ST |G, 23) )3 sup 57 ()

n
=1

@;€Bxri=1j=1 7
1<j<m
donc oT € N (X1, ..., X3 Y) et
w1 (aT) < Ja]n (T) ()
ce qui impligie
ny' (T) =ny, aaT < mnp (aT) (xx)



Dong, () et (xx) donne
nyt (aT) = |alny' (T).
(c) Soient T1,T5 € N (X1, ..., Xp; Y), on &

ST+ ) (a2 )|

= ST} (@) + B (o) 7))
< 3T (@ oa?) )+ (T () 7))
< (ny (Ta) + 2)>(wseljgp zn:lH (2l 0)]) ”SEL}BP 1ty ),- -

D’ou T1 + T2 € ./\/:Dm (le P me Y) et n;”(Tl + Tg) S np (Tl) + 7’2, (Tg)
(ii) MJ* (X1, ..., Xpn; V') est complet.
Soit (T7,),cy est une suite de cauchy dans V)" (X1, ..., X;p; Y) . Alors

Ve > 0,dng € N,\V//{Z,k'/ e N,Vk > k' >mng: ||Tk _Tk’H < ’)’LZL (Tk —Tkl) <e

Donc (T},),,c €st une suite de cauchy dans £ (X, ..., X,;,;Y) , alors converge vers T'.

Pour tout n € N on a (pour k > ng fixé). On a V&' > ng :

5 (T = T) (o) )] = 3= i (T, = T1) (o 22) )
:mWiwn—nﬂ@wwmwm

< limg n(T, — T3,)( sup ST (2, 0\ )7 sup 1w ()],-

6 X i=15=1
1<]<m
<e( sup Y11 [l o)) sup (i W),
LPJGBX*l 15=1
1<j<m

D’ot n)'(Tp —T) < e. Ceci montre que T' € N (X1, ..., X3 Y) et (T3, —T) — 0.
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Proposition 2.2.4
(i) Toute opérateur de rang fini est Cohen p-nucléaire, c’est a dire L (X, ..., Xpn;Y) C
N (X, o X3 V).
(ii) (Propriété d’idéal) Si T € NJ* (X1,..., Xy Y), u; € L(E}, Xj), j = 1,...,m, et

we L(Y,Z), alors wo T o (uy,...,u,) est Cohen p-nucléaire et
ny (woT o (u, ..., up)) < [lwl[ng' (T) H1 [l
j:

Preuve
(i) I suffit de montrer la propriété pour les opérateurs de rang un de la forme T =
Ry (2. 2™) — 2t (21 .2k, (¢™) y (T comme une somme d’opérateurs

m

de rang un des opérateurs en tant que membre de 1’espace vectoriel N;”)

i=1j=1 i=1
m . n m ; $; p Lo ) i p* 1
= Iy lexj It g )P [t )7
= 1=17= J
sup (311 {07 sup (53 4,00}
%EBx;f i=1j=1
Diod T € A (X1, X V) et m(T) = ol TT [l (ear ol IT fl3l} = 171 <
]: ]:
(7).

(ii) Soit (eg) C Ejet(zf) C Z*. On a
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ST oty (€1) oyt (€07)) 00" (25))

=1
m j #\ [Py L % (%
Snp ( )( sup ZHK%(?)@}H )psup ||<'LU (Zz)7y> p*
5 GBX*Z 1j= yeEBy
1<]<m
m * Pyl *
S np ( )( SU.p ZH ‘<€zu ] j>>‘ )p SU.p ||<Zz’w(y)> p*
& EBX*Z 15=1 yEBy
1<]<m
< (T) Gl *
E EBX*Z 15=

sup ||w 25 T
< >‘ )7 sup o)l (=) rut
1

<n <>|w||n||u]|| sup z }<1,%>\ Fsup (7.,

nEBz

Donc w o T o (..., upm) € NJ" (Er, ..., Ep; Z) et
n(wo T o (uy, ..., uy)) < [Jw||n (T) -H1 72—
j:

Corollaire 2.2.5. L’espace N;” (X1, ..., X3 Y) est un Banach multi idéal.

Preuve

Il est immeédiate par la Proposition (2.2.3) et (2.2.4).

2.3 Théoréme de domination de Pietsch

On présente maintenant le théoréme de domination concernant cette classe. Avant
ceci, on donne le lemme de Ky Fan pour la preuve le lecteur pourra consulter [DJT95].
Lemme 2.3.1 (Ky Fan). Soient E un espace topologique séparé, C une partie conveze
compacte de E. Soit M un ensemble de fonctions définies sur C & valeurs dans
(—o00, +00| vérifiant les propriétés suivantes :
(a) Toute f € M est conveze et semicontinue inférieurement.
(b) Si g € conv(M), il existe f € M telle que g (z) < f (z), Vx € C.
(c) S’il existe r € R telle que pour toute f € M, f(z) <.
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Alors, il existe x¢ € C telle que f (xo) <r Vf e M.

On dit qu’une fonction f : X — R est semi-continue inférieurement (sci) si, pour
chaque réel A, f~ (], +00[) est un ouvert de X.

Théoréme 2.3.2. Soit T un opérateur multilinéaire continu de X, X ... X X,, dans
Y. Alors les propriétés suivantes sont équivalents :
(i) L’opérateur T est Cohen p-nucléaire.
(ii) Ils existes des mesures de radon pi; € C(Bx:)* (1 < j <m) et A € C'(By=)" tel que

pour tout (z',....2™) e X1 X ... x X,, et y* €Y* on a

*""

|<T (ajl, ,:L"m) ,y*>

By**

< CH(/ |<xja80j>‘pdﬂj(¢j>)p(/ [y, )" dA()) 7
j=1 7 Bx:
(2.2)
Preuve
(i)==>(ii) On consider les ensembles P(By:) et P (By+) des mesures de probabilites
dans C(B X;)* et C (By«)", respectivement. Ils sont convexes et compactes lorsque on
munit C'(Bx:)* et ¢ (By++)" de leurs topologies *—faibles. Posons E = C (BXT)* X e X
C (Bx:) x C(Byw) et C=P (Bx;) X -+ x P(Bx; ) X P(By=). Soit M I'ensemble

des fonctions définies sur C & valeur dans R de la forme

F((@) () (Bas s s A) - = > (T (2, s 27) 47| _%iﬁ I 1l o)) du; (25)

i=1 i=15=1 B
J

—,%éBf (2 0) P dA () (2.3)

ou (;Ef ) CX;,1<j<met(y) CY* Nous allons vérifier les hypotheses du lemme de
Ky Fan.
(a) Il est facile de voir que les éléments de M sont des fonctions convexes et semi continues

sur C.
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(b) I suffit de voir que M est convexe. Soient f, g dans M et a € [0, 1] telles que

k () ) Ot Vo=
> (T () ) ST S 1<1,¢]> b ()= £5 1 |l

=1 i=1j= IB

et

I(() () (115 ooy Higy A) =
zl:KT(x;'l,...,x;'m) y; )| - CZH f ’< z, ,90J>

i=1 i=1j=

pgé [ K o)l” anw

dp; (#;) —

Il s’ensuit que

af(<x;j)7(y’_*)) (:U’lv s By )‘) =

iil <T (O‘%x;% ’"7O‘m%7mgm> :O‘pl yz > szlgH f ‘<O‘mp$z 790]> d:uj (SOJ)
o< o
£33 (ot W) ax ®

et

(1 — O&) g((rg']’)y(yz{/*)) (ul, ey Moy )\) =

(oot ot )0t
Sy (i) - E / (< (1—a)7 g/ z/»>\ A ().

1 —a)mr xz ,g0]>

i=15= lBX 1=1 By
Finalement, on a
af+(1-a)g:=
At 1 m * CkJrl * p*
Zl|<T($iv"'7xi) Y| — Zlﬂ f [zl o) d; (;) — *Zle [(y;, )P dA () €
1= 1=17=1 1= 'y

M
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ou

i a%xij si 1<i<k,
x’i: 1 ",
(1—a)ymz,? si k+1<i<lI
1y . .
. arty* si 1<i<Kk,
Yi =

"

(1—04)1%*%-* sio k+1<i<l.

(c) Soient x[’;j € Bxr et yo € By« tels que

sup Y11 [(of, )] = ZH (=2 el

x*J GBX*Z 15=1

et

sup [ ¢(y)IIp-

PE By #x

Z [, o)

Soit f de la forme (2.3) et 5I3j, dy, les mesures de dirac,

|
M=
~
£
]
3
|
“GlQ
M:
A::]S
—
S&Q
AS)
<o
>~
|
SAle}
M=
=
<
RS

= ST (& ), yl>|—; sup ST (ol o) = & sup (w07

=1 <,0J€Bx*2 1j= YPE By +x

En utilisant I’identité élémentaire

off = inf {% (g)p Ly } Va, 3 € R” (2.4)

nous trouvons en prenant

a=( s ”zln (o7 5= swp l(w(w?)
(1)) (Bt o B 6
4T ads )] = OC s ST ) sup GG,

GBX*Z 1j= By xx

—

8
S,

((

IN

s
I
—

IA
o
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d’aprés le lemme de Ky Fan, il existe (uq, ..., tt,, A) € C telle que f (fq, ey fly,, A) < 0
pour toute f € M. Si en prend (z',...,2™) € X; x ... x X, et y* € Y* on a

(T (@2 )] s%ij 1<xﬂ el dus () + 5 [ Iy o A (0).

Y **

Fixant ¢ > 0. En remplacant 27 par e ma , y* par €y* et en prenant l'ifinimum pour

e > 0, utilisant I'identité élémentaire (2.4), on trouve
[T (x!,...,2™) )]

ﬂjiﬂk;<$i¢ﬁfdﬂﬂ@ﬂ)/€p+ Us,.. Ity

CLL(fay, 1@ )" dits(03))7 .. [ O X7
(ii)= ()Smt( xi, .)€ Xg X ... x X, et yf € Y*. par (2.2), on a

1
F

IN

o

O dA@))7

IN

1 m * m J *
|<T (xiv ey Ly ) vyi>| < le;ll ||xz HLp(Bx;vaj) ||3/Z ||Lp*(BY**,)\)

pour tout 1 < i < n, et ainsi
Z%<T(w}>-.-,x2”),y;“> < Z\( (zi, .., 27) 7))
CE 1l 11,

IN

)

e )

nous utilisons I'inégalité de Holder pour obtenir

ST (e ) 90
OO L1217 )P 5 1 ™)
= ZIBX*X *By,
(3 Jay.. W) A @)

< O sup X gy (ad)pn(a)P)r sup <zrw<y,>v>**

IN

B =

o1(2}) -0 (@) dpy @ oo @ py) (21 ™))

1
I

:BJ*GBX*’L 1 PYEBy*x i=
1<j<m
Donc T' est Cohen p—nucléaire et n;" (7)) < C, ce qui termine la preuve. [ |

Remarque 2.3.3. Si p =1 ou p = oo. On a le théoréme de domination suivant :

() T e NT" (X1, .., X3 Y) = L1 (X1, ..., X3 V) si et seulement si
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@1 (@) o, (@™ dpp (@1, 00) -

”T (ZL“17 "'L‘m)H < CfBXfx...xBX;«n

pour tout 7 € Xj, et tout ; € X7 (j =1,...,m) (voir 1.6).
(2) T e N (Xy, .oy X0 V) = D2 (Xq, ..., X} V) si et seulement si

(T (@ oea™) ) <€ CIL o] S 0 0] ).

pour tout 2/ € X, et tout y* € Y*(j = 1,...,m) (voir [AMO7]).

2.4 Théoréme de factorisation de Kwapien

En comparant la condition (ii) du théoréme 2.3.2 avec condition (b) du [DF93, Co-
rollaire 19.2], on peut dire que les opérateurs multilinéaires Cohen p-nucléaire sont une
généralisation des opérateurs linéaires (p; p*)-dominés. En conséquent, le théoréme sui-
vant peut étre considérée comme une version multilinéaire du théoréme de factorisation

de Kwapien.

On commence par rappeler la définition des opérateurs linéaires absolument p-sommants
et son théoréme de domination de Pietsch introduite en 1967 (pour plus de détail voir
[DJT95]).

Définition 2.4.1 (Opérateurs linéaires absolument p-sommants). Soit X,Y deux
espaces de Banach, et soit u un opérateur de X dans Y. On dit que u est p—sommant
1 < p < oo ¢’il exsiste une constante C' > 0 telle que, pour tous x4, ..., x,, on ait

<Z lu(:)[P)? < C'sup {(i " (z)[P) P, 2" € Bx*} (2.5)

i=1
La classe des opérateurs linéaires absolument p—sommants notée II, (X, Y"), est un espace

de Banach pour la norme 7, (u) := inf {C' : vérifiant I'ingalité (2.5)} .

Théoréme 2.4.2. Soit u : X — Y un opérateur linéaire et C' une constante positive.

Alors les propriétés suivantes sont équivalents,
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i) u est p-sommant et 7, (u) < C.

it) Il existe une probabilité p sur K = (Bx~,0 (X*, X)) telle que :

Ju (@) < O / (o, 2)? du (2*))3 Yz € X. (2.6)

Le théoréeme suivant généralise un résultat de Kwapien [DF93, Corollaire 19.2].

Théoréme 2.4.3 (théoréme de factorisation de Kwapien). Soit 1 < p < co. Alors T €
L(Xy, ..., X.n;Y) est Cohen p-nucléaire si et seulement s’il existe des espaces de Banach
G1, ..., G, des opérateurs linéaires absolument p-sommants (1 < p < oo) u; € L (X, Gy)
et un opérateur multilinéaire Cohen fortement p-sommant S € L (G, ...,Gp;Y) tels que

T =S (uy,...,un), de plus
ny' (T') = inf {dgL (5) ﬁﬂ'p (uj) : T =S o (u, ...,um)}
j=1

(i.e., NJ* =Dy o (I, ..., I1,) isométriqument).

Preuve
Soit T' € Dyro(Il, ..., IL,) (X1, ..., Xip; Y') ; alors il existe des espaces de Banach Gy, ..., Gy,
u; € I, (X;, G;) et un opérateur m-linéaire Cohen fortement p-sommant S € D' (G, ..., G Y)

tels que
T = S(Ul, ,um) .

Nous avons pour tout (z!,...,2™) € X; x ... x X,, et y* € Y*

(T (@™ )] = 10 (i (2 ot (2)) )|
< dr(S) 1T Iy @) .,

IN

dy (8) Ty (wy) TT 1271, Myl -
i =1 () e

J

Réciproquement, Soit 7" € A" (X1, ..., X;,;Y). Alors, par (2.2) Ils existes des mesures
de radon p; € C(Bx:)* (1<j<m)et A € C(By=)" tel que pour tout (z',...,2™) €
Xix..x X, ety eY"
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T (2, ..., ™), y* <Cm zd : :
(T ( P I, gy I

Soit (z',...,2™) € Xy X ... X Xpp,. On définie u) (¢7) = (.,27) € C (BX;) et consider le

diagramme
X, XX X - v
Lix, Lix, ST
ix, (X1) Xx..x ix, (Xn) (hT.,I)m) G4 X..x Gy
! l N N
C(Bx:) x..x C(Bx:) (hjm) L,(py) x.ox Ly (i)

ou I; : C(Bx:) — L, (11;) est Iinjection canonique, iy, : X; — C(Bx:) est une
isométrie injective et G est la fermeture de Vespace I; o uf (X;), u; (27) = I; (ud (27)).
Comme 7, (I;) = 1 et ||[ud|| =1, alors m, (u;) < 1 (voir [DJT95]).

L’opérateur S définie sur uy(X1) X ... X um(Xon), u; (X;) = I; (u9 (X;)) (1 < j < m), par

S(up(xt), ot (™)) = T (2!, ..., 2™)

est bien défini car

1
S

3

(S (ur (@), ooy (™)) y*) < 0 (1) TT g (29)llg, C Gy ) dA ()7

By**

7j=1

Il s’ensuit que S est continue sur u;(Xi) X ... X u,,(X,,) et a une extension unique de

ur(X1) X oo X U (X)) = Gy X ... X Gy, de plus I'inégalité implique que

1S ()| = sup{|<s*<*> <u1<x1>,...,um<xm>>>|:||uj<asf>||s1}
< ([ 1ty )P AN ()7

*

ce qui implique que S* est absolumment p*-sommant. Grace au Théoréme 3.1 [MS09], S
est un opérateur m-linéaire Cohen fortement p-sommant et d* (S) = 7« (S*) < nJ' (T).

Ceci termine la preuve. [ |
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Remarque 2.4.4
Sip=1,ona Do (Ily,..II) = L(,... 1) C Ly =N
Exemple 2.4.5. L’opérateur T : l; x l; — I; donné par T ((x3),,, (23),) = (z}2}),

est 1-nucléaire.

Preuve
Soit
S lg X lg — ll
((@L)e: (@R)e) = (2327
pour tout (z}), , (#2), € l. Alors pour tout n € N et (lek)k - (xflk)k €lh(1<j<2),

Yr, e Yr € loo, on a

A
-
™

s
Il
—

ENSHOS
k=1

2 (S (o), (22,)e) )

2,1 .
)2 .sup( sup [y; (y)]
1 yEBll

IN
(18

@
Il
—_

(VAN
M=
e T
=

=

=

k[, - sup (sup |y (y)])
yeBy,

7

ﬁ
Il
—
<.
Il
—_

<

N

@
I
—_
<.
I
—_

Nl -suw o)l
yeBy,

Donc S est Cohen fortement 1-sommant et aussi continu. On d’autre part, I'opérateur
canonique [; : l; — Iy (1 < j < 2) est 1-sommant. On conclut par la Remarque 2.4.4

que T =S (I,15) : l; X l; — 1 est Cohen 1-nucléaire. [ ]

36



Chapitre 3

Relations entre différentes classes de

sommabilités

Dans ce chapitre nous allons obtenir certaines inclusions entre les différentes classes
étudiées dans le présent document et d’établir la position des opérateurs Cohen p-
nucléaires par rapport & d’autres concepts. En conséquence de nos résultats, nous mon-
trons que tous les opérateurs multilinéaires Cohen p-nucléaires sur des espaces de Banach

arbitraires est faiblement compact.

3.1 Définitions

On commence par définir quelques classes d’opérateurs multilinéaires.

Définition 3.1.1 [GEI84] (Opérateurs r-dominés). Un opérateur multilinéaire 7' €
L(X1, ..., X;n;Y) est r—dominé (1 < r < 00), sl existe une constante positive C, et une

mesure de radon p; sur BX; (1 <j <m) telle que
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S |

"y () (3.)

i1

|7 (&, ™) | <CTT | [ |#7 ()
J By«
J
pour tout 27 € X;. De plus, on a
0, (T) = inf {C > 0 : vérifiant 'inégalité (3.1)}.

On note Ly, (X1, ..., X;n; Y) Despace des opérateurs multilinéaires r—dominé, est un es-
pace quasi-Banach avec le quasi-norme 6, (7). Si r > m, alors ¢, (7') est un norme.

Comme conséquence, r-dominé implique ro,-dominé pour r; < 7.

Définition 3.1.2 [P1E83] (Opérateurs absolument p—sommants). T € L (X1, ..., X;n;Y)

est absolument p-sommant (1 < p < 00) s'il existe C' > 0 telle que pour tous n € N et

(!

i)lﬁign - Xj (1 S] < m), on a

|7 (@t

i )1§ign

(3.2)

m 4
P = 031;11 H (xg)gign Ps

On note L5, (X1, ..., X;n; Y) Pespace de Banach des opérateurs m-linéaires absolument

p-sommants muni de la norme

|||, = inf {C vérifiant (3.2)}.

as,p

Définition 3.1.3 [DiMO03] (opérateurs fortement p-sommants). Soit 1 < p < oo.
Alors T € L (X1, ..., X;n; Y) est fortement p-sommant s'il existe une constant C' > 0 telle

que pour tous z;, ...,z € X; (1< j<m)ona

B =

1 m
HT (.Ii,...,l’-

i )1§z‘§n

s (i|¢(x;,...,x;n)¢p) O 33)

P $€Br(x, ... i=1

La classe des opérateurs multilinéaires fortement p—sommants de Xi,..., X,, dans Y,

notée Lggsp (X1, ..., Xpm; Y), est un espace de Banach pour la norme
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||| = inf {C vérifiant (3.3)}.

sas,p
Définition 3.1.4 [MATO03] (opérateurs multi p-sommants). T € L (X1, ..., X;n; Y) est
multi p-sommant (fully p—sommant) s’il existe une constant C' > 0 telle que pour tous

i, ..,2xl € X;(1<j<m)ona

(3.4)

( > <<T<x;,..-7x:;>n”)p <O D) s

L’espace des opérateurs multilinéaires multi p-sommants de Xy, ..., X, dans Y , qu’est

noté Lyqsp (X1, ..., Xim; Y) est un espace de Banach muni de la norme

1T, = inf {C' vérifiant (3.4)}.

Définition 3.1.5 [CD’AJ02] (opérateur intégral). On dit que T' € L (X1, ..., X;n; Y)
est intégral (T € Z (X3,...,X,,;Y)) s'il existe une constant C' > 0 tels que pour tous

m € N, (xf) CXjety; CY* ona

1<i<n
n n
(T (i, ya) yf)| < C sup || 22 (z) .a™ () vy
1=1 xj*GBX*f i=1 Y
J
1<j<m

L’infimum de C' défini une norme ||.||,; sur I’espace des opérateurs m-linéaires intégraux.

Théoréme 3.1.6 [CP07, Théoréme 3].
(i) Lap (X1yeory X3 Y) C Lsip (X1y oo, X3 Y)
(i) Loip (X1s ooty X3 Y) C Lamp (X1, oo, Xon3 Y)
(i) Lsip (X1yoot, X3 Y) C Lpasp (X1, ooy X3 YY) C Losp (X1, ., X3 V)
(i

111) *Csi,p (Xla 7Xm7 Y) C 'Csas,p (Xl, ,Xm, Y) .
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3.2 Comparaison avec les différentes classes de som-
mabilités

Nous allons maintenant étudier la relation entre la classe des opérateurs Cohen

p—nucléaires et les différentes classes de sommabilités qui rappelées au-dessus.

Théoréme 3.2.1. Soit 1 < p < oo. Soit Xq,..., X,,, Y des espaces de Banach et soit
T:X1 x..xX,, — Y un opérateur m-linéaire.
(i) Si T e NJ* (X1, ..., X3 Y), alors T € Dy (X4, ..., X3 Y) et & (T) < nj' (T) .
(i) Si T € NJ'(X1,..., Xpn;Y), alors T € Lg, (Xy,..., Xp;Y) pour toute v > p et
o, (T) < (T).
(i) Si 1 <p<2etT e NJ(Xy,..,X0n;Y), alors T est absolumant q-sommant pour
tout q.

Preuve

(i) Si T est Cohen p-nucléaire, alors

3

(T (2™, ) < 0 (D) TLC S (9,60 " dpy (€))7 ([ [y ) dA (™))

Jj=1 BX; By s+
m . . « 1
< g (D) [T sup (@, &))C [ [y y")I" dh(y™))7
j=1 gJeBX; By
m . * 1
< (M I el Cf 1y dA ().
j=1 By#s

Donc par (1.5), T € D} (X1, ..., Xp; V) et &' (T) < nj* (T') .
(ii) Soit T" € NJ* (X1, ..., Xp; Y'), alors

T (', ...,2™)]| = sup (T (xt,..,2™),y*)]
y*EBy*
m . * 1
< g (D) [Ty m ey sUP (g™ y)" dA(y™)»
.7:]- J y*eBY* By*:«
< o (T xl su *
< (@) 1905,y sup )
< ny (T) jl;[l “xjHL,A(BX;f,uj) :
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Donc par (3.1), T est r—dominé et 0, (T') < n? (T)).
(iii) D’apres (ii) 7" est 2-dominé (r = 2) ; donc Proposition (4.3) dans [CDO03] montre que

T est absolument g-sommant pour tout q. |
Théoréme 3.2.2. Tout opérateur m-linéaire intégral est Cohen p—nucléaire.

Preuve

Soit T € N7 (X1, ..., X;n; Y). Si T est intégral, I'inégalité de Holder donne

n n
PRI Rt} y Ji — I i) 7 7
(T (xf,nx),yf)| < TN, sup | sup yoa'™ (zf)..a™ (z}") y; (y)
i=1 xI*€Byx |YEByi=1
J
1<j<m

. Lo (52 1 ()7
< ATl sup (ol (2)) 2™ (@)")> sup (32 ly; ()" )"

xI*EByx 1= yEBy i=1
J
1<j<m

Donc T est Cohen p-nucléaire. |

Corollaire 3.2.3
(I)I(Xl, ,Xm,Y> - '/V‘pm (X1> ,Xm,Y) C 'Csi,p (Xl, ,Xm7Y) C *Csas,p (Xl, ,Xm,Y> .
(ii) ./\fpm (X1y oo, X3 Y) C Losp (X, oo, X3 YY)
(iil) Z (X1, .., X;n; Y) et ./\/'pm (X1, .., X3 Y) C Liasp (X1, Xon3 V).

En conséquant, la proposition 2.1.3 (1) et [CP07, Remarque 1], donne :
Remarque 3.2.4. Les inclusions suivants sont parfois stricte.

(1) NI (X1, ooy Xo3 V) C Lggsr (X1, .00y Xon; V).

(2) N7 (X1, o0y X3 Y) C Lpasa (X1, oo, Xy V).

(3) N7 (X1, .oy X3 Y) C Lasa (X1, oo, Xos V).

Un multilinéaire T" entre espaces de Banach est faiblement compact si, et seulement si,
il peut s’écrire T’ = uo B ou B est un opérateur multilinéaire borné et u est un opérateur

linéaire faiblement compact.
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On note L, (X1, ..., X;n;Y) le sous espace fermé de L( X, ..., X,,;Y) des opérateurs
m-linéaires faiblement compact. Il bien connu que tout opérateur multilinéaire Cohen
fortement p-sommant est faiblement compact [AA10, Corollaire 3.3].

Le résultat principal de cette partie est le corollaire suivant, qui est une conséquence
directe du Théoreme 3.2.1 (i) et [BPRO7, Proposition 5.7 et Remarque 5.9].

Corollaire 3.2.5
1) Tout opérateur m-linéaire Cohen p—nucléaire sur des espaces de Banach arbitraire est
faiblement compact.

2) Soit Ky, ..., K,, des espaces compacts, pour un opérateur m-linéaire de C'(K;) X ... X

C(K,,) dans un espace de Banach Y, on a

NP CT 0L C Loy Lo

3) (1) n’est pas vraie pour p = 1.
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