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Introduction

ans notre travail, nous avons mentions des définitions de base afin de prouver le

théoréme (2,7) d'un espace vectoriel topologique & cone métrique complet .

Puisque cette théoreme prouver 'existence d'un seul point de coincidence de trois

opérateur L, K et H a condition

d(Lz,Ky) < Ad(Hz, Lx) + Bd(Hy, Ky)

et
LIX)UK(X)C H(X)

Et une autre condition

LIX)UK(X) ou H(X) complet



CHAPITRE 1

Rappel et propriétés

élémentaires

n mathématiques, les espaces vectoriels topologiques sont une des structures de base
de I'analyse fonctionnelle. Ce sont des espaces munis d’une structure topologique associée
a une structure d’espaces vectoriel, avec des relations de compatibilité entre les deux
structures .

Les exemples les plus simples d’espaces vectoriels topologiques sont les espaces vecto-

riels normées, parmi lesquels figurent les espaces de Banach.

1.1 Les espaces topologique

Rappel

Soit X un ensemble quelconque on défini I’ensemble P(X) tel que P(X) 'ensemble des
parties de X .

Définition 1.1. Soit X un ensemble et U est un partie de X , on appelle U un ouverte

de X si pour tout x € U; B(x,r) € U

Définition 1.2. Soit X un ensemble et F' est un partie de X , on appelle F' un ferme de

X st CxF est un ouverte sur X
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1.1.1 Espace topologique

Définition 1.3. Soit X un ensemble et U,V deux ouverte de X , on appelle topologie sur
X toute partie T de P(X) vérifiant les trois propriétés suivantes .

(01) 0, Xer

(Oy) SiUVer,alorsUNV erT

(03)  Si(U;),e; est une famille de parties de X appartiennent a 7, alors | JU; € 7
iel

(X;7) s’appelle espace topologique de support X. Les éléments de 7 sont appelés
ouverts de (X;7) oude 7 .
Exemple 1.1. Soit X un ensemble quelconque

(1) On a 7y = P(X) est une topologie sur X , on appelle topologie discret .

(2) Est on a 7, = {0, X} est une topologie sur X on appelle topologie grossiére ou
(triviale) .

(3) Soit X ={a,b} est une ensemble alors les topologies sur X défini par

7 ={0,X}, 7 ={0,{a}, X}, 5 ={0,{b}, X}, 74 = {0{a}, {0}, X}

(4) Soit X = {a,b,c} donc Uensemble {0, {a}, X} est un topologie sur X mais l’en-
semble {0{a},{b}, X} n’est pas topologie sur X car {a} U{b} = {a,b} et {a,b} ¢
{0, {a}, {0}, X} .
Exemple 1.2. Soit X un ensemble et 7., = {0} U{U C X; X\U estfini} est une
topologie sur X on note topologie cofinie
(1) Si X est finie alors la topologie cofinie cicide avec la topologie discréte .

(2) Si X infinie alors deux ouverte quelconques non vide dans X, 1.y ont une intersec-

tion non vide .

Définition 1.4. Soit (X, 7) un espace topologique est 5 € T donc [ est une base de la

topologie T si tout ouverte non vide de X est réunion d’ouvertes appartenant a [

Université de M’sila



1.1. LES ESPACES TOPOLOGIQUE 7

Définition 1.5. Soit (X, 1) un espase topologique et x € X et A deux parties de X

(1) On dit que = est un voisinage de V de X si il

Jouverte Ue X , xzeUCV

(2) On généralement tout partie V € X est une voisinage de A si il

Jouverte UeX , AeUCV

1.1.2 applications continues

Définition 1.6. Une application f : X — Y , XY deux espace topologie . On a f et

continue en xy si elle vérifie les deuxr conditions suivantes sont équivalentes
o Yweu(f(xg)) dans Y fHw) Cwv(w) dans X

o Vwev(f(xg)) dansY 3Jue€v(zg) dans X tqg flu)=w

Définition 1.7. Une application [ : X — Y , et X,Y deux espace topologiques
(1) On dit que f est continue sur X si f est continue en tout point de X

(2) On dit que f est homéomorphisme de X sur'Y si f est bijective et f et f~' sont

continues

(3) On dit que les espaces topologiques X et'Y sont homéomorphes s’il existe un ho-

méomorphisme X sur'Y

Exemple 1.3. Soient X,Y de ensemble muni de les topologie 7,7 on a :

(1) L’application identique suivante
idy : ze(X,7) — ze(X,7)

est une application continue

(2) Toute applications constante de les espaces (X, 7) vers les espaces (Y, 7') est une

application continue

Université de M’sila
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1.2 les espaces vectoriels

Un corps d’un espace vectoriel .
On rappelle qu’un corps est un ensemble muni des quatre opérations usuelles (addition,
soustraction, multiplication et division) qui satisfont les regles habituelles d’associativité,

de commutativité et de distributivité.

Définition 1.1. Un corps commutatif est un ensemble K muni de deux lois interne no-

tées en général (+) et (.) vérifiant le condition suivante :

(1) (K,+) est un groupe commutatif
(2) (K,.) est un groupe multiplication

1.2.1 Espace vectoriel

Définition 1.2. On dit que (E,+) est un groupe commutatif sur un corps K si

(1) Associativité :  Vu,v,w € B, u+ (v+w)=(u+v)+w

(2) Elément neutre : Je€ EEYweE E, v4+e=e4v=uv

(3) élément symétrique : Vv e E,F' € E, v+dv =v+v=e¢

(4) Commutativité : Yv,w € B, v+w=w+v.
Définition 1.3. Soit E' un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne no-
tée (+) et d’une loi de composition externe de domaine K notée

(E,+,.) est un K—espace vectoriel (ou espace vectoriel sur K) si et seulement si :

o (E,+)est un groupe commutatif .

e la loi (.) vérifie les quatre axiomes :
(1) N(z,y) € E*, VYA €K,A(z+y)= z+ Ay
(2) VxeE, VOu ek, A+uo=\z+pz
(3) VYreE ,V\,p ek, \(pr)=\p)
(4) YreFE ,lx=x

Les éléments de E sont les vecteur et les éléments de K sont les scalaires ou plus simple-

ment les nombres .

Université de M’sila



1.2. LES ESPACES VECTORIELS 9

1.2.2 Application linéaire

Une application entre deux espaces vectoriels est dite linéaire si elle respecte les deux

opérations définissant la structure.

Définition 1.4. Soit E, F deuz espace vectoriel est f : E — F est une application on

dira que f une application linéaire si, pour tout x,y € E et tous A\ , u € K, on a :

fOx 4 py) = M (x) + pf(y)

Définition 1.5. On note L(E, F) l’ensemble des application linéaire de E dans F | et
L(FE) si E = F . une application linéaire de E dons E s’appelle aussi un endomorphisme

de FE

Proposition 1.1. (1) Tout combinaison linéaire d’applications linéaire est un linéaire

. La composée d’applications linéaire est linéaire.

(2) Un application f : E — F et dit isomorphisme si elle est bijective . la réciproque

d’un isomorphisme est linéaire

(3) L’image directe d’un sous espace vectoriel de E par une application linéaire est un
sous espace vectoriel F' . L’image réciproque d’un sous espace vectoriel de F' par

une application linéaire est un sous espace vectoriel E .

Définition 1.6. On appelle noyau de lapplication linéaire f € L(E,F) le sous espace

vectoriel de E .

Ker(f) ={z € E, f(x) = 0}

Théoréme 1.1. Soit f une application linéaire de E dans F' défini par f: E — F donc

f est injective si est seulement si Ker(f) =0

Définition 1.7. Soit f une application linéaire on appelle image d’applications linéaire

f+E — F le sous espace vectoriel de F .

Im(f) ={f(z),z € E}

Proposition 1.2.

Si (z;)icr est une famille génératrice de E alors Im(f) = vect{f(x;),i € I}

Université de M’sila
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1.3 Les espaces métriques

1.3.1 Distances
Définition 1.8. Soit X un ensemble. Une distance sur X est une application
d: X x X — R" vérifiant pour tous x,y,z € X :
(di) d(z,y)=0 <= z=y.
(d2)  d(z,y)
(ds) d(xz,z) <d(z,y) +d(y,z) (Uinégalité triangulaire) .

d(y,z)  (la symétrie) .

Exemple 1.4. (1) L’ensemble K" avec K = R ou C est muni de plusieurs dis-
tances faisant intervenir les distances entre les composantes. Pour deux éléments

arbitraires de K" ; x = (z1,...,x,) et y = (Y1, ..., Yn) ; ON pose :

di(zy) =Sy —m et da(zsy) = (O |ys — )7
=1 =1
et

doo(;y) = e ly; — 4

(2) Sur C([0;1]) ={f :[0;1] — R; f continue}, on définit la distance :

dos(f39) = sup [f(t) —g(t)|

te(0,1]
Définition 1.9. Deux distances di,ds sur X sont dites équivalentes s’il existent deux

constantes a,, B > 0, telles que

VJ?’?J € X: adl(xvy) S d2(x>y) S Bd1($7y)

Espaces vectoriels normés

Un exemple important d’espace métrique est le cas des espaces vectoriels normés. On

consédire un K-espace vectoriel £ avec K =R ou C .

Définition 1.10. Une norme sur E est une application de E dans RT notée vérifiant

pour tous x,y € E et tout A € K :

(M) zl=0,2=0 (No) [[Azf=Al el (Ns) [[z+yll<lz|+Iyll

Université de M’sila
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Exemple 1.5. L’espace vectoriel n-dimensionnel K,, avec K = R ou C est muni de

trois mormes importantes (les normes standard) || . |lo, || - |1, - |loo , définies par x =
(X1, ey ) €Y = (Y1y ooy Yn) -
n n 1
2\ =
lolh=Ylad o o= (Sl o 2 o= max Ja
i=1 i=1 =SS

1.3.2 Espace métrique complet
Définition 1.11. Une suite (x,)nen dans un espace métrique (X, d) est dite convergente
st

Ve>0, dn.eN, n>n. ona d(z,l)<e
Proposition 1.3. Tout suite (z,)n,en convergente a seule limite est un suite bornée

Proposition 1.4. L’ensemble C(E) des suites convergentes d’un espace normé E est un

espace vectoriel . L’application L : C(F) — E;(z,) — limx,, est linéaire.

Définition 1.12. Soit (x,)nen une suite bornée dans un espace métrique (X,d) , notons
0, = sup{d(up, uq),p > n,q > n} : On dit que (x,)nen est une suite de Cauchy si la suite

réelle (0n)nen converge vers 0 .

Définition 1.13. Un espace métrique est dit complet si, dans cet espace, toute suite de

Cauchy est convergente.

1.4 Espaces vectoriels topologiques

Définition 1.8. Un espace vectoriel topologique est un K—espace vectoriel E muni d’une
topologie T qui
1. L’origine {0} Soit fermée dans E

2. Les applications

(r,y) EEXE —z+yek

et
Nz)e KxE— X el

Sont des applications continues

Université de M’sila
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Proposition 1.5. Soit (E, || ||) un espace normé. Alors on a :

1. L’application suivante est lipschitzienne,donc uniformément continue
(x,y) EEXE —z+yekl

2. L’application suivante est continue
Nz)e KxE— X €eFE

Exemple 1.6. Tout espace normé est un espace vectoriel topologique,

voir proposition 1.5.

Proposition 1.6. Soit (E,T) un espace vectoriel topologique.
1. La translation x — x + a est un homéomorphisme de £, VYa € F
2. L’homothétie x — Az est un homéomorphisme de E , VX € K\{0}

3. L’application (z,y) — = — y est continue de E X E dans E.

Corollaire 1.1. Soient (E,T) une espace vectoriel topologie, a € E et A € K

1. Soient U un ouvert de E et A un sous-ensemble de E. alors a +U et A+ U =

U x + U soit des ouverts de E. et \U est un ouvert de E si X # 0
€A

2. Soit F' un fermé de E alors a + F et A\F sont des fermé de E.

3. Soit K un compact de E, alors a + K et AK sont des compacts de E.
Proposition 1.7. Soit (E,7) un espace vectoriel topologique donc (E,T) est un séparé.

Démonstration. Soient xg,yo € E tels que zy # yo. Alors E\{0} est un ouvert de E
contenant xy — yo. Puisque I'application (z,y) — = — y est continue de F x E dans FE,
il existe un voisinage v de tzg est un voisinage w de yy tel que v — w(E\{0}). D’ot on a

vNw = (). Par conséquent, (E,T) est séparé. O

Définition 1.9. Soit (E,T) un espace vectoriel topologique. Une base locale de E est un

systéeme fondamentale de voisinage du point (.

Proposition 1.8. Soit (E,T) est un espace vectoriel topologique

Université de M’sila
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1. Soit, a € E les voisinages de a sont de la forme a + V', ou V parcourt [’ensemble
de voisinage de 0. En particulier, la topologie d’un espace vectoriel topologique est

entierement déterminée par l’ensemble, de voisinages de 0.

2. Soit A € K\{0}. Soient V' un sous-ensemble de E. alors V' est un voisinage de 0

dans E si et seulement si \V' est un voisinage de 0. dans E

3. Si B est une base locale de E, alors tout élément de [ contient l'adhérence d’un

élément de 5. En particulier, E posséde une base locale formée d’ensemble fermés.
4. F posséde une base locale formée d’ensembles équilibrés.

5. Soient V un voisinage de 0 et (ay),~, une suite dans K telle que l_l)rf la,| = +o0.

Alors on a E = U a,V.

n>0

Démonstration. Voir [1] page 404 O

Théoréme 1.2. Soit ' un espace vectoriel topologique posséde une base locale dénom-

brable. Alors il existe une distance d sur E invariante par translation telle que
1. La topologie définie par d est égale a la topologie de E

2. Les boules ouvertes de centre 0 sont équilibrées.

Lemme 1.1. Soit E un espace vectoriel topologique métrisable. Si (x,),~, est une suite
dans E convergente vers 0, il existe une suite (t,,),~, dans Ry tell que

lim ¢, = +oo et lim t,z, =0
n——+00 N —+00

Lemme 1.2. Soit (z,,),-, une suite de Cauchy dans un espace vectoriel topologique (E, T).

Alors (,),,5 est borné.
Théoréme 1.3. Soit (E,T) un espace vectoriel topologique.Les propriétés suivants sont
équivalents.

1. E est dimension finie.

2. E localement compact.

3. E est localement borné et possede la propriété de Heine-Borel.

Démonstration. Voir [1] page 412 O

Université de M’sila



CHAPITRE 2

Point de coincidence des opérateurs

compatible

ans ce chapitre nous allons donner la définition des espaces métriques a cone et
explorer quelques notions bien connues dans le cadre des espaces métriques usuelles. Le

lecteur intéressé pourra se référer au [17, 18, 19, 20].

2.1 Définition de cone et premiéres propriétés

Définition 2.1. Soit E un espace de Banach, on appel cone de E tout ensemble noté p

et satisfait les conditions suivantes
(1)  p est fermé non vide et p # {0p}
(2) ax+ by € p pour tout x,y € p et a,b >0

(3)  pn(—p)=1{0g}

Exemple 2.1. (1) En générale les ensembles {(z1,...,x,) € R" 1 2; > 0,i =1,2,...,n}

sont des cone sur les espaces de Banach R" .

(2) L’ensemble des réels positives R, est un cone sur l'espace de Banach R .
Proposition 2.1. Un cone p d’un espace de Banach E, est une partie convexe dans E.

Démonstration. Soient x et y deux élément de p, ax + by € p, ou a et b sont des réels

positives. En particuliere quand a € [0,1] , b=1—a > 0;donc ax + bz € p. O

14
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Dans toute la suite, supposons que E est un espace de Banach, p un cone d’intérieur

non vide, et < est une relation d’ordre partielle définie sur E par rapport a p par
Ve,ye B, <y <= y—T€E€p

(1) 2 <y <= y—z €int(p), ou int(p) désigné l'intérieur de p.

(2) Lorsque x # y on remplace z < y par z < y .

Proposition 2.2. Soit E un espace de Banach ayant un cone noté p, Alors pour tout

reponalg <z

Démonstration. Supposons qu’il existe x € p, tel que x # O et x < Og alors 0 — z =
—x € p, cela implique que

z €pn(—p)={0}

d’ou la contradiction. O

Proposition 2.3. Soit £ un espace de Banach, p un cone de E , et a € p.

Sia < Aa avec A €]0,1[; cela entraine que a = Op
Démonstration.
a<da= Ma—a)ep=A—-1aep=—(1—-ANa€p
Comme (1-A) >0 et a€p = (1—ANa€p,alors
(1-=XNaepn(—p)={0} = a=0
O

Proposition 2.4. Soit E un espace de Banach, p un cone de E, (ay), et (b,)n deuz suites

d’éléments de E |, et soient a,b € E ; supposons que

a, <b, e a,—a ; b,—b = a<b

D’une parte pour tout n € N on a b, —a,, € p, d’autre pare et par passage a la limite on

a b,—a,—b—a . Mais comme p est fermé alors b—acp , a<b

Université de M’sila
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Démonstration. D’une parte pour tout n € N on a b, — a, € p , d’autre pare et par
passage a la limite ona b, —a, — b—a . Mais comme p est fermé alors b—a €

p <= a<b O

Proposition 2.5. Soit E un espace de Banach , p un cone de E ; soit ¢ € int(p) et

(an) € E , supposons que O < a, , telle que a,, — O , Alors
dngeN, Vn>ny ona a,<c

Démonstration. Soit ¢ > 0 , on choisit un voisinage v de Og tel que ¢ + v € p. Comme

a, — Og , alors il existe ng tel que a, € v , pour tout n > ng nous avons
cta, €Ec+vCp
n

Définition 2.2. Un cone p de E est dit normal, s’il existe une constante k > Og telle que
0<z<y = |zl <k [yl

Ou x ety sont des éléments de p.

Exemple 2.2. (1) Soit E=R | p=1[0,41], la constante de ce cone est, k =1 .
(2) Soit E =R* | p={(v,y) € R* ; x,y >0}, la constante de ce cone est,
E=1.
Remarque 2.1. (1) Il n’eziste aucun come normal de constante K < 1. Autrement
dit, les cones normales ont toujours des constantes supérieur ou égale a

(2) La condition nécessaire de la définition précédent n’est pas suffisante pour la condi-

tion suffisant de cette définition.

(3) On muni, ’ensemble suivant E = C([0,1]) , par la norme définie comme la suite

I lz=1f lloo + 11 f lloc

soit le sous-ensemble P ={f € E: f >0} de E , il est clair que P est un cone de

E . Pour tout k > 1, on pose

fa) =z et gla)=a*

Université de M’sila



2.2. PROPRIETES METRIQUES 17

Alors
0<g<f , Ifl=1 e |fll, = 2k+1

El flle<|lglleg cela entraine qu’il n’existe aucun constante k , pour lequel
lglle < KIfle

Définition 2.3. Un cone p d’un espace de Banach E est dit régulier si l'une de deux
conditions suivantes est satisfaite.

(1) Toute suite croissant (T, )nen de p avec x, <y, ouy € E est converge c’est-a-dire
V@n)nen €E tq 21 <0< <2y <2, <Ly

Alors il existe x € E pour lequel , x, — x .

(2) Toute suite décroissant (z,)nen de p est convergente c’est-a-dire
V(Tp)nens CE tq .. <xp <xp 1 < ... <19 < 1

Alors il existe x € E pour lequel, x, — x .

2.2 propriétés métriques

Définition 2.1. Soit X un ensemble quelconque , on dit qu’une application notée et défini

par :
d: XxX —F

(z,y) — d(z,y).
est une distance (ou métrique) a cone si elle satisfait :
(My) Vr,ye X , z#y : dx,y)>0g ; d(z,z)=0g
(MQ) d($7y) :d(i’,y), V:B,yEX
(Ms)  d(z,z) < d(w,y) +d(y,2), Ve,y,ze€X

* le couple (X,d) s’appelle espace métrique a cone. Qui est une généralisation des

espaces métriques

Université de M’sila



2.2. PROPRIETES METRIQUES 18

Exemple 2.3.
d:R* — R?

(z,y) = d(z,y) = (Jz — y|, |z — y|)

. ou « est une constante positive . Alors (R,d) est une espace métrique a cone .En effet

,sotent x,y, 2 € R

(1) d(z,z) = (|Jz — z|,a|lzr —z|) =Ore , stz #y on a 0 < |x — yletd # |z — y| Alors
(0,0) < d(z,y)

(2) d(z,y) = (lr = yl, oz —y[) = (ly — 2|, aly = z[) = d(y, )

(3)0<|z—yl=lr—z2+z—y[<|v—2z2[+]|z -y
O<alz—yl=alzr—z+z—y| <alr—z|+a|lz -y
Donc  (lz =zl + [z —ylalz —z[+alz —y]) = (lz —y[ + alz —y[) € p
— d(z,2)+d(y,z) —d(z,y) € p < d(z,y) < d(x,z)+d(z,v)
Donc d est une distance a cone définie sur R .

Exemple 2.4. soit E=C ,p={a+ibeC: a>0, b>0}cCC,On muni E par

une relation d’ordre partiel définie par
Ve,y € E,o <y <= Re(x) < Re(y)etIm(z) < Im(y)
. Considérons l'application suivante
d:C*—C
(@,y) = d(z,y) = (|]z — y| +ilz — y|)
. Alors (C,d) est un espace métrique a cone en effet .
(1) Soitz,y € C,d(x,z) =|v —x| =ilr —2x|=0¢ . L'ors que x #y , 0 < |[x —y| et

donc |v —y| +ilx —y| # O¢ , s’est-a dire Oc < d(z,y) .

(2) Soitr,y e C, On a :

d(z,y) = v =yl +ile —y| =y — 2] = ily — =] = d(y, )

Université de M’sila



2.2. PROPRIETES METRIQUES 19

(8) Pour tout x,y,z € C
O<|z—yl=lz—z+z—y[<|r—z[+]z -y
= (lz — 2l + [z =yl +illz — 2|+ |z —y) = (lz —y| +ile —y[) € p
= (lz =yl +ile —yl) < (v — 2|+ |z —yl) +i(lz — 2[ + |z = y])
= d(z,2) < d(x,y) +d(y, 2)
Définition 2.2.
Soient (X,d) un espace métrique a cone, x € X et c € X avec ¢ >> 0 alors

(1) On appelle boule ouverte de contre xq et de rayon ¢ ’ensemble :
B(zo,c) ={y € X;d(zo,y) < c}

(2) On appelle boule fermée de centre ¢ et de rayon c l’ensemble :

B(zg,c) ={y € X : d(xg,y) < c}

(3) On appelle Sphére de Centre c et de rayon v [’ensemble :

S(xo,c) ={y € X;d(xg,y) = c}

Notons que l'on a B(xg,c) = B(xg,c) U S(z0,c) .

Définition 2.3. Soit (X, d) un espace métrique a cone, O C X on dit que O est un ouvert

de X, si pour tout élément x € O, il existe ¢ € int(p)tel que B(xg,c) C O

Définition 2.4. Soit (X, d) un espace métrique a come, On appelle voisinage d’un point
x9 € X, et on note ¥ , s’il existe une boule ouverte xq, et inclus dans ¥ . Autrement dit,

de € int(P) tel que B(xg,c) C U .

Proposition 2.6. Soit (X,d) un espace métrique a cone, une partie A de X, est un

ouvert si est un voisinage de tout ses points.

Définition 2.4. Soit (X, d) un espace métrique a cone, et A C X, un pointy € A est dit
point d’intérieur a A (au sens a cone), s’il existe un ouvert O contient y et contenant dans
A. Notons A l’ensemble de tout les points d’intérieurs de A, autrement dire A désigné la
réunion de tout les ouvert qui inclus dans A. c’est-a-dire le plus grand ouvert (au sens a

cone) contenant dans A.
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Proposition 2.7. Un ouvert A au (sens d cone), n’est autre que A, autrement dit A = A

Définition 2.5. Soient dy, dy deux distance a cone sur l’espace X, on dit que dy et dy sont
métriquement équivalentes s’il existent deux nombres strictement positives ,o,, 3 € RT tels
que

Oéd1<l’,y) < d2(x7y> < 6d1(£7y) (21)

Proposition 2.8. Si dy,ds sont deuzx distances métriquement équivalentes, alors (E,dy)

et (E,dy) sont topologiquement équivalentes.

Démonstration. En effet : si yo est un point quelconque de (X, d), et ¢ € int(p) nous avons
c

Bd1 (y07 /8

)= {y e X :di(z,y) < ;} C Buy(y0,¢) = {y € X : do(w,y) < c}

C By, (yo,c) ={y € X : dy(z,y) <

1.

c
«

2.2.1 Suites et convergence

Définition 2.6. Soit (z,),>n une suite de l’espace métriqgue a come X . On appelle
converge vers T Si

Ve € int(p),In > no; d(z,, ) < ¢

Théoréme 2.1. Soit (X,d) un espace métrique a come , p un cone normé , et k est un
constante . St la suite (x,)n>n de N converge vers une limite ¢ dans X , alors cette limite

est unique

Démonstration. Soit (E,d) un espace métrique a cone suppose que (z,) est un suite

converge vers { et converge vers ¢ . Alors Ve € int(p) on a

Ing, Vn > ng;d(z,,l) < %

Ing, Vn >ngd(x,, l) < g

. Fixé ny = max(ng,ny),n > ny alors

C C
— 4 — =

d(0,0) <d(l,z,) + d(z,, l') < 5135

¢ [l d,0) [[< kx|l c]

. L’arbitraire de ¢ implique que d(¢,¢") = 0g donc £ = ¢ , d’ot I'unicité de la limite n
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Théoréme 2.2. Soit (X,d) un espace métrique a come, p un cone normal, de constante
k. Si la suite (x,)nen converge dans X, alors toute sous-suite extraite de (T,)nen, est

converge vers la méme limite.

Démonstration. Supposons que la suite (z,)neny d’élément de X, converge vers x, et soit
(x,(n)) une suite extraite de la suite (x,) on va démontrer que (Zy(,)), converge vers .
Soit ¢ € int(p), alors il existe pour ce élément un nombre entier noté ng € N, pour lequel,

pour tout n > ng on ait d(x,,r) < ¢, donc pour tout n > ng on a
A(Tpm)); ) < d(Tpm)), Tn) + d(zy,2) L c+c=2c
d’ott la convergence de (Z,(n)) vers . O

Théoréme 2.3. Soit (X,d) un espace métrique a cone, P normal de constante k. Pour
qu’une suite (x,)nen de X soit converge vers x € X il faut et il suffit que d(x,,x) — Ox

quand n tend vers +o0.

Démonstration. Supposons que (z,)nen converge vers z, pour € > 0, on choisit ¢ € E avec

¢ > 0 tel que k || ¢ ||< e D’apres la définition de la convergence d'une suite
dng €N; Vn e N,n>ngd(z,,x) <c

donc || d(z,,z) ||< k|| ¢ ||< €. Ce ci implique que d(z,,z) — 0 quand n — +o0 .

Réciproquement supposons que d(x,,x) — O, lorsque n — 400, pour ¢ € E avec :
Ve> 0,30 >0 ||y ||[< 0 — c—y € int(p)
Pour ¢ il existe ny € N, pour tout n > n,
| d(xp,x) ||<§ <= c—d(zy,x) € int(p) <= d(zp,z) <L c
d’out la convergence de la suite (x,,), vers I’élément z. O

Théoréme 2.4. Soit (X,d) un espace métrique a cone, P un come normal de E | de
constante k, soient (x,)nen €t (Yn)nen deuzx suites d’éléments de E, Converges respective-
ment vers x,y. Alors :

d(xp, yn) — d(x,y),n — +00
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Démonstration. Pour € > 0, On choisit ¢ € E avec ¢ > 0, || ¢ ||< Par définition

€
2k+1

dng, Vn > ng;d(z,,l) <

ol Nlo

Elnla vn Z No; d(l‘n, El) <

Prenons ny = maxz{ng,n,} donc pour tout n > ny
c
*d(@n, Yn) < d(@n, @) +d(@,y) +dy, yn) < 5 +d(z,y) + 5 = d(2,y) +c

=d(Tn,yn) + ¢

NI NIO

d(z,y) < d(w,2,) + d(@a yn) + d(ya.y) < 5+ dln,y) +

Alors de ce dernier inégalité on a

d({L‘, y) - d(‘r’myn) S C.
Donc on obtient
0 <d(z,y) — d(zn,yn) +c < 2c.

Et
I d(z,y) = d(@n, ya) || <[l d(z,y) + ¢ = d(zn, yn) — ¢ |,

<[l d(z,y) + ¢ = d(zn, yn) || + [l ¢ [I
<2k|cl+Iell

<@2k+1) | c] .
Autrement dit

d(xp, Yn) — 0,m —> +00,

d’ou le résultat désiré. O
Définition 2.7. Une suite (x,)nen de U'espace métrique a cone X est dite de Cauchy si
Vee E,0p <  3dn(c) eN Vm >n>n(c) = d(z,,z,) <c

Théoréme 2.5. Soit (X,d) un espace métrique a cone , la suite (z,)nen= d’éléments de

X . Sila suite (x,)nen+ est converge dans X , alors (x,)en- est de Cauchy.

Démonstration. Pour ¢ € int(p)

Ing  Vn > ng;d(z,, x) < g
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Donc pour n,m > ng on a :

donc (z,,)nen est de Cauchy. O

Théoréme 2.6. Soit (X,d) un espace métrique a cone, P un come normal de E , de
constante k . Pour au’une suite (xp)n,nn d’élément de X , est de Cauchy , il faut et il

suffit , d(zp, xm) — O quand n,m — 400

Démonstration. Supposons que (x,)nen est de Cauchy, pour € > 0, on choisit ¢ € E avec

c> 0, telle que , il existe ng € N
Vm,n > ng; d(z,, ) < ¢

donc || d(xn,xm) ||K k|| ¢ ||, Ce si implique que d(x,, x,,) — 0p quand m,n — 400
Réciproquement Supposons que d(z,, x,,) — 0g quand n,m — 400 , et montrons que

(Zn)nen est de Cauchy, pour ¢ € E avec ¢ > 0, 30 > 0 tel que
| c|I€ 0 = ¢—x € int(p)
Pour cette 0 il existe ng € N tel que
VYn,m e N;m >n>ng || dx,,x,) ||< 9

Alors
¢ — d(Ty, Tm) € int(p)

Donc d(z,,, z,,) < ¢ . d’ou la suite (z,,), est de Cauchy dans X. O

Théoreme 2.7. Soit (X,d) un espace métrique a cone , et (T,)nen une suite d’éléments
de X , de tel sorte que

d(Tp, xm) < D n<m o0 Co (2.2)
n
Alors la suite (x,,)nen est de Cauchy dans lespace X .

Démonstration. Soit ¢ > 0 , il existe a > 0 telle que

c+ B(0g,a)={be E:||b|l<a} Cp
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Co
Quand n — oo on a — — Op
n

c c
On choisit ny € N pour lequel —— € B(0g,«), ¥n>ng . Alors 2 <e, Vn<ng
L L

, pour I’équation (1,4) on obtient que
Co
d(xp, xym) € — < ¢ ¥Ym>n>ng
n
]

Théoréme 2.8. Soient (x,,), et (Yn)n deux suites de Cauchy de ’espace métrique & come
X, par rapport a ce cone normal P avec constante k. Alors la limite de la suite d(x,, y,)

existe dans (X, | . ||)

Démonstration. Comme (X, || . ||) est un espace a cone , il suffit donc, de montre que la

suite d(x,,y,) est de Cauchy. Les suites (z,), et (y,), de Cauchy alors Iny € N tels que
d(z;, ) < ¢ dy,y;) <c
Pour tout 2,5 > ng alors on obtient
d(wi,y:) < d(wi, x;) + d(zj,y5) + dlys, y;) < dlaj, ;) +2¢ (2.3)

Et
d(zj,y;) < d(xj, ;) + d(@i, vi) + d(yj, v:) < d(xi,y:) + 2¢ (2.4)

De (1.5) et (1.6) on obtient
0 <d(zj,y;) +2c—d(z;,y;) < d(w;,y;) + 2¢+ 2¢ — d(x;, y;) = 4c
| d(zj, ;) + 2¢ — d(zi, ;) < K[| 4e ||
I'inégalité triangulaire permis de conclure que E on obtient
I d(z;,y5) = d(wi,ps) <N d(zj, ;) +2¢ = d(wi,p) || + [ 2¢ [[< (4K +2) [ cf|< e

On en déduit que la suite d,, = d(z,,y,) est de Cauchy dans E, Donc elle est convergent.

[]
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2.3 espace vectoriel topologique a cone
espace métrique

Définition 2.8. Soit (X, d) un espace métrique et L un opérateur L : X — X on dit que

L est un opérateur de contraction s’il existe A € [0, 1)
d(Lz,Ly) < M\d(z,y), Vr,y€e X (2.5)

Définition 2.9. Soit (X, d) un espace métrique et L un opérateur L : X — X on dit que

1
L est un opérateur de Kannan s’il existe o € |0, 5) tel que
d(Lz, Ly) < ald(z, Lz) + d(y, Ly)], VYz,y € X (2.6)

Définition 2.10. Soit X un ensemble no vide. Supposons que l'application X x X — E
satisfait

(1) O <d(x,y), Ve,ye X et d(z,y)=0p < =1y .

(2) d(z,y) =d(y,z), Vr,yeX.

(3) d(z,2) < d(z,y) +d(y,z), Vr,y,zeX

Alors d est appelé espace vectoriel topologique a valeur de cone métrique et (X,d) est
appelé espace vectoriel topologique a valeur de cone espace métrique .

Si X est un espace de Banach réel alors (X, d) est appelé espace métrique conique.

Définition 2.5. (X, d) un espace vectoriel topologique a valeur cone métrique et v € X
et (x,) une suite de X

(1) On dit que {x,}, converge vers x si et seulement

Vee E, avec Op<c¢, INeN: d(rp,z)<e, VneN
(2) On dit que {x,}, est de Cauchy si

Vee E, avec Op<e¢, INeN: d(z,,z,) <c, VneN

(3) (X,d) un espace vectoriel topologique de cone espace métrique complet si tout suit

de Cauchy est convergente

Université de M’sila



2.3. ESPACE VECTORIEL TOPOLOGIQUE A CONE
ESPACE METRIQUE 26

Définition 2.6. le couple (L, K) des application définies de X dans X sont faiblement
compatible si LKx = KLx dés que Lxr = Kx .et un point y € X est appelé point de

coincidence de la famille {K;}jc; d’application défini de X dans X s’il existe un point
x € X telleque:y=kjx, VjeJ

Théoréme 2.9. Soit (X,d) un espace vectoriel topologique da valeur de come espace mé-

triqgue complet p en cone solide et soit L, K, H : X — X des applications que satisfait :
d(Lz, Ky) < Ad(Hz, Lx) + B.d(Hy, Ky), Vr,ye X (2.7)

Ou A, B sont des réel positive , A+ B < 1 .5 L(X)UK(X) C F(X), F(X) ou
L(X)UK(X) sont des espaces complets de X .Alors L, K et H ont un point de coincidence
unique . De plus si (L, H) et (K, H) sont faiblement compatible ; alors L, K, H ont un point

fixe commun unique

Démonstration : (1) Unicité : on suppose que il existe u, u* telle que

v = Hu = Lu = Ku
Et

v = Hu* = Lu = Ku*
De (2,7) on a

d(v,v*) = d(Lu, Ku*)

Donc

d(v,v*) < Ad(Hu, Lu) + Bd(Hu, Ku)
Alors

d(v,v") < (A+ B)d(v,v")
Ce qui implique v = v* contradiction
(2) L’existence :
Soit xzy € X donc il existe 1 € X telle que Hr; = Kz car L(X) U K(X) C H(X) de
meéme raisonnement il existe zo € X tel que Hxy = Lx; on a en construit avec le méme

raisonnement ou peut construire une suite de Cauchy telle que

H$2n+1 = Ky,
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H$2n+2 = L$2n+1

donc on a les cas suivantes

a) S’il existe ng tel que Hxop, = Hxop,11 , alors Hag,, = Ko, et de (2,7) on a

d(Hl’zno, L$2no) = d(H»’UQnOH, szno)

Donc
d(HIQnO, Ll’gno) S Ad(Hl’QnO, Ll’gno) + Bd(Hl‘Qno, K.Z‘Qn())
Donc
d(HiIZ’QnO, L.ﬁEQnO) S Ad(Hl’QnO, L[IZ’QnO)
Donc

Hzo,, = Lxon, = KZan, = Yo

Donc il existe un point de coincidence
b) On suppose que Hx,, # Hx,y1, VYn €N
Don de (2,7) on a :
d(Hzo,, Hron 1) = d(Lxg,_1, Kxoy,)

Donc

d(Hxoy, Hrony1) < Ad(Hon—1, Lxon—1) + Bd(Hxo,, Kxy)

Donc
d(Hzon, Hrony1) < Ad(Hxon—1, Hxen) + Bd(H oy, Hon11)
Ce implique que Donc

A
1-B

d(Hzon, Hront1) < d(Hxay—1, Hrop)

Et implique

A

B
d(Hzop, Hropt 1) < y——
(Hxon, Hxon 1) max{l — 1B

}d(Hx2n—17 HmZn)
de méme raisonnement

d(Hxon—1, Hrep) = d(Kxa,_o, LToy_1)
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Donc de (2,7) on a :
d(Hwon—1, Hron) < Ad(Hwon—1, Lton—1) + Bd(Hxon—9, KTon—2)

Donc

d(Hzon—1, Hren) < Ad(Hx9n—1, Hray,) + Bd(Hxgy—2, Hroy 1)

Ce ce implique que

B
d(Hzxon 1, Hra,) < ——d(Hxop o, Hxo, 1)

1-A
Donc
d(Hao 1, Hoy) < max{—2— — 2 \i(Hay o Hron 1)
Ton—1,1T2n) > MaX 1_A'1_-B Lon—2, £1T2n—1
On pose
b A
= 2
A max{l_A,l_B}<

Donc pour tout n € Non a :

d(Hz,, Hrp ) < Nd(Hxp_ o, Hr, 1) < ... < N"d(Hxo, Hr1)

Pour tout n < m on obtient Vn < m on a
Ad(Hzp,, Hr,) < [N+ X"+ 4+ X" d(Hay, Hay)

Donc
n

1—A

Pour tout n < m on déduit que (Hz,) est une suite de Cauchy sur I’espace H(X)

d(Hzxy,, Hz,) < | |d(Hxo, Hzy)

(a) Si H(X) est un espace complet il existe u € H(X) telle que Hz,, — v = Hu
(b) Si L(X)UK(X) est un espace complet il existe v € L(X)UK(X) telle que Hx,, — v
On obtient

d(Hu, Ku) < d(Hu, Hxopy2) + d(Hxop 19, Ku)

d(Hu, Ku) < d(Hu, Hrop o) + d(Swopy1, Ku)

d(HU, KU) S d(HU, Hx2n+2) + Ad(sznJrl, Hx2n+2) + Bd(HU, KU)
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d(Hu, Ku) < d(Hu, Hzg, 4 2) + d(Hxony 1, Hron o)

1-B 1-B
c c
d(Hu, Ku) < -+ - =c
2 2
Donc
d(Hu,Ku)<<£, Vm >1
m
Alorsg—d(Hu,KU)Gp, Vm > 1 comme
m
£—>O, m— oo et p=p,—d(Hu,Lu) €p mais d(Hu,Ku) € p
m
Alors

d(Hu, Ku) =v donc v=Hu=Ku
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Abstract

The objective of our work is to find point of coincidence for a sequence
of operator satisfies certain conditions in topologie vector space and cones
metric spaces. Some results from about the existence and Uniqueness the
point of coincidence of a sequence of opérators
Key words : Fixe point, point of coincidence, common fixed point, metric

Space, cone space.
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Résumé

L’objectif de notre travail et de trouver des points de coincidence pour une
suites des opérateurs satisfait certaines conditions dans les espaces vectoriels
topologiques et les espaces métriques cones. On a présenté quelques résultats
sur l'existence et 'unicité de point de coincidence d’une suite des fonctions
Mots clés : Point fixe, point de coincidence, point fixe commun, espace

métrique, espace cone.
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