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        Malgré les sucées de la physique classique a l’échelle macroscopique, est totalement inadéquate   

pour les phénomènes observés l’échelle atomique, et cette nouvelle théorie de l’univers physique est 

conventionnellement appelée la mécanique quantique dans se grandes lignes, elle a été conçue entre 

1925 et 1930, et elle est l’œuvre principalement de N. Bohr, Heisenberg, Schrödinger et Dirac [1-2]. 

            La mécanique quantique est une révolution scientifique majeure qui modifie radicalement un 

certain nombre de concepts de base de physique pour décrit les systèmes microscopiques dans le cadre 

non-relativiste et relativiste.      

        La mécanique Quantique ordinaire à l’espace de Hilbert est définie en remplaçant les variables et 

les moments canoniques par des operateurs et postuler les règles de commutations canonique   

  ipx ji , ,    0, ji xx  et      0, ji pp  [1-2]. 

       Actuellement, l’équation de Schrödinger développé par plusieurs méthodes : la méthode de 

Nikiforov-Uvarov, super-symétrique quantum mechanics, calcule numérique, interaction 

asymptotique, l’approché de  l’intégrale de chemin  …etc. pour étudier les différents un modèles 

quantique, dans les différents domaines de la science atomique, nucléaire, moléculaire….etc. [3-31]. 

       De même sur un espace non commutatif les coordonnées d’espace  temps ordinaire    sont 

remplacées par des coordonnées non commutatives   ̂   [32-62]. 

      L’idée de la non commutativité de l’espace-temps, a été introduite pour résoudre quelle que 

problèmes physique, comme l’unification de la gravitation avec les trois interactions fondamentales 

(électromagnétique, faible et forte) et le problème de la renormalisabilité. 

            L’objectif de ce travail de recherche de Master en physique théorique option physique 

Particules à haute énergie promotion 2015-2016 est d'étudier l’effet de la non-commutativité 

De l’espace-phase à trios dimensions sur le potentiel carré-inverse. 
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Le but principal : 

      L’objectif principale de  ce travail est étude l’équation de Schrödinger non relativiste avec le 

potentiel central de l’espace-temps à trios dimensions à (3D-NC-RPS) ce travail se divisé on trios 

chapitre principales avec une conclusion générale.   

      Représentation du mémoire : 

Notre travaille est devisée on trios chapitre 

                          Le premier chapitre : 

      Consacré la structure quantique de l’espace-phase  non commutatif en utilisant le produit de 

Moyal-Weyl (produit star) et la méthode de Boopp’s Shift, et on applique cette méthode sur le 

potentiel central carré-inverse, inverse-square [32-62]. 

                            Le deuxième chapitre :  

         En étude l’équation de Schrödinger pour le potentiel central square-inverse dans l’espace 

ordinaire à trios dimension et en déduire les fonctions d’onde et les énergies [3]. 

                         Le troisième chapitre : 

            On résoudre l’équation Schrödinger sous l’effet de potentiel central square-inverse dans 

l’espace- phases non commutatif à trios dimension pour obtenir  spectres  énergétique. 

             On termine notre mémoire de master par une conclusion générale et l’interprétation physique.   
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I.1. Introduction: 

        Dans ce chapitre on a traité les postulats et les hypothèses caractérisées de la structure 

quantique et physique de l’espace-phase non-commutatif, les éléments principales sont: 

1-Rappelle sur la structure quantique ordinaire. 

2-Les nouveaux postulats de l’espace-phase non-commutatif. 

3- Le produit star et ces propriétés, la formule de Moyal-Weyl. 

4-La méthode de Boopp’s Shift et ces application pour un potentiel centrale :  
r

B

r

A
rV 

2
 connue 

par inverse carrée [3]. 

I.2. Rappelle sur la structure de la mécanique quantique ordinaire: 

                 La naissance de la physique quantique environ 1900, lorsque Planck introduit  la notion 

d’’énergie hE   d’un quanta, ce bas  est la première marche dans ce route de quantification, qui 

caractérisée par le constante ondejoulh sec10.6262,6 34   . Actuellement,  la mécanique quantique 

ordinaire est formulée sur l’espace des coordonnées et des moments qui sont considéré comme des 

opérateurs hermétiques  ji px ,  suivants [1-2] : 

 
 
 














0,

0,

,

ji

ji

ijji

pp

xx

ipx 

……………………………………………………………………..……………..  (I.1) 

Ou   



2

h
  et      sont  la constant de Planck réduit et le symbole ordinaire de Kronecker, 

respectivement, la structure présenté par (I.1) connue par les relations des commutations 

pannonique canonicale (canonical commutation relations CCRs), les procédures de quantification 

satisfait par les deux fondamentales principes concernant l’énergie el l’impulsion E  et ip : 

ii
xi

p

t
iE














…………………………………..………………………..…………………………  (I.2) 

             En mécanique classique l’énergie d’une particule de masse 0m  soumise des forces produit 

par potentiel extérieurs  trV ,  est donnée par : 

 trV
m

P
E ,

2 0

2

 ……………………………………………………………………...………….  (I.3) 
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            Maintenant en applique les deux principes de quantification canonique présentée dans 

l’équation (I.2), on trouve directement: 

     
t

tr
itrtrV

m 

















,
,,

2 0

2




……………………………….………………………………  (I.4) 

        L’équation (I.4) connait par l’équation de Schrödinger dans l’espace-temps ordinaire, cette 

équation fondamentale basée sur les postulats présentés par (I.1).  tr,  Est connue par la fonction 

d’onde, qui déterminer la probabilité de trouver d’une particule à l’ instant t dans un volume rd 3

 
entourant le point r  : 

  rdtrdP 3
2

, …………………………………………………………………………….…… (I.5) 

Et   est l’operateur Laplacian, en trois dimensions prendre l’expression suivant: 

2

2

2

2

2

2

zyx 












 ……………………………………………………………………………… (I.6) 

Le point fondamentale qui représente la déférence entre la mécanique classique et la mécanique 

quantique ordinaire est appelée relation d’incertitude de Heisenberg : 

2

2

2













z

y

x

pz

py

px

…………………………………………………………….……………………..…    (I.7) 

    Une valeur très important caractérisée la mécanique quantique ordinaire, connait par la valeur 

moyenne d’un operateur  Â  noté par a , prendre les deux expressions dans le cas à deux et trois 

dimensions, respectivement :  

     rdtrAtra 2
*

,ˆ, …………………………………...…………………………………….  (I.8) 

Et 

     rdtrAtra 3
*

,ˆ, …………………………………………...…………………………….  (I.9) 

Avec l’élément de surface rd 2  et l’élément de volume rd3 . 

       En mécanique quantique le moment angulaire global J


 est  la somme des  deux moments 

angulaire L


 et le moment de spin S


, donc [30,31]: 

SLJ


 ………………………………………………………….…………...………………...  (I.10) 
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Ce qui permit de trouver  le couplage spin-orbite SL


 de la façon suivante [30,31]: 

][
2

1 222 SLJSL


 …………………………………………………………..………………….   (I.11) 

Les valeurs propres des operateurs 22,LJ


 et 2S


 en mécanique quantique  1 c  : 







)1(

)1(

)1(

2

2

2

ssS

L

jjJ








……………………..………………………………….……………………….. (I.12) 

Les relations (I.11) et (I.12) permettent d’obtenir : 

 )]1()1()1([
2

1
ssjjSL 


………………………………………….….………..…….….  (I.13) 

Avec
2

1

2

1
 ljl , alors : 

 

2

1

2

1





lj

lj

………………………………………………………………...........…. (I.14) 

Si 
2

1
 lj  on dit que l’électron de spin up et si

2

1
 lj , l’électron de spin down. 

I.3. La structure quantique de l’espace-phase non-commutatif : 

       L’idée principale de la non-commutative de l’espace introduit par H. Syndre en  1947,  satisfait 

par nouveaux structure algébrique, connait par : les relations non commutatif canoniques des 

commutations suivant [32-62]:  

 
 
  ijji

ijji

ijji

ipp

ixx

ipx



















ˆ,ˆ

ˆ,ˆ

ˆ,ˆ

  ……………………………………………………...……………………….…  (I.15) 

Ou  Dji ,1,   et D la dimensions de l’espace. Les deux paramètres

   ,,, 





 






   sont deux tenseurs antisymétriques induits par la non-

commutativite  position-position et impulsion-impulsion, respectivement. Il est très important de 

noter les dimensions 





 

  ,  est     22
Im pulsionLenngth   respectivement. L’espace –phase  

non commutatif  est définie en terme d’un ensemble des générateur ( ix̂  et ip̂  ) dits coordonnées et 

moments non commutatif, [9,10] : 
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 
 iiii

iiii

pxgpp

pxfxx

,ˆ

,ˆ




……………………………………….……………………………………..  (I.16) 

      Dans ce mémoire de master on sintérisé par l’espace-phase a trois dimensions N=3, donc les 

indices prendre les valeurs  3,1, ji ), dans ce cas particulière, les règles de commutations canonique 

devient : 

{
 

 
[ ̂   ̂ ]  [ ̂   ̂ ]  [ ̂   ̂ ]   
[ ̂   ̂ ]                                        
[ ̂   ̂ ]                                        
[ ̂   ̂ ]                                       

       ………………………………………….…………...   (I.17) 

Et 

{
 
 

 
 [ ̂   ̂ ]  [ ̂   ̂ ]  [ ̂   ̂ ]    

[ ̂   ̂ ]    ̅                                  

[ ̂   ̂ ]    ̅                                   

[ ̂   ̂ ]    ̅                                   

  …………………………………….…………………….  (I.18) 

Remarque : Les relations (I.17) et (I.18) écriées en système d’unité naturelle (c=ħ=1). 

          Dans l’espace-phase non commutatif la construction des théories de jauge se fait de la même 

manière qu’en théorie de jauge sur un espace ordinaire, 

1 -Les champs ordinaires remplacés par les champs non commutatifs, 

2-Le produit ordinaire remplacé par le nouveaux produit connait par le produit de Moyal-Weyl 

(produit star). 

         Il très important de noter que les relations de commutation dans l’espace non commutatif, 

satisfait par nouveaux produit connue  par  le produit star. 

I.3.La théorie de jauge      

      En 1919, le terme  ‘jauge’ est introduit a la première fois par Harman Weyl dans le cadre  

d’unifier l’électromagnétisme et la gravitation. Mais par la suite, Weyl donna en 1929 le premier 

exemple d’une théorie de jauge local basée sur le groupe (1)U . L’idée a été généralisée par Dirac, 

puis Yang et Mills en utilisant des groupes plus grands que (1)U , ce sont les groupes (2)SU et 

(3)SU [3,5]. 
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I-3-1- Rappelle sur les groupes : 

      La théorie des groupes joue un rôle fondamental en théorie quantique des champs, parce que  

toutes les transformations considérées forment des groupes. Le plus souvent même des groupes de 

Lie [3, 5,14]. Soit G un ensemble, et  *  une application de GG : 









2121 *),(    

,:*

gggg

GGG
 ……………………………………………...…………………………….  (I.19) 

Le couple  ,*G  est construit un groupe si les axiomes suivants sont satisfaits :  

a-La relation de L’associativité : 

   321321 **** gggggg  …………………………………………...…………….…………….  (I.20)   

b- La relation de L’élément neutre : 

  e   ,       e*g g*e g       ;   g        ………………………………………...……………… (I.21) 

c- La relation de L’élément inverse 

eggggGgGg   111 **,,  …………….…………………….…………………..  (I.22) 

Si 1g  et  2g  sont des éléments deG , le groupe sera qualifiée abélienne si la relation suivant est 

satisfait :  

1221 ** gggg    …………………………………………………………...…………………    (I.23) 

I.4.Le produit  star : 

       I.4.1.Formule de Moyal-Weyl : 

     Le formalisme   du star-produit initie pour Harman Weyl et Wigner pour permettre une 

description de la mécanique quantique en termes d’espace phases [9].  La quantification de Weyl est 

une technique utilisée pour décrire la mécanique quantique à partir de l’espace de phase de la 

mécanique classique, c’est une prescription qui nous  permet d’associer un opérateur quantique à 

une fonction classique qui dépend des variable de l’espace de phase (variable  canonique). 

       Soit f(x) une fonction quelconque défie sur l’espace phase, pour chaque fonction  f(x)  on note 

  ̃(k) transformation de Fourier [11, 5,6] : 

{
 ( )  (  )

  

 ∫            ̃( ) 

 ̃( )  (  )
  

 ∫        ̂  ( )     
 …………………………………………………………  (I.24) 
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F devient en opérateur de Weyl : 

 ( )  (  )
  

 ∫        ̂  ̃  ( )   ………………………………………………………….. (I.25) 

 ( )  (  )
  

 ∫        ̂  ̃  ( )   ……………………………………………………………  (I.26) 

On multiplie les opérateurs w(f) et w(g) pour donnée d’autres opérateurs : 

 ( )  ( )   (   )  ………………………………………………………………………  (I.27) 

 ( )  ( )  (  )  ∫             ̂
 
     ̂

 
 ̃ ( ) ̃( )  …………………………………...  (I.28) 

     En utilisant la formule de Campbell-Baker-Hausdorff  [8, 1,2] : 

          
 
 
[   ] 

 
  
[[   ]  ] 

 
  
[[   ]  ]   

 

Valable pour les opérateurs A et B talque [1] :   

[  [   ]]  [  [   ]]   ……………………………………………………………………. (I.29) 

Donc : 

 ( )  ( )  (  )  ∫         
(     ) ̂

  
 
 
     

  

  ̃( ) ̃( ) 

  (   )                                                                                             ………………………   (I.30) 

Et (f*g) c’est la fonction de              

 (   )   [(  )  ∫      [ 
    

 
 
 
   

 
 
        ̂

      
 
] ̃( ) ̃( )] 

  [ 
 

 
    

 

   
 
 

    ( ) ( )]                                                                     ………………….. (I.31) 

(   )  [ 
 

 
   

 

   
 
 

    ( ) ( )]         …………………………………………………...   (I.32) 

Donc  

(   )(   )  (   )(   )  
 

 
   

 

   
 (   )

 

   
  (  )      …………………………...   (I.33) 

 
 

 
  ̅  

 

   
 (   )

 

   
 (   )   ( ̅ ) 

 ( (   )   (   )) Représenté le nouveaux produit en mécanique quantique non commutatif. 
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I.4.2.Propriétés du de produit star :  

Le produit star vérifie les déférentes propriétés suivant [9, 5] : 

a)-Non commutatif : 

),(),(),(),( pxfpxgpxgpxf  …………………………………………………………..   (I.34) 

  b)-Associatif : 

)),(),(();(),()),(),(( pxhpxgpxfpxhpxgpxf   ……………….…………………… (I.35) 

 c)-La relation du complexe conjugué  

  ),(),()),(),(( pxgpxfpxgpxf  ……………………………...……………………… (I.36) 

d)-La relation d’intégrale : 

  ),(),(),)((),)(( pxgpxxfdpxfgxdpxgfxd DDD  ………………………………..  (I.37) 

e)-Permutation cyclique : 

  ),)((),)((),)(( pxghfxdpxgfhxdpxhgfxd DDD   ……………………..   (I.38) 

f)-Satisfait la règle de Leibniz : 

gfgfgf   )(    …………………………………………………………………     (I.39) 

I.5.la Méthode de Boopp’s Shift: 

             Pour écrier l’équation de Schrödinger  dans l’espace-phase non-commutatif, on applique les 

étapes suivant [32-62]: 

1-On remplace la fonction d’onde ordinaire  tr,  par nouveaux fonction d’onde  tr,ˆ̂ , 

2- On remplace l’operateur d’Hamiltonien ordinaire  ii xpH ,  par nouveaux operateur  ii xpH ˆ,ˆˆ , 

3- On remplace l’énergie ordinaire E  par nouveaux valeur ncE , 

4-On remplace le produit ordinaire par le produit star. 

            Les quatre étapes permirent d’obtenteur  l’équation de Schrödinger  dans l’espace-phase 

non-commutatif 

     trEtrxpH ncii ,ˆˆ,ˆˆ*ˆ,ˆˆ    …………………………………………..…………………………. (I.40) 

La fonction d’onde  tr,ˆ̂  est peut être écrié 

    )(ˆˆ,ˆˆ tfrtr   …………………………………………………………………………………  (I.41) 
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Ce la permit de simplifier l’équation (I.40) : 

     rErxpH ncii ˆˆˆˆ*ˆ,ˆˆ    ……………………………………………………………...…………  (I.42) 

La méthode Boopp’s Shift permit de traité  l’équation de Schrödinger  déformée (I.42) comme une 

équation ordinaire a condition d’appliquée les deux translations : 

     rErxpH ncii ˆˆˆ,ˆ  …………………………………………………………………...………. (I.43) 

Avec l’operateur d’Hamiltonien  ii xpH ˆ,ˆ  peut être écrié en trois variétés : 

  RSP :ND-NCpour      
2

-ˆ, 
2

-ˆˆ,ˆ
ij

i

ij

i 












 jijiii pxxxppHxpH


................................................ (I.44) 

  RS :ND-NCpour      
2

-ˆ,ˆˆ,ˆ
ij

ii 












 jiiii pxxppHxpH


……………...……..………………..…. (I.45) 

  RP :ND-NC     pour       ˆ, 
2

-ˆˆ,ˆ i

ij

i 












 ijiii xxxppHxpH


………...……………………..…….  (I.46) 

C'est-à-dire, les variétés (I.44), (I.45) et (I.46) correspond : 

















jii

jii

pxxx

xppp

2
-ˆ

2
-ˆ

ij

i

ij

i





………………………………………………..……………...…………… (I.47) 

Et 













jii

ii

pxxx

ppp

2
-ˆ

ˆ

ij

i

i

 …………………………………………..………………………………… (I.48) 

Et 













ii

jii

xxx

xppp

i

ij

i

ˆ
2

-ˆ


…………………………………………..……………...………………… (I.49) 

        Notre travaille est fait dans l’espace-phase non commutatif a trois dimensions, on introduit les 

notations : 

{

                 ̂   ̂                
                ̂   ̂                  
               ̂   ̂                   

     …………………………………………..……………  (I.50) 
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Et la relation (I.47) peut être écrierai explicitement dans l’espace-phase non commutatif a trois 

dimensions 

{
 
 

 
  ̂     

   

 
   

   

 
  

 ̂     
   

 
   

   

 
  

 ̂     
   

 
   

   

 
  

     …………………………………………………..…………        (I.51) 

Et  

     

{
 
 

 
  ̂     

 ̅  

 
    

 ̅  

 
   

 ̂     
 ̅  

 
    

 ̅  

 
   

 ̂     
 ̅  

 
    

 ̅  

 
   

    ……………………………………..……………………..     (I.52) 

Avec la carré de 2r̂ et  2p̂ sont donné par : 













3

1

22

3

1

22

ˆˆ

ˆˆ

i
i

i
i

pp

xr

……………………………………………………………………………………...  (I.53)   

        La méthode de Boopp’s Shift est considéré comme une conséquence direct du produit star 

elle permit de traité l’équation de Schrödinger déformé comme une équation ordinaire, de la façon 

suivant : 

           xExxV
m

p
xExxV

m

p
ncnc 

































 ˆ

2

ˆ
ˆˆˆˆ*ˆˆ

2

ˆ

0

2

0

2

 ……………………………………..  (I.54) 

 On basé sur les travaux scientifique, pour écriée les deux opérateurs 2r̂ et  2p̂   dans l’espace-phase 

non commutatif a trois dimensions: 

{
 ̂      ⃗  ⃗ 

 ̂ 

   
 

  

   
 

 ⃗  ⃗⃗̅ 

   

    …………………………………………………………………..…….  (I.55) 

Avec les notations : 

{
                 

 ⃗       ̅      ̅      ̅  
  …………………………………………………………….  (I.56) 

et     
 

 
  . 
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I.6.Application sur le potentiel carré-inverse: 

       Maintenant, on applique les notions de la méthode de Boopp’s Shift sur le potentiel

 
r

B

r

A
rV 

2 ,  connue par inverse carrée, ce potentiel composé par deux termes : 

-Terme colombien   
r

B
rV 1  

-Terme connue par carré inverse  
22

r

A
rV   

L’opérateur Hamiltonien  













  

2
-ˆ, 

2
-ˆˆ,ˆ

ij

i

ij

i jijiii pxxxppHxpH


 correspond dans l’espace NC-

3D : RSP, est donnée par : 

            r̂V
2

2ˆ
    

2
-ˆ, 

2
-ˆˆ,ˆ

0

ij

i

ij

i 















m

p
pxxxppHxpH jijiii


 ………….……………………… (I.57) 

Avec : 

 ̂( ̂)  
 

 ̂ 
 
 

 ̂
   …………………………………………………………………………..…….  (I.58) 

Et  

 ̂ 

   
 

  

   
 

 ⃗  ⃗⃗̅ 

   
 …………………………………………………………………..…………     (I.59) 

Les résultats (I.55) permit d’obtenir les deux termes  
 

 ̂ 
  et 

 

 ̂
: 

{

 

 ̂ 
 

 

  
 

 

  
 ⃗   

 

 ̂
 
 

 
 

 

   
 ⃗   

 ………………………………………………………………….…………...   (I.60) 

Donc le potentiel   r̂V  : 

    










L

34 2
rV r̂V

r

B

r

A
…………………………………………………..…………………… (I.61) 

La combinaison entre deux équations (I.59) et (I.61) donné

 













  

2
-ˆ, 

2
-ˆˆ,ˆ

ij

i

ij

i jijiii pxxxppHxpH
  : 

    



























L
L

34
00

ij

i

ij

i
222

2
rV 

2
-ˆ, 

2
-ˆˆ,ˆ

r

B

r

A

mm

p
pxxxppHxpH jijiii


…………………..(I.62) 
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L’opérateur  













  

2
-ˆ, 

2
-ˆˆ,ˆ

ij

i

ij

i jijiii pxxxppHxpH


  est la somme deux operateurs  ii xpH ,  et 

 iipert xpH ,  : 

   
02

2
rV,

m

p
xpH ii   ………………………………………………………...…………………  (I.63) 

Et 














L
L

34
0 22 r

B

r

A

m
H pert


 ……………………………...………………………………….….  (I.64) 
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II.1. Introduction : 

        L’équation de Schrödinger à été proposée en 1926 sur la base des Matrices de 

Heisenberg 1925 et c’est développée pour décrire les petits objets (relativement : les 

atomes), et  la résolution analytique de l’équation de Schrödinger à trois dimension reste un 

problème très important intervenant dans de nombreux calculs de la physique moderne.  

        Dans ce chapitre on va résumer les solutions de l’équation de Schrödinger pour un 

potentiel central (potentiel carré inverse) à trois dimensions  et on révisée  les fonctions 

d’ondes, les énergies correspondantes à l’état fondamentales et les états excités. 

    II.2. Etude l’équation de Schrödinger pour le potentiel inverse carré dans  

l’espace –ordinaire à trios Dimensions : 

                   En générale l’équation de Schrödinger est une équation de deuxième ordre par rapport 

aux coordonnées du système et de premier ordre par rapport au temps, décrie les phénomènes 

physique a l’échelle microscopique –l’échelle de Planck, ou l’énergie mesurée de l’ordre 

électronvolt, peut être obtenir, si on applique les principes de quantification canonique [1-2]: 

t
iE



    Et

ii
xi

p






………………………………………………….……………………..  (II-1) 

L’équation de Schrödinger, donc: 

),(),( trEtrH


  …………………………………………………………..……………......  (II-2) 

Ou  E repèrent l’énergie non relativiste total du system et H  est l’opérateur Hamiltonien, qui donnée 

par : 

),(
2

2

trVH 



……………………………………………………………..………………    (II-3) 

L’operateur  Laplacian   s’écrit dans les coordonnées sphériques       : 

2

2

222

2

2 sin

1
sin

sin

11




 




































rrr
r

rr
…………………..……….……..………. (II-4) 
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Ou bien, de la forme  equivanlant: 

 
r

L
r

rr
22

2
2

2

1









  …………………………..……………………..…………………….  (II.5) 

Avec : 

  





































 2

2

2
22

sin

1
sin

sin

1
L  ………………….…….………….....................   (II.6) 

  Le potentiel (inverse-square) ou carré inverse est considéré potentiel purement central, 

dépond par la distance r, l’expression analytique de ce potentiel dans les cordonnées 

sphérique [3]: 

 
r

B

r

A
rV 

2
............................................................................................................................       (II.7)

 

           Ce potentiel composé par deux termes, le premier terme est  colombien   
r

B
rV 1  et 

la deuxième  connue par carré inversé   
22

r

A
rV   ,  A et  B sont des constantes positives.  

Pour lé états stationnaire,  la fonction d’onde  tr;  peut être écriée de la façon suivant: 

   rE
itr 











exp;        ……………………..…………..……..……………………….  (II.8)                  

II.2.1 Les moments cinétiques : 

En mécanique quantique,  les moments classée en trois familles : 

- Le moment cinétique orbital noté par L  

- Le moment de spin, noté par S  

- Le moment total LSJ   

Le moment cinétique orbital L  définie par : 











Vmp

prL




0

  ……………………………….……………………………..……….    (II.9) 
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
















pypxL

pxpzL

pzpyL

L

xyz

zxy

yzx


   ……………………………………….………………..…………    (II.10) 

    Donc : 









































































x
y

y
x

i
L

z
x

x
z

i
L

y
z

z
y

i
L

z

y

x







  ………………………....................................................................   (II.11) 

Dans ce cas L


 devient en coordonnées sphérique : 





















































































i
L

i
L

i
L

L

Z

Y

X








coscotsin

sincotcos

 ………....................................................................  (II.12) 

 Et         

   

     













,1,

,,

22 yllyL

ymyL

l
m

l
m

l
m

l
mz




    ……………………………..…………………………..   (II.13) 

Avec      01   et lml  . Les moments orbitaux et  de spin commutent entre eux, il reste : 

      0,
2

1
,

2

1
,, 22  SSLLSLJ


………................................................................................. (II.14) 

Et on a :  

  122 llL 


 ………………………………………………………....……………. (II-15) 

Et la fonction d’onde transformée en coordonnées sphérique : 
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   ,,, rtr 


…………………………………………..……..……………….....    (II.16) 

Et le moment cinétique J est :  

JJJJ zyx

 2222      ……………………………………………………………………  (II.17) 

Et : 

 











mjmmjJ

mjjjmjJ

z ,,

,1, 22






    …………………………………………………………….  (II.18) 

Avec l’opérateur  de couplage spin-orbite SL

 peut récrierai sous la forme: 

 SLJSLSLSL


22222

2

1

2

1







 




  ……………………….….……………………….  (II.19) 

Donc l’équation de Schrödinger devient :  

 
   

 







,,                            

,,
sin

1
sin

sin

11

2 2

2

222
2

2

2

r

rrV
rrr

r
rr







































































  ……….……….… (II.20) 

et 

   

 










,,                              

,,
sin

1
sinsin

sin

1

2 2

2
2

2

2

r

rrV
r

r
rr



































































 ………...……….....… (II-21) 

Maintenant on écrire les solutions de l’équation de Schrödinger à la forme d’un produit 

d’une  fonction radiale  rRl  et d'une fonction angulaire  ,Y
l
l à trois dimensions :                                                                                                                                                                                         

      ,,, YrRr l
ll   …………………………………………..………….………    (II.22) 

    Ou  rRl  est la  partie radiale de la fonction d’onde qui dépend seulement de rayon r el 

 ,Y
l
l représenté la partie angulaire dépend   des angles        . La fonction radiale  rRl  

satisfait l’équation suivant [3]: 
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           02
11

2
2

2




















rRlrVrRl

r

ll
rRl

r
r

rr
 ……………...……………………….    (II.23) 

Ou bien, sous la forme : 

         0
1

2
1

2
2

2








 

















rRl

r

ll
rVrRl

r
r

rr
  ………………..…………………………  (II.24) 

On remplace le potentiel  rV   et le paramètre dimensionnel     8r   dans l’équation 

(II.24) pour trouver [3]: 

        0
12

4

12
22

2












 
 










R

ll
R

d

d
Rl

d

d
ll   ………...………………………….. (II.25) 

Avec :                    




2

1
   ………………………………………………….………………………..    (II.26) 

La forme de la fonction radiale  Rl  est : 

   
 FeRl 2

  ……………………………………..………………………..………. (II.27) 

Et  














12

2

82 2

l

D




        …………………………………....……….…….…………..    (II.28) 

Donc l’équation (II.26) devient : 

          0122
2

2

 





 FF
d

d
F

d

d   …………...……….…….……………. (II.29) 

La solution proposée est de la forme  des fonctions hypergéométriques   ;22,1   [3] : 

   


 ;22,12 


eR     ………………………..……..……..………………..  (II.30) 
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Et N représente le facteur de normalisation qui déterminité par la relation : 

   12

0

2




drrR 
…………………….………………………..…………….…………..  (II.31) 

       Ce qui donné le facteur de normalisation : 

   
   














!2222

!1

222

4
2

1

2

3

 lnln

ln

ln
 …………………………….……….………. (II.32) 

  Et les autres des  fonctions hypergéométriques   ;22,1    sont exprimés de la façon 

suivant: 
























0
2

1

1
4

1

2

,.......2,1,01







ln

lnnn

n

 ………………………………………………..……..…………  (II.33) 

L’équation (II.25) donnée la fonction de l’énergie [3]: 

 




ln
2

2

2
 …………………………..………………………….….………………  (II.34) 

Le spectre d’énergie                       : 

   28122

2
,,






ln
Dln  ……………………………..………..…...…………... (II.35) 

Et d’autre forme: 

         ............2283233222,, 423322
DlAnDnDBDlnE   ………..….…………  (II.36) 

Dans le cas ou,  D=3, l’expression  (II.34) devient : 

         ............32283233322323,, 423322   lAnnBlnE    ……………...……………  (II.37) 
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 Si A est infinitésimale, l’expression (II.36) devient : 

         











...2
48

2
16

2
8

223,,
4

2

2
3

3

2
322 n

A
n

A
n

A
nBlnE


………………...……...……..   (II.38) 

         Les fonctions radiales ainsi obtenues sont construites avec les polynômes  
Ln  

satisfaisant (II.25) [3] : 

   
 

 



 ;1,

1!

1
1 




 nF

n

n
Ln    ………………………………………..….………….   (II.39) 

On définitive les fonctions radiales sont  R : 

  LNR lne 12
12






 


  …………………………………………………….………………. (II.40) 

L ln
12
1




 Est un polynôme de degré 1ln . 

Donc : 

    
   
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 
   
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
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
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


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
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

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kn
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dxxLnxeJ
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x
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…….…………….… (II.41) 

  On obtient   : 

    
!

!121
,

n

nn
J n





  ………………………………………...……………….………... (II.42) 

Et le facteur de normalisation est : 

   
   






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


!2222

!1
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4 2

1

2

3

 lnln

ln

ln

B
N    …………………..………….…………….  (II.43) 

        Maintenant on considère le cas spécial pour 0  : 

 
n

B
nE

2

2

2
3,    …………………………………………………………..…….………... (II.44) 
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 3,nE  Est indépendant  le nombre quantique l, on écrire la fonction radiale  R  : 

   


LeR l
ln

l
nl

12
123





   …………………………….…….…………..……………   (II.45) 

Le  polynôme de Laguerre )(12
1 L

l
ln

 : 

  
    

  ,1;
2212!1

1212
)( 11
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1 






 nF
llln

lnll
L

l
ln  ……………….…………….……………… (II.46) 

Et le facteur de normalisation devient : 

   
  








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!12 2
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3
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B
nl  ………………………………….……………………….……. (II.47) 

Maintenant on écrire la fonction d'onde      ,YrRx l
ll , et remplacé la fonction radiale et 

fonction angulaire [3]: 

     
 

   
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  ………………………...………………… (II.48) 
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III.1Introduction : 

        L’objectif de ce chapitre, est  l’étude de l’équation de Schrödinger modifiée  pour le potentiel 

carré-inverse -inverse-square- dans l’espace-phase non commutatif  à trois dimensions en utilisant 

la méthode Boopp’s Shift et le théorème de perturbation pour trouver les corrections des énergies 

correspondant aux  états  excité n. 

III.2.L’operateur d’ Hamiltonien pour le potentiel carré –inverse dans l’espace-

phase non commutatif (NC : 3D-RSP) : 

        On a vu dans le premier chapitre, que le potentiel carré-inverse -inverse-square-  
r

B

r

A
rV 

2

peut être traité dans le cadre de  l’équation de Schrödinger modifiée  en utilisant la méthode de 

Boopp’s Shift, présenté par l’équation (I.41),  au lieu résoudre directement l’équation de Schrödinger 

modifiée par le produit étoile (I.42). Donc L’expression explicite de l’équation de Schrödinger 

modifiée devient maintenant sous la forme suivant [33-56]:
 

   rErpxxxppH isncjijiisnc ˆˆ 
2

-ˆ, 
2

-ˆ
ij

i

ij

i 













 


……………………………...……………… (III.1) 

D’après l’équation (I.62), l’opérateur d’ Hamiltonien 













  

2
-ˆ, 

2
-ˆ

ij

i

ij

i jijiisnc pxxxppH


correspond 

le potentiel carré-inverse dans l’espace-phase non commutatif à trois dimensions peut être écrit sous 

la forme  sauvant   : 

m

L
L

r

B

r

A

m

p

r

B

r

A
pxxxppH jijiisnc

0
34

0
2

ij

i
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i
222

2
 

2
-ˆ, 

2
-ˆ































 …………..………....…… (III.2) 

Logiquement, l’équation (III.2) représenté deux parties: 

1-L’Hamiltonien   ˆ, ˆ ii iiis xxppH   : Correspond le potentiel  ordinaire  
r

B

r

A
rV 

2
 a trios dimensions : 

 
r

B

r

A

m

p
xxppH iiis 

2
0

ii
2

2
 ˆ, ˆ …………………………………………….…………….…… (III.3)

 

- L’Hamiltonien 













  

2
-ˆ, 

2
-ˆ

ij

i

ij

i jijiispert pxxxppH


 additive qui produit par les propriétés de 

l’espace-phase non commutatif : 



Chapitre III: l’étude de l’équation de Schrödinger modifiée  pour le potentiel carré-inverse -

inverse-square-dans l’espace-phase non commutatif  à trois dimensions 

 

26 
 


 

L
m

L
r

B

r

A
pxxxppH jijiispert

0
34
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i

ij

i
2

1

2
 

2
-ˆ, 

2
-ˆ 























 ……………...…………..………  (III.4) 

D’après l’équation (I.55), on rappeler par les 2-couplages L et L


, qui sont donnée par [48-53]: 

132312  zyx LLLL ………….………………………………………………..……..…………… (III.5) 

Et 

132312  zyx LLL L


 ………….…………………………………………….……………..……. (III.6) 

Le paramétrer



  et les composantes zyx LLL et        , : 

xyz

y

yzx

ypxpL

L

zpypL







zx xp-zp ……………………………………………...……………………………………. (III.7) 

III.3. L’operateur Spin-Orbite d’ Hamiltonien pour le potentiel carré –inverse 

dans l’espace-phase non commutatif (NC : 3D-RSP) : 

    D’après, les formes mathématiques du  2-couplages L  et L


, observé dans les équations  (III.5) 

et (III.6), elle est possible physiquement de remplacé ( 


L et  


L ) par ( LS


 et LS


  ), 

respectivement: 

LS


 L ……………………………………………………………………………………    (III.9) 

Et 

LS


L ……………………………………………………….……………..……………    (III.10) 

Avec  2/1S


  et  constante ordinaire de proportionnalité. Ce qui permit de réécrire l’équation  

(III.4) comme suivant : 

  SL
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A
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i
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
  …………….……   (III.11) 
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      En mécanique quantique ordinaire, les ensembles d’operateurs Â , B̂ , Ĉ …qui forment un 

ensemble complet d’observables complet sont commutent (ECOC). En applique ce règle sur les 

ensembles d’operateurs (
2

J ,
2

L ,
2

S et )zJ , c'est-à-dire [1-2]: 

0,

0,

0,

2

22

22






















zJJ

SJ

LJ

……………………………………………………..……….………………………. (III.12) 

Et leurs valeurs propres correspondent : )1( jj , )1(  , )1( ss et  lmlm    dans le système 

 1c , donc : 









mJ

ssS

L

jjJ

z

)1(

)1(

)1(

2

2

2








……………………………..……………………………….…...……………… (III.13) 

Avec J


 est la somme géométrique des moments L


 et S


 : 

SLJ


 ……………………………………………………………..……....………………... (III.14) 

Ce qui permit de trouver  le couplage spin-orbite SL


 de la façon suivante [1-2]: 

][
2

1 222 SLJSL


 ………………………………………………………………………...…… (III.15) 

Les relations (III.12) et (III.14) permettent d’obtenir : 

 )]1()1()1([
2

1
ssjjSL 


………………………………………………….……….… (III.16) 

Avec
2

1

2

1
 ljl , alors : 

 
2

1
et       

2

1
 ljlj ………………………….…………...........................… (III.17) 

Si 
2

1
 lj  on dit que l’électron de spin up et si

2

1
 lj , l’électron de spin down. Donc, on a: 
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Ou  p  et p sont donnée par 


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
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llll , 

respectivement. Maintenait, on peut former une matrice d’ordre   33  pour représenté  l’operateur 

spin-orbite d’ Hamiltonien pour le potentiel carré –inverse dans l’espace-phase Non Commutatif 

(NC : 3- RSP) : 

 
     
     
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HHH

HHH

H …………………………………………………… (III.19) 

Dans la base ECOC, la matrice  issoH 
ˆ  peut être diagonale et ces éléments none nulle : 
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III.4. Le spectre énergétique: 

III.4.1  Le spectre exacte produit par l’operateur spin-orbite pour le potentiel de 

carrée inverse en (NC : 3D-RSP): 

Nous avons observé que le potentiel modifié   ,, rH ispert  est proportionnel au deux paramètres 

infinitésimale  ,  et  cela signifie que  ,, rH ispert  prend une valeur très petite par rapport  à la 

partie principale   ˆ, ˆ ii iiic xxppH  , donc on peut appliquer le théorème de perturbation pour 

obtenir les modifications exacte d’énergie pericE   au premier ordre en  , . L’énergie totale dans 

l’espace-temps non commutatif  isncE   est la somme de l’énergie correspondant à l’espace ordinaire 

E  et les corrections perncE   : 

perncisnc EEE   ……………..………………………………………………….…………… (III.21) 

Le théorème de perturbation permet d’obtenir les corrections au premier ordre de la façon suivante : 

 nrHnE cppertpernc ,,  …….…………..……………………………………...……..….. (III.22) 

On peut récrire l’équation (III.21) sous la forme : 
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              drrHrE p
cppert

p
pernc


,,, * ……………………………...…………….…  (III.23) 

    Ou  d  représenté  l’élément de volume  en coordonnées sphériques  ,,r , qui est  donnée par : 

 drdrd 2 …………………………..………………………………………………………. (III.24) 

Avec l’angle solide     ddd .sin  et   rp 
  la fonction d’onde qui est définie par : 

      ,m
l

p YrRr 


………………………………………………….…..………....…..……. (III.25) 

Donc, on peut écrire l’équation (III.23), de la forme : 
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La fonction d’onde   rp 
 normalisée, cela permet d’écrire : 

    1,,  dYY m
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m
l  …………………………..…………………………………..………  (III.27) 

Ce qui permit de réduit les corrections trouvées par l’équation (III.26) sont  réduites  sous la forme: 
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On remplace le terme de couplage spin-orbite SL
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En compagne entre les équations (III.28) et (III.29) pour trouver les corrections au premier ordre: 
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L’équation (III.28) réduit en deux équations séparée : 
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Et 

      















 

2

1
       

22
, 2

0
34

*
: ljSidrrrR

mr

B

r

A
rRpE Dpernc


 ……………………...…   (III.32) 

On remplace )(rR  dans   les équations (III.31) et (III.32) : 
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Avec   28' EA  et   2/3
8' EB  .On peut simplifiée les 2-équations (III.33) et (III.34) pour trouver : 
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Avec les trios termes  3,1iTi qui sont donnée par: 
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Pour obtenir les résultants d’intégrales, on appliqué l’intégrale spéciale parenté dans l’équation 

(II.42) suivant [49]: 
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Avec   01Re  , pour appliquée l’intégrale (III.38), le système (III.37) réécrire de la façon 

suivant : 
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  Prendre les trois valeurs : 3 ,  -2 et +1, ce qui permit de trouver les résultats suivant : 
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Ce qui permit d’obtenir les corrections  ,perncE   on fonctions  des paramètres  ,  et les 

paramétrées de potentiels A  et B  : 

 
 

 
 

  
























 


 3

0

3

2/3:
2

,,,
!2

!12

8
, T

m
lnBAT

lnn

ln

n

B

E

p
E issupernc


 …………………………... (III.43) 

et 
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Avec  lnBAT iss ,,, est donnée par : 
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L’énergie  ,: uncE  et  ,: DncE  de l’état excité  n dans l’espace –phase -non commutatif, est la 

somme de l’énergie  3,, lnE  (donnée par (II.40) de l’état  excité  n dans l’espace temps-ordinaire et 

les modifications non commutatif, correspondant aux deux polarisations de l’électron up et down, et 

qui sont détermines  par  les équations (III.43) et (III.44), respectivement : 
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      Et l’operateur d’Hamiltonien diagonale isncH 
ˆ  correspondant peut être représenté par une 

matrice carrée d’ordre   (3*3), composée par les éléments suivants : 
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      D’après les résultants représenté par les équations les (III.46) et (III.47), les énergies 

correspondant à  l’état excité n, chaque niveaux d’énergie se transforme en deux nouveaux états : 

 ,: uncE  et  ,: DncE  correspondant une particule fermionique avec deux polarisations up et down, 

produit par le potentiel modifié  inverse-carré. 
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      Et l’operateur d’Hamiltonien diagonale  isncH 
ˆ  correspondant peut être représenté par une matrice 

carrée d’ordre   (3*3), composée par les éléments suivants : 
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       L’interaction spin-orbite, qu’elle a été vue dans le potentiel déforme se produit automatiquement, 

cet effet des propriétés de la non commutativité de l’espace -phase, donc la symétrie de l’espace- 

ordinaire est prolongée d’inclure une nouvelle symétrie qui  égale l’ancienne symétrie et le couplage 

spin-orbite. 

 

Conclusions et interprétations  
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      In this work, of master memory, in theoretical physics, option, particles physics at high 

energy (2015/2016), we have been studied  the Schrödinger equation for inverse-sqaure 

potentials in noncommutative three dimensional spaces by applying the Boopp's shift method to 

first order in the noncommutative parameter  . , instead of using the star product method. 

We apply perturbation theory to solving the Schrödinger equation for modified inverse-sqaure 

potentials; we obtain the modification energy levels of atoms with one electron, it has been 

observed that the obtained energy spectra was changed radically, and replaced by degenerate 

new states, depending on the discrete quantum j,l and the spin of electron . These results spin-

orbital interactions. 

Keywords: Star product, noncommutative space and inverse-sqaure potentials. 
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 ملخـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــص

(. درسىا 2012/2015فً هذا العمل الخاص بمذكزة الماسخز فً الفٍزٌاء الىظزٌت حخصص فٍزٌاء الجسٍماث عالٍت الطاقت )        

 ثلاثً البعذ وثلاثً الطىر فً الفضاء اللاحبادلً inverse-sqaure potentialsمعادلت شزودٌىغز ححج حأثٍز كمىن ٌسمً 

بذلا مه الحل المباشز الىاحج عه الجذاء الىجمً. إعخمذوا الىاحج المىافقت للحذ  Booppبخطبٍق مبذأ   . وجذوا الكمىن الىاحج  .

عه خىاص الفضاء ٌحخىي على حذ جذٌذ مخىاهً فً الصغز بالمقاروت مع الحذ الزئٍسً و هذا ٌسمح بخطبٍق وظزٌت الاضطزاباث 

المسخقزة. قمىا بحساب الطاقاث الجذٌذة. حٍث أن الىخائج المحصل علٍها حخخلف جذرٌا عه الىخائج الأصلٍت و أصبحج مخىالذة و 

 .مذار-الخفاعل سبٍه . هذا الخىالذ فً مسخىٌاث الطاقت ٌمكه حفسٍزي فٍزٌائٍا وخٍجت لخأثٍز   j,l: ت جٍذةد الكمٍاعذابمخعلقت 

 .inverse-sqaure potentialsالجداء النجمي. الفضاء اللاتبادلي و الكمون المركزي الكلماث المفخاحٍت: 
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