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Introduction

Le moment angulaire constitue une grandeur importante en mécanique quantique pour I’étude des particule
subatomique, étant donné que plusieurs particules sont mises dans des champ central, ou ont un moment
intrinséque(spin), mais la constitution des systemes de deux ou plus de particules (noyaux, molécule) conduit
au couplage des moments angulaires pour trouver le moment angulaire total, ce couplage des moments
angulaire permet de determiner I’état du systeme complet. Les coefficients de Clebcsh-Gordan sont nécessaires
pour déterminer I’état du systeme complet, pour cela on utilise la méthode récursive qui est largement utilisée

pour calculer ces coefficients, mais pour des systéemes simples composés de préférence de deux particules

SU(2), ce qui méne a I’addition de deux moments angulaires, cette méthode est utilisée pour la tabulation de
ces coefficients.

L’objectif de notre travail est de calculer ces coefficient mais avec une méthode non récursive qui ne nécessite
pas la connaissance des autres coefficients, cette méthode est proposée par W H Klink et alt[1] , elle permet de
calculer les coefficients pour les valeurs maximale du moment angulaire total et sa projection sur I’axe Oz, la
normalisation de ces états permet de determiner les coefficients de Clebcsh-Gordan, ensuite I’application
successive des opérateurs d’annulation ou de d’addition permet de déterminer les autres états correspondant aux

méme valeur du moment angulaire total.

Ce travail comporte trois chapitres : dans le premier, on définit le moment angulaire en mécanique quantique en
s’appuyant sur sa definition et ses relation de commutations en mécanique classique, et on présente les vecteurs
propres commune des opérateurs de I'ECOC {H; j?;j,} ainsi les valeurs propres correspondantes, ensuite on
définit I’addition entre deux moments angulaires et les coefficients de Clebsch Gordan, le deuxiéme chapitre est
consacré a I’exposition des proprietés des coefficients de Clebsch Gordan, ensuite on présente les deux
méthodes : récursives et non récursive, en présentant des exemples explicatives. Dans le troisieme chapitre on
va pousser plus loin les calculs en faisant le couplage entre : deux et trois, moments angulaires, pour les trois
cas on utilise les deux méthodes pour calculer les coefficients de Clebsch Gordan pour faire une étude

comparative entre les deux methodes.



Chapitre (1) :

Couplage des moments angulaires



1. Moment angulaire en mécaniques classique:

Dans la mécanique classique on definit le moment cinétique noté [pourune particule qui a un mouvement

circulaire repars[2]:

[= (FAp)

Ou : p'est le vecteur de quantité de mouvement

7 Est le vecteur de position

p

Figure 1 : particule dans un potentiel centrale

Pour un systeme isolé, le moment cinétique lest une constante de mouvement (figure 1) :

Donc :

)

Le moment cinétique total d'un systeme physique isolé (ex : une particule dans un potentiel central) est une

constante de mouvement,

Soient: L, ; L, et L,les composantes du moment cinétique [dans le repere cartésien (Oxyz) mené de la base

orthonormée(Z, 7, k}

L=l d+ L] + Lk

3

@)



[=7rp= lx ]y zk = (yp, — pyz)i — (xp, — px2)] + (xpy — P2V
Px Py Dz
Donc : Ly = ypz —pyz
l, = xp, — zpy 4)
lz = xpy — ypx

2. Commutativité des composantes du moment angulaire : [2]

En mécanique quantique les composantes du moment angulaire [ sont associées aux operateurs L, L, etl,

et verifiant les relations de commutation suivantes :
[, L] =inl, , (L, L] =ikl , [l 1] =ik, (5)
Soit 12 : le carré du moment cinétique [ donné par:
P=1E+105+17 (6)
On peut Vvérifier la nullité des relations de commutation suivante:
(%L1 =[1%1]=[21L]1=0 (7)
3. Moment angulaire en mécanique quantique: [6]

En mécanique quantique, on définit I'opérateur j comme étant un moment angulaire, si les composantes

Jxr Jy etjzverifiant les regle de commutation:[10]
Uy jz) = ihe
Uz Jx] = ifjy, )
Uixiy] = it

Si j*I’opérateurcarré du moment angulaire J, les composantes jy ,j, et j, vérifient aussi les relations de

commutation suivante :
Uzij] = [jzlly] = [jzilz] =0

Donc, on peut écrire:



[j%j]1=0 ;i=xvy,2

4. Vecteurs et valeurs propres de ’ECOC {H; j?%; j,}: [4]

(9)

Nous repérons les vecteurs propres communs a j2 et j, par les indices j et m, qui caractérisent les valeurs

propres associées toute fois,j2 et j, ne constituent pas en générale un E.C.O.C, et il est nécessaire d'introduire

un troisieme indice, qui permet de distinguer les différents vecteurs propres

Correspondant aux mémes valeurs propres j(j + 1)h? et( mh) de j? et j, nous noterons cet indice n qui

n'implique pas forcément qu'il s'agisse toujours d'un indice discret)
Nous cherchons donc a résoudre les équations aux valeurs propres simultanées:[10]
jzln,j,m) = hz](] + 1)|n,],m)

jZlnljm> = hm|n1j1m>

j_In,jm) = \/j(j +1) —m(m—1)|n,jm—1)

jeln, jymy = Jj(G + 1) = m(m + Dln, j;m + 1)
4.1 Vecteurs et valeurs propres def,: [3]
Dans cette section, on déterminera les valeurs A et les vecteurs propres [y )de j, définis par :
J y=2Ay )

En cordonnées cartésienne, le moment angulaire j, est donné par I’équation (4) :

Jz = XPy — YDx
En coordonnées sphériques, il s’écrit :
Y
]Z—-lha(p
Donc I’équation (14) devient :
ih=| Y)y=Alp )
il ¥) =l
-7 %:
lhw Ao

L’intégration de I’équation (16) donne la solution :

(10)
(11)
(12)

(13)

(14)

(15)

(16)



irg
1/):()3 h

La constante c est déterminee par la normalisation de la fonction d’état 1 :
[ I r? sin 6 dodrdg = 1

fzn lc|?dp =1=|c|?2n=1= c=—
0

Donc yvecteur propre de j,est donné par :

<
I
8l-

1 ilp 1 iA(p+2m)

idzm 7] . A
l=e » & cos(z%) + Lsm(z%) =1

On déduit que:

% =2mm < % =m avec m=0,+1,+2 ..
Donc:

A=hAm

En résumé les valeurs et les vecteurs propres de j, sont écrits dans la notation de Dirac :

ime

-(; “T‘”)_h L
e \Gme n ) = hm(ze )

jzIm) = hm|m)

4.2. Vecteurs et valeur propres de j%: [2]

Au deuxiéme lieu, on déterminera les valeurs A’ et les vecteurs propres |¢ )de j2 définis par :

JAHY) =)
6

A7)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)



Le moment angulairej2est donné par(23):

Dans les coordonnes sphériques j2s’écrit:

1 az]

'2=—h2[ — sm@— —
J sin @ 06 ( ) sin 82 92¢

On pose :

Y(6,9) = f(9)g(6)

On remplace (25) et (24)dans (23) on trouve :

f 0 ) 02
- [51(r1(p9) a0 (Sln 6 )g(@) s‘?n 62 02%2¢ f((P)] A f((p)g(@)
L’équation différentielle(25) a deux variables, en les separant on trouve :

_325inx0 9 ( . 29(0) , 2 hz azf((p)
9(8) 06 (Smg 69) A'sinb” = 2 e

On obtient les deux équations suivantes :

2
— %sme (sin Hag( )) A sin 0% = cste

h% 0% f ()
f(p) d%¢

= cste

Les solutions de ces équations sont :

. d -1 al . ,
g(6) = [M] (sing)™ a0 {( L - (sin 9)21}

2(j+m) os6)™m™ U 2j d(cosB)]

— L i
flp) = —=eme

Tel que : y2(6)= {( v

2j
2j  d(cos0)] (sin ) }est la fonction de Legendre.

Donc : la fonction propre de j2sont les harmoniques sphériques définies par 1’équation (25):

1 . .
__1 _ime Qj+DG-m)]z , . m d (-1)/ dJ ] 2j
V= \/ﬁe [ 2(j+m) ] (sin §) d(cos e)m{ 2j d(cos@)/ (sin®) }

Avec les valeurs propres :

A=hn%j(G+1)

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)



En fin les valeurs propres et les vecteurs propres de j2 sont:

1 . .
2 1 ime [@J+DU-M)]2 .. m d -1} @/ ) 2j
J \V2m [ 2(j+m) ] (sin) d(cose)m{ 2j d(cos@)J (sin6) } (34)
1
- 1 . [@+DG-m) d -1/ & . .
= K2 __ L,img m . 2j
hejG+1) me [ 2G +m) (sin ) d(cos8)™ | 2/ d(cosf)) (sin8)

Nous repérons les vecteurs propres communs a j2 et j, par les indices j et m, qui caractérisent les valeurs

propres associées
j?5m)=r%jG + 1) | §.m)
Tant que/2et Jz commutent donc les valeurs et les vecteurs propres s’écrivent :
J2im)=1%G + D] j.m) (35)
Jzljym) = hm|j,m) (36)

Nous choisissons de I’ensemble {H,jx,jy,jz,jz}l’ensemble des observable {H, j?, j,}qui constitue un ensemble

des opérateurs qui commutent car :

1. H,j? etj, des observables qui commutent deux a deux :
[Hijz] = [Hijz] = [jzilz] =0 (37)
2. Les vecteurs propres associés aux opérateurs H, j?, jles kets |n, j,m) :

Jj2In,jm) = r?j(j + Din, j,m) (38)
JzIn,j,m) = hin, j,m) (39)

Ces vecteurs propres |n, j,m) vérifient les relations d'orthogonalité et de fermeture :
(n,j,m|n’,j’,m'"y = 6,/ 8; j1 8 (40)

J
Z Z ZIn,j,m)(n,j,mI =1 (41)
j m=—j n
Pour Alléger I'écriture des kets |n, j,m) on utilise la notation|j,m).

5. Les opérateurs j, etj_ : [5]



Au lieu dutiliser les composantes j, et j, du moment angulaire j ; ilest plus commode d'introduire les

combinaisons linéaires suivantes :
J+ =ix tijy
J- = Jx — iy
Tel que j, et j_ comme les opérateurs sont hermétiquesun adjoints de l'autre.

Ces opérateurs vérifient les relations de commutation suivantes :

[j+ 'j—] = Zh]z
[jz' ]+] = hj,
[jz 'j—] = _hj—

G2 =1%)1=1%1=0
6. Application des opérateursj,etj_ :
Calculons le produitj,j_ et j_j,
Ji- = Jj*—j%, + Wy
Joy = J*=J%, W,
On appliquée I’opérateur (j,j_ et j_j,) aux vecteurs propres de j2 et j, :
J-ielim)[j? = j.* = hj| = [R?j( + 1) — R?m? — h?m]|j,m)
JoJslim)=r2(j = m)(j + m + 1)|j,m)
Je-limy = [j* = j.* + hj Jm)=[r%( + 1) = h*m® + ”*m]lj,m)
Jej-limy=r?(G —m)(j + m — 1)|j,m)
Calculons la norme de j, |j,m) et j_|j,m)
i lim)I? = G, mlj_jilj,m) = R*G—m)G+m+1) 20
lj—lim)I? = (mljj_lj,m) = R*G-m)G+m—-1) =0

De (52) et (53), on déduit :

(42)

(43)

(44)
(45)
(46)

(47)

(48)

(49)

(50)

(51)

(52)

(53)



—jsms<) (54)

Pour déterminer les vecteur et les valeurs propres duj, et j_, de I’équation (42) et(43) on a d'apres (46):

Uz J-1= Jzj- = j-jz= —hj- (55)
Jzi-lj,m) = (=hj_ + j_j)ljm) = (=hj_ + Amj_)|jm) = h(m — 1)j_|jm) (56)
Donc :
j-ljym) =Cljm—1) (57)
L’équation (56) devient :
Jz-lim) = Ch(m — 1)|jm — 1) (58)

On cherche a de C comme suit:
-1, m)I? = ¢, mljj-lj,m) (59)
On a:
j-ljm)=Cljm—1)
On rendl'adjoins:
¢gmljz = {m—1|C*

Donc:

IJ=Lim)I? = IC1? = h?(j( + 1) —m(m — 1)] (60)

C=njG+1) —m@m—1)

Donc I’application de j_ sur I’état|j,m) Donne :

j-lim) = 1fj( + 1) = m@m = Dljm - 1) (61)
On suit le méme résonnement Pour l'opérateur j, :
Ona:
Uzjs] = Jiuds = Jsdz = R
Jzi+liym) = (ujz + Hj)ljm) = (hmyy hj)ljm) = h(m + 1)), |jm) (62)
JeJ+lim) = h(m + 1)j,|j,m)

Ona: j,ljm)=A|jm+1)

10



On prend I’adjoins :
(jmljy = m+ 1]4"
Donc :

I+ lim)I? = 1412 = R2(j(G + 1) — m(m + 1)]

A=n/jG+1) —m@m+1)

Donc I’application de j, sur I’etat|j,m) Donne :

jelim) =aJjG+1) —m(m+ D]jm+ 1)
Remarque :

% j, affecte sur |j,m) en augmentant m avec une unité m+ 1

% j_affecte sur |jm)endimunait m avec une unité m — 1

jelimy = mj(G + 1) —m@m+ 1)|jm + 1)

jolimy = h/j(G + 1) —m(m— 1)|jm — 1)

L’ application 2 fois de j, et de j_ respectivement sur I’état |j,m)donne :

jilimy = r4jG+ D) —mm+ DG+ 1D — (m+ 1)(m + 2)|j,m + 2)

j2im) = B2j(+ 1) —m@m - 1)y/j( + 1) — (m — 1)(m — 2)|j,m — 2)

L’ application n fois de j, et de j_ respectivement sur I’état |j,m)donne :

jHimy = i+ 1D —m@m+ DVjG+ 1) — (m+n—1)(m+n)|jm+n)

j2m) = 1G4+ 1D —m@m - 1)y + 1) — (m —n+ D(m—n)|m—n)

7. Couplage de deux moments angulairesj; etj,: [5]

(63)

(64)

(65)

SoitJ; etj; deuxmoment angulaires : jydans I’espace (e;)avec la base|j; m;) , j7dans I’espace (e,)avec

la base|j, m,) .

j12|j1,m1)=h2j1(il+l)|j1,m1)

11

(66)



j22|j2'm2):h2j2 (2 + Dlj2, my)

Soit ] = 71 + J2 I’opérateur total issue de I’addition des deux moments angulaires définit par :

. Jx = Jix + Jox
]=]_1)+]_2>=> ]y=]1y+]2y
Jz =)z ]2z

L addition ] = J; + J;” agit soit :
1) dans I‘espace (g;) ® (e, ) avec la baseorthonormées |j;,m,j,, m,), on prenant
L’ECOC{H ijlz ;jzz Jiz ;j2z}:
|j1,m1) X |j2,m2) = |jymy jom;)
2) dans l‘espace (g)avec la base|J,M), on prenant ’'ECOC :{H,J?,/,}
Les deux bases|j;m, j,m,) et |],M) vérifient les relations orthogonal et fermetures suivantes :
La base |J,M) :
M|, M") = 6,8y
Y- LMY{M| =1
La base |j;,my,j2, my):
(j1, M1, j2. Mo lj1, my, jz, my) = 5m1,m’15m2,m;
Z{,lllz_jl Z{flzz_jz [j1, M1 j2 M), My, j2, My =1

8. Moment angulaire total J et son projection :

Soit un systéme qui ayant un moment angulaire total J et son projection sur I'axe (0z) est J,

On applique l'opérateur J, et J?sur la base |/,M) on obtenir:
J|,M) = aM|],M)
JEUM)Y = 2% (J + 1)|],M)

La relation de fermeture: Y= LMY M| =1

12

(67)

(68)

(69)

(70)

(71)

(72)

(73)

(74)

(75)

(76)



La relation I'orthogonalité:
(],Ml]’,M’) :5M,M,5],], (77)
9. Relation entre M,m, et m,:

On va deduire une relation entre les projections des deux moments]_l) et J, et la projection du moment

angulaire total / En appliquant],, sur les états |J,M) :

J-lLM) = hiM|],M) (78)
LMY= D G + )l Moo, ma)umjzms M)

Sachant que :

Jz =Jz1 tiz2 (79)
Remplacgant (79) dans(78), et en injectant la relation de fermeture (69) en trouve :
2imim, Uz1 +Jz2) lin Myjz, M)y, My jo, my| ], M)=Ym m, (Mg + Amy) [j;, my,jo, my){jy, myjp, my|J, M) = A(my + my)[],M)

Cette donne:

Donc la projection du moment angulaire total M doit étre la somme des deux projections des moments

angulairesj; et J; : m et m,.
10. Coefficients de Clebsch-Gordan :
Considérons l'espace vectoriel (g) des états propres des opérateurs j2 et j,:
(e)=(£1) ® (&2) (81)
Pour cet espace on peut construire deux bases {|n,j;, m4, j», m,)} et {n,], M}
Passage de la base{n, j;,m4, j,,m,}a{n,J, M}

Tel que : {|n,j;,mq,j,, my)} = base compléte orthonomée formée par les vecteurs propres commun a

H)jlzljzz'jlz etjlz
Et: {n,j1,j,.J, M} =base compléte orthonomée formée par les vecteurs propres commun a H,j2 et j,

13



|J,M)S'ecrit en fonction des kets |j;, m4,j,, m,) comme suivant :

M) = Z{rlll:_jl Zfrzlf_jz(jl' my, j2, M2 |J, M)|j1, my,j2, my) (82)

Les coefficients (j;, my, j,, m,|J, M)s'appellent les coefficients de Clebcsh-Gordan.

11. Relation entre les coefficients de Clebcsh-Gordan et les coefficients de Wigner:

Le coefficient de Clebcsh-Gordan s’exprime en fonction des coefficients de Wigner (symboles 3j) comme

suivant :[3]
(v JzoJall, My = (=1)~ =M 2] +1 (ffmﬁ —jm> (®)

Le symbole (3)) : (irll n]lz _]M)est appelé coefficient de Wigner.
1 2
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Chapitre (11):

Meéthode récursive et méthode non récursive
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Dans ce chapitre, on va présenter les deux régles qu’on doit respecter pour la détermination des
coefficients de Clebcsh-Gordan, puis on donnes leurs propriétés pour limiter le champ de calcul, ensuite on
présente les deux méthodes existants pour calculer ces coefficients: la méthode récursive, souvent utilisé mais
nécessite la connaissance auparavant de quelques coefficients de Clebcsh-Gordan pour quelques états, la

deuxiéme methode est une méthode non récursive proposé par W H Klink et alt.[1]:
1. Reégle de selection et d’orthogonalite :

Il existe deux importantes regles de sélection, qui decoulent immédiatement des résultats sur la

composition de deux moments cinétiques [2]
1.1. Régles de sélection :

Le coefficient de Clebsch-Gordan (j;, m4,j,, m,|]J, M) est nécessairement nul si les deux conditions

suivants ne sont pas simultanément réalisées :

M S ml + mz (84)
J J2
J1

Figure 2: regle de sélection du triangle

La condition (85) appelée (régle de sélection du triangle), car elle exprime que I'on peut former un triangle avec

trois segments de longueur j, ,j, et J (figure 2), on peut écrire (84) sous la forme

J=il <2 =T+ (86)
Ou encore :

J =izl <j1 =T +12 (87)
1.2. Relation d'orthogonalite :

En insérant la relation de fermeture
16



Dans la relation d'orthogonalité des ket |],M) suivante :
(JLM[]',M") = & 8w (88)

On trouve :

211111_ - Z];flzz i (J,Mlj, my, j2, mz)(jy, my, jo, my|J', M') = 5]]’6MM’ (89)

=" —J2

Nous obtenons la premiére relation d'orthogonalité entre les coefficients de Clebsch-Gordan, la sommation qui
figure porte en fait, sur un seul indice ; en effet pour que les coefficients du premier membre ne soient pas

nuls,m, et m, doivent nécessairement étre relies par I’égalité (80):

Avec le méme raisonnement on trouve la deuxiéme relation d'orthogonalité:
j1+j . . . I '
Z]]T]1]_2]2| Z{\/{:-](]lr my, Jp, My ”r M)(]: Ml]ll mip, )z, M ) = 6m1m'16m2m’2 (90)
Donc en résumé, la relation d’orthogonalités écrit:
J1 )2
Z z (J, Mlj1, my, jo, mz)(jy, my, jo, my[]', M') = 5]]’5MM’ (9D
m;=—j; Mpy=—j
jitiz ]
Z (j1, my, jo, my[], M)(J, M[jy, my', jo, my") = 8m1m'18m2m'2 (92)
Jlji1—j2l M=-]
2. Propriétés générales des coefficients de Clebsch-Gordan:

2.1. Réalité des coefficients de Clebsch-Gordan :

Pour compléter la définition des coefficients de Clebsch-Gordan qui interviennent dans la définition (10), il

suffit de choisir la phase des divers ket|],]), dans ce but commencgons par

Etudier quelque propriété des coefficients (j;, my, j,, m,|],])

2.2. Coefficient(j;, mq, j, m;|],J) phase du ket : [2]

Dans ce coefficient la valeur maximale de m; et m; = j;d'aprées la régle de sélection (87),m, vaut alors

] —j.Dont le module est bien inférieur aj, lorsque m, décroit par sauts d'une unité a partir de cette valeur

maximale j;.
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) ) j1G1+1)— -1 ) .
(J,Jlj1, my, jo, my) = —\/h(h+ Joma (my )<]:]|J1’m1 —1,j;,my + 2)

j2(2+1)—-my(my-1)

2.3. Signe de quelques coefficients de Clebsch-Gordon : [2]

e Le signe des coefficients de Clebsch-Gordan(j;, my,j,, m,|],]) est (—1)17™2

Lorsqu’on change l'ordrej; et j,:

(i2omy, iy, my|], M) = (=1)1%9271(j;, my, j,, my|], M)

lorsqu'on change le signe de M,m; et m,
(j1—my, jo—my|], —M) = (—1)¥27(jymy, jm, ], M)
Le coefficient pour j; = j,

(-pi-m
2j+1

(j, m, j, m |0:O) =

3. Meéthode récursive (relation de récurrence) :

Le signe des coefficients de Clebsch-Gordan{j;, my, j,, m,|J, —J) est (—1)jz+m2

(93)

(94)

(95)

(96)

On va donner tout d’abord la relation de récurrence, ensuite en présente un exemple explicative, ensuite on

donne les huit formules générale des coefficients de Clebsch Gordan.

Appliguons donc l'opérateur J_sur I’état |J,M) :

|/, M) = Z{rlh:_jl Zfrzlf_jz(jl' my, j2, myl], M)|j1, my,jz, my)

Comme jJ_ =J;_ +J,_ on- obtientsi (M > —]):

J-ILMy=8JJJ+1) — MM —1)|],M — 1)
D’autre part :
J- :]1— +]2—

On trouve :

J-1.M) = Z{rlh:_jl Zfrzlf_jz(h— + J2-) 1 Masjz M2 ), M, o, Mo, M) =

Z{Tllrlz_jl Z::,lezz_jz(jlimlijZJmZ |/, M) * [\/jl(jl + 1) —my(my — D]jymy — 1,j,m;) +

+\/j2(fz +1) —my(m, — 1)|j1,m1,j2,m2)] (100)

18
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Donc:

VIG+ D) =MM =DM - DIS, 2 (i my,jo,mol), M)«

[\/11(/1 + 1) —my(my — D)]j;, my — 1,j,,my) +

VizGz + 1) —my(m, — 1)|j1,m1,j2,m2)] (101)

Multiplions cette égalité par le Bra (j;, m4,j,, m,| ; il vient alors :

\/]U +1) = MM — 1){j, my, jo, myl,M = 1) = \/f1(/1 + 1) —my(my + 1){jy, my — 1, j;,myl], M) +
+\/j2(fz + 1) —my(my + 1)(j1, my, j2, my — 1|, M) (102)

Si la valeur de M est égale a —J, on trouve :

\/](/ + 1) +J(=] = D{imy, jomyl),] — 1) = \/j1(fl + 1) —my(my + 1){j,my — 1, o, myl], —J) +
\/jz(fz + 1) — my(my + 1)1, my, j2, mp — 11, —)) (103)

\/jl(fl + 1) —my(my + D, my — 1, jo,my|], =J) = —\/jz(jz + 1) = my(my + 1){jy, my, jo, my — 1], =)
(104)

De fagon analogue, I'application de lI'opérateur J, = J;, + J,, sur |[/,M) conduit a:

VIU + 1) = MM + D(jimy, joma [, M + 1) = {1 Gy + 1) — my(my + D(amy + 1, j,m,|], M) +

+\/j2(jz + 1) —my(my + 1)(jimy, jom, + 1], M) (105)

(102) Et (103) sont les relations de récurrence entre les coefficients de Clebsch-Gordan Le premier membre de

cette relation étant nul si M=J on trouve:

VI +1D) =] + DG my, jo,mol], ] + 1) = jiGr + D —my(my + Dy, my + 1, jp, myl],J) +
+\/j2(jz + 1) = my(my + 1){j, my, jo, my + 11/,]) (106)

VirGi + D) —my(my + D), my + 1,5, Mol ) j2 Gz + 1) — ma(my + 1)(jz, my, jo,my + 111,])  (107)

Exemple 1: j; =% etj, =§

.. . . 1 . 3
Calculons les coefficients des Clebsch-Gordan pour les moments angulaires j; = S etjp ==

Le moment angulaire total doit satisfait :
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L 31o,<1,3 =12
Y onc J=1,

N

Pour;J=2 - -2<M<+2
Donc les bases |J,M) sont : {|2,—2); [2,—1);]2,0);2,1) et |2,2)}

On commence par |2, 2):

1 3
By 3 1 3 1 3

- 22)=% Y7 3<—m1,—m2|2,2> [Fmy,2m,)
my=—3;"my=-3\2 2 2 2

113 3

. |212) 21212!2)
1|1 13 3 1131
2 =re =220 =35 -39 + 31553

Pour |1,1):

1y o 1 13 3)+b|1 13 1>
N2 2022 2'2°2°2

De la normalisation et I'orthogonalité :

—_1 - |3 Cy = L
a= ﬁbEtb—\/;donc.a—

Donc:

- |11 = [\/—|l,_l,§'§>_|l,l'§'l)]
. I1,0)=]_I1.1)=I1,—1)=]_I10)=\/§I1—1)

= -0 =F0 =33 -35 -9 V3535 -3
Exemple 2:

Calcul les coefficients de Clebsch-Gordan pour les deux moments angulaire suivant :
1
J1=]2 ) [2]
s . . . 1 1 1.1
Donc:ljy —jol S Sy +jz = [f-3| /<542 =051

S, . 1 1 1 1
Et: —j; <my =m, < +j; SooSMEmpSc S my=my =2ty
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M=0 sij=0

PourM: —J <M < +] H{M:_1;0;1 sif =1

= Pour J=0: [0,0)
= Pourj=1:[1,-1);]10);|11)

Pour J=1.
=iy
o=y =FE -t bl -]

11
LD =/L0 =]k -1 )

Pour J=0:

1 1
= 100)=¥ ¥ <m1, m2|00>| my,>m,)
m mz——E

|OO)—d|111 1)+ 1— 111>
ST 2202 2 22’22

La normalisation:
(0,010,0) =1 = [d|* + |e]?

L'orthogonalité on multiple (1,0]:

d e
1,0[0,0) =0 =—+ —
(1,0/0,0) AN

De la normalisation et I'orthogonalité:

1 o1
d=—e Etd—ﬁdonc.e_ 5

11 1 1 1-1 11
10,0) = >]

\/‘szzz 2222

4. Huit formules générales de la méthode récursive :

Il'y a huit formules (expression) qui facilite le calcul de ces coefficients :

4.1.1°" formule :
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UMy j2malin, ], j2, M)

5m,m1 +m,

S o Ut T INU R =N N2+ VG m)b G- m)!

\/(fz+m2)!\/(jz_mz)!\/U+M)!\/(/_M)! (108)

- (=D*
Zk:ok!(jl +io= )= Gi—m =)o tmy =) —j+my + ) (J —j —my + k)

4.2.2¢me formule :

UM j2malji ], j2, M)

(Smm +m
=TT Y T WMWY = NG = NG = DG = ma)
1 1

\/(]'1+m1)!\/(]'2—m2)!\/(]'2 + m,)! (109)

Z Ok, jitjo—J]—kji—mi—kj,+my—kJ+k—j,+my,]+k—j—my)
E K'Gi+ =] - (- —k+ji+j ) (—k+ji—m)! (=k+j,+m)'J+k—j,+m)(J+k—j; —m

4.3.3¢me formule :

5mm1 my p p . . . . ; ;
UMy j2malji ], j2 M) = Tt \/(_] +1 +]2)!\/U +J1 _]2)!\/0_]1 +]2)!\/2]+1\/(]1+m1)!\/(]1—m1)!

JU+ji+j+1)
VGa +mDI G, —m)!IV T + M (J — M) (110)

min(ji—my,jz+mz)
(=D
kK'(=]—k+j+j ) (k+ji —m) (=k+j, + m)!J +k—jo +m)!(J + k —j; —my)!

k=max(-J+jz—mq,—]+j1+mz,0)

4.4.4¢meformule : UMy jamolji ], j2, M) =
5 VUi+jz2=D)! VU1—-m)W Gz—ma) Y J+M) (J-M) V2] +1 (111)
MM @t jit i+ DV G+ DY (=it iz +))! VU1+m)N Gz +my)!
4.5.5émef0rmU|e . (jl;mliermZULJer)M) =
5 VU1tj2=DW 1=z + DN (i1 +iz+)! VU+M) (J-M)2]+T
mmytm; VA+ji+jz+ D! VU1+tm)N G1—m)W Gz +m2)l (2 —my)!
yninG —jatjz . +M) (—1)U2+m2+0) (4 jp +my =) 1 —my +K)! (112)

k=max(0,=J+M+j2)  (J=ji+j—k)J+M—k)!(j1—j2—M+K)!
4.6. 6meformule :
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VEjitja + D! \/(jl+m1)!\/(jl_ml)!\/(jz _mz)!\/(]"‘M)!\/Z]"’ 1
VU= + DG+ -DWA+ i+, +1) VU2 +m) (U — M)!

Jovma,jzmaljs ], j2, M) = Ommy+m,

min(J—ji1+jz ,J+M)

(—1)2¥m2tk (2] — ) (jy + j, — ] + k)!

— . (113)
| — — | — | — ] — |
k:max(o,—j1+]+m2)k' J=ji+j2—RNUJ+M—-k) (=] —my +k)!
4.7.7¢m formule :
U my, j2, malj1, ], j2o M)
_s Ve + DWW +iz = DIWA +ji + o + ) VUi —mDIJ U +M2] +1
- mmi+m T T A B .
T Ui —Jz + D! VU1 +mDW Gz + mD Gz —m)IY (T — M)
min(J—jy+ja J+M) _ (~DU2¥M2+R) (2] k)1(jp +J+my—k)!
_ — —— (114)
k=0 K!(J—=j1+j2= k) J+M—=k)!(j1+ o +]+1+k)!
4.8.8M Formule :
(jl'mlij'mZ |j1,],j2,M>
_s VA +ji+j2+ ) VU1 +m)! VG —m)Y U+ MG - M)!Y2) +
— Ymm{+m - ; : : B - ; ;
T \/(11 +J2 _])!\/(11 —J2 +])!\/(_]1 +j, +)! \/(]2 + mz)!\/(lz —my)!
min(J—M ,j;—my) (=1)J1"M1HK (G 4 jo — M—K)1(jo+]—mq —K)! (115)
k=0 k(i —mq =K (J=M=k)\(j1+j2+]+1+k)!
5. Tabulation des coefficients de Clebsch-Gordon :
1
Afin de simplifier la lecture et la recherche des valeurs des
.. . , 1 1
coefficients de Clebsch-Gordan, souvent ils sont tabulés / 2 / 2 1 1 0
comme figure (3). 1/2 1/2 0 0
1/2 _ 1/2 1
1 1
-1 | 1 !
notation M ]
_ 1/2 _ 1/2

mym, coef ficient
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3/2

3/2

2 1
1 1
1] o
0| o
1 | -1
0 0 2 [ 1
-1 | 1 1| -1
0 | -1
—1] o
1| -1
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6. Méthode non récurcive: calcul des coefficients de clrbsch-Gordan

Cette methode apparait plus facile que la méthode récursive, on peut I’exposer en deux etapes : la premiére

étape est consacrer a la détermination du spectre de J et les coefficients de Clebsch-Gordan

Correspondant, la derniere étape permet de généraliser la méthode pour un couplage de plus de deux

moments.[1]

a. 1%¢étape « Détermination du spectre de J»:

On considere le cas M = Jle vecteur d'état |] = M,M)doit étre une combinaison linéaire, de tous les états

|j1, M10,j2, My )qui satisfait la relation de sélection :

|J] = M\M) = a4lj;, mq,jo, M —my) + aze|ji,my £ 1,j,, M — (my £ 1)) +...... (116)
Tel que a; sont des constantes |m,| < j;et|M —m,| < j,
On applique l'opérateur Jsur les états |[] = M,M) et J;4 + J, sur la combinaison correspondante, on trouve.

0=ai/lj1, myjo M — mq) + azi)ilji, my £ 1,j;, M — (my + 1)) (117)

0= al\/jl(jl +1) —my(my + D|j,my + 1,j,, M —my) +

+a2\/j2(jz +1)-WM—-—my)M —my + D)]j,my,jo, M —my + 1) +... (118)

L’orthogonalité des vecteurs|j,,m,,j,, m,) donne un ensemble d’équations linéaires couplés qui peuvent étre

facilement résolus en exprimant tous les coefficients a; en fonction d’un seul coefficient, ce dernier peut étre

obtenue par la normalisation de [] = M,M) :
J=MM|]=MM)=1 (119)
Les autres vecteurs |] = M,M — 1); |] = M,M — 2); ...peuvent étre obtenue en appliquons J_ sur I’état

|J] = M,M), ce qui permet de déduire directement les coefficients de Clebsh Gordon. Si la seul solution pour les
a; est solution trivialea; = 0, donc I’état |] = M,M) n'existe pas, autrement dit la valeur choisie de M ne

correspondant a aucune valeur deJ. Donc Le spectre de Jpeut étre déterminée.

#* Déduction de autres vecteur | = MM — 1), |J = MM — 2),....... [1]
Une fois que les valeurs spectrales de Jest déterminées, on obtient les autres états par
L application successive dej_ :
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J_lJ =MM)= /MM + 1) = M(M — 1)|M,M — 1) (120)

Donc:

=ai/_lj1, my,jo, M — my) + ayJ_|ji, my + 1,5,

aq [\/f1(f1 +1) —my(my — D)|j;, my — 1,j;, M —my)

M—(my +1)) = (122)

+ \/jz(jz +1) - (M —-my)M—my — 1)|j, my,jo,, M —my — 1)]

+ a; [\/(]1 +1) - (m+ Dy +1-Dj,m+1-1,j,M—(my + 1))

+Vja(a + 1) =M — (my + DH(M(my + 1) — D)|jy, my + Lj,, M — (my + 1) — 1)]

Exemple 3 ;j; =Zetj, =1 [1]

5 3 1
Le spectre dem,estm, = — 3 T3 T

) )

N |-

l3l
2

N |

lespectredem,estm, = 1;0; —1

7 5 3 1 1 3
Ce qui implique que IespectreMestM—E i e e R R R

Pour chaque des quatre valeurs positives (116) devient

n
-
N3
~
I
-

5 3
_rE; 1)1)

1)+a4| , ,1O)+a5|5 1

,1,1)

—1
2

n %’%>=a6 -=,1, 1)+a7|; ,10>+a3| 1’1>

5 7

2

)

2

(122)
(123)
(124)

(125)

. ' . , 55 ..
On applique l'opérateur J,sur les états |E'E> et J1+ + /o4 sur la combinaison correspondante, on trouve.

0=a; (jo+ +]1+)| ) ,1O)+a2(]2+ +]1+) ,1,1)

Donc :

0=a,VZ [5,2,1,0) + a,V5 |2, 2, 1,0)

2
Ontrouve :a, = _\[Eal
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.. 5 5|5 5 s .
Pour la normalisation de <E’5 | E'E> permet d’obtenir :

5 2
a, = 7;a2=— 7

Donc: |- —) f| 1, )—\EE,%,l,l)

On applique l'opérateur J, sur E%) dans la relation (124):
0=0;V2 |2, 21,00+ a,V5 2.2, 1,0) + V2 2.2, 1,1) + a5vB 2,2, 11
L’orthogonalité permet de déduire :

2 1 |2
V=gV o a5=—\ga4 <—>a5=5\/;a3

. . 3 3|3 3
La normalisation de <E’E | E’E) permet de trouver :

Donc:

51
22 ey e —R.L 1

| 53 1|
Ji5l12’'2’ V1512’2

33
22

%

. ' , 7 7 55 3 3 11
On applique I'opérateur J_sur les kets |—,—>; |—,—> | >et |—,—>on trouve :
2°2 2°2 2’2 2°2

Sur| > dans la relation (122):

> §,§>=]_ \[| 2, 1)+\/§|§,§,1,0)
. Y- g.g>=Jg[m|z,;1,1>+m|zs,1,o>+|z,z,1,—1>1
U > \/7[\/‘|-— An+2[52 10+ 2,1,-1)

2 §—§ \/7” 11)+2| 1,0>+\/§|§,§,1,—1)]
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Z'_§> —J |Z,__> F” 1,1) +\/§|§,—§,1,0) +\/§|§,—%,1,—1)]

o =)
¢ Beg=nBmd - 50BE 311+ vz -]

Sur|§,§>dans I'équation (123):

|§§> f| 10)+f| -1 -2[53,11) - \EE,;,Lo)
E=r b= o FES-v-2ft -0
Sur|§,§>dans I'équation (124):

R & R R R IR PR e

Lo =r =k o= B0 FE-d
R R A B e AR

b. 2¢meétape « généralisation »: [1]

R/
°e

7
L X4

La procédure ci-dessus peut étre étendis a un produit tensoriel multiples, comme dans la

Premiére étape on procede par la détermination de toutes les valeurs possible du champ

Angulaire total, le systéme des équations linéaire trouve est parfois indéterminé contrairement au cas de

couplage de deux moments angulaires, dans ces cas la différence entre le nombre d'inconnues et le nombre des

équations est égal a la multiplicité de la représentation irréductible correspondant.

La premiere étape donnée dans la section précédant peut étre généralisée pour un couplage de plus de deux

représentations irréductible du groupe SU(2) de rotation comme par exemple SU(3), on expliquera cette étape

en prenant I’exemple d’addition de trois moments angulairesj;, j,,etj; avecj; =j, = j; = 1.

Pour trois moments angulaires j; = j, =j3; =1 [1]
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L’espace de produit tenseur est donné par :
¢ = ¢ ® il @ ¢! (127)
Il est généralement obtenu en utilisant le résultat de couplage double entrej, et j,, avec le troisieme moment;;.
¢ =@ ®¢H R s (128)
= (Bj=0 ¢) ® ¢/~
=@ R¢TH® (YT RPH D (PR
=)D (R R ) D (¢ R ¢ ® ) (129)
Notez que la représentation/ = 2 a la multiplicité 2 tandis que la représentation/ = 1 ala

Multiplicité 3. Les espacesg’=3 ; /=2 et ¢p/=%ont respectivement les dimensions7, 5,3 et 1, notons que la

dimension de I'espace du produit tensoriel est egal a la somme des dimensions sous espaces
3¥3%3=27=1%74+2+5+3%3+1x1 (130)
Pour quatre moments j; = j, =jz3 =js =1
¢ =@ ® ¢ ® (¢ @ p/+71) (131)
= (B7,,=0 9"?) ® (B7,,=0 $”*)

— (¢]12=0 ® ¢]34=0) 4 (¢]12=0 R ¢]34=1) D (¢]12=0 R ¢]34=2) D (¢]12=1 R ¢]34=0) 4 (¢]12=1
X ¢]34=1) D (¢f12=1 X ¢]34=2) D (¢f12=2 X ¢]34=0) D (¢f12=2 X ¢]34=1) [an) (¢f12=2
X ¢]34=2)

=@N0@WNHOWTP RYTIRINO@THOWTORYTIRITND(PTIRYTR
') @ (@77 (132)

La derniére équation permet de calculer la multiplicité de chaque moment.
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Chapitre (I11) :

Calcul des coefficients de Clebsch-Gordan Pour un SU(2) et SU(3)
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1. Calcul des coefficients de Clebsch_Gordan par la méthode récursive:
1.1. Couplage de deux moments angulaires(j; = j, = 1) :
Soit deux moments angulaires,j; = j, = 1), ses projections prennent les valeurs :

{—]:1 =my S]:1
—Jo=my; <),

donc:my =m, =—1,0,1
Le moment angulaire total prend les valeurs :

ji—j2l <J<ji+j,=]=0,12
La projection du moment angulaire total prend les valeurs :

—J<M<]

Pour:] =0 — M = 0 la base est |0,0)

J]=1+— M=-1,0,1les bases sont : |1,—1),]1,0),]|1,1)

[|=2 —> M=-2,—-1,0,1,2 les bases sont: |2,—2),|2,—1),(12,0),]12,1),|2,2)

1.1.1. Calcul des coefficients de Clebsch_Gordan : J = 2
. IZ,Z) = Z;lnl,mzz—l(lr mlr 1; m2|2)2)|1r mlrlr mZ) = |1;1)1)1)
En appliquant J_sur I’état |2,2), on trouve I’état |2,1):

. ]—|2r2> = (jl— + j2—)|1r1111111)

Donc :
[2,1) = ! [11,0,1,1) + |1,1,1,0)]
) \/i ) ) ) ) ) )
En appliquant J_ sur I’état |2,1), on trouve I’état |2,0):
. . 1
. ]—|211> = (]1— + ]2—) {5“1)0;1)1) + |1;1)1)0)]}

Donc :|2,0) = % [11,-1,1,1) + 2|1,0,1,0) + |1,1,1, —1)]

En appliquant J_ sur I’état |2,1), on trouve I’état |2,0):
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= J_|2,0) = (- + jz_)%[ll, -1,1,1) + 2/1,0,1,0) + [1,1,1, —-1)]
Donc : 12-1) = =[11,-1,1,0) + 1,0,1,—1)]
En appliquant J_ sur I’état |2,—1), on trouve I’état |2,—2):
" 121 = Gio +2) 1L, -1,1,00 +11,0,1, -1)]
Donc: |2,-2)=|1,-1,1,—-1)

1.1.2. Calcul des coefficients de Clebsch-Gordan :J = 1
= 1,1) = Zr1n1=—1 Zrlnz=—1(1; m,,1,m,|1,1)|1,m;,1, m,) = a|1,0,1,1) + b|1,1,1,0)

Pour qu'il soit orthogonal a I’état|2,1), il faut :

(2,1]1,1) =0=a+ b Donc :

b=-—a
Donc : |1,1) = a|1,0,1,1) — a|1,1,1,0)
De la normalisation de |1,1)on déduit :
1, _ _i
a = \/_E , b= NG

: -1 _
DOI‘IC . |1)1) - ﬁ [|1)O;1;1) |1;1;1;0)]
L application successive deJ_ sur I’état |2,—1)et de ses états résultants donne :

= 110 = [11,-1,11) — [1,1,1,-1)]
= 11-1) = £[11,-1,1,0) - 1,01, -1)]
1.1.3. Calcul les coefficients de Clebscd-Gordan :J = 0
= 10,0) = Z}nlz_lz}nzz_l(l,ml, 1,m,|0,0)|1, m;,1,m,) = al1,-1,1,1) + b|1,1,1,—-1) + ¢|1,0,1,0)
L’état|0,0) est orthogonale a (2,0]et(1,0|, donc:
(2,010,000 =0=a+ b+ 2c

(1,010,0)=0=a—b
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Ces relations impliquent :

Donc:

-1
b——c—\/§

Donc :10,0) = =[I1,1,1,-1) +11,-1,1,1) - [1,0,1,0)]

1.2. Couplage de trois moments angulaires :j; = j, =j3 =1 [1]

Soit les moments angulaires : j; = j, = j3 = 1, pour trouver le moment angulaire total on suit les étapes

suivantes :

1. On fait le couplage entrej; etj,,
Je=lit+tze lii—Jjd </2<ji+)2
Le moment résultant prend les valeurs suivantes :

J12=0,M;, =0
J12 = 0,1,2 pour chaque valeur on a la projection: {J;1, =1 ,M;, =—-1,0,1
]12 == 2 ,Mlz = _2, _1,0,1,2

2. on additionne le moment résultant j;,avec j; :
La base |J;,,M;,)de ji.est calculée dans la section précédente :

J12=2 et j; = 1 donc les valeurs possibles du moment angulaire total sont : | = 3; 2; 1, les valeurs que prend la
projection M sont :
J]=3eM=-3,-2,-1,0,1,2,3
J=2eM=-2,-1,01,2

J=1oM=-101
J=0oM=0
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1.2.1. Calcul les coefficients de Clebsch-Gordan :J = 3

Commencent par les valeurs maximales dejet de M , Pour faciliter le calcul on peut

changéelj;, my,j2, my, j3, m3) par |my, my,ms)

13,3) =12,21,1) = 22) ® [1,1) = 11,1,1,1,1,1) = [1,1,1)

L application successive deJ_donne les autres états de /] = 3 :

13,2) = %[|0,1,1) +11,0,1) + |1,1,0)]

13,1) = J% [11,1, 1) + 2]0,1,0) + 2|1,0,0) + |1,—1,1) + 2]0,0,1) + |—1,1,1)]

13,0) = %[|0,1, —1) + |1,0,—1) + |—=1,1,0) + 2]0,0,0) + |0,—1,1) + |1,—=1,0) + [—1,0,1)]
13,—-1) = v%_5“1,—1, —1) +2/0,0,—1) + 2]0,—1,0) + |—1,1, —=1) + 2|—1,0,0) + |-1,—1,1)]

|3,—2) = |0,—1,—-1) +|-1,0,—1) + |-1,—1,0)]

1
1
|3;_3> = |_1I_1) _1)

1.2.2. Calcul les coefficients de Clebsch-Gordan :J = 2

1
|212) - 5“11111101111) - |11011111111)]
12,1) = (11, -1,1) +1,0,0) - [-1,1,1) = 0,1,0)]

12,0) = -1,1)+2|1,-1,0) +|1,0,—-1) — |[-1,0,1) — 2|-1,1,0) — |0,1, —1)]

1
EHO,
12,—1) = J_|2,0) = V6|2,—1)

12,—1) = %{[|o,—1,0) +11,-1,—-1) — |—1,0,0) — |-1,1, - 1)]}

1

1.2.3. Calcul les coefficients de Clebsch-Gordan :J = 1

= 111 =Z[I1L,-1,1) ~ [-11,1) +10,0,1)]
= |1,0) = %[ZIO, -1,1) + |1,-1,0) — |-1,1,0) + |0,0,0)]

1.2.4 Calcul les coefficients de Clebsch-Gordan ;J = 0
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= 10,0) = %[|1,1,1,0,1, -1)-11,1,1,-1,1,0) - |1,0,1,1,1,-1) + |1,0,1,-1,1,1) + |1, —1,1,1,1,0) —
|1,-1,1,0,1,1)]
2. Méthode non récursive:
2.1. Couplage de deux moments angulaires
Pour deux moments angulaires j; =j, =1
my =my, =-1,1,0
Le moment angulaire total prend comme valeurs :
Jj1—J2l ST <j1+)2
J=0eoM=0 10,0)
J=0;1;2 J=1 o M=-1;1;0 |1,0),|1,—-1),]|1,1)

2.1.1. Calcul des coefficients de Clebsch-Gordan :;J = 0
= 10,0) =a,l|1,-1,1,1) + as|1,1,1,—1) + a,4|1,0,1,0)

On applique J, sur I’état |0,0):
0 =vV2(a, + ag)|1,0,1,1) + V2(as + a¢)|1,1,1,0)
On multiple par (1,0,1,1| on obtient:
V2(a, +ag) =0 - a, = —ag
On multiple par(1,1,1,0| on obtient:

\/E(aS +ag) =0 - as = —ag

Donc:
a, = as = —ag
La normalisation de |0,0)donne:
1 1
aﬁ—ﬁeta[L:aS——ﬁ

Donc:
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1
. |010) - E[ll,O,l,O) - |11 _11111> - |1r1r1r_1)]

2.1.2. Calcul des coefficients de Clebsch-Gordan ;J = 2

12,2) = [1,1,1,1)

1
12,1) = NG [11,0,1,1) + [1,1,1,0)]

12,0) = -1,1,1) + 2|1,0,1,0) + |1,1,1, —1)]

1
ﬁ[ll,

1
12,—-1) = 7 [11,-1,1,0) +|1,0,1, —1)]

12,-2) =|1,-1,1,—1)

2.1. 3. Calcul des coefficients de Clebsch-Gordan ;J = 1
* |1,1) = a,[]|10,1,1)] + a5|1,1,1,0)

On applique J_ sur I’état |1,1):

]+|1,1) = aZ(jl+ +]+)[|10'1'1>] + a3(jl— +]2)|1,1,1,0)

On trouve :
0 = a,[v2]1,1,1,1)] + a3[v2]1,1,1,1)]
Donc :
—da; = as
La normalisation de |1,1) donne:
1 1
a, = ﬁ ,a3 = _ﬁ

Donc I’état |1,1) s’écrit :
1
|111) - ﬁ{llorlr]-) - |1’1I1I0>}
L’application successive de l'opérateur J_ sur le ket|1,1) et son résultant donne :
1
= |1,0) = ﬁ[ll, -1,1,1) - [1,1,1,-1)]

1
- 1L-1) = Z[11,-1,1,0) — [1,0,1,-1)]
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2.2. Couplage de trois moments angulaires:j; = j, = j; =1
2.2.1. Calcul des coefficients de Clebsch-Gordan :J = 0

Les coefficients de Clebsch-Gordan ne peuvent étre clairement déterminés pour des espaces Avec une
multiplicité supérieur a 1, cela signifie également que le calcul des coefficients de Clebsch-Gordan pour j=0

représentation, qui se produit avec une multiplicité est difficile en utilisant la technique usuelle.

Pour calculer les coefficients correspondant a I’état|] = 0,0), on écrit tout d’abord la combinaison linéaire de

cet état :

) =0,0)=a411101,-1) + a,]|1,1,1,—-1,1,0) + a3|1,0,1,1,1,—1) + a4|1,0,1,-1,1,1) + a5|1,-1,1,1,1,0)
+ a¢l1,-1,1,0,1,1) + a,|1,0,1,0,1,0,1,0)

L’operateur/ . s’écrit :
J+ =Js1 Hisz t 43
Appliquons J, sur I’état [/ = 0,0) :

Jill =0,0) = a;Gy1 +j42 +J43)1L1,1,0,1, =1) + a3 (i1 +Jji2 +J43)11,1,1,-1,1,0)
+az(1 + 42 +J43)11,0,1,1,1, =1) + a4 (4 +Jj42 +J43)11,0,1,-1,1,1)
+as(ir +Jji2 +J43)11L,-11,1,1,0) + as(iq +Jji2 +J43)11,-1,1,0,1,1)
+a7(er + vz +J43)

Donc: 0 =+2[a; + a;5]|1,1,1,1,1, —1) + V2[a, + a,]|1,1,1,—1,1,1) + V2[as + a¢]]1,0,1,1,1,0) +
V2[a; + a, + a,]]1,1,1,0,1,0) + V2[a; + a5 + a,](1,0,1,1,1,0) + V2[a, + a¢ + a,]|1,0,1,0,1,1)

On obtient six équations linéaires pour sept inconnus, en les résolvants et on exprime six inconnus en fonction

d’un seul inconnu, par exemple a4 :

a7 = O
_a2=_a3=a4=a5=_a6=a1
La normalisation de|0,0) permet de calculer a, :
1
a, = %



Donc:

IO)O) =

[11,1,1,0,1,
\/—

-1)-11,1,1,-1,1,0) — |1,0,1,1,1
—|1,-1,1,0,1,1)]
2.2. Couplage de trois moments angulaires:j; = j, = %;j3 =1
2.2.1 Calcul des coefficients de Clebsch-Gordan :
* Méthode recursive:

. . . 1
Le couplage de deux moments angulaires j; = j, = >

Déja calcul|/;,,M,,) dans le chapitre II:

Le couplage de trois moments:/;, = 0,1 et j; =1

Pour/;, =1—]=0,1,2

= 22)=[1,1,1,1) = n4)®|1n—¢1§§

2

NIH

,1,1)

\/E|l,l’0>]

2°2
i“—-,——,l)+\/§|——,1,0)+\/§|3,

-t

2 2’

= 20 =/22) =5||-3.3 0+ 531

—+

= [200=)-121) =

= |2,—1) = /_[2,0) = —1)+L——— —14

= 12— =) 2~ =|-3-3-1

Pour/i,=0—/=1

= L) =100, =100 @ 1) =%[|-7.7. 0|5, —3. 1]

2 2
22 i0--2o)

2°2 2

= [L0)=/-I11) =
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et = [ -ho - |-t o)

Le couplage double permet de clarifier les deux méthodes : récursive et non récursive, il apparait que la
derniére est plus simple ou on peut identifier n’importe état sans I’utilisation d’un autre état avec un moment
different. L application de la méthode récursive pour des couplage plus compliqué que le couplage double est
lourde et compliqué , mais ils semble que c’est la seule méthode qui permet de déterminer tous les état méme
dans un ordre bien déterming, la méthode non récursive ne permet que calculer les états qui prennent la valeur

minimale du moment total , et qui présentent toujours une multiplicité égale a 1.
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Conclusion

Dans ce travail, on a présenté la méthode proposé par W H Klink. [1], qui ont donné une méthode simple pour
le calcul des coefficiensts de Clebsch-Gordon qui sont généralement calculés par la méthode récursive, qui

apparait lourd pour des couplages triple ou produit tensoriel de plus de trois moments angulaires.

En a essayer d’appliquer la méthode récursive pour un couplage double et triple, ou il apparait que c’est
difficile de déduire tous les coefficients dans un ordre bien déterminé en commengant par les valeurs maximale

du moment et de son projection.

La méthode dit non récursive ne nécessite pas la connaissance des états avec des valeurs du moment et de sa
projection supérieure, cette méthode permet aux états correspondant aux moments totaux avec une multiplicité
d’unité d’étre calculés facilement. L’étude comparative entre exposera trés bien les difficultés rencontrées dans

les deux méthodes.
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