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Notations

Notations

C(Ja,b]) espace des fonctions continues sur [a, b]
f terme libre dans ’équation intégrale
A opérateur linéaire

I opérateur identique

X espéce de Banach

[ signe intégrale

B polynéme de Bernstein

k(x,t)  mnoyau de I’équation intégrale

Y la fonction inconnue dans 1’équation intégrale
Un solution approchée
A parameétre numérique

EIF équation intégrale de Fredholm



Introduction

Une équation intégrale est une équation dont I'une des indéterminées est une intégrale. Les
équations intégrales sont 'un des principaux outils dans divers domaines de la mathématique
appliquée, de la physique et de l'ingénierie. Les équations intégrales de Fredholm sont
I'une des équations intégrales les plus importantes. Comme pour les équations diffrentielles
ordinaires ou les équations aux dérivées partielles, il n’est pas connu de méthode universelle
pour la résolution des équations intégrales celles dites exactes. Il arrive trés souvent que
méme celles qui présentent des formes apparemment simples ne se laissent pas résoudre
avec ces méthodes dites exactes. Des méthodes numériques de résolution avec des schémas
algorithmiques pour leur implémentation sur ordinateur.

Dans cette mémoire, nous étudions les équations intégrales linéaires de Fredholm du

deuxiéme type et il s’écrit comme suit:

y(@) = fx) + A / (e, t)y(0)de 1)

Ce mémoire est divisé en trois chapitres :

Le premier chapitre aborde des notion sur les équations intégrales, définition et clas-
sification des équations intégrales.

Le deuxiéme chapitre dans ce chapitre, on a étudie 'existence et 'unicité des équa-
tions intégrales de Fredholm de seconde espéce, et nous présenterons quelques méthodes
analytiques, et numériques importantes pour résoudre les équations intégrales de Fredholm
de seconde espéce.

Le troisiéme chapitre 'utilisation de la méthode de Galerkin avec le Polynémes de

Bernstein pour la solutions des équations intégrales de Fredholm de seconde espéce.



Chapitre 1

Préliminiaires Mathématiques

Définition 1.0.1 Une équation intégrale est une équation dans laquelle la fonction inconnue
y(x) a déterminer apparait sous le signe de l'intégrale. A une forme générale d’une équation

intégrale en y(z) est de la forme

()

y(x) = fla) + / K (. )y (t)dt (11)

w(z)

K(z,t) est le noyaux de ’équation intégrale. w(x) et p(x) sont les limites d’intégration.
Les bornes d’intégration w(x) et p(x) sont soit constantes,variables ou mixtes et elles peuvent

aussi étre undimensionnelles ou multidimensionnelles.

Par exmple, pour a <z < b, a <t < b les équation :
o) = [ Kl (12)

y(x) = fla) + / K (. )y (t)dt (1.3)

y(z) = / K () [y(1)2dt (1.4)



1.1. Classification des équations intégrales

Dans I'équation (1), on observe facilement que la fonction inconnue y(z) apparait a la
fois 'intérieur et a ’extérieur du signe intégral, comme nous I’avons indiqué pérécedemment
dans la définition. Il est important de noter que le noyau K (x,t) et la fonction f(x) son
toujours donnés a l’avance. Par conséquent, L’idée principale est de déterminer y(x) tel qu’

il soit en accord avec I’équation (1).

1.1 Classification des équations intégrales

1.1.1 Equation intégrale de Fredholm

La forme standard des équations intégrales de Fredholm prend la forme;

o(x)y(x) = f(z) + )\/K(m,t)y(t)dt,a <z, t<b (1.5)

La fonction de noyau de 1'équation intégrale est K (x,t) et la fonction non homogeéne est
v(x) qui sont normalement donnés a 'avance et le parameétre A. La valeur ¢(z) va donner
le type suivant d’équations intégrales Fredholm;

Lorsque la valeur p(z) = 0, ’équation (1.5) devient ;

0= f(z)+A / K (z, t)y(t)dt (1.6)

et ’équation intégrale de Fredholm est appelée équation intégrale de Fredholm de pre-
miére espece.

Lorsque la valeur ¢(x) = 1, I’équation (1.5) peut s’écrire ;

i) = o) ) [ Kl o (L.7)

et I’équation intégrale est alors appelée équation intégrale de Fredholm de seconde espéce
sans perte de généralité, on peut toujours obtenir ’équation (1.6) a partir de (1.5) en divisant

(1.5) par y(x) a condition que y(x) # 0.



1.1. Classification des équations intégrales

1.1.2 Equations intégrales de Volterra

Sa forme générale est donnée par;

o(@)y(x) = f(z) + A / K (a, t)y()dt (18)

avec son intervalle d’intégration étant la fonction de x

1.Pour ¢(x) =0, alors (1.7) est
0= f(x)+ A / K (. (1)t (1.9)

et dans ce cas I’équation intégrale est appelée I’équation intégrale de Volterra du premier

type.
2. Pour ¢(z) = 1, alors (1.7) est

y(x) = f(x) + )\/K(x,t)y(t)dt (1.10)
et ’équation intégrale est alors appelée 1’équation intégrale de Volterra du deuxiéme
type.
Equations intégrales linéaires de Fredholm

La forme standard de ’équation intégrale linéaire de Fredholm est donnée par
b

y(x) = f(x) + /\/K(x,t)y(t)dt,x <ab<t (1.11)

a

Equations intégrales linéaires de Volterra

La forme standard d’une équation intégrale linéaire de Volterra est donnée par
i) = o) ) [ Kl e (1.12)

ot les limites d’intégration sont une constante a et une variable x et la fonction inconnue
y(x) apparait linéairement sous le signe intégral. Le noyau de I’équation intégrale est donné

par K(z,t).



1.1. Classification des équations intégrales

Propriété de linéarité

Comme nous I’avons vu précédemment, la fonction y(z) dans les équations intégrales linéaires
de Fredholm et de Volterra (1.6) et (1.9) doit apparaitre dans les premiéres puissances de 1
chaque fois qu’elle existe.

Cependant, des fonctions non linéaires surviennent lorsque la fonction inconnue y(x) est
remplacée par une fonction non linéaire K (y(z)) telle que y?(x), sin(y(x)), e?™ et ainsi de

suite. Voici des exemples d’équations intégrales non linéaires

y(z) =v(x) + /\/K(:L’,t)yQ(t)dt (1.13)
y(x) =v(x) + )\/K(:U,t)ey(t)dt (1.14)
y(x) =v(x) + /\/K(x,t) sin(y(t))dt (1.15)

Equations intégro-différentielles

Dans ce type d’équations intégrales, la fonction inconnue y(z) apparait d’'un co6té comme
une dérivée ordinaire et apparait de ’autre cété sous le signe intégral.
Exemples d’équations intégrales intégro-différentielles

1.

T

y'(x) = 22 + /:Uty(t)dt,y(()) =0,y =1 (1.16)

x

y"(x) =sinz + /y(t)dt,y(O) =1 (1.17)

Les équations (1.16) et (1.17) sont des équations Intégro-différentielles de Volterra .



1.1. Classification des équations intégrales

Equations infinies intégrales

Ces types d’équations intégrales surviennent lorsqu’une ou toutes les limites d’intégration

deviennent infinies. Aussi lorsque le noyau K(x,t) devient infini. Certains des exemples

sont :

1.
y(x) = v(z) + /elxz—ley(t)dt (1.18)

2.

y(z) = / [ﬁ] (B0 < a < 1 (1.19)

Ou le comportement singulier dans 1’équation (1.19) résulte du fait que le noyau est
infini.

K(z,t)y—y = 00

Equations intégrales de Volterra-Fredholm

L’équation intégrale de Volterra-Fredholm, qui est une combinaison d’équations intégrales
de Volterra et de Fredholm disjointes. Ces équations découlent de problémes de valeurs
limites, en particulier lors de la conversion d’un probléme de valeurs limites en équation

intégrale dont la forme de base est

T

y(x) = f(x) + /Kl(x,t)y(t)dt + /Kg(x,t)y(t)dt (1.20)

Ou Ky(z,t), Ka(z,t) et sont les noyaux de I’équation intégrale.

Equations intégro-différentielles de Volterra-Fredholm

Il s’agit d’'une combinaison d’intégrales disjointes de Volterra et de Fredholm et d’un opéra-

teur différentiel. Ce type d’équation intégrale provient de nombreuses applications physiques



1.1. Classification des équations intégrales

et chimiques similaires aux équations intégrales de Volterra-Fredholm. La forme standard

est donnée par

y'(x) = f(z) + /Kl(x,t)y(t)dt + /K2($,t)y(t)dt (1.21)

Ou Ki(x,t) et Ky(x,t) sont les noyaux de 1’équation intégrale

Transformation de (PVLs) en équations intégrales

Lorsqu’une équation différentielle ordinaire doit étre résolue dans des conditions impliquant
une variable dépendante ou des dérivées a deux valeurs différentes des variables indépen-

dantes, le probléme considéré est appelé un probléme aux valeurs limites (PVL).
Exemple 1.1.1 2.2.4. Considérons le probléme aux limites suivant
y'(z) + Ay(x) = e",y(0) = 0,y(1) = 1 (1.22)

Nous construisons une équation intégrale de Fredholm associée au probléme auz limites ci-

dessus. Nous intégrons les deuz cotés de (1.22) par rapport & x sur 0 ¢ x de la maniére

suivante
Jvr@ds e x [yterts = [erdaly s = e - 2 [y(a)ds
y(z)—y'(0)=¢€"—1— )\/xy(x)dm (1.23)

0
Soit y'(0) = C', alors on peut réécrire l'équation (1.23) comme

xT

y(r)=¢"—1 —)\/y(:c)dx-l—C’

0

En intégrant a nouwveau par rapport ¢ x sur 0 a x et en utilisant la formule intégrale de

Cauchy, nous obtenons



1.1. Classification des équations intégrales

En utilisant la formule ci-dessous

/x.../xy(:c)dmd:c... '/ x—t)" )dt

0
On a

y(z)—y(O)zez—l—x—)\/x—t z)dx + Cx (1.24)
0
Mais y(0) = 0, alors (1.24) devient
ylx)=Cr—x+e*—1— )\/(m —t)y(t)dt (1.25)
0

C' est inconnu Nous faisons donc de C' le sujet de la formule de l’équation (1.25). Puisque

y(1) =1 alors C peut étre exprimé comme

1
1:C—1+e—1—/\/(1—t)y(t)dt
0

1
iC’zS—e—i-/\/(l—t)y(t)dt
0
Nous substituons la valeur de C' dans I’équation pour obtenir

y(x) =z3—e+ )\/(1 —tyt)dt] —z+€e*—1— )\/(:U — t)y(t)dt

Réorganiser pour obtenir

1
y(x)=2x—1—xe+ez+)\/x(1—t )\/:L’—t
0 0

Nous cassons maintenant lintervalle de 0 ¢ x de 0 ¢ x et de x ¢ 1 ainst nous avons ;
T T 1
y(r)=2x —1—ze+e"+ )\/(:U — t)y(t)dt + )\[/ac(l — t)y(t)dt + /m(l — t)y(t)dt]
0 0 x

Nous combinons les deux intégrales ot la limite d'intégration de O a x donc nous l’écrivons

comme
T 1

y(x)=2x—1—xe+ez+)\[/(aj(1—t) (x —t))y(t dt+/x1—t t)dt]

0



1.2. Types de noyaux

yx) =2 —2xe—1+e"+ )\[/(t(l —t)y(t)dt + /:U(l — t)y(t)dt] (1.26)
y(z) = f(x) + )\/k;(x,t)y(t)dt (1.27)

Qui est une équation intégrale de Fredholm du deuxiéme type. Ou

flx)=20—xe—1+¢"

1.2 Types de noyaux

Nous discutons donc des différents types de noyaux dans les équations intégrales, car les
noyaux jouent un role important dans la recherche de la solution du systéme d’équations

intégrales donné

Noyau symétrique

Un Noyau K (z,t) est symétrique (ou symétrique complexe ou hermitien) si

K(z,t) = K*(t,2) (1.28)

Ou désigne le conjugué complexe. Si le noyau est réel, alors nous avons

K(x,t) = K(t,x) (1.29)

Par exemple, voici quelques exemples de noyaux symétriques
1.K(z,t) = cos(z +t)

2. K(z,t) =logxt

3. K(z,t) = 2*t* + xt

10



1.2. Types de noyaux

Noyaux séparables

Un noyau K(z,t) est dit séparable ou dégénéré s’il peut étre exprimé comme la somme
d’un nombre fini de termes, dont chacun est le produit d’une fonction de = et ¢ seulement

c’est-a-dire

K(z,t) = Zai(x)bi(x) (1.30)

Ou a;(x) et b;(t) sont supposeés étre linéairement indépendants, sinon le nombre de termes
dans la relation (1.30) peut étre réduit par indépendance linéaire si ¢ya; +caas+...+cpa, = 0,

ou ci sont des constantes arbitraires, c’est-a-dire ¢y = co =...=¢, =0

Noyau résolvant

Donnons les solutions des équations intégrales ci-dessous

b

u(z) = ¢(z) + )\/G(av,t)u(t)dt (1.31)
et
v(z) = ¢(z) + )\/G(x,t)v(t)dt (1.32)
respectivement par '
u(z) = ¢(z) + )\/R(x,t, Nu(t)dt (1.33)
et )
v(z) = o(x) + )\/P(:Jc, t, \o(t)dt (1.34)

a

Alors R(z,t, \) et I'(z,t, \) sont appelés les noyaux Résolvants ou Réciproques des équa-

tions intégrales données.

11



1.2. Types de noyaux

Noyaux itérés
Ici, nous considérons la forme générale de ’équation intégrale de Fredholm du deuxiéme

type.

o(zr) = p(z) + )\/G(m,t)¢(t)dt (1.35)

Alors les noyaux itérés G, (x,t) pour n = 1,2, ... sont définis comme indiqué ci-dessous :

Gi(z,t) = G(x,t)
b
Gn(x,t) = /G(z,z)Gn_l(x,t)dt,n =23, ... (1.36)

a

Ou G(z,t) est le Noyau de 1’'équation intégrale

12



Chapitre 2

Existence et unicité des solutions des

E.l

Dans ce chapitre nous rappelons les théorémes que nous allons utiliser pour obtenir des résul-
tats d’existence variés, et nous présenterons quelques méthodes analytiques, et numériques

importantes pour résoudre les équations intégrales de deuxiéme espéce

Théoréme de la série géométrique de Neumann [7]

Pour les équations d’opérateur du deuxiéme type

y—Ay=f
L’unicité et I'existence de la solution peut etre donnée par la série de Neumann pour vu

que Popérateur A soit une contraction [|A]| < 1.

Théoréme 2.0.1 Soit A: X — X etre un opérateur linéaire borné d’un espéce de Banach
X en lui-méme avec ||A|| < 1, et laissez I : X — X soit 'operateur identique. Alors [ — A

admet un opérateur inverse borné donné par la série de Neumann

(I—-A)"1= i AP (2.1)

et qui satisfait
1
1= Al
Les opérateurs itérés A™ sont définis par A° =1 et A" = AA" ! pour n € N

=A< (2.2)

13



2. Existence et unicité des solutions des E.I

Preuve. Comme [|A"|| < ||A]|" .De puis || A ||< 1, on a la convergence absolue

FUESSIPILE
Z| IZH = =

dans léspace de Banach £(X), par consequent la série de Neumann converge en norme et

définit un opérateur borné
[e.°]
S=> A
k=0

Avec ||S]| < (1 —||A]|)~! de plus S est I'inverse de I — A, Comme on peut voir que

(I —A)S=(I—-A) lim ZAk lim (I — A" =T

n—>c>o n—oo

aussi

S(I—A)= lim Y A1 - A) = lim (] - A") =T

n—oo

puisque [[A"T| < [JA"™ — 0,n — co. m

Théoréme 2.0.2 (Alternative de Fredholm)
On considére les équations intégrales homgene dules, l’'une de l'autres, issues d’une noyau

qui sont donc définies par

trouver € Cla,b), /K x, ) =0 (2.8)

trouwver ¢ € Cla,bl, /K (x,t) =0 (2.4)

On considére pour f € Cla,b], g € Cla,b] les équations intégrales avec seconds membres

trouver ¢ € Cla,b]; o(x) — )\/K(a:,t)cp(t)dt = f(x) (2.5)

a
b

trowver ¢p € Cla,b];  ¥(z) — )\/K(:U,t)l/;(t)dt = g(x) (2.6)

a

alors on a lalternative

14



2. Existence et unicité des solutions des E.I

Ou bien les équations (2.3) et (2.4) n'ont que les solutions triviales ¢ = 0,9 = 0 dans
ces cas les équations (2.5) et (2.6) admettent une solution unique ¢ € Cla,b] et ¢ € Cla, b

pour chaque f € Cla,b], g € C[a b].
b

/ f@p@its = [plalg(opds

a

Dans ces conditions, la solution générale de (2.5) s’écrit sous la forme

p=p+) g

i=1

ou ¢ est la solution particuliére de (2.5) et les (;)1<i<m forment une famille libre de solution

de (2.3).

Exemple 2.0.1 Considérons I’équation intégrale de Fredholme
1

o(x) — )\/(5:162 — 3)t%p(t)dt = e*, x € [0,1]. (2.7)
On a

o(r) = " + ON(52* — 3) (2.8)

C = /tho(t)dt (2.9)

substituant (2.8) dans (2.9), il vient
1

1
C = /t%’fdt + C)\/(5t4 — 3t%)dt
0 0
d’on

C=e—-2
Quels que soient A\, [’équation proposée a la solution

o(r) = Ae —2)(52% —3) +e°

et l’équation homogéne associée

1
)\/5x— e(t)dt =0
0

la seule solution nulle p(x) = 0.

15



2.1. Méthodes de solutions des E.I.F

2.1 Meéthodes de solutions des E.I.F

2.1.1 Meéthodes analytiques pour résoudre les E.I.F

Il existe de nombreuses méthodes analytiques pour résoudre les équations intégrales de

Fredholm du deuxiéme type.

La méthode de décomposition modifiée

La méthode introduit une légere variation dans la relation de récurrence

yo(x) = v(z) (2.10)

Ypy1(x) = A/K(m,t)y(t)dt k>0 (2.11)

a

dont la somme infinie est donnée par
y(@) =D yal2) (2.12)

qui conduisent & trouver les composantes de y(x) de la maniére la plus simple et la plus
rapide. Dans de nombreux cas, la fonction v(z) peut étre prise comme la somme de deux

fonctions partielles, c’est-a-dire vy (z) et v(x) ou comme
v(z) = v1(z) + va(x) (2.13)

Compte tenu de (2.13), nous introduisons un changement dans la structure de la relation
d’occurrence (2.10). Afin de minimiser ’ampleur du calcul, nous identifions la composante
zéro yo(x) par une partie de v(z) qui est vy(x) et vo(x). Tandis que lautre partie peut
étre ajoutée a la composante y;(x) ainsi que d’autres termes. Autrement dit, la méthode

introduit une relation d’occurrence modifiée

yo(x) = v1(2) (2.14)

y1(z) = vo(x) + )\/K(x, t)yo(t)dt (2.15)



2.1. Méthodes de solutions des E.I.F

b
Yps1(T) = )\/K(:C,t)yk(t)dt,kz >1 (2.16)

Ce qui affiche I’écart entre la relation d’occurrence standard (2.10) et la relation altérée
(2.14) repose uniquement sur la catégorisation des deux premiéres composantes yo(z) et
y1(z) tandis que le reste des composantes y;(x),7 > 2 reste inchangé dans les deux relations
d’occurrence. Méme si cette variation dans la formation de yo(z) et y1(z) est faible, elle
participe néanmoins & accélérer la convergence de la solution et & minimiser 'ampleur du
travail de calcul. De plus, la diminution du nombre de les termes en vy (x) influencent les
composantes de y;(x) et d’autres composantes également.

Exemple 3.1.6. Considérer

y(x) =sinx — x4+ x [ ty(t)dt (2.17)

o\
NIE

Tout d’abord, nous séparons f(x) = sinz + x en deux parties a savoir
g(x) =sinx

h(z) = —x

Maintenant, en utilisant la formule de récurrence modifiée (2.14), nous obtenons

yo(x) = g(x) = sinzx (2.18)

tyo(t)dt = —x +x [ tsintdt =0 (2.19)

o\
INJE]

=
=
Il
=
a3
_|_
8
o
\m\:l

En conséquence i
2
Y, (z) = /K(:U,t)yi(t)dt =0,i>1 (2.20)
0
Aussi, en utilisant (2.20), la structure de y;,7 > 1 est équivalente & zéro. D’ou

y(x) =sinx

17



2.1. Méthodes de solutions des E.I.F

La méthode itérative variationnelle

Dans cette section, nous appliquerons la méthode itérative variationnelle pour traiter les
équations intégrales de Fredholm. Cette technique ne fonctionne mieux que pour un noyau
dégénéré tel que

G(z,t) = u(x)v(t), u=g,v=nh (2.21)

D’apres (2.21), cela implique que nous différencions les deux cotés de ’équation intégrale
de Fredholm pour la convertir en son équation différentielle identique de Fredholm Integro
qui nécessite une condition initiale définie. Pour cette raison, nous nous limitons & 1’étude
de u(z) = 2™, ,n > 1.

L’équation intégrale standard de Fredholm est de la forme

) = @) + [ Gl (o) (2.2

Ou de maniére équivalente de (2.21)

b

y(@) = f(z) + ulz) / o(t)y(t)dt (2.23)

a
Puisque la valeur sous le signe intégral, c’est-a-dire 'intégrale, est constante. Ainsi, la
b ) )

différenciation de ’équation (2.23) par rapport a x donne

y(2) = i) + ¢ () / h(e)y(t)dt (2.24)

Ce qu’on appelle I'équation intégro-différentielle et sa fonctionnelle de correction est

donnée par

T b

Ynsa (2) = () + / O o) — F1(Q) —(Q) / (@) gu(r)dr)d,  (2.25)

Nous substituons la valeur A obtenue dans (2.25) ou la restriction a été exclue ce qui

donne

Y (2) = o — / WA(0) — F1(O) — 91(0) / B(r)ya(2)dz]dC (2.26)

18



2.1. Méthodes de solutions des E.I.F

et il est utilisé pour le calcul d’approximations consécutives (successives) y,+1(x),n > 0
de la solution y(x). D’aprés (2.26), la zéroiéme approximation yo(z) peut étre n’importe
quelle fonction sélective, et 1'utilisation de la premiére valeur g, est utilisée pour I’approximation

sélective du terme zéro et finalement nous obtenons

y(x) = lim y,(x) (2.27)

Exemple 3.1.9. En utilisant la méthode de la méthode d’itération variationnelle,

résolvez ’équation intégrale de Fredholm suivante

s

y(x) = sin(z) —x + x/y(t)dt (2.28)

0
La solution de I’équation intégrale de Fredholm ci-dessus par la méthode d’itération
variationnelle nous oblige & d’abord dériver 1’équation intégrale donnée (2.28) par rapport

a x en gardant t fixe et nous obtenons

™

y'(x) =cosx — 1+ /y(t)dt (2.29)

A partir de (2.29) la fonctionnelle de correction correspondante est donc donnée par :

Soit apres utilisation de la formule de I’équation intégro-différentielle (2.26)

x s

Yni1(T) = yn(z) — / [Yn(C) —cos(¢) + 1~ / Yn(z)dz]d¢ (2.30)

0 0
Nous réalisons quel est pris égal & —1 pour I’équation intégro-différentielle du premier
ordre et que la condition initiale y(0) = 0 est atteinte aprés substitution de x = 0 dans
I'équation (2.28).
Par la suite, nous utiliserons cette condition initiale pour sélectionner yo(z) = y(0) = 0
et finalement appliquer la méme sélection dans la fonctionnelle de correction donne les

approximations successives suivantes.
Yo(z) =0 (2.31)

11(2) = () — / () —cosC +1— / yol)da]dC (2.32)

0
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2.1. Méthodes de solutions des E.I.F

mais y;,(¢) est donné par

Yo(C) = cos¢ — 1 +/0 yo(x)dz =0

en appliquant ce qui préceéde dans 1’équation (2.32), nous avons

T

yi(z) = —/[COSC + 1-]d¢ = sin(x) — x

0

on obtient ainsi

yi(x) =sinz —x (2.33)
o) — () — / () — cos¢ +1— / i ()¢ (2.34)

Ici

y1h(¢) =cos( —1=0at (=0

Et en utilisant la valeur de ¥} (¢) = 0 dans (2.34)nous avons

xT ™

yo(z) =sinz —x — /[— cos¢+1— /(sins — §)ds]d¢

0 0

2

. : m
=sinz —xz — [smx—x—i—?x

4 sin x est un des termes de bruit et on 'annule donc pour obtenir

yo(z) = (sinz — ) + (z — ?) (2.35)
En utilisant (2.35), nous avons
unle) = vala) = [[palQ) ~ cosC+ 1~ [alaldolac (2.36)

En utilisant la méme méthode que dans le cas de yo(z), y1(z) et y2(x) dans ys(z) on
obtient
ys3(z) = (sine —2) + (v — —2) + (v — —2) (2.37)
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2.1. Méthodes de solutions des E.I.F

2 o 716
= yy(z) = (sinz —2) + (x — ?$) + (x — Zw) + (x — E:C)
et la solution générale devient donc
2 4 16 256 n
yn(z) = (sinm—ac)—l—(:v—%ac)—l—(m—%w)-l—(ac—wq—(iw)-l—(w—%x)—i—...-ﬁ—(az—%ac) (2.38)

Par conséquent, a partir de (2.38), les termes de bruit sont +z et :I:% que nous annulons

maintenant pour obtenir la réponse au probléme comme

y(z) =sinx (2.39)

2.1.2 Meéthodes numériques pour résoudre les E.L.F

Il existe de nombreuses méthodes numériques pour résoudre les équations intégrales de

Fredholm du deuxiéme type.

Méthode d’approximation de Galerkin

La solution de I’équation intégrale de Fredholm du deuxieme type
b
y(x) = f(x) + )\/K(:x,t)y(t)dt, a<zt<b (2.40)

y(x) peut étre approché par la somme partielle
Yn(T) =) 0i®;(x) (2.41)
i=1

de n fonctions linéairement indépendantes @y (z), (), ..., P, (x) sur Uintervalle (a,b).
Ici lerreur associée e(x, oy, @, ..., a,) dépend de x et du choix des coefficients aq, ag, ..., .

Ainsi, lorsque nous substituons la solution approchée a y(z), I’équation (2.40) devient

yn(z) = f(z) + )\/K(x, O yn(t)dt + e(x, 01, az, ..., ) (2.42)

O les n conditions doivent étre trouvées pour donner les n équations qui détermineront

les coefficients aq, as, ..., a,. Pour la méthode de Galerkin, nous supposons que le terme
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2.1. Méthodes de solutions des E.I.F

d’erreur e(x, aq, g, ..., o, ) est orthogonal a n fonctions linéairement indépendantes ® (z), ®o(z), ..., P, (x)

sur l'intervalle [a, b] ou les n conditions sont données par

b
/@k(x)(e,x,ozl,ag, cnan)dr, k=1,...n

b

/@k(m)[yn(m) — flx) — /K(az,t)yn(t)dt]dm =0,k=1,..,n

Ou aq, as, ..., a, sont des coefficients intermédiaires et en affirmant que A = 0. Ce qui
implique que la solution approchée peut s’écrire sous la forme

b

/@k(a})[yn(m) — /K(:C,t)yn(t)dt]dx = /@(:U)f(a:)dx, k=1,...,n (2.43)

a
ou

b

/@k(x)(z s ®p(2) —/K(x,t)[z @y (1)]dt)da = /Cbk(x)f(x),k =1,...,n (2.44)

a a

qui est la formule générale aprés substitution de la somme partielle (2.41).
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Chapitre 3

Solution d’équation intégrale de

Fredholm

Dans ce chapitre, nous avons appliqué la méthode de Galerkin avec le polynéme de type

Bernstein sur certaine classe des équations intégrales de Fredholm de deuxiéme type [13].

3.1 Polynémes de Bernstein

La forme générale des polynoémes de Bernstein [4 — 7] de degré n sur 'intervalle [a,b] est

défini par

(x —a)i(b—x)""
b—ay

Bin(x) = () a<z<b, i=0,1,2,..n (3.1)

Notez que chacun de ces n + 1 polynomes de degré n satisfait les conditions suivantes

i) Bin(z) =0, if i<0o0r i>n, i1) ;)Bm(x) =1

i11) Bin(a) = Bin(b) =0, 1 <i<n—1

Les premiers polynémes de Bernstein sur l'intervalle [a, b], sont donnés ci-dessous :
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3.2. Méthode de Galerkin avec polynéme de Bernstein

() = (b—2)"/(b—a)"

(x) = 10(b—=)’(x —a)/(b—a)®
Boyo(z) = 45(b— )%z —a)*/(b—a)®

(t) = 120(b—2)"(x — a)?/(b— a)'°

(t) = 210(b— )%z — a)*/(b— a)'°

3.2 Meéthode de Galerkin avec polyndéme de Bernstein

Considérons qu'une équation intégrale linéaire générale de Fredholm (FIE) de deuxiéme

espeéce est donnée par

a(@)y(x) + A fk(z,t)y(t)dt = f(z), a<z<b (3.2)

Ou a(z) et f(r) sont des fonctions données, k(t,x) est le noyau, et ¢(x) est 'inconnue
fonction ou solution exacte de (3.2), qui reste & déterminer.
Maintenant, nous utilisons la technique de la méthode de Galerkin [3] pour trouver une

solution approchée ¢(z) de (3.2). Pour cela, nous supposons que

yn(x) = i%aiBi,n(a:) (3.3)

Ou B, ,,(x) sont des polynomes de Bernstein (base) de degré ¢ définis en équation (3.1),

et a; sont des parameétres inconnus, a déterminer. En substituant (3.3) a (3.2), on obtient

b

a(z) z";o a:Bin(2)A[ |K(z,1) f;o a:Bin(z)| dt = f(x)

a

ou,
n

0 S (@) Bon(N [ |k, 0) S aiBon(a)| dt = F(2)

=0 1=0
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3.3. Résultats numériques

Alors les équations de Galerkin [3] sont obtenues en multipliant les deux cotés de (3.3)

par Bj,(x) puis en intégrant par rapport a x de @ & b, on a

n b

> a; {fb {a(:c)Bi,n(:c) + )\jlzk(x, t) Xn: aiBi,n(av)dt] Bj,n(x)dx} = [Bj,(x)f(z)dz, j=0,1,..,n
i=0  la a i=0 a

Puisque dans chaque équation, il y a trois intégrales. L’intégrande intérieure du coté
gauche est une fonction de z et ¢ , et est intégré par rapport a ¢t de a & b. En conséquence
Iintégrande externe devient une fonction de x uniquement et I'intégration par rapport a x
donne un constant. Ainsi pour chaque j(j = 0,1,...,n) on a une équation linéaire a n + 1
inconnues a;(¢: = 0,1,...,n). Enfin (3.4) représente le systéme de n + 1 équations linéaires

en n + 1 inconnues, sont données par

EaiCi,j :Fj, j:O,l,Q,...,TL (34)
i=0
ou
b b n
Ci; = [la@)Bin(z)+ A k(z,t)> a;Bin(x)dt| Bjn(z)de, i,7=0,1,2,...,43.5)
a a =0
b
F; = [Bin(a)f(zx)dz, j=0,1,2,..,n (3.6)

Maintenant, les parametres inconnus ai sont déterminés en résolvant le systéme d’équations

(3.4), et en substituant ces valeurs de parameétres dans (3.3), on obtient la solution approchée

¢(z) de I’équation intégrale (3.2). L’erreur absolue E pour cette formulation est définie par

y@) - ()
b " J(@)

3.3 Reésultats numériques

Exemple 3.3.1 Considérons I’équation intégrale linéaire de Fredholm
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3.3. Résultats numériques

y(z) = exp(z) + / 2 exp(z) exp(y)y(t)dt

ou la solution exacte soit donnée par
exp(z)
xTr) =
M= (@)
La solution approximative y,(x) de y(z) est obtenue par la méthode de Galerkin avec le
polynéme de type Bernstein.
Tableau 1. Nous présentons les solutions exactes et approximatives de I’équation dans

I’exemple 3.2.1 dans certains points arbitraires, I’erreur pour N = 6 est calculée

x | solution exacte | solution approchée | Erreur

0.0 | -0.1856 -0.1856 3.1192E-07
0.1 ]-0.2051 -0.2051 9.1987E-08
0.2 | -0.2266 -0.2266 8.5653E-08
0.3 | -0.2505 -0.2505 3.8398E-08
0.4 | -0.2768 -0.2768 6.9270E-08
0.5 | -0.3059 -0.3059 5.8711E-08
0.6 | -0.3381 -0.3381 3.7137E-08
0.7 | -0.3737 -0.3737 7.6296E-08
0.8 | -0.4130 -0.4130 8.7094E-09
0.9 | -0.4564 -0.4564 8.4581E-08
1 |-0.5044 -0.5044 1.8771E-07

Exemple 3.3.2 Considérons [’équation intégrale linéaire de Fredholm

1

y(x) = exp(2z) — x + /:xexp —2t)y(t)dt
0

ot la solution exacte soit donnée par

y(x) = exp(2z)
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3.3. Résultats numériques

La solution approximative y,(z) de y(z) est obtenue par la méthode de Galerkin avec le

polynéme de type Bernstein.

Tableau 1. Nous présentons les solutions exactes et approximatives de I’équation dans

I’exemple 3.2.2 dans certains points arbitraires, I’erreur pour N = 6 est calculée:

x | solution exacte | solution approchée | Erreur

0.0 | 1.0000 3.0716 2.0716E4-00
0.1 | 1.2214 2.8174 1.3067E+00
0.2 | 1.4918 2.6804 7.9675E-01
0.3 | 1.8221 2.6590 4.5930E-01
0.4 | 2.2255 2.7563 2.3851E-01
0.5 | 2.7183 2.9804 9.6414E-02
0.6 | 3.3201 3.3441 7.2119E-03
0.7 | 4.0552 3.8660 4.6646E-02
0.8 | 4.9530 4.5713 7.7077TE-02
0.9 | 6.0496 5.4921 9.2166E-02
1.0 | 7.3891 6.6694 9.7396E-02

Exemple 3.3.3 Considérons [’équation intégrale linéaire de Fredholm

y(x) = exp(x + 2) — 2/ exp(x + t)y(t)dt

ou la solution exacte soit donnée par

y(z) = exp(z)

La solution approximative y,(x) de y(z) est obtenue par la méthode de Galerkin avec le

polynéme de type Bernstein.

Tableau 1. Nous présentons les solutions exactes et approximatives de I’équation dans

I’exemple 3.2.3 dans certains points arbitraires, I’erreur pour N = 6 est calculée:
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3.3. Résultats numériques

x | solution exacte | solution approchée | Erreur

0.0 | 1.0000 1.0000 1.2606E-07
0.1 ] 1.1052 1.1052 5.0498E-08
0.2 | 1.2214 1.2214 3.6022E-08
0.3 | 1.3499 1.3499 3.9208E-08
0.4 | 1.4918 1.4918 3.1714E-08
0.5 | 1.6487 1.6487 5.7678E-08
0.6 | 1.8221 1.8221 6.0617E-09
0.7 | 2.0138 2.0138 7.4012E-08
0.8 | 2.2255 2.2255 1.9706E-08
0.9 | 2.4596 2.4596 1.0335E-07
1.0 | 2.7183 2.7183 2.6075E-07
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Conclusion

Conclusion

Dans ce mémoire, nous étudierons I’équation intégrale de Fredholm par la méthode de
Galerkin avec le polynémes de Bernstein, On a illustré a la fin par des exemples avec la
programation par logiciel de calcul numérique MATLAB, et comparer les solutions exactes

avec les solutions approximatives.
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Résumé

Dans ce travail, nous avons appliqué la méthode de Galerkin avec le
polynomiale de Bernstein sur certaine classe des équations intégrale de
type Fredholm afin de trouver des solutions approchées et de le comparer
avec des solutions exactes

Mots-clés : equation intégrale de Fredholm, Polyndme de Bernstein,
Méthode de Galerkin.

Abstract

In this work, we have applied the Galerkin method with Bernstein type
polynomial method to Fredholm type integral equation in order to find
approximate solutions and compare them with exacte solutions.

Keywords : integral equation of Fredholm, Bernstein Polynomials,
Galerkin Méthod.



