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introduction

Introduction

Hadamard a introduit dés 1923 [18]la notion de probléme bien posé, il sagit d’un probleme
dont :

- la solution existe.

- elle est unique.

-elle dépend contintiment des données.

Bien entendu, ces notions doivent étre précisées par le choix des espaces (et des topologies)
dans lesquels les données et la solution évoluent.

Dans ce méme livre [18] Hadamard laissait entendre (et c’est une opinion répandue
jusqu’a récemment) que seul un probléme bien posé pouvait modéliser correctement un
phénomene physique. Aprés tout, ces trois conditions semblent trés naturelles.

-Un modele physique étant fixé, les données expérimentales dont on dispose sont en
général bruitées, et rien ne garantit que de telles données proviennent de ce modele,
meme pour un autre jeu de parameétres.

-Si une solution existe, il est parfaitement concevable que des parametres différents
conduisent aux mémes observations.

-Dans le cas ou la solution d’un probleme n’existe pas, cela n’est pas une difficulté
sérieuse. Il est habituellement possible de rétablir I'existence en relaxant la notion de
solution (procédé classique en mathématiques).

-La non-unicité est un probleme plus sérieux. Si un probleme a plusieurs solutions, il faut
un moyen de choisir entre elles. Pour cela, il faut disposer d’informations supplémentaires
(une information a priori).

-Le manque de continuité est sans doute le plus problématique, en particulier en
vue d’une résolution approchée ou numérique. Cela veut dire qu’il n’est pas possible
(indépendamment de la méthode numérique) d’approcher de fagon satisfaisante la
solution du probleme mal posé, puisque les données disponibles soit donc proches, mais

différentes, des données "réelles”.

Un probleme qui n’est pas bien posé au sens de la définition ci-dessus est dit "mal posé”.

Nous allons en voir un exemple physique de tels problemes.

Considérons un systeme physique évoluant dans le temps : Un probleme essentiel consiste

a atteindre au bout d’un temps T (ou dans un voisinage de T) un objectif donné. Cela
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peut, par exemple, étre théoriquement obtenu en injectant certaines conditions initiales.
Malheureusement les difficultés de réalisabilité parfaite de telles conditions entrainent

des perturbations (donc des écarts par rapport aux conditions idéales).

Deux problemes se posent

-apprecier I'influence de ces ”écarts” sur la solution, si on laisse évoluer le systeme livré
a lui-meme.

-Corriger l'evolution du systeme, c’est-a-dire controler le processus physique, donc
effectuer des actions entre les instants zéro et T, non seulement pour compenser les
écarts initiaux, mais aussi d’autres perturbations, aléatoires ou non, pouvant intervenir
en cours du processus. Ces actions visent toutes a améliorer la qualité de I'objectif visé
(ou les conditions pour l'atteindre) .

-Bien entendu la situation finale peut étre définie de facon complexe. En outre il peut y
avoir des contraintes tant sur les conditions injectées que sur les controles en cours de
processus, ou sur le phénomene lui-méme.

Le présent travail est consacré a 1’étude de certaines classes de problemes paraboliques
mal posés. Il est composé d'une introduction et de trois chapitres. Dans le premier on
commence tout d’abord par rappeler la notion de probleme mal posé, en l'illustrant par
des exemples simples , enfin on termine par quelques méthodes connues de régularisation
de ces problemes.

Au deuxieme chapitre, on étudiera un probleme parabolique par la méthode de

régularisation de Tikhonov. c-a-d on étudiera le probléme parabolique suivant :

U = a(T)Ugy + b(2)uy + c(z)u, x>0,t>0
u(l,t) =g(t), t=0
u(z,0)=0, x>0

a(r) € C*(RT),b(x) € C'(RT), c(x) € C(R™)

sont des fonctions, telles que pour certains

n,7>0,n<a(x) <v,c(x) <1

4
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Cela est un probleme séverement mal-posé : De petites perturbations dans la donneé g
peut causer de larges erreurs dans la sulution u(z,t) pour z € [0, 1] (voir [1,2,4,7,9,10,16]).
Les résultats disponibles dans les études de probléeme inverse de conduction de chaleur
sont principalement fideles pour 1’équation de la chaleur standard a un coefficient
constant pour laquel on pent seulement trouver une représentation explicite de la
solution( voir[4,9,10,19-23]).

Dans ce chapitre, on étudiera aussi l'existence et l'unicité de la solution et enfin on
étudiera 'estimation de 'erreur obtenue.

Le troisieme chapitre sera consacré a 1’étude du méme probléeme mais avec la méthode
de régulanisation de Fourier. Puis on abordera le méme probleme avec des coefficients

constants : a(x) = 1,b(x) = 1,¢(x) = 1.
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1. Notions préliminaires

I.1 Notions préliminaires

Ce chapitre est constitué d’une introduction sur la notion des problemes bien-posés (dits
correctement posés) au sens d’Hadamard. On rappelle enbref certaines notions sur les
problemes mal posés. On donne des exemples concrets de tels problemes et enfin en

presente quelques méthodes de regularisation.

1.2 Problemes bien et mal posés

La formulation mathématique des problemes qui se posent dans plusieurs domaines des

sciences appliquées se ramene a une équation de la forme

Az =y. (L.1)

Ou A est un opérateur défini sur un espace métrique F a valeurs dans un autre espace
métrique F'.

En 1923 le mathématicien francais Jacques Hadamard a défini les conditions a vérifier
par le probleme (I.1) pour qu’il soit bien posé

Définition 1.1

On dit que I’équation (I.1) représente un probleme bien posé selon le sens de Hadamard
si opérateur A possede un inverse continu de F' dans F.

D’une autre maniere si les conditions suivantes sont satisfaites

1. Pour tout élément y € F' il existe une solution x dans E.
Vye F,dx e E: Az = y.
2. Pour tout élément y € F il exite un seul x € E qui satisfait I'équation (I.1).
Vo, w9 € B Avy = Axy = 11 = 2o,

3. Le probleme est stable sur les espaces E et F', c’est a dire qu'une petite perturbation
du second membre y donne une petite perturbation de la solution x. i.e (la solution

dépend continiment des données).

||z — &|| tend vers 0 lors que ||y — || tend vers 0.
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Remarque

La condition pour que E et F' soient des sous-espaces de l'espace fonctionnel classique
est dlie a ceci : les espaces sont totalement naturel de I’équation différentielle partiale et
mathématiquement physique.

Il refletent des réalités physiques est servent de base aux algorithmes computationels.
Définition 1.2

On dit que I’équation (I.1) est un probleme mal posé si les conditions (2) et (3) ne sont
pas satisfaites (selon Hadamard).

Remarque

On remarque que les conditions sont des degrés d’importances totalement différents si
I'un ne peut garantir la solution unique sous n’importe quel choix raisonnable de E, donc
le probléme ne fait pas beaucoup de sens, on espere pas a la manipuler, et la condition (1)
n’est pas restrictive, donc sans cette condition une seule condition donné un algorithme
numérique stable.

En plusieurs cas le probleme inverse est important car ne peut pas étre décrit a {Ax},
et sans le condition (3) le probléme (I.1) n’est pas physique (selon Hadamard 1923) car
pratiquement, on ne peut savoir exactement les données des erreurs des dimensions. Par
contre, un emploi raisonnable de convergence et un changement de x peuvent réparer la
situation.

Tikhonov a reformulé en 1943 la définition d’un probleme bien posé, élargissant ainsi la
classe des problemes bien posés selon Tikhonov.

Définition 1.3

On dit que I'équation (I.1) représente un probleme bien posé selon le sens de Tikhonov si

les conditions suivantes sont satisfaites :

1. La solution du probleme (I.1) existe et appartient & un ensemble donné a priori M

inclus dans F par une classe de données dans F'.
2. Cette solution est unique dans la classe M.

3. A une altération infiniment petite de second membre telle que la solution reste dans

M correspond une variation infiniment petite de cette solution.

Lemme 1.4
Une condition nécessaire et suffisante d’existence d’une solution de 1’équation (I.1) est

donné par texte Picard.
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+00
D> NI br) el < 400 (1.2)

Preuve

on suppose que la solution de (I.1) existe.

Soit by = ||Aax|| "t Aay telle que ay est une base orthonomé dans X et ||b|| = 1, on pose
Ak = || Aag|.

On remarque

(b, by = (|| Aak||~" Aay, || Aay|| =" Aay,)
< 1Aak,)\ Aak>
<A*Aak, )\ ak>

= A*Aak = )\]; ag

(be, by r = (N, " Aag, br.)
= (Aak, /\lzlbk>

Puis A*Ax = Ay, on calcules le produit scalaire de premieres parties de cette égalité avec

ap on obtient

(A*Az,ap)p = (A'y, ar)p = (y, Aag)r = Me (Y, bi).

De puis a; est une base orthonormale dans X alors on peut écrire x comme la somme des

séries convergentes de (7, ay) et ||[z]|% = Y2025 [(z, ax) g |?

+oo +oo
|)|% = Z |(z, ar)l* = Z (2, A A" Aa)

—Z)\A‘]xA*Aak Z)\Q\ (Az, A\ PA* Aag) p |

k=1 k=1

“+00
= X2I(Az, by e
k=1
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On utilise A*Aar, = May, Aar, = \by et ensuite la définition de l'opérateur adjoint

(Az,y)r = (z, A*y) g tel que Ax =y en obtient.

+oo
ST, b P < oo (L3)

d’une fagon on assume (1.3), soit z = >_ || Aay) ||z (v, be) rax

la convergence de séries ||Aag)||z'|(y,br)rar)? on suit la condition (1.3) et 1'égalité
|Aap)||% = (Aay, Aay)r = (A*Aay, ar) g = (Miay, ap) = A2,

Donc, x € F par emploi de la définition by il n’est pas difficile de comprendre que Az = y.

&

1.3 Exemples de problemes mal posés

Exemple 1

La différentiation et 'intégration sont deux probleme inverses I'un de 'autre. Il est plus
habituel de penser a la différentiation comme probleme direct, et a I'intégration comme
probleme inverse. En fait, I'intégration possede de bonnes propriétés mathématiques qui
conduisent a la considérer comme le probleme dérect. et la différentiation est le probleme

mal posé,comme nous allons le voir. Considérons I'espace de Hilbert £%(€), et Popérateur

0= [ s

Il est facile de voir directement que A € £2([0,1]). Cet opérateur est injectif par contre

intégral A défini par

son image est le sous espace vectoriel

ImA = f € H'([0,1]), £(0) = 0.

Ou H'(]0,1]) est 'espace de Sobolev.
En effet I’équation

Af =g

est équivalente a f(z) = ¢'(x) et g(0) =0
L’image de A n’est pas fermée dans £2([0,1]) (elle est dans H'([0,1])).

10
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En conséquence l'inverse de A n’est pas continu sur £2([0,1])
comme le montre ’exemple suivant

considérons une fonction f € C'([0,1]), et n € N, soit

folz) = f(:v)—l—%sin(n%:)

alors

fi@) = f'(2) + ncos(n’x).

un simple calcul montre que

1.1 1 ) 1
If = fallz = —(5 = -sin(2n®))z = 0(-)
alors
! ! 1 ]- . 2\ L -

Ainsi la différence entre f et f, peut étre arbitrairement grande. Alors méme que la
différence entre f et f’ est arbitrairement petite. L’opérateur de dérivation (I'inverse de
A) n’est donc pas continu.

Exemple 2

Notons par D = (—m,7) x (—7,7),Q2 = D x (0,T) et I'y = '+ 'p, ou I'p = 9D x
0,7],I'r =D x {T}.

Aussi on note par 2’ = (x1,22) et x = (21, 29, ).

Pour n € N, la solution du probleme

du _ d%u d%u
E_a_x%+a_:p§7 z € Q)

u(z) =0, x € g,

u(x) = exp(—2n*T)sin(nxy)sin(nzy), z €Tlp

est donnée par

ul™(z) = exp(—2n2t)sin(nz; )sin(n,).

11
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On choisit dans Ls les deux normes suivantes

llaey = ( / u2<x>dx) |
Q
%
lloae) = ( / u2<x',T>dx') |
D

N|=

alors en obtient

W ey = (exp(-20*tsin(ua sin(nra))” ds
Q

— /0(exp4n2(T—t)da:/D(exp(—2n2t)sin(nx1)sin(nx2))2dx'

1 n
= a(epdn’T = Dl |,

puisque pour tout C' > 0, il existe n € N telle que

1
%\/(expéln?T -1)>0C.

Alors, on trouve que l'inégalité

™12, > 1ue 12, rmy

est vérifiée pour chaque C' > 0. Cela veut dire que la solution ne dépend pas continiiment
de la donnée finale, d’ou le probleme est mal posé.
Remarque

Dans le cas de dimension finie par exemple si A : R" — R™ est une matrice (n x n) alors

A~ lexiste
& detA # 0
Ar =0 2=0

Ax =y

bien posé

12
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Exemple 3

Considérons 'espace de Hilbert /2 de dimension infinie telle que

o0
T = (21,29, Tp,...) E1* & fo < 00.
i=1

Soit A : [? — [ un opérateur diagonal dans [? telle que

X2 Tn

Ar = ey =y ).
X (.731,2, 7n7 )

Considérons le probleme

Ar =y

I'inverse A~! de A est donné par

A_ly = (Y1,2Y2, -, NYny ---)-

Donc on a 'existence de la solution de ce probléme pour un certain y € 2.

On peut encore montrer facilement 1'unicité de la solution. Prenons maintenant

n=(0,...,0,—.0,..),
Yn = ( 7 )

donc y,, — 0 lorsque n — oo, mais

IA™ ]l = v/ — oo

Donc on n’a pas la stabilité de la solution d’ou le probleme est mal posé.
Exemple 4

Un exemple classique d'un probleme mal posé est le probleme de Dirichlet suivant

QPug(z,t) — Uge(z,t) = f(2), (2,t) € T = (0,7) x (0, )
u/0Il = 0

13
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qui peut étre écrit dans Lo(I1) sous la forme opérationnelle

Aau:f

puisque A admet un systeme complet orthonormal dans Ly (IT) de fonctions propres

2 . o
b= ;Sln(k‘t)SlIl(jfL‘),

ou les valeurs propres correspondantes sont

ni=i =’k kjeN

alors toute solution de probleme peut étre écrite comme suit

— ([, 0,)L.m
u(x,t) = Z %Q)J—i— Z ugj(x, 1)

kjmigsak kj=1 j=ak

on trouve que

1. Si a0 est un nombre rationnel alors le probleme est resoluble si et seulement si
(f, (IDE“J)LQ(H) =0,k,7€ N :j=ak.

Si la solution existe alors elle n’est pas unique.

2. Si a est un nombre irrationnel et satisfait pour certaines constantes ¢ > 0,p > 0

la — —| > ——=,n,m € N,

npt2’

alors le probleme a une solution unique dans Loy si
Z k2P+2 J)LQ H)| < o0,
Pt +ak:)

qui est satisfaite si, par exemple f € WZI(IT). Donc le probleme n’est pas stable a de

petites variations du parametre a. D’ou il est mal posé au sens de Hadamard.

14
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1.4 Meéthodes de régularisation

Nous citons quelques méthodes de régularisation pour les problemes linéaires mal posés.
Régulariser un probleme mal posé, c’est le remplacer par un autre bien posé de sorte que
I’erreur commise soit compensée par le gain de stabilité.

On rappelle régularisation de (I.1) toute famille d’opérateurs linéaires bornés R,, : ' — FE

telle que x € F on a

lin}) R.(Au) =g

le parametre « est appelé le parametre de la régularisation.

On présente maintenant une introduction aux méthodes de régularisation les plus cou-
rantes, a savoir la méthode de Tikhonov,et la méthode de Lavrentiev.

- Soit A un opérateur linéaire compact d’un espace de Hilbert E dans un espace de Hilbert

F, et considérons 1'équation

Au=yg

1. Tikhonov a proposé une méthode pour résoudre I'instabilité du probleme (I.1), cette

méthode est basée sur la minimisation de la fonctionnelle suivante
J(u) = [|Au — g|[F + af|ul|3-
Donc la solution régularisée du probleme (I.1) est
Uq = (ol + A*A) 1 A%g

qui converge vers u quand o — 0, dans ce cas la famille d’opérateurs R, est donnée

par
Ro = (al + A"A) A"

et comme l'opérateur (af + A*A) admet un inverse borné on trouve que ce probleme
proche est bien posé. On note ici que si le parametre de régulaisation « est choisi
convenablement en fonction de &, de telle sorte que pour & — 0 on a aussi a — 0 et

5204_1 -0

15
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2. Si A est un opérateur auto adjoint positif une méthode proposée par M. Lavrentiev

pour la régularisation du probleme (I.1) consiste a introduire une équation auxiliaire
(A+al)u, =g

telle que l'opérateur A est auto-adjoint positif (A = A* > 0). En choisissant le
parametre de régularisation « en fonction de £ de telle sorte que wu, tende vers u

pour & — 0. Cela est possible, en se donnant quelques restrictions supplémentaires.

Plus exactement on a le théoreme suivant
Théoréme 1.5

Supposons que 'opérateur A vérifie pour tout v > 0, la condition

C

Q

I(A+aD)]™ <

supposons aussi que g € D(A?).
Si le parametre de régularisation a > 0 est choisi en fonction de £ de telle sorte que pour
€ —0onaaussia— 0et o™t — 0. Alors u, — u, pour £ — 0, si a = 0(6%) — 0 pour

& — 0, alors

e — ul) = 0(£3)

16
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CHAPITRE II

STABILISATION D’UN PROBLEME
PARABOLIQUE MAL POSE PAR LA
METHODE DE TIKHONOV
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II. Stabilisation d’un probleme parabolique mal posé par la méthode de Tikhonov

II.1 Introduction

Ce chapitre sera consacré a I’étude d’'un probleme parabolique mal posé [8,11,16].

Tout d’abord on établit 'existence et 1'unicité de la solution. Puis une deuxieme partie
sera largement consacrée a une méthode de régularisation de ce probleme, on s’intéressera
plus particulierement a l’existence de la régularisation.

Finalement, nous étudierons la convergence de la solution régularisée ainsi que ’estimation

de 'erreur obtenue.

11.2 Position du probleme

Considérons le probléme (I1.1) qui consiste de trouver u € L*(R) telle que

w = a(T)Ugy + b(2)uy + c(x)u, x>0,t>0
u(l,t) =g(t), t>0,u(x,t) |0 borné (I1.1)
u(z,0)=0, x>0

Ou

a(r) € C*(RT),b(z) € C*(RT), c(z) € C(RT)

sont des fonction.
Si on suppose a(z) = 1,b(z) = 0, c¢(x) = 0 on obtient le probléme parabolique (I’équation

de chaleur standard )

Ut = Uy, x>0,t>0
u(l,t) =g(t), t>0,u(x,t) |0 borné (I1.2)
u(z,0) =0, x>0

Ce genre de probléme a été discutés par plusieurs auteurs [4,5,6,9,1014,15,21,22].

Si on suppose a(z) = 1,b(z) = 1,¢(x) = 0 on obtient le probléme parabolique male posé

Up = Ugy + Uy, x>0,8>0
uw(l,t) =g(t), t>0,u(x,t) |z—0 borné (I1.3)
u(x,0) =0, x>0

18



II. Stabilisation d’un probleme parabolique mal posé par la méthode de Tikhonov

qui a été discuté aussi par plusieurs auteurs [12,13,24].

Dans ce chapitre on étudiera le probléme parabolique (I1.1)

U = a(T)Ugy + b(2)uy + c(x)u, x>0,t>0
u(l,t) =g(t), t>0,u(x,t) |z borné
u(z,0)=0, x>0
ou a, b et ¢ sont des fonctions connues qui satisfont quelques conditions [8,11,16] pour

n,v > 0,17 <a(x) <v,c(x) < 1. on veut connaitre u(x.t) pour z € [0, 1].

pour cela on va définir quelques notions que nous utiliserons a trouver la solution.

On considere le probléeme dans L*(R). En respectant le variable ¢, on prolongeant u(z,.),
g(.) =u(1,.), f(.) =u(0,.), et d’autres fonctions figurant dans le document égale a zéro
pour ¢ < 0.

Les notations |||, (.,.) désignent L? norme et le produit scalaire dans L*(R), respective-

ment, et

~

h(€) = \/LQ_W /_ - e % h(t)dt (I1.4)

est la transformation de Fourier de la fonction A(t).

On suppose qu'il existe une limite & la fonction f(¢) = (0, )

Ifll<E (IL5)

telle que

1fll,<E, p=0 (I1.6)

ou || f]|, est définie par

—00

- ([ a+emiere) w7)

Le probléme direct correspondant au probleme (II.1) est le probleme de valeur initiale

suivant

19



II. Stabilisation d’un probleme parabolique mal posé par la méthode de Tikhonov

ur = a(x )y, + b(x)uy + c(z)u, = >0,t>0
u(0,t) = f(t), feL*R),t>0
u(x,0) =0, x>0

On utilise la tronsformation de Fourier par rapport a t on obtient

Q)
/\
E?

+b(z)ly +c(z)a, x>0,t>0

a(O 5) =f(&), feL*R),t=>0
w(z,0) =0, x>0

Supposons que ce probleme (I1.9) a une solution u, puis

iz, &) = v(z,)f(€).

Ou v(z,£) la solution du probléeme de la valeur limite suivante

i&v(x,€) = a(2)vg +b(z)v, +c(z)v, x>0,£€R
v(0,&) = 1 EeR
lim, . v(z,&) = 0, E#0

Pour £ = 0 on exige que v(z,0) soit bornée lorsque z tend vers co.

On utilise la transforatin de fourier inverse sur (I1.10), on obtient

1 oo

u(zx,t) = N etu(x, &) f(€)dE, x> 0.

En raison de (II.10) siz =1 on a

3(6) = v(1,6) /()
alors

v(z,§) .
o(1,6)”

Par (I1.14) on sait que la solution exacte de probleme (II.1) est donnée par

iz, &) =

9(6).
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ule,t) = m/ " e "””2 (6)e.

La question qui se pose maintenent : Est-ce-que ce probleme est stable ?

ie :||lu(z,t)|| < Cllg(t)|| on C est un constante absolue.

On a

a(e.6) = -

ce qui implique que

fute I = i, 0l* = [ |58 Pla(e) P de

On utilise les deus lemmes [16] pour continuer notre travail
Lemme 2.1
S’il existe deux constantes Cp, Cy telles que, pour = € [0,1] et || assez suffisant, par

exemple [¢] > [&], on a

€]

“AVE < Ju(z, 6] < Cre @V (I1.15)

ou

Lemme 2.2

Si le probleme de valeur limite

a(x)vze + b(x)v, + c(z)v =0, x>0

(I11.16)
v(0) =1, v(2)|s—ooborné
a une solution unique, alors il existe deux constantes C7, C%, telle que
CleAOVE < (1, 6)) < et OVE e e R (IL.17)
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On continue le travail.On a

>

\_E%
o
S

lu(z, > = |

I
|\»
8%

I
—
4
—~
— | &8
I
SN—
Nl
—
I
SN—

|>& |V

Y
4\
=
\.& =
SN

¢[>&o U(l’ 5)

V4
B
V

o

o

2 A

D )
h S b
2 '
I~
=Y
—~
78S
S—
T
jo )
78 0%

(V2
R
I\

o
S0

ce qui implique

lu(z, OI* = C* lg(t)II” pour|¢| = &.

Donc pour [£] > & le probléme n’est pas stable. De petites perturbations dans les

résultats g peuvent causer de larges erreurs dans la solution u(z,t) pour x € [0, 1].

I1.3 Régularisation de Tikhonov

Comme notre approximation de u(z,t) pour 0 < z < 1, on cherche une fonction h(z,1)

(solution de minimisation de Tikhonov) qui minimise la quantité
5\ 2
I = gl + () 10l (11.18)

Ou h(z,.) dans L*(R), E est donnée par (I1.5)et gs(¢) la donnée mesurée qui est simple-
ment dans L?*(IR) satisfait
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lg — gsll < 0. (11.19)

Soit g(t) est la valeur exacte de la solution u(z,t) de probleme (I1.8) & x = 1 et a partir

de (I1.14) on a

<

(1,6)
(z,¢)

On définit U'opérateur k(x) : u(z,.) — ¢(.) par (I1.20) pour 0 < x < 1, puis le probleme

I

a(z, &) = g(&). (11.20)

<

(IL.1) peut étre réécrit comme suit

kE(x)u(xz,t) =g(t) 0<az<1. (11.21)

On utilise la transformation de Fourier pour obtenir une représentation de la solution

approximative de I’équation (I1.21)

k@u(m, t) = z((i’ ?)

Soit T identité d’opérateur dans L?(R) et K*(x) Padjoint de K (x), par le théoréme 2.11

u(z,f) 0<az<l (11.22)

dans [6], la solution unique du probleme de minimisation (II.18) est donnée par

h = [k (2)k(z) + 21] " K (2)gs. (I11.23)

Par formule de Persevale, on a

et par (I1.22) on a

et alors

0 (I1.24)
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et

— 1 — 1
<k*(:)3)k:(:v)u> LU P I CST 9] Y (11.25)
v(z, ) v(z,§)
En raison de (I1.23) on a
(K" (@)k(x) + o*I) h = k*(x)gs
et
(k*(x/)k\(a:)h> + o?h = k*@gg (11.26)
de (I1.24), (I1.25) et (I1.26) on obtient
1,6 - 1
U( 75) _’_a2 h:U( 76)@6
v(z, §) v(z, €)
Donc
v(LE) | A v(x€) | -
~ z, gs o(1,€) gs
&) = [ (5) 2)} 2 B [ 2 J(ﬂﬂé) ? (1.27)
wwo| T 1Aty
et par l'inverse de transformation de Fourier on a
h(z,t) / +OO et [W’ ;] o0 d¢ (I1.28)
x, T el .
Ver 1+ a2 55155‘

ou

)
o= —.

E

Par (I1.14) on sait que la solution exacte de probleme (II.1) est donnée par

+oo
u(z,t) = N / eitt” ol g (€)d¢ (11.29)

il est intéressant de comparer la formule (I1.29) de la solution exacte avec la formule

(I1.28) de 'approximation de Tikhonov h(z,t), d’'une maniere claire, on note les inégalités
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(IL.15) et (I1.17) et la définition de fonction A(x), la procédure de régularisation consiste
a remplacer I'inconnue §(§) avec la transformation de Fourier de données de bruit gs(§)
filtré et approprié. le filtre dans (I1.28) atténue la haute fréquence dans gs(§) de fagon
consistant a minimiser (11.21).

Par cette idée on peut utiliser le meilleur filtre > pour remplacer le filtre

1
1+0¢2|ﬁ’

L__ et introduire une autre approximation us(z,t) de solution u(z, t).

2| 55|

Définition 2.3
Soit

v(@,6) \ A
1 oo (v(l 5)) 96(5)
us(2,t) = — et AT g 11.30
6( ) /_27T /_OO 1+ 9 ‘ f ( )

il rappelle I'approximation simplifiée de Tikhonov de la solution u(z,t) de probleme (I1.1)

ou (I1.18).

1
v(1,€

~

Pour 'approximation simplifiée de Tikhonov, on peut établir un ordre optimal d’estima-
tion d’erreur avec la continuité de Holder, le lemme suivant est la base d’autres estima-
tions.

Lemme 2.4

On a les inégalités suivantes

e(A(D)—A(z))s (A(1)—A(x))
< Aam (11.31)
Sslzllo) 1+ a2e2As =
e(2A(1)—A(z))s _ (A(z);(f;m)) ([I 32)
8;121%) 11 azezAs = @ :
Preuve
Soit
(A -A@))s
p(s) = 1+ a2e2A)s
puis

[(1 + 01262A(1)S) (A(]_) _ A(l’)) _ 2A(1)OZ262A(1)S} e(A(l)fA(ac))s
(14 a2€2A(1)5)2
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Pour p/(s) =0 on a

(A(1) — A(z)) — a2e* W5 (A(1) 4+ A(z)) = 0.

Noté que A(1) > 0, A(1) > A(z) > 0 pour 0 < x < 1 il est facile de voir que p(s) a une

valeur unique maximale s* qui satisfait

. A1) — A(x)
AT = 11.33
. A(l) + A(z) (11.33)
et
LA = Al) _
2A(1)s _ 2 < 9
‘ AN A =
Donc
(e%(l)s*)w < o A
i.e
O g L (11.34)
Par (I1.33) on sait
. 2A(1)
1 +O_/2€2A(1)8 _
(A1) + A(z))
et donc
1 A(l) + A(x)
- <L I1.35
1 + a2e2A()s* 2A(1) = ( )

En combinant (I1.34) avec (I11.35) on a

elA(l)—A(z))s e(A(1)—A(z))s* (A(z)—A(1))
A(D)

ilzlg 1 +a262A(1)s = 1+a262A(1)s* sa

la prouve d’ inégalité (I1.31) est complétée et l'inégalité peut étre prouvée simul-

tanément. o
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I1.4 L’estimation d’erreur

Théoréme 2.5

On suppose que le probleme (I1.16) a une solution unique, soit u(z,t) la température
exacte a r, 0 < z < 1, donné par (I1.29) et us(x,t) soit I'approximation simplifie et
régularisée de Tikhonov pour u(z,t) donné par (I1.30), la température mesurée (donnée

de bruit) a x = 1, gs(t) satisfait (I1.19) et la condition (II.5) est valide, on a

A(x) A(x)
us(z,.) —u(z,.)|| < CSADE™2D . 0<z <1 (11.36)

Ou C' est une constante indépendante de 0 et E
Preuve

Note (I1.12) on a

2
v(@,8) | 4 1 2 (o) -
i, €) — ds(x, )2 = <”(15)>g<€) (1+O‘2 o(18) ) <v(1,§)>gé<£>
1+ao? v(ll,s)‘
2
1 (369) 06 — 5(©) + 02|y | 9054
B 2
L+o g
v(8) | ) 2
v L, N 1 ’
< 213(8) - 35(¢)| i =+ 2OF | g ZET g
<1+a2 m‘ >
=219(¢) — §s (" I + 2| F() P Lo (11.37)

Par l'inégalité (I1.14) et (I1.17) on sait

€]

2
2 —A(x)4/ 5 2
v(x,§) - Cye @)y 5 _ (%) (A= A@)1/2[¢|
v(LOT T\ cremamyl &
2
S R TN
U(L&) 2
et
v(zg)|? (@)26<A(1>—A(z>>\/2|5
o o(1.8) o
=

2

2\? ~ 21 A1) 2\5|>
v(ll,s)‘ ) <1+a o
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2 2
indique que Cj = (%) / min {1, #} , posent \/2|¢| = 2s et par 'inégalité (I1.31) on a
1 2

A —A@))/2l¢] (A =A@)s \ 2
L =Ct 22012( 22A1)
<1 4 a2eA0) 2\s|> L+ a2e24()s
(A@)—A(1)
< C2” Am (I1.38)
D’une maniere analogue
1P @ |?
v(1€) | |v(18)

(L)Q LA/l (@)2 S(A)=A@) /2
! C{

S 2 2
min{l,#} <1+a2eA(1)\/2|€\>
2

2
indique que C7 = 5/ min 1, 25 b, 2/2/¢] = 25 et par (I1.32) on a
i C’

oA —A(x))1/2[¢]

<1 4 026 25|>2
, [ eAD=A@)s 2

=Gy (1 +a262A(1)s>

—2A(1))

< 2 (I1.39)

]22022

On combine (I1.38), (I1.39) avec (I1.37) on obtient

2[(A(z)—2A(1))

(&) — s, &) < 209(6) — GO Ca” 0 + 20| f(€)PCRa

Donc par (I1.19) et (IL.5) on a

(A(x) 2A(1))]

(e &) — us(, )P = [fae,€) — aaa, )|
+o0
- / |a<x,s>—a5<x,f>|2ds

o)
2[(A(x)=24 2[(A(2)=24(1))]
< 2C%q  Am 52 + 20 F*Cha” AM

A(z)

2((%5)-1) 250
= 207 <%) ’ 6%+ 2E2C3 <%>

c252am g2(-1am])

N
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ot C% = 2(C? + C%). Finalement, on prend les deux racines carré de I'inégalité au-dessus
on a (I1.36). o

Remarque

L’inégalité (I1.36) est une estimation de stabilité tres importante (stabilité Holder) dans
norm-L?.

Spécialement lorsque a(z) dans (I1.1) est un constant positif. L’estimation (I1.36) devient

|u(z, &) — us(z,.)||> = CO*E™ (I11.40)

cela est un résultat aussi générale qui inclut une conclusion tres connue de I'équation de
cote de la chaleur standard obtenue dans [4, 7,20,22,23] et dans ce cas elle est un ordre

optimal [23].
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CHAPITRE III

STABILISATION D’UN PROBLEME
PARABOLIQUE MAL POSE PAR LA
METHODE DE REGULARISATION DE
FOURIER
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III. Stabilisation d’un probleme parabolique mal posé par la méthode de régularisation de
Fourier

I1I.1 Introduction

Dans ce chapitre, on traitera la facon de stabiliser le probléme parabolique mal posé

suivant [8,9,11,16]

u = a(z)ug, + b(z)uy + c(z)u, x>0,t>0
u(z,0) = 0, x>0 (I1.1)
u(l,t) = g(t), t>0,u(z,t) |,—o borné.

sous le condition (II.6) de fagon générale. Ensuite, nous allons étudier la flux de la chaleur
du probleme dans un cas particulier par la méthode de régularisation de Fourier,
ie : en coupant les hautes fréquences dans ’espace de Fourier, et une estimation de stabilité

du type logarithmique sera également donnée.

I1I1.2 Méthode de régularisation de Fourier

Condition (II.6) est une condition a priori de régularité inconnue u(x,t).

Par exemple, hypothese (I1.6) veut dire que pour le probleme (II.1) que

IfF@OI = llu(0,t)] <E  dansle cas p=0.

1
11l = N, 6)ll, = [Ilu(0, )1 + w0, 0)[*]* < £ dans le cas p = 1

qui découle de la relation de Parseval

HOIENG]

et le théoreme de la différentiation de la transformation de Fourier.
La méme condition (I1.6) pour tout entier p > 0 constant pour ces fonctions dérivées par
a pour a t de ordre < p et x = 0 sont limitées dans L*(R). La plus grande valeur p, la

condition (II.6) est plus restrictive en raison des inégalités (I1.15) et (I1.17) on détient

Vi(z, )| & C1 (aq)-a@) e
> - L)) 2 > £,
‘V(l,f) - Cée pour [§] = &

Donc, a partir de (I1.29), nous savons qu'une petite erreur dans la composante a haute

fréquence est singuliere et détruit completement la solution pour 0 < x < 1, une facon
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naturelle de stabiliser le probleme est d’éliminer toutes les hautes fréquences de la solution
et envisager (I1.29) seulement pour |£| < &max, OU {max €St une constante positive.
Soit Zyay etre la fonction caractéristique de U'interval [—&max, Emax]-

Puis pour tout bruyant de données gs qui satisfait (I1.19)

lg—gsll <0

on obtient une solution approximative régularisée us(x,t)

_ L e ei{tv<x7£)
usl,1) = m/_oo V(L6)

g5(§)zmaxd§ (IIIl)

et on I'appelle la solution de régularisation de Fourier de probleme (II.1).

I11.2.1 Estimation d’erreur

Théoréme 3.1

Supposons le probleme (I1.16) & une solution unique. Soit gs(¢) la donnée mesurée a x = 1
qui satisfait (I1.19) a priori la condition (II.6) pour p > 0.

Soit us(x, t) la solution approximative régularisé de Fourier définie par (II1.1). Si on choisit

1 E/ BNV
gmax =2 (mln (E (lng) )) (1112)

alors il est titulaire d’estimation de ’erreur.

Az A(x 72p(17A(1))
lu(z,.) —us(x, )] < o0 5am (ln?) (14+0(1)) pourd— 0 (IIL.3)

Ou C est une constante positive indépendante de 0 et E.
Preuve

D’apres (11.13), (I1.15), (I1.17) et les conditions (I1.6) et (II1.19) on a
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Fourier

lu(z,.) —us(z, )| =l 555 —U5(93 f)H

2

- [Fegi-os

o
f’g) 910~ 3@emar)| +2 ]y

Vi, . |
d 2
/5|>5max V(Lf)g(@ © A«smx

|

/SI ¢ V(w90 +€)> (14" f(€)‘2d§
V(&) o .

/£|<5mx V(1,¢) (9(&) — 95(8))

S 02 — \/2§mdx<£m ) 2pE2+2 2 ( (1)— A(x))\/Qfmax(SQ

95(§)Tmax

2

=7

|

2
= 2
2

= L+1 (I11.4)

en raison (II1.2) on a

Donc

V26 max = %ln (% (m%) _zp) .

B\ 250 3 1 ’
202 <_) (ln_) B2 ALY 2
5 tn (8) + 1n ((1n8) ™)
A\ B\ A 1 In (% !
Az Az ! 5
2022 (—( )) E2(1_A<<1§)52A((1>) (lng> E\\4p E n(é) E\—2p
3 m(5))" \in(£)+in <(Z”F) )
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Fourier
o= 295 a0 -Aw) Va2
2 = C—{Ze
C3 punawy (B[ E\?
20—1226 AM T n <g (ln3> ) 5
(G5 (B ¢ py e
() ()
C2 A@) oA) B\ ~0-45)
0—,22 2(1-%m) 6240 (lng) (111.6)
1
la combinaison de (IIL.5), (II1.6) a (II1.4) on obtient
4 E 4p
AN\ In(% 2
oo e < [2cg (A)T (Gl
2 ln(g)—i-ln <(ln3) ) 1
DY YAG ~4p(1-55)
x B2 5240 (m%) A(l) (IL7)
notez que
In (£
lim n (5) =1

=01 (%) +In

VS

(n)"™)

lestimation (II1.3) est obtenue, ou

Q
I
/
[\

S
VR
SlE
w31 =
N——

&

+

QIR
N——
D=

la preuve est terminée. o

Remarque

On prend p = 0, lestimation (III.3) devient la méme que dans (I1.36) avec la stabilité
de Hoélder, dans ce cas lorsque x — 07 l'exactitude de ces deux solutions régularisées
deviennent progressivement inférieures.

a x = 0 les estimations deviennent

[u(0,8) = us(0, )| = [Lf () — us(0, 1)

E i
CE (lng) (1+0(1)) -0 pourd — 0

IN
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ou p > 0 lestimation (II1.3) est aussi un ordre optimal pour une équation de la chaleur
oblique [23].

Dans ce cas pour p = 0 et a(z) = 1, on sait pour (II1.7) que estimation (III.2) contienne
le résultat dans [7] pour I’équation de la chaleur oblique standard par la méthode spéciale
de Fourier.

La méthode de Fourier et les résultats donnés ici pour le classe générale d’équation para-

bolique (II.1) apparait pour étre nouvelle.

I11.3 La méthode de régularisation de Fourier pour résoudre la flux de la

chaleur pour un probleme oblique

On étudie le probleme (II.1) dans un cas particulier pour

c’est-a-dire

Up = Ugy + Uz +u, x>0,t>0
u(l,t)=g(t), t>0 (IT1.8)
u(z,0) =0, x>0

Soient g(t) et gs(t) de fagon exacte et la donnée mesurée a z = 1 de la solution u(zx,t)

respectivement, qui satisfont

lgs — gl < 0.

Ou ||| noté la norm L*(R).
il est facile de voir en prennant la transformation de fourier de la variable ¢ dans (II1.8)
que la fréquence de domaine de solution u(z,t) du probleme (II1.8), si elle existe, elle

satisfait au probleme suivant

Uy (7, &) + g (2, €) + (1 — i&)t(z,6) =0 r>0,{€R
a(1,€) = 9(S) ¢eR (IIL.9)

U] 200 borné
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Fourier
I'équation caractéristique de 1'équation différentielle ordinaire dans (II1.9) est
M4 A+ (1-if) =0
et par conséquent, les racines de cette équation sont
)= —1+/—=3+4
= 5 .
Ou v/—3 + #4¢ indique la principale racine carrée de —3 + i4€ et
V=34 i4E = /9 4 16¢2¢70m9(-3+i40) (111.10)
car
In(r) a
{L/E_ enlog(z) — e n +i
ou
log(z) = In(r) +ic, a=arg(z),r modul de z
et
—4£ s T o T
tan(0) = —— —<a<nmT=>-<_—-<—=
() === gEesTE <53

Par conséquent (II1.10) peut étre écrite comme

V=3 +idE = /91 165((:08% + isin%) (I11.11)

et il est facile de calculer que

o« VOFI6E -3

COS— =

2 V294162

£eR (I11.12)
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a 5\/\/9+16£2+3

SIm—

2 2y r16e ]

Prennant note de la condition de la limite dans (II1.9), nous pouvons obtenir que la

¢ €R,6 =sing(§) (II1.13)

solution unique du probleme (II1.9) est

iz, €) = e(1-x)§[1+ 4/9+16§2(cos%+isin%)]g(f) (IT1.14)

On note

0(&) = % [1 + /9 + 16¢2 (cos% + isin%)] (IIL.15)

ensuite, 'expression (II1.14) peut étre apportée comme

iz, €) = el Og(¢) (I11.16)

ou encore, la solution u(x,t) du probleme (II1.8) peut étre exprimée comme

1 too
u(z,t) = E/ eite1=2)0() 5 (&) de (IIL.17)

et naturellement, le flux de chaleur u, a la représentation suivante

wiet) = — [ " o (a(e))e Oy ) de (IIL18)

il est facile de voir a partir de (II1.16) qu’il détient,

f=e"9g (I11.19)

I1I1.3.1 Approximation de fourier pour le flux de chaleur et estimation d’er-
reur

Notant que 6(£) a une partie réelle positive et u(z,.), u.(z,.) € L*(R)
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Par conséquent g(§) dans (II1.17) et (II1.18) tend vers zero que £ — 400, toute fois gs(t)
est une donnée mesurée, sa transformation de fourier gs(¢) est simplement dans L?(R),
telles que les intégrales dans (II1.17) et (II1.18) ne peuvent étre pas convergentes.

Dans une fagon naturelle afin de stabiliser le probleme on élimine toutes les composantes de
hautes fréquences et on considere a la place (II1.17) et (II1.18) seulement pour [£| < &pax.
Ot &nax est une constante positive, et on définit la régularisation de fourier de u(z,t) et

uz(x,t) comme

1 oo
u‘s(a:,t) = E/ elgte(l_x)e(g)g(;(S)xmaxdf (IT1.20)
et
o0
ul(w,t) = L/ —0(€)e 10O b5 (&) oy dE (III.21)
X Y \/% . max

respectivement, ., est la fonction caractéristique de l'intervalle [—&ax, Emax]-
Cette idée est également apparue dans [9] plus tot pour un probléme simple.

Maintenant, on considere I'approximation (II1.21).

Théoréme 3.2
Soit g(t), gs(t) de fagon exacte et la donnée mesurée a = = 1. respectivement, qui satisfait
la condition (I1.19). Soit u’(x,t) définit par (I11.21) approximation de régularisation de

fourier pour flux de chaleur u,(z,t) donnée par (II1.18).

1. Si la formule (I1.6) lorsque p = 0, et on sélectionne le parametre de régularisation

Emax comme

2
Emax = 20 (?) (111.22)

alors on détient 'estimation

|wo(z,.) — ul(z, )| < BV [max {é, \/ﬁlng + 2} +e? (\/5111% + 2) (I11.23)
T

2. Si la formule (I1.6) lorsque p > % et on suppose que
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III. Stabilisation d’un probleme parabolique mal posé par la méthode de régularisation de
Fourier

Emax = 2 <ln (? (m%) _2p> ) 2 (111.24)

alors on détient 'estimation

i 5 e (o) (3 (05) )
+ 217 <1n (% <1n%) 2p>>2p
| 3(\f1n< ( %)2p> + 2) (111%)%] (I11.25)

D’apres la formule de Parseval et (I11.19) on a

Preuve

| = (= .>—a5<x>
= [0()e" O 5() — 6(€)e ™ G () Tma |
= [0 O [(G() = 35(&)Tmas) + (3(6) = 35(6)) Tanas]
< 1099 (3(8) — G5(6)Tmas || +[16(€)e=%O (5(€) — §5(€)) Trmas |

- ( /5 G ds)

)0 (5(€) — §5(9))] d&)

(

( /me =8 5)f(£))2d§)2

" (/ |<§mx )e % (5(¢) — 35(€))] d§>
(

/E| o oasera +52)pf<f)]2ds>2

Huz(x, N —ud(x,.)

Nl=

Nl=

+ ( / 10(£)eT @) (5(¢) — gs(¢ \d&)
[€] <€max

0(6)e9) | ¢ 7 ( /5 I £2>p!f(£)\2d£) :

o(e)e=| ( / BLCRUGL d£> |
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III. Stabilisation d’un probleme parabolique mal posé par la méthode de régularisation de

Fourier
On utilise le lemme suivant pour continuer notre travail.
Lemme 3.3
Soit 0(&) est donné par (II1.15). Ensuite, on obtient les inégalités suivantes
0200 < e3cVE 0<z<1E€R (II1.26)
H
|e=0)] < eV (I11.27)
0] < V¢l +2 (I11.28)
Preuve
— On a
(1002 _ (1= (0(O)+0(9))
_ e(l—x)[\4/9+16§2cos%+l]
et on a

V9+16€2 < V3+2y/]€[ <2+2V/[¢]

a 1
COS2 < /2

Ce qui implique

1
Y9+ 165%05% 1 o< 9+ 1652E +1
< V2+/2lE+1

alors

Vo + 165%08% +1 < 3+ (II1.29)
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III. Stabilisation d’un probleme parabolique mal posé par la méthode de régularisation de
Fourier

Donc

p(1-2)0()|?

(1-2)(3++/21€])

<
< B0Vl 0<zr<1,£€R.
Ce qui implique
€]
}6(1 x6(§)| < 626(1 x)\/ij OSxS 1,56]1:{

Donc 'inégalité (I11.26) est preuvée.
— Aussi sur la base de (I11.29) on a

20O = e (00+9)
_ x[w4/9+16§2cos +1]
< x<3+ 2|€‘>
< e ® 2] OSZESLgeR
ce qui implique
|00 < eV 0<z<1,{€R

Donc l'inégalité (I11.27) est preuvée.

— De plus, en utilisant (I11.12), on a
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III. Stabilisation d’un probleme parabolique mal posé par la méthode de régularisation de
Fourier

1
0(&)| = ‘5 [\4/9 + 16£2 (COS% + isin%) - 1] + 1‘
1 4 & e
< B [ 9 4 16£2 (COS§ + zs1n§> — 1] +1
1 4 o .o 4 o .« 3
= 3 { [\/9 + 16£2 <COS§ + zsm§> — 1} [\/9 + 16&2 (0085 — ZSIH§> — 1] } +1
Ly %
- S [VAFT6E 124 9+1652cos%} +1
1] B
= 3 \/9+16§2+1—\/§\/\/9+16§2—3] +1
17 !
< 3 3+4|§|+1—\/§(2\/E)] +1
1 1
< G4 1
1 -
< 3 2+2\/\§y} +1=2+/[]
Donc
0] = 2+ VI
Donc l'inégalité (II1.28) est preuvée et la démonstration du lemme est complete. o

On continue le travail. D’aprés (11.6),(11.19), (I11.26), (II1.27) et (II1.28) on a

IN

e (2, ) — w (2, )| SUD|€|> s

0(€)e ) ¢ 7 ( /|£ L +€2)”\f(§)|2d§> ‘

+ SUpj<¢,... e(&)e“—m”“)l( /|§ . |§<£>—ga<§)r2d£>2.
Esupigise,,. (WE L) eV )

£ OSupge, (eima ; 2>e<l—x>@) (111.30)

IN

1¢* Cas
p=0,0<x<1et (I11.22).

On note que
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III. Stabilisation d’un probleme parabolique mal posé par la méthode de régularisation de
Fourier

ce qui implique

Pour A’(§) =0 on a
2

[ 2-2V2
S =950 <—\/§x )

et le point de valeur maximale unique de A(s), donc

(s8 +2)e VT < (58 + 1)eVH
(111.31)

A(sg) =
SupA(S) = = % Y 5max pour gmax < Sp
(bmax) = (VEmax + 2)e ™V E* pour Enax > S0

d’apres (I11.30), (II1.31) et (II1.22) on a

I | o3 (4B + 2)el VI

(2, ) —ug(z, )| < EmaX{\—/C éw+2}
x
= EmaX{L_ % } —en St (\/_ln—+2) (=)l
x
1—x
= Fmax £ E §*E™T 4 Je? \/ﬁlng—i—Q E
x 5 ) )
= R [ma {£ % } g<\/_1n——|—2)
x

c’est 'estimation qu’on cherche



III. Stabilisation d’un probleme parabolique mal posé par la méthode de régularisation de

Fourier

géme (Cag

p > %, 0 <z <1et (II1.24) au dessus.
Dans ce cas, a partir de (II11.30) et (II1.24) on a

Esupigi>e,., <(\/E + 2)|§|"’e‘xﬁ)
5sup|§\§6maz (63(\/@+ 2)6(1—90) |g)

Elémaelt 7oV L 0B, 0 eV

065 ([€maal? +2) 17V 2

“uiﬂ(q;’ ) - udx(xa )H

Remarque

<

+

E2377

2l-rp

n (g (mg)‘zp)]
In (% (m %) _2,,)] - oin(

EmE)™)

Je <\/§1n <% (m %) 2p> + 2) o (§ (1 §)™)

E

(
(

(D7) D7)

E

B 1-z B —2P(1—x)
;) ()

EN** E
1—x sx 5D
E7 <ln—6) 2 <ln (—5

(607
(e (50)7) ) ()"

C’est I'estimation qu’on cherche et la démonstration du théoreme est complete. o

&

[SIIo

(

lnE

J

1. L’estimation (II1.23) il est évident que lorsque 0 < x < 1,

pour § — 0.

3) b (hé) o + de2 <\/§1n <% <ln %) 2p> + 2)

)

Uy (,.) — ul(x, )H —0

Cependant, comme z — 0, la précision de 'approximation de Fourier u®(x, ) devient

singuliere.
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Fourier

Ceci est analogue au résultat obtenu par A. Carasso dans [4] en utilisant une

méthode de régularisation de Tikhonov pour I'equation de la chaleur vers le cote.

2. 1l est facile de voir a partir de I'estimation (II1.25) que pour 0 < z < 1, 'approxi-
5

%(x,.) converge vers u,(z,.) pour § — 0 dans L*(R).

mation de Fourier u
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Perspectives

Dans ce travail, on s’intérresse a régulariser le probleme (II1.8)par la methode de

régularisation de Fourier pour le parametre de régularisation &, = 2In (%)2 ou Epax =

2
E E\—2p
La question qui se pose. Peut-on régulariser ce probleme par un autre parametre et aussi

dans le cas ou les coefficients a(z), b(x)etc(x) sont variables.
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Abstract
In this works, we stady a ill-posd parabolic prable

We will propose two methods of regularization, theste one is due to TIKHONOV and the
second one is due to FOURIER.

We will prove the convergence of this methods aedwil give ther erreur estimate.

Résumeé
Le présent travail est consacré a I'étude d'uni¢mnud parabolique mal posé.

Deux méthodes de régularisation sont proposéesiéurilKHONOQV et I'outre de
FOURIER.

On montre le convergence des méthodes utilisé#ssatesultats d'estimations d'erreurs sont
obtenues.
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