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Introduction Générale

Les méthodes de résolution numérique des équations intégrales jouent un rôle très important dans

divers domaines scienti�ques. Avec l �avantage des machines de calcul numérique, notamment les

ordinateurs, ces méthodes sont devenues aujourd�hui un outil essentiel pour investigation dans

les di¤érents problèmes fondamentaux de notre assimilation des phénomènes scienti�ques qui sont

di¢ ciles, savoir impossible résoudre dans le passé. Ainsi, notons qu�il existe actuellement un grand

nombre de méthodes numériques utilisées dans les di¤érentes branches de la recherche scienti�que,

ce qui rend notre présentation ne se veut ni exhaustive, ni trop théorique. Cependant, le but de

notre recherche et d�insister sur la pluridisciplinarité des méthodes rencontrées que l�on peut

regrouper selon trois grands axes.

les principaux fondateurs de la théorie d�équations intégrales sont Vito Volterra(1860,1940),

et Ivar Fredholm (1866-1927), ainsi que David Hilbert (1862-1943) et Erhard Schmidt

(b.1876). Volterra était le premier avoir identi�er l�importance de la théorie et pour la considérer

systématiquement, mais la contribution de Fredholm a permis le franchissement (environ 1900),

(plutt quévitant), de la di¢ culté liée la disparition du déterminante des coe¢ cients." néanmoins,

la priorité de Volterra généralement aurait été reconnue si son premier papier sur le sujet (1896)

avait été présenté durement. Mais Volterra au lieu de déduire ses résultats par les mêmes méthodes

qu �il a employées pour leur découverte (qui étaient identiques ceux utilisées plus tard tellement

avec succès par Fredholm) a simplement édité une véri�cation de sa solution.

Dans ce mémoire on étudie le sujet "les polynômes de Lucas pour résoudre les équations intégrales

linéaires de Volterra."

La structure de mémoire est organisée comme suit:

chapitre1

Nous y rappelons quelques notions d�analyse fonctionnelle, des espaces fonctionnelles nécessaires,

et la théorie des opérateurs continus et compacts avec ses propriétés.

chapitre2

1



Introduction G n rale

On a commencé par les opérateurs intégraux .Ensuite, nous intéressons a deux types principaux

des équations intégrales, de Fredholm et ceux de Volterra et l�étude de quelques polynômes.

chapitre3

Dans le dernier chapitre représente le but de ce mémoire, ou nous allons étudie l�aspects

numériques de l�équation intégrale de Volterra (méthode de collocation &Galerkin) en utilisant

les polynômes de lucas avec application quelques exemples pour comparer entre la solution exacte

et la solution approximative.

2



Partie I

Chapitre1
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0.1. Espaces Normés

Notions d�analyse fonctionnelle

Espace fonctionnelle

0.1 Espaces Normés

Soit E un espace vectoriel sur le corps K = R ou C, on dit que E est un espace vectoriel normé

s�il est muni d�une norme notée kk .

0.1.0.1 Proposition

Tout espace vectoriel normé (E; k k) est un espace métrisable.

0.1.0.2 Espaces vectoriel normé

Une norme sur un espace vectoriel E est un application notée k k qui à tout vecteurs x associe un

réel kxk véri�ant :

1. (positivité) kxk � 0 , kxk = 0 si et seulement si x est le vecteur nul.

2. (homogénéité) k�xk = j�j kxk, � 2 K, x 2 E.

3. (inégalité triangulaire) kx+ yk � kxk+ kyk x,y 2 E.

Un espace E muni d�une norme est dit espace normé.

0.1.0.3 Suites de Cauchy

Soit xn une suite d�éléments d�un espace normé (E; k k), on dit que la suite xn est de Cauchy si,

on a la relation suivante:

8" > 0;9N�;8p; q � N�; on a kxP � xqk < "

.

0.1.0.4 lemme 1

Soit xn une suite de Cauchy dans un espace normé(E; k k)alors la suite

xn est bornée.

4



0.2. Espaces de Banach

0.1.0.5 lemme 2

Soit xn une suite de Cauchy dans un espace normé (E; k k) contient une sous suite xnk convergente

vers x alors la suite xnest aussi convergente vers le même élément x:

0.1.0.6 Espace complet

Un espace vectoriel normé(E; k k) est dit complet, si toute suite de Cauchy xn d�éléments de E

est une suite convergente dans E. Autrement dit,

8" > 0;9N� 2 N;8p; q � N�; on a kxP � xqk < "

implique l�existence d�un élément x 2 E tel que

limn!1xn = x:

0.2 Espaces de Banach

On appelle espace de Banach(E; k k) tout espace vectoriel normé et complet pour la distance

déduite de sa norme.

0.2.0.7 Espaces produits

Soient (E; k kE) et (F; k kF ) deux espaces vectoriels normés sur le même corps K = R ou C, alors

l�espace produit E � F dé�ni par

G = E � F = ((x; y); tels que x 2 E et y 2 Fg;

est un espace vectoriel normé sur K, par l�une des normes produits suivantes:

� k(x; y)k1 = kxkE + kykF 8x 2 E; y 2 F:

� k(x; y)kP =
�
kxkPE + kyk

P
F

� 1
P 8x 2 E; y 2 F ;1 < p <1:

� k(x; y)k1 = max(kxkE + kykF g 8x 2 E; y 2 F:

5



0.2. Espaces de Banach

0.2.0.8 Normes équivalentes:

Soit E un espace vectoriel muni de deux normes (E; k k1) et (E; k k2), on dit que les deux normes

sont équivalentes si on peut trouver deux constantes positives � et �, telles que:

� kxk1 � kxk2 � � kxk1 ;8x 2 E:

Autrement dit, les deux normes sont dites équivalentes si et seulement si, l�application iden-

tique deE dans E soit un isomorphisme entre les espaces normés

(E; kk1) et (E; kk2).

Théorème 1

Dans un espace vectoriel normé (E; kk) de dimension �nie, toutes les normes sont équivalentes.

Corollaire 1

fout sous espace F de dimension �nie d�un espace normé (E; kk) est complet

En e¤et, F est de dimension �nie toute ses normes sont équivalente. De plus, F est isomorphe

à Kn qui est complet et par conséquent F est complet dans E.

Corollaire 2

Tout sous espace F complet d�un espace normé (E; kk) est fermé

En e¤et, soit x0 2 F alors il existe une suite xn d�éléments de F conver- gente vers x0 dans E, la

suite xn convergente est de Cauchy dans F complet ce qui implique que la suite xnest convergente

dans F , la limite étant unique. D�où x0 2 F:Autrement dit, F = F ou encore F fermé.

Corollaire 3

fout sous espace F de dimension �nie d�un espace normé (E; kk)est fermé.

En e¤et, il est clair que l�espace F de dimension �nie est complet et par conséquent F est fermé.

Théorème 2

Soient E et F deux espaces normés. L�ensemble L(E;F ) de tous les opérateurs A linéaires

continus sur E dans F muni de la norme kAk est un espace normé.

0.2.0.9 Espace Euclidien

un espace vectoriel E muni d�un produit scalaire est dit espace euclidien ou préhilbertien, on

introduit la norme dé�nie par

kxk =
p
hx; xi:

6



0.3. Espaces de Hilbert

0.2.0.10 Espace L2(a, b):

On dit qu�une fonction f est de carré intégrable sur[a; b] si l�intégrale:

bZ
a

f2 (x) <1

L�ensemble de toutes les fonctions carré intégrable sur [a; b] sera noté L2([a; b]).

0.3 Espaces de Hilbert

On appelle espace de Hilbert tout espace euclidien H complet au sens de la métrique associée à

sa norme.

p(f; g) = kf � gk :

0.3.0.11 Remarque1

Généralement l�espace H est séparable est de dimension in�nie, en d�autres termes, il existe un

ensemble dénombrable partout dense dans H et pour tout entier

n 2 N , il existe n vecteurs dans H linéairement indépendants.

Théorème 1

Tous les espaces de Hilbert séparables sont isomorphes entre eux.

Théorème 2(Riesz-Fischer)

Soit f'Kg un système orthonormé dans un espace de Hilbert H, et soient les valeurs�1; ::::�n:

telles que la série
Pn
k=1 j �k j2soit convergente,alors on peut trouver un vecteur f 2 H tel que

�i = hf; '; i ;8i = 1; 2:::

et de plus, on a

Pn
i=1 j hf; '; i j2=

Pn
i=1 j �i j2= kfk

2

7



0.4. Opérateurs continus

0.3.0.12 Espace C l([a; b]))

Les éléments de cet espace sont tous les fonctions dé�nies sur [a; b] et qui ont des dérivées continues

jusqu�a l�ordre l. La norme d�une élément f (x) 2 C l([a; b]) est dé�nit par:

kfk =
lX

k=0

max
a�x�b

j fk (x) j

0.4 Opérateurs continus

0.4.1 Linéarité des opérateurs

Soient E et F deux espaces normés, un opérateur A dé�ni sur E dans F est dit linéaire s�il véri�e

les conditions suivantes :

� Condition additive

'1; '2 2 E;on a A('1 + '2) = A('1) +A('1):

� Condition homogène

' 2 E; � 2 K = (K ou C);on a A(�') = �A(').

0.4.2 Continuité des opérateurs linéaires

Soient E et F deux espaces normés, un opérateur linéaire A dé�ni sur un sous ensemble G � E

dans F est dit continu au point x0 deG si, on a la propriété suivante

Pour toute suite xn deG converge vers x0, la suite A(xn) converge vers A(x0) c�est à dire:

limn!1A(xn) = An!1(limxn) = A(x0):

théorème 1

Soient E et F deux espaces normés, un opérateur linéaire A dé�ni sur un sous ensemble G � E

dans F , est dit continu partout sur G s�il est continu en point x0 de G.

théorème 2

Un opérateur linéaire A est continu, si et seulement si, il est borné.

8



0.4. Opérateurs continus

0.4.3 Espace isomorphes

Soient (E; kkE) et (F; kkF ) deux espaces vectoriels normés, E et F sont dits isomorphes, s�il existe

un opérateur homéomorphe A dé�ni sur E dans F , c�est à dire

� A est bijectif sur E dans F .

� A et A�1sont des opérateurs continus.

0.4.4 Espaces isométriques

Les espaces E et F sont dits linéairement isométriques, s�il existe une isométrie A appliquant E

dans F , c�est à dire,

kA(x)kF = kxkE pour tout x 2 E.

Remarque 1

La notion d�isométrie est plus forte que celle de l�isomorphie.

théorème 3

Dans un espace vectoriel normé (E; kk)de dimension �nie, toutes les normes sont équivalentes.

Corollaire

Soit F un sous espace vectoriel de dimension �nie d�un espace normé E, alors F est complet

dans E:

théorème 4

Soient E et F deux espaces normés. L�ensemble L(E;F ) de tous les opérateurs linéaires continus

sur E dans F est un sous-espace vectoriel de L(E;F ) l�ensemble de tous les opérateurs linéaires

sur E dans F de plus,L (E;F ) muni de la norme kAk est un espace normé.

théorème 5

Soit E un espace normé et F un espace de Banach, alors L(E;F ) est un espace de Banach.

0.4.4.1 Dual topologique

On appelle dual topologique de l�espace E et que l�on note E� l�espace de Banach des fonctionnelles

linéaires continues L(E;K) .

9



0.5. Opérateurs compacts

0.5 Opérateurs compacts

0.5.1 Opérateurs linéaires compacts

Soit A un opérateur linéaire d�un espace normé E dans un espace normé F , on dit que A est un

opérateur compact s�il envoie tout ensemble borné dans E à un ensemble relativement compact

A(
) dans F . Autrement dit, la fermeture A(
) est compact.

0.5.1.1 Propriétés des opérateurs compacts

Nous considérerons des opérateurs compacts qui cartographient l�espace sur lui-même .qui s�exprime

par le théorème suivantes.

Théorème 1 (critère de compacité)

Un opérateur linéaire A : E ! F est compact si et seulement si pour toute suite bornée �n

de E, la suite A�nk contient une sous suite convergente de F .

Démonstration

soit �n une suite bornée dans E, puisque l�opérateur A est compact, alors l�ensemble hA�ni

est relativement compact dans F ou cette propriété montre que A�n contient une sous-suite

convergente .

Inversement, considérons tout sous -ensemble bornée 
 dans E et soit 	n quelconque suite en

A( 
). Alors il existe une suite bornée �n dans 
 tel que

	n= A�N

par hypothèse, 	n = A�N contient une sous suite convergente 	N en F . Ainsi A(
) est rela-

tivement compact, car pour toute suite bornée 	N dans A(
) il existe une sous-suite convergente

	N en F .Autrement dit, pour toute ensemble non bornée E, l�ensemble A(
) est relativement

compact dans F:

Alors, A est compact.

Théorème 2

Une combinaison linéaire A = �A1 + �A2 des opérateurs compacts A1et A2 est un opérateur

compact pour toute scalaire � et �.

Démonstration

Soit �N une suite borné de E et soit A�N une suite de F , alors

10



0.5. Opérateurs compacts

A�1(x) = �A1(x) + �A2(x); avec �n 2 E;n 2 N:

Les opérateurs A1et A2 étant compacts, on peut extraire de A1�N et deA2�N deux sous suites

convergentes qui donne par leur somme une sous suite convergente de A�N . donc, A est compact.

Théorème 3

Le produit AB de deux opérateurs bornés A et B est compact si l�un des opérateursA ou B est

compact.

Démonstration

Soit �n un suite bornée de E, alors si B est un opérateur borné la suite B�n(x) est aussi

bornée, et de la compacité de l�opérateur A il existe une sous suite A(B�nk(x)) de A(B�n(x))

qui converge.

ce qui implique que AB est compact.

D�autres part si B est compact, on peut extraire de la suite B�n(x) une sous suite convergente

B�nk(x). , et de la continuité de l�opérateur A car il est borné la suite A(B�nk(x)) converge.

ce qui implique que AB est compact.

Théorème 4

Soit E un espace normé et F un espace de Banach, et soit An une suite d�opérateurs compacts

de E dans F , convergente en norme vers l�opérateur linéaire A de E dans F

Limn!1 k An �A k= 0:

Alors, A est compact.

Théorème 5

Soit A un opérateur borné de E dans F , à image A(E) de dimension �nie dimA(E) <1 .

Alors , A est compact.

Théorème 6

L�opérateur identique I de E dans E est compact si et seulement si E est de dimension �nie.

Démonstration

Soit �1 un élément de E, tel quek �1 k= 1;, alors F1 = span = h�1i est un sous espace fermé de

E car G1 est de dimension �nie. D�après le lemme1, il existe un élément �2 2 E , tel quek �2 k= 1

et k �1 ��2 k> 1
2 . Prenons une deuxième fois le sous espace fermé F2 = spanh�1;�2i , il existe
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0.5. Opérateurs compacts

alors un élément �3 2 E avec k �2 k= 1 ,k �1 � �2 k> 1
2 . On répète la même procédure jusqu�à

l�obtention d�un suite �n véri�ant k �n k= 1 et k �m � �n k> 1
2 , pour tout m 6= n .

Il est à remarquer que cette suite �n est bornée mais elle ne contient aucune sous suite conver-

gente. C.Q.F.D.

Théorème 7

Un opérateur compact est un opérateur borné. La réciproque est fausse.

Théorème 8

L�opérateur intégral A de C(
) dans C(
)

A'(x) =

Z


k(x; y)'(y)dy; x; y 2 


à noyau continu k(x; y) est un opérateur compact.

Démonstration

soit G un C(
) alors pour toute ' 2 G; il existe M > 0, tel que k ' k�M:de plus, for all x and

x 2 G ,we get

j A' (x) j=j
R

 k(x; y)'(y)dy j

� maxx;y2
 k (x; y)M

cela veut dire que A(E) est borné.

L�opérateur k(x; y) est uniformément continu sur le compact 
 �
 , d�où

8" > 0;9� > 0;8x; y; z 2 
; j x� y j< � )j k(x; z)k(y; z) j< "
M mes(
)

alors, pour ' 2 G et x; y 2 
 ; avecj x� y j< �

j A'(x)A'(y) j=j
R

(k(x; z)� k(y; z))'(z)dz:

6 "
M mes(
)M mes (
) = ":

Ceci exprime que l�ensemble A(E) est équicontinu, d�où A(E) est rela- tivement compact d�après

le théorème d�Arzelà-Ascoli.

Alors , A est compact.

Théorème 9
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0.5. Opérateurs compacts

L�opérateur intégral A de C(
) dans C(
) à noyau faiblement singulier est un opérateur com-

pact.

Théorème 10

L�opérateur intégral A de C(@
) dans C(@
) à noyau continu ou noyau faiblement singulier est

un opérateur compact sur C(@
) si @
 est de classe C1.

13



Partie II

Chapitre 2

14



0.6. Opérateur Intégral linéaire

0.6 Opérateur Intégral linéaire

0.6.1 Dé�nition :(Opérateur Intégral linéaire )

soit E un espace de Banach. L�opérateur A dé�ni par

A : E ! E

' �! A'

ou

A' : [a; b]! C

x! (A') =

Z



k (x; t)' (t) dt

et ou est un intervalle fermé bornée de R = (
 = [a; b] ou [a; x]),est appelé opérateur intégral

linéaire à noyau k

0.6.2 Noyau d�un opérateur

La fonction mesurable K(x; y) est dite noyau de l�opérateur intégral A:

0.6.3 Normes des opérateurs intégraux

Soit A un opérateur intégral dé�ni sur LP (G1), alors pour tout p et q conjugués (p+ q = 1), avec

(1 � p; q � 1), la norme de l�opérateur A est

donnée par

0B@Z
G1

0@Z
G2

j K (x; y) jp dy

1A
p
q

dx

1CA
1
p

Pour 1 < p <1:

k A kP=
Z
G1
es sup

Z
G2

=
1

2
sunknown2 e j K (x; y) j dx; pourp = 1:

essupx

Z
G2

j K (x; y) j dy; pour p = 1
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0.6. Opérateur Intégral linéaire

où k(x; y)une fonction mesurable dé�nie sur un ensemble mesuré G1� G2.

Remarque

L�opérateur intégral produit A2'(x) = A(A'(x)) admet un noyau k2(x; y) donné par:

k2(x; y) =

Z
E
k(x; z)k2(z; y)dz:

0.6.4 Noyaux itérés

Le noyau kn(x; y) de l�opérateur intégral produit An'(x) = A(An�1'(x)) est dit noyau itéré du

noyau k(x; y), donné par:

kn(x; y) =

Z
k(x; z)kn�1(z; y)dz:

0.6.5 Equations intégrales:

0.6.5.1 Dé�nition :(Equation intégral linéaire)

on appelle équation intégrale linéaire , une équation fonctionnelle de la forme:

' (x) = f(x) + �

Z



k (x; t)' (t) dt

ou ' est l�inconnu, k (x; t) appelé le noyau de l�équation intégrale et f(x) sont des fonctions

données.


 = ([a; b] ; [a; x]).

� paramètre.

ou sous forme d�opérateurs:

(I � �A)' (x) = f(x)

ou I est l�application identité.
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0.7. Equation de Fredholm et Volterra

0.7 Equation de Fredholm et Volterra

une équation dans laquelle la fonction inconnue d�une plusieurs variables �gure sous le signe

intégral est dite équation intégrale. Cette dé�nition générale tient compte de beaucoup de formes

naturellement issues de la modélisation des di¤érents problèmes de la mécanique et la physique

mathématique ou par remaniement d�une importante classe problème formulé auparavant par des

opérations di¤érentiels, notamment les problèmes aux limites et ceux de Cauchy.

0.7.1 les équations intégrales de Fredholm

la forme standard des équations intégrales linéaires de Fredholm est

h(x)' (x) = f(x) + �

bZ
a

k (x; t)' (t) dt ........... (�)

ou les limites de l�intégration sont des constantes .

si la fonction h(x) = 0,alors l�équation s�écrit :

f(x) + �

bZ
a

k (x; t)' (t) dt = 0;

cette équation plus simple est appelée l�équation intégrale linéaire de Fredholm de première

espèce .

si h(x) = 1; alors l�équation (�)devient tout simplement

' (x) = f(x) + �

bZ
a

k (x; t)' (t) dt

Cette équation plus simple est appelée l�équation intégrale linéaire de Fredholm de première

espèce.

exemple 1

1.12x
2 � 2

3x+
1
4 =

1Z
0

(x� t)' (t) dt est une équation intégrale linéaire de Fredholm de première

espèce .

2.'(x) = 2
3x�

1
3 �

1Z
0

(x� t)' (t) dt est une équation intégrale linéaire de Fredholm de seconde

espèce .

17



0.7. Equation de Fredholm et Volterra

0.7.2 Les équations intégrales de Volterra

Les équations de Volterra sont des cas particuliers de ceux de Fredholm dans lesquelles le noyau

k est tel que :

k (x; t) = 0 pour t � x

avec la limite d�intégration b = x:

La forme standard des équations intégrales linéaires de Volterra sont de la forme:

h(x)' (x) = f(x) + �

XZ
a

k (x; t)' (t) dt

Comme dans les équations de Fredholm, les équations intégrales de Volterra sont de deux types.

Si la fonction k(x) = 1,alors l�équation (�) devient tout simplement

' (x) = f(x) + �

XZ
a

k (x; t)' (t) dt

est s�appelle l�équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espèce.

Si la fonction k(x) = 0 , alors l�équation (�) s�écrit :

f(x) + �

XZ
a

k (x; t)' (t) dt = 0

cette équation est appelée l�équation intégrale linéaire de Volterra de première espèce.

Exemple 1

1. ' (x) = 1
1+x2

-

xZ
0

1
1+x2

' (t) dt est une équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espèce.

2. x =

xZ
0

exp (x� t) ' (t) dt cette équation est appelée l�équation intégrale linéaire de Volterra

de première espèce.
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0.8. Polynômes Orthogonaux

0.8 Polynômes Orthogonaux

0.8.1 Dé�nition:(Polynômes Orthogonaux)

On dit qu�une suite de polynômes P0(x); P1(x); P2(x); :::;où Pn(x) est de degré n, est orthogonale

si

(Pn; Pm) =

Z b

a
Pn(x)Pm(x)dx = 0;8n 6= m

Une telle suite forme évidemment une base orthogonale de l�espace des polynômes et il est bien

connu qu�étant donné un produit scalaire , nous pouvons en construire une, en appliquant le

procédé de Gram-Schmidt à la base canonique des polynômes, à savoir
�
1; x; x2; x3; :::

	
:

0.8.2 Orthogonalité

0.8.2.1 Dé�nition (Orthogonalité)

on dit que la famille de polynômes ( 'i)i � 0 à coe¢ cients réels est une famille de polynômes

orthogonaux sur [a; b] si quelque soit i 6= j on a



'i; 'j

�
=

bZ
a

'i(x)'j(x)dx = 0:

généralement on dit que la famille de polynômes ( 'i)i � 0 est une famille de polynômes

orthogonaux sur [a; b] avec poids w si



'i; 'j

�
w
=

bZ
a

'i(x)'j(x)w(x)dx = 0;8i 6= j

0.9 Etude de polynôme

0.9.1 Polynôme de Tchebychev :

En mathématique, un polynôme de Tchebychev est un terme de l�une des deux suites de polynômes

orthogonaux particulières réelles a la formule de Moivre.Il existe
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0.9. Etude de polynôme

deux suites de polynômes de Tchebychev ,l�un nommée polynôme de Tchebychev de première

espèce et notée Tn et l�autre nommée polynôme de Tchebychev de seconde espèce est notée Un ,Ces

les deux cas ,l�entier naturel n correspond au degré .

Ces deux suites peuvent être dé�nies par la relation de récurrence :

8n 2 NPn+2 = 2XPn+1 Pn

et les deux premiers termes:

T0 = 1 ; T1 = X pour la suite T

U0 = 1; U1 = 2X pour la suite U

Chacun este suite de polynômes orhogonaux par rapport a un produit scalaire de fonctions ,

associé a la fonction poids w(x) = (1� x2) 12 sur [1; 1] ces polynômes constituent un cas pariculier

des polynômes ulrasphériques

une dé�nition alternative de ces polynômes peut être donnée par les relations trigonométriques:

Tn(cos �) = (cosn�); soitTn(x) = cos(nar cosx)etUn(cos �) =
sin((n+ 1)�)

sin �

ce qui revient ,par exemple, a considérer Tn(cos �)comme le développement de cos(n�) sous forme

de polynôme en cos �:

contrairement a d�autre famille de polynômes orthogonaux ,tels ceux de Legendre ,d�Hermite ou

Laguerre, les polynômes de Tchebychev n�ont pratiquement pas d�application directe en physique.

En revanche, ils sont particulièrement utiles en analyse numérique pour l�interpolation polynomiale

de fonctions. En premier lieu, en ce qui concerne le choix des points d�interpolation , comme les

zéros de Tn(x) ou abscisses de Tchebychev ,en vue de limiter le phénomène de Runge.Egalement, ils

constituent une base canoniqueXnde R [X] des polynômes de Lagrange ,ce qui permet d�améliorer

sensiblement notamment utilisés pour le calcule éphémérides astronomiques.

Equation di¤érentielle dans les deux espèces:
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0.9. Etude de polynôme

�
1� x2

�
y"� xy0 + n2y = 0; y = Tn�1 (x)

�
1� x2

�
y"� 3xy0 + n(n+ 2)y = 0; y = Un (x)

Norme :

hn =
�
2 n 6= 0:

� n = 0:

hn =
�
2

0.9.2 Polynômes de Legendre :

En mathématique et en physique théorique; les polynômes de Legendre constituent l�exemple le

plus simple d�une suite de polynômes orthogonaux. Ce sont des solutions polynomiale Pn(x);sur

l�intervalle X 2 [�1; 1] de l�équation di¤érentielle de Legendre

d

dx

��
1� x2

� d
dx
Pn (x)

�
+ n (n+ 1)Pn (x) = 0

dans le cas particulier ou le paramètre n est un entier.

De façon équivalente,les polynômes de Legendre sont les fonctions propres de l�endomorphisme

de R [x] dé�ni par:

P ! U (P ) =
d

dx

��
1� x2

� dP
dx

�
Pour les valeurs propres �n (n+ 1) ; n 2 N:

Ces polynômes orhogonaux on de nombreuses ,par exemple pour la décompositions d�une fonc-

tion en série de polynômes de Legendre ,qu�en physique ou l�équation de Legendre apparaît

naturellement lors de la résolution des équations da Laplace ou de Helmholtz en coordonnés

sphériques.

Norme:

hn =
2

2n+ 1
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0.9. Etude de polynôme

0.9.3 Polynômes d�Hermite :

Les Polynômes de base d�Hermite Hn(x) de degré n et sont dé�nis par:

Hn(x) = (�1)nexp(x2)
dn

dxn
(exp(�x2); n = 0; 1; 2; 3; :::

On trouve ainsi les premiers de ces polynômes sur l�intervalle [�1; 1] :

H0(x) = 1.

H1(x) = 2x:

H2(x) = 4x
2 � 2:

H3(x) = 8x
3 � 12x:

Norme:

hn =
p
�2nn!

0.9.3.1 Quelques propriétés:

1.La propriété de la relation de récurrence :

Hn+1(x) = 2x Hn(x)� 2x Hn�1(x)

2. L�équation di¤érentielle:

H 00
n(x)� 2x H 0

n(x) + 2nHn(x) = 0

3. Aussi est une base orthonormée sur L2([�1; 1]; exp(�x2)dx).

0.9.4 Polynômes de Laguerre

En mathématique , les polynômes de Laguerre ,nommée d�après Edmond Laguerre,sont les solu-

tions normalisées de l�equation de Laguerre :

x y
00
+ (1� x) y0 + n y = 0
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0.9. Etude de polynôme

qui est une équation di¤érentielle linéaire homogène d�ordre 2 et se récrit sous la forme de

Sturm-Liouville :

d

dx
(x exp(�x)dy

dx
) = n exp(�x)y

Cette équation des solution non singulières seulement si n est un entier positif. Les solutions

Ln forment une suite de polynômes orthognaux dans L2 (R+; e�xdx),et la normalisation se fait en

leur imposant d�être de norme 1,donc ce former une famille orthonormale. Ils forment même une

base hilbertienne de L2 (R+; e�xdx) :

Cette suite de polynômes peut être dé�nie par la formule de Rodrigues:

Ln (x) =
ex

n!

dn

dxn
�
e�xxn

�
la suite des polynômes de Laguerre est une suite de Sheffer.

les polynômes de Laguerre apparaissent mécanique quantique dans la partie radiale de la solution

de l�equation de Schrodinger pour un atome a un électron .

les coe¢ cient dominant de Ln est (�1)n n!, obtenant ainsi des polynômes unitaires .

Norme:

hn =
�(n+ �+ 1)

n!
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0.10. Aspects numérique

0.10 Aspects numérique

Il y�a plusieurs méthodes numériques pour résoudre des équations intégrales linéaires de Volterra

de second espèce comme:( la méthode de Simpson, la méthode des Trapèze ...).Dans ce chapitre

on va étudier la méthode de collocation et la méthode de Galerkin.

0.10.1 Méthode de collocation

0.10.2 Application la méthode de projection:

Pour résoudre l�équation de Volterra de deuxième espèce on va choisir des points distincts x1;

x2; :::: xkn 2 D telle que

rn (xi) = 0 ; i = 1; :::::kn

ki vont déterminer les coe¢ cients fc1 ; ::::::; ckng comme solution du système linéaire

knX
j=1

Cj

�
��j (xi) +

Z
D
k (xi; t) �j (t) dt

�
= f (xi) ; i = 1; ::::::kn

d�ou

knX
j=1

Cj��j (xi) =
Xkn

j=1

Z
D
k (xi; t) �j (t) dt+ f (xi) ; i = 1; ::::::kn

Nous introduisons un opérateur de projection Pn : V ! Vn avec V = C (D)

Soit u 2 C (D) on dé�ni Pn comme élément de Vn d�interpolation de u aux points fx1 ; ::::::; xkng

Pnu (x) = �un (x) = �
knX
j=1

Cj�j (x)

donc

Pnu (xi) =
Xkn

j=1

Z
D
k (xi; t) �j (t) dt+ f (xi) =

knX
j=1

�Cj�j (xi) ; i = 1; ::::::kn

en posant �j = �Cj on peut écrire :
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0.11. Méthode de Galerkin

Pnu (xi) =
knX
j=1

�j�j (x) ; x 2 D

les coe¢ cients f�jg sont déterminés par la résolution du système

knX
j=1

�j�j (xi) = u (xi) ; i = 1; ::::::kn

Ce système admet une solution unique si

det [�j (xi)] = det
h
xji

i
6= 0:

Cette condition signi�e que les fonctions f�1 ; ::::::�kng constituent un système linéairement

indépendant.

0.11 Méthode de Galerkin

La méthode de Galerkin est une méthode très générale. L�idée de la méthode est la suivante

: partant d�un problème posé dans un espace de dimension in�nie, on procède d�abord à une

approximation dans une suite croissante de sous-espaces de dimension �nie.

La méthode de Galerkin consiste donc, à chercher une approximation de la solution sur une base

d�un espace d�approximation choisi.

0.11.1 Application de la méthode de collocation

soit V = L2 (D) l�espace d�Hilbert des fonctions de carré intégrable sur D:

on note par h:; :i produit scalaire sur V .soit f�ig un système fonctions orthogonales telle que

hrn;�ii = 0; i = 1; ::::; kn

comme

rn (x) =
knX
j=1

�
Cj

�
��j (xi) +

Z
D
k (xi; t) �j (t) dt

��
� f (x)

donc
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0.11. Méthode de Galerkin

hrn;�ii =
knX
j=1

�
Cj

�
��j (xi) +

Z
D
k (xi; t) �j (t) dt

��
� hf;�ii = 0; (i = 1; ::::; kn)

C�est le système linéaire de Galerkin .il su¢ t de déterminer les coe¢ cients Ci:

0.11.2 Application de méthode de Galerkin

soit a chercher une solution approchée de l�équation intégrale

�u (x)�
Z b

a
k (x; t)u (t) dt = f (x)

par la méthode de Galerkin .On choisit un système de fonctions f�jg 1linéairement indépen-

dantes dans V = L2 (D) :on cherche une solution approché sous la forme

u (x) =
1

�

24f (x) + nX
j=1

Ai�i (x)

35
On a le résidu

rn (x) = �u (x)�
Z b

a
k (x; t)un (t) dt� f (x)

donc

rn (x) = f (x) +

nX
j=1

Ai�i (x)�
1

�

Z b

a
k (x; t)

24f (t) + nX
j=1

Ai�i (t)

35 dt� f (x)
d�ou

rn (x) =
1

�

nX
j=1

Aj

�
��j (x)�

Z b

a
k (x; t) �j (t) dt

�
� 1

�

Z b

a
k (x; t) f (t) dt
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0.11. Méthode de Galerkin

d�après

hrn ,�ii = h�rn ,�ii =
Z b

a
�rn (x) �i (x) dx = 0:

Z b

a

0@ nX
j=1

Aj

�
��j (x)�

Z b

a
k (x; t) �j (t) dt

�
�
Z b

a
k (x; t) f (t) dt

1A�i (x) dx = 0:
Il vient

nX
j=1

Aj

�
�

Z b

a
�j (x) �i (x) dx�

Z b

a

Z b

a
k (x; t) �j (t) �i (x) dt dx

�

=

Z b

a

Z b

a
k (x; t) f (t) �i (x) dtdx:

On pose

�ij =

Z b

a
�j (x) �i (x) dx ; �ij =

Z b

a

Z b

a
k (x; t) �j (t) �i (x) dtdx:


ij =

Z b

a

Z b

a
k (x; t) f (t) �i (x) dtdx:

On obtient le système suivant:

nX
j=1

Aj
�
��ij � �ij

�
= 
ij ; :i = 1; ::::; n ((?))

Par conséquent, les coe¢ cientsAj ,j = 1; ::::n;se dé�nissent à partir de résolution du système((?))

si

D (�) = det
�
��ij � �ij

�
6= 0

Le système: ((?)) détermine de façon unique les coe¢ cients fAjg :
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0.12. Polynôme de Lucas

0.11.3 Solutions des équations intégrales linéaires de Volterra par la série de

Lucas

Dans ce travail, nous considérons l�approximation de la série de Lucas pour la solution de ces

équations intégrales, certainement cette technique nous conduit aux meilleures approximations

u (x)�
Z b

a
k (x; t)u (t) dt = f (x)

les fonctions f(x) et k(x; t) sont donnée et continues, la fonction u(t) doit être déterminée

comme fonction continue dans 
 . La recherche de la fonction approximative un de la fonction u

est donnée par :

nX
k=1

�kCk (x) = u (x) � �

ou l�expression ( ��) décrit la série tronquée de Lucas de la solution de l�équation (), avec les

fonctions fCkg0� k �n représentent les pilonnes de Lucas et f�kg0� k �n les coe¢ cients .

En d�autres termes, nous pouvons écrire :

rn (x) = u (x)�
Z b

a
k (x; t)un (t) dt� f (x) :

rn (x) =
Pn
k=1 �kCk (t)�

Pn
k=1 �k

Z b

a
k (x; t)Ck (t) dt� f (x)

rn (x) =
Pn
k=1 �k

�
Ck (t)�

Pn
k=1 �k

Z b

a
k (x; t)Ck (t) dt

�
� f (x) , x 2 


0.12 Polynôme de Lucas

Les Polynômes de Lucas Cn(x) sont dé�nis par la relation de récurrence suivante:

Cn(x) =

[n2 ]X
j=0

n

n� j

�
n� j
j

�
xn�2j

Les Coe¢ cients rationnels de polynome de Lucas Cn(x) est:
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n Cn

1 2

2 x

3 x+ 2

4 x2 + 3x

5 x3 + 4x2 + 2

6 :::::::::::::::::::::::::::::::::

: :::::::::::::::::::::::::::

Tableau. présente coe¢ cients rationnels.

0.12.1 Quelques exemples pour le résultat numérique

0.12.1.1 Exemple1

Considérons l�équation intégrale linéaire de Volterra

'(x)�
Z x

0
(x+ 6 (x� y))� 4 (x� y)2 '(y)dy = �4x2 � x� 2 + (3� x) exp (x)

la fonction f(x) est choisie de telle sorte que la solution exacte soit donnée par:

'(x) = exp(x)

:

La solution approximative 'n(x) de '(x) est obtenue par la méthode tronquée de la série de

Lucas.

Tableau 1.

Nous présentons les solutions exactes et approximatives de l�équation dans l�exemple 1 dans

certains points arbitraires, l�erreur pour N = 10 est calculée

x solution exacte ' solution approx 'n erreur erreur[5]

0.000000 1.000000e+000 -1.000000e+000 0.0e+000 3.4e-002

0.200000 1.221403e+000 1.221402e+000 5.5e-007 6.7e-003

0.400000 1.491825e+000 1.491823e+000 1.3e-006 1.7e-002

0.6.00000 1.822119e+000 1.822116e+000 2.6e-006 3.5e-002

0.800000 2.225541e+000 2.225536e+000 4.9e-006 1.9e-002

1.000000 2.718282e+000 2.718273e+000 9.0e-006 1.0e-002
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0.12.1.2 Exemple 2

Considérons l�équation intégrale linéaire de Volterra

'(x)�
Z x

0
(xy � xy)'(y)dy = �3

4
x6 � 1

3
x5 + x4 � 1

2
x3 + 3x� 1

la fonction f(x) est choisie de telle sorte que la solution exacte soit donnée par:

'(x) = 3x� 1

La solution approximative 'n(x) de '(x) est obtenue par la méthode tronquée de la série de

Lucas.

Tableau 2

Nous présentons les solutions exactes et approximatives de l�équation dans l�exemple 2 dans

certains points arbitraires, l�erreur pour N = 10 est calculée

x solution exacte ' solution approximative 'n erreur erreur [5]

0.000000 -1.000000e+000 -1.000000e+000 1.1e-016 0.0e-000

0.200000 -4.000000e-001 -4.000000e-001 5.5e-017 4.0e-004

0.400000 2.000000e-001 2.000000e-001 1.6e-016 1.1e-003

0.600000 8.000000e-001 8.000000e-001 3.3e-016 2.9e-003

0.800000 1.400000e+000 1.400000e+000 2.2e-016 3.1e-003

1.000000 2.000000e+000 2.000000e+000 4.4e-016 9.3e-003

0.12.1.3 Exemple 3

Considérons l�équation intégrale linéaire de Volterra

' (x)�
xZ
0

e(�x+t)' (t) dt = (1� x) e�x

:

la fonction f(x) est choisie de telle sorte que la solution exacte soit donnée par:

'(x) = exp(�x)
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Tableau 3

Nous présentons les solutions exactes et approximatives de l�équation dans l�exemple 3 dans

certains points arbitraires, l�erreur pour N = 10 est calculée

t solution exacte ' solution approximative 'n erreur erreur

1 000000e-001 9.048374e-001 9.048374e-001 3.552714e-015

2 000000e-001 8.187308e-001 8.187308e-001 3.108624e-015

3 000000e-001 7.408182e-001 7.408182e-001 3.219647e-0151

4 000000e-001 6.703200e-001 6.703200e-001 3.330669e-015

5 000000e-001 6.065307e-001 6.065307e-001 3.330669e-015

6 000000e-001 5.488116e-001 5.488116e-001 3.108624e-015

7 000000e-001 4.965853e-001 4.965853e-001 3.164136e-015

8 000000e-001 4.493290e-001 4.493290e-001 2.942091e-015

9 000000e-001 4.065697e-001 4.065697e-001 3.719247e-015

10 000000e-000 3.678794e-001 3.678794e-001 6.106227e-016

conclusion

Notre but est de faire la solution des équations intégrales linéaires de Volterra par les polynôme

de Lucas, Nous avons donné les principaux types de méthodes d�approximations numériques

1.La méthode de Collocation.

2.La méthode de Galerkin.

La méthode de Collocation est une application de la méthode de projection ,c�est à dire de

choisir des noeud de points distincts de sorte que le résidu soit nul dans ces points.

La méthode de Galerkin dans le cas lorsque le problème posé est dé�nie dans un espace de

Hilbert , le produit scalaire des éléments de la base par le résidu soient nuls.
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    Résumé 
    Dans ce travail, nous recherchons la solution approchée des 

équations intégrales de Volterra en utilissant polynomes de Lucas et 

fonctions de teste données, afin de réduire ces équations à un système 

linéaire ou sa solution est de trouver les coefficients de Lucas et 

ensuite la solution de l'équation. la convergence de cette méthode est 

assurée et l'erreur est comparée avec d'autres méthodes. 
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    Abstract 
    In this work, we seek the approximate solution of Volterra integral 

equations using Lucas polynomials and a given test functions,in order 

to reduce those equations to a linear system where its solution is to 

find the Lucas coefficients and thereafter the solution of the 

equation.The convergence of this method is assured and the error is 

compared with other methods. 
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 الملخص

 
 دام معادلات لوكاس كثيرفي هذا العمل ، نسعى إلى إيجاد حل تقريبي لمعادلات فولتيرا التكاملية باستخ

ووظائف اختبار معينة ، من أجل تقليل هذه المعادلات إلى نظام خطي حيث يكون حلها هو إيجاد  الحدود

 مقارنة الخطأ بالطرق الأخرى. معاملات لوكاس وبعد ذلك حل المعادلة. يتم التأكد من تقارب هذه الطريقة و

 الكلمات الدالة

 

 التكاملية الخطية المعادلات. 
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