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Introduction

Les équations aux dérivées partielles (EDP) sont omniprésentes dans toutes les sciences,
puisqu’elles apparaissent aussi bien en dynamique des structures, mécanique des fluides. Une
grande majorité des problémes non linéaires sont décrits par des systémes des équations aux
dérivées partielles d’évolution non linéaires, ces modeéles jouent un roéle trés important dans
I’étude de plusieurs phénomeénes physiques, par exemple réactions chimiques, traitement de
I’image...etc. Il y a plusieurs méthodes pour étudier ces systémes, par exemple les solutions
similaires, les solutions de similitude dans les premiéres années ont été trouvées par des
moyens physiques directs et arguments dimensionnels. Les deux exemples les plus célébres
sont les problémes d’explosion et implosion (Taylor (1950), Sedov (1959), Guderley (1942)).
Les systémes paraboliques parmis les systémes non linéaires qui sont étudiés par plusieurs
mathématiciens comme (Julio.Rossi, Fujita, ...), et le but principal de cette étude consiste
dans la plupart des cas & déterminer ’exposant critique de type Fujita, qui a proposé a la
premier fois par Fujita avant les années 1970 dans une discussion sur ’équation de la chaleur
avec une condition non-linéaire. Au cours de ces derniéres années il y a eu un certain nombre
de prolongements de résultat de Fujita dans diverses directions.

Dans ce mémoire nous allons étudier des solutions non négatives du systéme parabolique
des milieux poreux :

ue = (u™),,
v = (V")

avec des conditions aux limites non linéaires :



Introduction

et conditions initiales ug (x),vo () non triviales, non négatives a support compact.

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Dans le premier chapitre on va donner quelques définitions importantes (solution auto
similaire, solution globale, solution explosion, ...etc) et on définie le systéme que nous avons
étudié.

Dans le deuxiéme chapitre on va étudier I'existence de la solution auto similaire pour
déterminer ’exposant critique de 'existence globale et de type Fujita, et trouver la solution
auto similaire en cas particulier.

Dans le troisiéme chapitre on étudie I'existence et 'unicité du probléme dans le cas des
conditions initiales égales a zéro et nous montrons que la solution du probléme augmente
avec le temps pour certaines conditions initiales, et on met en évidence quelques résultats du
probléme, finalement nous montrons les résultats mentionnés dans ce chapitre, c¢’est-a-dire
on montre ’exposant critique de 'existence globale et de type Fujita et on montre dans le

derniére chapitre 1’ensemble de I'explosion (blow up).



Chapitre 1

Notions élémentaires

1.1 Quelques définitions

1.1.1 Equation aux dérivées partielles

En mathématiques, plus précisément en calcul différentiel, une équation aux dérivées par-
tielles ou équation différentielle partielle (EDP) est une équation mathématique contenant
plusieurs variables indépendantes (z1,zs,...,2,) € R™, et une ou plusieurs dérivées par-

tielles.

Définition 1.1.1 (Equation aux dérivées partielles)
Une (EDP), est une équation dont les solutions sont les fonctions inconnues vérifiant cer-

taines conditions concernant leurs dérivées partielles, qu’on peut écrire sous la forme :
P(x1, o, .o Uy Uspyy Ugyy « ooy Uy s Uagzgs - - -) = 0.

Il y a deux types importants d’EDPs : les équations aux dérivées partielles linéaires
et non linéaires. Dans certains cas, on rencontre des équations aux dérivées partielles non
linéaires, c’est-a-dire que la relation entre les fonctions et leurs dérivées partielles est non

linéaire, la plupart du temps, comme exemple I’équation milieu poreux.

n

Définition 1.1.2 L’équation de " milieu poreux " (porous media), est une équation aux

dérivées partielles parabolique non linéaire définie comme suite :

u = "), reR, t>0, m>1.



1.1. Quelques définitions

Notre objectif consiste a étudier un systéme de deux EDPs non linéaire de milieu poreux

n

qui s’appele " systéme des milieux poreux ".

1.1.2 Solution auto similaire

" solution auto similaire " d’une équation aux dérivées partielles est une

On appelle
fonction de deux variables sous forme spéciale, transforme une EDP en EDQ, il y a plusieurs

formes ou bien types, par exemple :
1.ou(z,t) =t*f (t%) , type classique.

2. u(z,t)=(T—-t)"f (ﬁ) , type blwo up.

3. u(z,t) =e"f (J5), type exponentielle.

4. u(z,t)y=c(t) f (%) , type général.

Tels que «v et 3 des constantes réelles appelées paramétres de la solution, et a () , ¢ (t) des
fonctions réelles dépendent de ¢, et f est une fonction d’une seule variable appelée "profil",
cette fonction est une solution de 'EDO.

La condition pour qu’une équation aux dérivées partielles admette une solution auto
similaire est donnée par :
si

P(t, z, u, ug,..)=0
une équation aux dérivées partielles, alors P admet une solution auto similaire si et seulement
si elle est invariante sous I’action de dilatation (invariance d’échelle).

C’est-a-dire si I'on remplace :

alors

avec s,7v, A € R.



1.2. Définition du systéme des milieux poreux

1.1.3 Solution globale et solution explosion

Soit P une équation aux dérivées partielles.

On dit que u (z,t) est une " solution globale " de I’équation aux dérivées partielles P,
si u (z,t) est définie Vt € 0, 0ol.

On dit que u (x,t) est une " solution explosion " (solution blow up) de ’équation aux
dérivées partielles P si :

lim [|u (z,#)]|., = +oo

t—
et u (x,t) est définie V¢ € |0, T, tel que T’ < oo.

Dans ce cas il n’y a pas d’existence globale.

1.1.4 L’exposant critique de I’existence globale et de type Fujita

Nous allons pour la suite définir ’exposant critique de l’existence globale et ’exposant

critique de type Fujita.

Définition 1.1.3 (L’exposant critique de I’existence globale)
On dit que py est un exposant critique de l’existence globale s’il a la propriété suivante :

st 0 < p < pg, toute les solutions sont globales et si p > py, il existe des solutions blow up.

Définition 1.1.4 (L’exposant critique de type Fujita)
On dit que p. est un exposant critique de type Fujita s’il a la propriété suivante :
st pp < p < pe, les solutions est blow up et si p > p., il existe des solutions globales pour

petites conditions initiales, et solutions blow up pour des conditions initiales assez grandes.

1.2 Définition du systéme des milieux poreux

Soit le systéme des milieux poreux suivant :

up = (u™
0= W)z L x>0, t€]0,T] (1.2.1)
v = (V")

tels que m,n > 1, on compléte le systéme par les conditions aux limites non linéaires

suivantes :



1.2. Définition du systéme des milieux poreux

= (™), (0,8) = 0" (0,2)

, x>0, te€]0,T][ (1.2.2)
- (Un):c (Oa t) = uf (Oa t)
avec p,q > 0, et les conditions initiales suivantes :
u(x,0) =ug (z
(#,0) =0 (@) L x>0 (1.2.3)
v (z,0) = v (z)

telle que wug (), vp (x), sont des fonctions continus non négatifs & supports compacts c-a-
d: supp(uo (z)) C Ry, supp(vy (x)) € Ry. Ce systéme apparait dans plusieurs branches
d’applications mathématiques. Ils ont été utilisés pour modéliser, par exemple, réactions
chimiques, le transfert de chaleur, la dynamique des populations.

Comme nous le verrons, pour certaines conditions, les solutions de ce probléme peuvent
devenir une bounde dans un temps fini, ce phénomeéne est connu comme Blow up et a été
observé dans plusieurs équations scalaires depuis les travaux de Fujita [2].

Comme un précédent, nous avons le travail de Galaktionov et Levine [§], I’étude du

probléme scalaire de milieu poreux :

up = (u™)
— (™), (0,t) =uP(0,t) , x>0,t€]0,T[, m>1, p>0. (1.2.4)
u(z,0) = ug ()
Ils montrent que :
»Si0<p<p = mT“, chaque solution est globale dans le temps.
» Sip>py = mTH, il y a des solutions blow up de temps fini, et py est un exposant
critique de I'existence globale.
D’autre part, ils prouvent que p. = m + 1 est un exposant critique de type Fujita. Par
définition, cela signifie que p. posséde les propriétés suivantes :
> Si po < p < pe alors u(x,t) #Z0 et u(x,t) est blows up (Vug non triviale).
» Sip > p., alors u (x,t) est globale en temps pour petite ug # 0, et u (x,t) est blwo up

pour ug assez grand.



Chapitre 2

Existence de solution auto similaire

du systéme des milieux poreux

Dans ce chapitre on cherche des solutions auto-similaires de types différents du systéme
des milieux poreux. Pour montre I'existence de ce types des solutions, on utilise un résultat

de Gilding et Peletier.

2.1 Théoréme de ’existence

Soit le probléme suivant :

"

(f™ (1) +anf () =bf (1), Y0 <7y < +oo (2.1.1)
f0)=U (2.1.2)
(f™) (0)=V (2.1.3)

tel que a,b € R et m > 1.

Définition 2.1.1 (Solution classique)
On dit que la fonction [ est une solution classique du probléeme (2.1.1) — (2.1.3) dans un
domaine @ de R, si f est une fonction de classe C* de n, dans Q et si elle satisfait

(2.1.1) — (2.1.3) point par point dans Q.



2.1. Théoréme de 'existence

Définition 2.1.2 (Solution faible)

On dit que la fonction f est une solution faible du probléme (2.1.1) — (2.1.3) si :
1. f est bornée, continue et non négative.

2. (f™) admet une dérivée continue.

3. f vérifie lidentité :

‘sO’ [(f™) + anf'] dn + (a+b) /isofdn =0, Yo € C§ (0,400) .

0 0

Dans la suite, on donner le théoréeme de Gilding et Peletier (voir [3],[5], [6]).

Théoréme 2.1.1 Soit a,b,V € R et U > 0, on fize a et b. Soit Sy 'ensemble des valeurs
(U, V) telle qu’il existe une solution faible f non négative & support compact de (2.1.1) —
(2.1.3), et soit S l'ensemble des valeurs (U, V') pour qu’il existe une solution classique f,
positive de (2.1.1) — (2.1.3).

a) Sib<0et2a+b<0, alors :

Sa={(0,0)} et Sp=2.
b) Sib<0et2a+b=0, alors :
Sa={(0,V):0<V <400} et Sp=0.
c) Sib<0 et2a+b>0, alors 3V,, tel que :
SA:{(U,UMTHV*):OSU<+OO},

et
SBZ{(U,V):0§U<+00, UmT“V*<V<+oo},

avec

Vi>0sia+b<0,Vo=0sta+b=0, etV,<0sia+b>0.

d) Sib>0 eta>0, alors 3V, <0, telle que :

SA:{(U,U’"T“V*) :0§U<+oo} et Sp— 0.

10



2.2. Solution auto similaire du systéme

e) Sib>0eta<0,oub=0eta<O0, alors :
Sa={(0,0)},

et il existe un unique Vi, tel que :

SB:{<U,U”2“V*) :0§U<+oo},

avec

Ve<0sib>0etV,=0sb=0.

Remarque 2.1.1 Dans le cas a = ((m — 1) /2)b > 0, on obtient V, = —1.

Ce cas est une conséquence de l’existence de solution auto-similaire de la forme exponentielle

du probléme (1.2.4) avec p = ", (voir [8]).

Remarque 2.1.2 Les solutions sont en principe faibles. Toute fois, si elles sont positives

dans le cas globale, elles sont aussi classiques.

2.2 Solution auto similaire du systéme

2.2.1 Type explosion

Maintenant, nous allons chercher la solution auto similaire du probléme (1.2.1) — (1.2.2)

sous la forme explosion (blow up).

Théoréme 2.2.1 Soit :

I
—~
~
|
~
SN—"
8
=
—~
4
N—
I
8
~
~—
~
|
~
N~—
RS

u(x,t)

(2.2.1)
v (z,t)

pq > (m;1> <”;1> (2.2.2)

alors il existe une solution auto-similaire (blow up) du probléme (1.2.1)—(1.2.2), de la forme

(2.2.1).

I
—~
~
|
~
~—
Q
N
—~
Y
~
Y
I
8
~
|
~
~—
(=)
N

Si

De plus, le support de f est Ry si 3, > 0, et compact si 8, < 0. De méme, le support de g

est Ry si 85 >0, et compact si 55 < 0.

11



2.2. Solution auto similaire du systéme

Preuve. On considére la solution donnée de la forme (2.2.1), on remplace dans les
équations (1.2.1) on obtient :
—on (T =" f () + BE(T =)™ f (€)= (T =)™ (/™) (§)

"

—ay (T =) g (Q) + Bl (T — ) g () = (T = )" (g") (¢)

—anf (&) + Babf (€) = (T — ™2t (fm)” (¢)

—ang (C) + ByCg (¢) = (T — )" 2ot ()" ()

alors les conditions des similarités données par :

may —oy — 28, +1=0
nog —ag — 20, +1=0

a1 —1=ma; — 205,

(2.2.3)
s — 1 =nag — 20,
et si on remplace (2.2.1) dans les conditions aux limites (1.2.2) on obtient :
— (T =)™ (fm) (0) = (T = )" (9)? (0)
= (T = 1) (g") (0) = (T = )" (/)* (0)
man = iy = pas (2.2.4)

noy = B = qon.

La résolution du systéme linéaire (2.2.3) — (2.2.4), on trouve ay, as, 3, 55 donnés comme :

(m — 1) —2 0 0 aq -1
0 0 (n—1) =2 B4 —1
m -1 —p 0 Qg 0
—q 0 n -1 B 0
o —(n+1) —2p 2(n+1) 4p -1
1 (m+1)(n+1)—4pg  (m+1)(n+1)—4pq (m+1)(n+1)—4pg  (m+1)(n+1)—4pq
3 —(m(1+n)—2pq) p(l—m) m—n+mn—1 —2p(1—m) 1
= 1 _ (m+1)(n+1)=4pg  (m+1)(n+1)—4pg  (m+1)(n+1)—4pg  (m+1)(n+1)—4pg |
a —2¢ —(m+1) 4q 2(m+1) 0
2 (m+1)(n+1)—4pg  (m+1)(n+1)—4pg (m+1)(n+1)—4pg (m+1)(n+1)—4pq
ﬁ qg(1—n) —(n(14+m)—2pq) —2q(1—n) —(m—n—mn+1) 0
2 (m+1)(n+1)—4pg  (m+1)(n+1)—4pg (m+1)(n+1)—4pg (m+1)(n+1)—4pq

12



2.2. Solution auto similaire du systéme

alors

2p+n+1 2¢+m+1
_ g = (2.2.5)
(m+1)(n+1) —4pgq (m+1)(n+1) —4pgq

pm—1-2q)+(n+1)m gn—1=-2p)+(m+1)n

g

b= (m—+1)(n+1)—4pg ’ Ba = (m+1)(n+1) —4pq (2:26)
On a «p,0y <0 ssipg> (mTH) (”T“) D’autre part les profils f et g vérifient :
™)' © = BF (€ = =] € 02
(g") (Q) = B2y () = —a2g(C)
et les conditions : ,
() O = (P O )
—(g") (0) = (f)*(0).
Comme f et g satisfaisant (2.1.1) tel que les coefficients a; = —3,, by = —ay et ag = —f3,,

by = —a (respectivement).
D’apres le théoreme 2.1.1 partie ( (d ) si 51,85 < 0) et ((e) si 5,3, > 0) il existe un
parametre U; de solution f de (2.1.1) vérifie :

f(0)=U,
(f™ (0)=U; * Vi

tel que (Viq < 0, car —a; > 0 ) et le profil f & support compact si 3, < 0, et il est positif

m+1

dans Ry si f; > 0, car : pour §; <0, Sy = {(U,UTV*) :0§U<—|—oo}, Sp = @, et
m+1

pour 3, >0, Sy = {(0,0)}, Sp = {(U, UTV*) 0<U< +oo}. De méme, il existe un
parametre Us de solution g de (2.1.1) vérifie :

g(0) = U,
(g") (0) =Uy? Vi

tel que (Vip < 0, car: —ap > 0 ) et le profil g & support compact si 3, < 0, et il est positif
dans R, si B, > 0. D’apres les conditions aux limites (2.2.8), Uy, U, vérifient les équations

suivantes :

m+1
2

_U1 ‘/*1 = U2p
n+1

—U,? Vi = UL

13



2.2. Solution auto similaire du systéme

Comme :
Va <0
Ve <0
m+1
-U;? Via>0
= nt1
—-U,? Vo >0
donc si on passe logarithme on obtient :
m+1
In (—U1 ? v*l) = In (U7)

In (-U;%V*Q) — o (UY)

mTﬂln(Ul) —pln(Us) = —In (|Via])

=
”THIH(UQ) —qln(Uy) = —In(|Via|) .
Alors
mil In (U —In(|Vi
> P (O n(Val) (2.2.9)
—q¢ " In (Us) —In(|Via|)

On a le systéme (2.2.9) admet une solution unique ssi :

m+1 —p

det 2 #0

— ntl
a =

(552) (152) mromme (252)(59).

c-a-d

2

2.2.2 Type classique

Dans la suite, nous allons chercher la solution auto similaire du probléme (1.2.1) — (1.2.2)

sous la forme classique.

Théoréme 2.2.2 Soit :
_ foq — B1
u(e,) =€), €=/t 0210
v(z,t) =129 ((), ¢ =/t

14



2.2. Solution auto similaire du systéme

pg < <m2+1) <”;1) (2.2.11)

alors il existe deux fonctions f et g positives dans Ry, tel que (u,v) donnés comme (2.2.10)

a) Si

est une solution auto-similaire globale du probléme (1.2.1) — (1.2.2), les conditions initiales
sont identiquement nulles. Cette solution existe pour oy, as > 0 et 8y, 85 > 0.
b) Si
a1+, >0etay+ 5y >0

alors il existe des fonctions f et g & supports compacts dans R, tel que (u,v) donnés comme
(2.2.10) est une solution auto-similaire globale du probléeme (1.2.1) — (1.2.2). Cette solution
existe pour aq,ay < 0 et 8,8, > 0, et elle tend vers zéro lorsque t — oco. Par conséquent

les supports augmentent avec le temps.

Remarque 2.2.1 $i

o1+ P <0 ouay+ 5, <0,

il n’y a aucun profil f, g € L*(Ry) tel que (u,v) donnés comme (2.2.10) , en effet

+oo —+o0

/u(x,t) dx:taﬁﬂl/f(g)dg.

0

Alors si ap + B, < 0, la masse de u n’augmenterait pas.

On a u(x,t) augmente avec le temps c-a-d :

—+oo —+oo
th >ty = u(x,ty) >u(z,ty) = /u(x,tl)d:c > /u(m,to)dx,
0 0

mais si f, g € L*(R,), alors :

—+oo —+oo

[u@pis=enc o= [ e,

0

donc . .
ty > to =t o > o = /u(:p,to)daz > /u(:p,tl)daz.
0 0
Contradiction.

15



2.2. Solution auto similaire du systéme

Preuve. On suppose que la solution donnée de la forme (2.2.10). On remplace dans les
équations (1.2.1) on obtient :
art® T (€) = By&tr () = i () (€)

"

ast®2 g (Q) — BCt2 g (O) = 727252 (g7) (¢)

arf (€) — B1Ef (€) = tmer—eat1=28y ()" (¢)

azg (€) = BaCg’ (€) = 2721720 (g7) (().

Alors les conditions des similarités données par :

a1 —1=may; — 20,

as — 1 =nag — 20,

et si on remplace (2.2.10) dans les conditions aux limites on obtient :

maoy — By = pay

nag — By = qay.
Donc on trouve le méme systéme linéaire (2.2.3) — (2.2.4) et par suite a4, ap et 5, 35 donnés
comme (2.2.5) — (2.2.6).

Les conditions aux limites des profils sont encore données par (2.2.8) :

—(f™) (0) = ()" (0)
—(g") (0) = ()*(0).
Les équations des profils sont maintenant différentes :

"

(f™) (&) + Bi&f (&) = anf (€)

"

(g") (Q) + BaLg () = aag (C).

Ainsi, f et g satisfaisant (2.1.1) avec les coefficients a1 = (1, by = a; et as = 5, by =

(2.2.12)

(respectivement).
a) Si ag, s > 0 c-a-d (2.2.11) vérifiée, alors j3;, 3, > 0.
On applique le théoréeme 2.1.1 partie (d). Comme preuve du théoréme 2.2.1.

Donc, il existe un parameétre U; de solution f de (2.1.1) vérifie :

f(0)=U,
(/™ (0) =0, * Vi
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2.2. Solution auto similaire du systéme

tel que (Vi1 <0, car ag > 0,5, > 0).

De méme, il existe un parameétre Us de solution g de (2.1.1) vérifie :

9(0) =Us
’ ntl
9") (0) =U,* Via

(
tel que (Via < 0, car ap > 0,8, >0 ), alors U et Uy vérifient les équations suivantes :
m+1
U, Vg =U}
n+1

—U,? Vip=UL

On passe logarithmes on obtient (2.2.9) c-a-d :
P In (Uh) —In (Vi)
—q¢ 5 In (U) —In ([Via)
Le systéme (2.2.9) admet une solution unique ssi :
m+1 n+1
mt (M57) ()
donc, nous obtenons qu'il existe des profils positifs f et g des problémes (2.2.12) et satis-

faisant (2.2.8).
b) Si ay, 0 <0 (c-a-d pg > (Z2) (ZH2) ) et ag + B > 0 et an + 8, > 0.

On applique le théoréme 2.1.1 partie (c). Comme preuve du théoréme 2.2.1.

Dongc, il existe un parameétre U; de solution f et un paramétre U, pour g vérifie :

m-+41 »
—U 2 Va=10;
n41 q
—U, % Viy = Uf

tel que (Viq, Vio <0, car a; + 1 >0, aa+ 65 >0). Ona: a;+5; > 0et as+ [, > 0 alors
a1+251>06ta2+252>0.

Enfin, si on passe logarithme on trouve le systéme (2.2.9) qui admet une solution unique

me (157) ()

Dong, il existe des profils f et g & support compact satisfaisant (2.2.12) et (2.2.8).

ssi

> Si(ag+ 5, <0etag+ [y <0) donc Vi > 0, alors le systeme :
m+1
—U, T Vg = U2
n41

—U, ® Viy = Uf

n’admet pas une solution. m
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2.2. Solution auto similaire du systéme

2.2.3 Type exponentielle

Dans la suite, nous allons chercher la solution auto similaire du probléeme (1.2.1) — (1.2.2)

sous la forme exponentielle.

Théoréme 2.2.3 Soit
u(x,t) =ef (&), &=u/eh

v(w,t) = e2g (), ¢ = /e,

_(m+1 n+1
pg = 5 5 .
Alors Yoy > 0, il existe une solution auto similaire globale du probléme (1.2.1) — (1.2.2), de

la forme (2.2.13), avec :

e (5o (5o () (5o o

De plus, les supports des f et g sont compacts.

(2.2.13)

Si

Preuve. On suppose que les solutions de la forme (2.2.13), on remplace (2.2.13) dans
les conditions aux limites (1.2.2), on obtient encore la relation (2.2.4), et si on remplace

(2.2.13) dans les équations (1.2.1) on trouve des relations différentes & savoir :

"

e f () = iget [ (€) = em P () (€)
aze®2g () = BaCe'®2g’ () = €% (g")" (()

arf (€) — B1Ef () = elmer—ea=280t (fm)” (¢)

029 () = By () = elroaaa=2%)t (g) " (()

alors les conditions des similarités données comme :

may — 208, = oy

(2.2.15)

nag — 205 = as.
D’apres (2.2.4) — (2.2.15), on a :

may — pag = 34

nog — qog = 52
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2.2. Solution auto similaire du systéme

alors
mag — 2 (may — pag) = aq
nag — 2 (nag — qan) = an
—maq + 2pag = o
—nag + 2qa; = a3
donc

(m+1)a; — 2pag =0
(n+1)a2—2qa1 =0
m+1 =2 o} 0
= b )= . (2.2.16)
—2q n+1 Qo 0

Alors, il existe une solution non triviale (o, ay) de (2.2.16) ssi pg = (TH) (”TH) Dans ce

cas on trouve une relation (2.2.14) entre o et aq, 8, 3, comme suit :
- _ (mn1
1. (m+1)a1—2pa2—02>042—<m2—p)a1.

2. mal—p(mQ—;l) ap =By = By = (%) o

3. By = (254 a2 = By = (%) (35 an.

Les conditions aux limites des profils sont encore données par (2.2.8), tandis que les
équations des profils sont données par (2.2.12).
Si ap > 0 alors ag, (34, 55 > 0, dans ce cas on applique le Théoréme 2.1.1 partie (d), et

a l'aide de Remarque 2.1.1, on trouve (Vi = Vip = —1 car 1 = (1) oy, By = (%52) )

alors le systéme (2.2.9) donné comme :

mT“ —p In (U7) 0

—q "T“ In (Us) 0

admet une solution non triviale (Uy, Us) ssi pg = (mTH) ("T“)
Donc nous obtenons qu’il existe des profils f, g a support compact vérifient (2.2.12) et

(22.8). m
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2.3. Solution explicite (cas particulier)

2.3 Solution explicite (cas particulier)

Maintenant, nous allons chercher la solution du probléme (1.2.1) — (1.2.2) sous la forme
(2.2.1), c-a-d on cherche la solution auto similaire de type " blow up " dans le cas
(81,82 =0). La recherche d’une solution auto similaire en général n’est pas facile, car
la résolution d’EDOs est trés difficile en général, mais pour certain cas on peut trouver des
solutions explicites.

Soit I’équation suivante :

(f™" () +anf () = bf(n), Y0 <1 < +oo (2.3.1)
f0) = U
(f™ () = V.

Sia=0etb>0, lasolution de (2.3.1) donnée comme :

on pose
gn) = (f") () = f(n) = g=(n)
alors
g'(n) = bgm(n)
" (1) = by g ()
donc
o Qbm 2 Tg-%—l
g = m—+1 g
alors o
m—1 2bm 2 mt
g(n)—(( - ><<m+1> 77+C'>> , telque C eR
donc 1
m—1\2/ 2bm 9 m
(o) = (( ) (m+1)<cm—n>)
avec B
Cm = v 1



2.3. Solution explicite (cas particulier)

Si on pose :
4 (m— D2/ b
" 2m m+1
donc : )
m—1 2 m—1 m—1
(Am< 1_77>> S1 0<77§Uﬁr;
fln) = (A)? (4’
0 sigp>Y 2
(Am)?
On a
(f™(0) = V=V=WU"%
2m.b
tel : Ve= —4)/ ——.
e aue m+1

D’aprés le théoréme 2.2.1, les profils f et g vérifient :

tel que :
£0) = Us, (™) (0) = Viall,*
9(0) = Ua, (9") (0) = Vaally *
Si
Bi=0=>a; = —ﬁ:—a1>0
Bo=0= s = —ﬁ:>—a2>0
dans ce cas
Vo = =/
Vio = =/ 7%

Le systéme (2.2.9) sera comme suit :
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2.3. Solution explicite (cas particulier)

In(0) = =,
mdl) (In 22{1 +q(In mzzril
@) = - )
) o ) ol )
Gi—e GG
- ) () )
Giee R

donc les profils f et g données comme suit :

1

1

2 m—1
(m—1) <U1m21 ((2m(m+1)))§ _ 5) ,si 0<a< Ufn% <(27Fﬂ(1n2-1&-)1)))§

F&) = | Gumm n-1)

=

m—1 2
: med ( Gm(mt1))
, S1 T > U1 2 (W)

0
_1
1 2 n—1 1
(n—1) 2L ennt1)\ 0 : 2 @nma1))?
9O = | @y | Uz < ) ) —< , st 0zl ( (n=1) )
1 3
: 251 ( @n(nt1)
0 , st a>U; 7 ((n—l))

La solution auto-similaire sous la forme (2.2.1) du probléme (1.2.1) — (1.2.2) dans le cas

1

(B4, By = 0) donnée comme :
= | ) e ((@mmt)) mL [ (@m(mt1))
ul@ t) = (T =" | Gumrm) (Ul ’ (W) - x) , 0<2<U? (S

_1_
1

2 n—1
n—1 2
5 [ (2n(n+1))
a ) O§x§%2(7ﬁﬁo

1

=1 n—1 n-l 2n(n+1 2
U(x’ t) = (T — t) n—1 —(2£(n+)1)) <U2 2 <( (7(1_"'1‘) ))) —
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Chapitre 3

Existence globale et explosion

3.1 Existence et unicité

En suite, nous traitons le probléme de lexistence et 'unicité du systéme (1.2.1) — (1.2.3),

dans le cas les conditions initiales (up = v9 = 0). On comence par les définitions suivantes :

Définition 3.1.1 (Subsolution)
On dit que le couple (u, v) est une subsolution de (1.2.1) — (1.2.2), si elle satisfait :

Définition 3.1.2 (Supersolution)
On dit que le couple (T, D) est une supersolution de (1.2.1) — (1.2.2), si elle satisfait :

> (), ;x>0

vy > ("), ,t€]0,T]

0,t) > ©°(0,1)

,t€]0,T7.
> a9(0,t)

—
<
3
~—
8
—
=
~
~—
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3.1. Existence et unicité

Avec ces définitions de super et subsolution, nous pouvons affirmer un lemme de com-

paraison.

Lemme 3.1.1 Soit (u,v) supersolution et (u,v) subsolution.

Si

U(CC,O) < ﬂ(l’,O), ZJ(.TC,O) < 7_}(1.70)7
avec

U(Oa 0) < ﬂ(ov 0)) 11(0, 0) < 77(07 O)a
alors

)
5(2,0) > vo(z) | wo(x)> v(z,0) >0
1

Théoréme 3.1.1

a) Soit pqg < (mT“) (”TH) Alors il existe une solution non triviale avec les conditions
wmitiales égales zéro qui devient positive & x = 0 instantanément, il n'y pas Uunicité pour le
probléme (1.2.1) — (1.2.3) avec les conditions initiales égales zéro.

b) Soit pg > (1) (2£). La solution de (1.2.1) — (1.2.3) avec les conditions initiales égales

zéro est unique.

Preuve. a) Les solutions auto-similaires construites au théoréme 2.2.2 deviennent pos-

itives a £ = 0.

) u(0,t) =t f(0)
v(x,t) = tazg(t,%) v(0,t) = t*2¢9(0).
On a les profils f et ¢ existent pour f(0) = U; > 0 et g(0) = U; > 0, alors u(0,¢) > 0 et
v(0,t) > 0.



3.1. Existence et unicité

Il n’y a pas 'unicité car 3 f1, ¢1, tel que :

ui(z,t) =t fi(sw) [/ f(0) =0
Ul(l',t) = t”m(%) / 91(0) =0

et dfs, go, tel que :

wliet) = ()| (0) = Uy >0
UQ(xat) = ta292(t/%) / 92(0) =U;>0

dans les deux cas ug (z) = vp (x) = 0.
b) Nous pouvons construire de petites supersolutions a ’aide des solutions auto-similaire
de forme exponentielle.

Tout d’abord, on choisit § < ¢, tel que :
- [(m+1 n+1
pPq = 5 9

(z,t) = e HDf (&) /€ = iteery
(z,t) = e g () /¢ = oty

et soit :

N

1

Alors :
U = e f () = Bgem (¢
(@"),, = el (T (g)

B = ape™ g () = Bye g (¢)

(@) = 2D (1) ()

(D) (71 (€) < anen T ] () = Bgen D (€)
elnoa=202)(HH) ()" (() < e 1) g () — ByCe™ g/ (()
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3.1. Existence et unicité

_ p(ma1—B1)(t+T) (fm)’ (0) > 6paz(t+T)gp (0)
—enaz=F)(t+T) (gn)' () > d1(tHT) £7 () > eda(tHT) fa(()

On note :

may — 28, = o

nag — 205 = ay

maog — ,31 = pa2
nog — 52 = qog.

Donc (@, 7) est une supersolution si f et g vérifient :

(f™)" (&) + BL&f (€) S enf (§)
(gn)” () + B5¢g" (€) < 29 (Q)
et
= (f™)(0) = g7 (0)
—(g") (0) = f7(0) = f7(0).
D’apres le théoreme 2.2.3, les profils f et g existent Vo > 0 et as, 34, 8, donnés comme
(2.2.14).

Nous observons que ce couple (%, 7) est une supersolution tant que u (0,¢) < 1, car :
a? (0,t) > a?(0,t) et G < q.

D’autre part on a :
0= up(x) < u(x,0)
= vo(x) < 0 (x,0)
par la comparaison du lemme 3.1.1, nous obtenons que chaque solution des conditions

initiales égale zéro satisfait :

u(z,t) < a(x,t)

Comme (u,?) peut étre choisi aussi petits (on choisissant 7' négative et assez grand),
nous concluons que u =v=0. =
Maintenant, nous indiquons un lemme qui garantit que, pour certaines conditions ini-

tiales, la solution de (1.2.1) — (1.2.3), croissante avec le temps c-a-d (u; > 0, v; > 0).
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3.1. Existence et unicité

Lemme 3.1.2 Soit (ug,vo) les conditions initiales du probléeme (1.2.1) — (1.2.3), tel que ug

et vy sont lisses, satisfaisant & la condition de compatibilité & la limite c-a-d :

= w5 (0)
— (), (0) = ug(0)

(Ug") e 2 0

Alors u et v sont croissantes avec le temps (ug, vy > 0).

Preuve. On pose z = u; et w = v, comme les solutions sont lisses, nous pouvons faire

la dérivée par apport & ¢, donc

2 = (w),

de méme pour w

et les conditions aux limites données par :

— (mau™'2),(0,t) = p.oP~tw(0,t)
— (nv"tw)_(0,t) = q.ui™2(0, ).

x

Donc on obtient que (z,w) est une solution de :

2z = (mu™1'z),,

nflw)

wy = (n.w

— (mau™'z) (0,t) = p.oP~tw(0,t)
— (no"tw), (0,t) = qu?12(0,1).
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3.2. Résultats principaux

Les conditions initiales satisfont :

z(z,0) >0
w(x,0) > 0.
Pour conclure la preuve, nous appliquons le principe du maximum. m
Remarque 3.1.1 Si les conditions initiales sont a support compact, la solution (u,v) si

elle est a support compact, la longueur des supports est plus grande car :

u(z,t) > uo(x),v(z,t) > vo(x).

3.2 Reésultats principaux

Dans cette section nous représentons quelques résultats pour le probleme (1.2.1) — (1.2.3).

Théoréme 3.2.1 (1) Sipg < () (1), chagque solution non négative de (1.2.1)—(1.2.3)
est globale dans le temps.
(1I) Sipg > (=) (%), le systeme (1.2.1) — (1.2.3) admet une solution blow up dans un

temps fini.
Théoréme 3.2.2 Supposons que pq > (mTH) ("TH)

(II1) Simin{ay + By, a0 + By} > 0, alors il existe une solution globale du systéme (1.2.1) —
(1.2.3).

(IV) Si max{a; + By, a2+ By} < 0, alors chaque solution non triviale et non négative est

blow up.

Par conséquent, 'exposant critique de l’existence globale est :

o () ()

et ’exposant critique de type Fujita est :

mln {011 + }81,0[2 + 52} = 0

Remarque 3.2.1 Les valeurs, oy, aq, 81, 8y sont les exposants des solutions auto-similaire

au probléme (1.2.1) — (1.2.2) dans le chapitre 2, et données comme (2.2.5) et (2.2.6).
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3.2. Résultats principaux

— dpg ={m+ 1L{n+1)
——uyt+fi=0
eyt =0

"

Figure 3.2.1 : Les courbes critiques de 'existence globale et de type Fujita

Dans la Figure 3.2.1, nous représentons en termes de p et ¢ pour m et n fixe, les courbes
critiques et les régions I, IV et III délimitées par eux. Ces régions correspondent aux com-
portements (I), (IV) et (III) dans le théoréme 3.2.1 et le théoréme 3.2.2.

On remarque également que le théoréme 3.2.1 et le théoréme 3.2.2 contient un cas partic-
ulier, le résultat de [15], en effet la solution de (1.2.4) produit une solution (u, ) a probléme

(1.2.1) — (1.2.3), avec n = m, ¢ = p, et ug (v) = vo ().

Théoréme 3.2.3 Soit (u,v) une solution blow up de (1.2.1) — (1.2.3), augmente avec le

temps c-a-d vérifie que (ug, vy > 0). Alors il existe des constantes positives ¢, C' telles que :

c(T—)" < Ju( )|, <C(T—-1)"
c(T—1) < o), <C(T—1)".

Nous rappelons que, dans le cas blow up pg > ((m +1)/2)((n+ 1)/2), c-a-d oy, ay < 0.

La preuve du théoréme (voir [12]).
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3.2. Résultats principaux

Définition 3.2.1 (L’ensemble d’explosion)
L’ensemble d’explosion (blow up) d’une fonction u, noté par B (u) et définie par :

B(u) = {x € R, : lim sup u(z,t) = —1—00} .

t—

En ce qui concerne I’ensemble des blow up de probléme (1.2.1) — (1.2.3), nous prouvons
le théoréme suivant, qui est une conséquence directe des résultats connus sur blow up de

frontiere, (voir [13] et [4]).

Théoréme 3.2.4 Soit (u,v) une solution blow up de (1.2.1) — (1.2.3), et soit B (u), B (v)
les ensembles des blow up.

S’il existe ¢, C' > 0, tel que :

c(T=t)" < u(0,t) <C(T—t)"
c(T—1)" < v(0,t) <C(T—1)"

Alors les ensembles des blow up peuvent étre déterminées suivant le signe de 31, 3.

» Si 3, >0, B(u)={0}.

» Si 3, =0, B(u) est un intervalle borné contenant 0.

» Sif, <0, B(u) =R,.

» Sify,>0, B(v)=1{0}.
(v) est u
(v)

» Si8,=0, B(v) es
» 5i 3y, <0, B(v

n intervalle borné contenant 0.

Ry.

Remarque 3.2.2 Comme un corollaire du théoréme 3.2.3 et théoréme 3.2.4, nous obtenons
nouveauz résultats pour le probléme scalaire (1.2.4), & savoir, le taux de blow-up pour aug-
menter les solutions est (T — t)Y/("1=20) et ’ensemble de blow-up est Ry si (m +1)/2 <

p < m, un intervalle borné sip=m et x =0 si p > m.

30



3.2. Résultats principaux

i B0 -:_ = dpy = (i + LHm & 1]
I go20 1 - f=0
y P 1 1

H M L
[] H =

b

Figure 3.2.2 : Les régions des ensembles Blow up

Dans la Figure 3.2.2, nous représentons pour m et n fixe, les courbes qui séparent les
différents comportements de la Blow-up définie.

Nous observons qu'’il y a neuf régions différentes :

(1) 617ﬁ2>07 (2) 51762<07 (3) 51>0752<07
(4) /81<07/82>07 (5) 61:07/62>07 (6) /81:0752<07
(7) B, <0,8,=0, (8)p5,>0,5,=0, (9) B, =05,=0.

Donc il y a six (6) possibilités :
1. Deux fonctions blow-up pour x = 0, (f, 85 > 0).

2. Une fonction blow-up pour x = 0 et une autre dans un intervalle borné, (3, = 0,

62 > 0011 /81 >0, /82 :0).

3. Une fonction blow-up pour z = 0 et une autre fonction blow-up dans R, (5, < 0,

By >0o0upf; >0,0,<0).
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3.3. Preuve des résultats principaux

4. Deux fonctions blow-up dans un intervalle borné, (8, = 5, = 0).

5. Une seule fonction blow-up dans un intervalle et autre en R, (3, < 0, 85, = 0 ou

By =0, 5, <0).

By < 0).

6. Deux fonctions blow-up dans R, (5,

Remarque 3.2.3 D’apreés la solution explicite, pour (5, = 5 =0) on a deux fonctions

blow up dans un intrvalle borné et on a :

1

mg(wy 10

1

0,0, (%)E C B(v).

3.3 Preuve des résultats principaux

Dans cette section nous allons montrer le théoréme 3.2.1 et le théoréme 3.2.2, nous allons
organiser la preuve dans plusieurs lemmes. Les méthodes des preuves sont basées sur la
construction des solutions auto similaire et sur les arguments de comparaison, et enfin on

montre le théoréme 3.2.4, c-a-d on montre ’ensemble des Blow up (explosion des solutions).

3.3.1 L’existence globale

Notre premier lemme démontre la partie (I) du théoréme 3.2.1.
Preuve. Il suffit de construire une supersolution globale avec les conditions initiales
plus grandes que nécessaire, a l’aide des solutions auto similaires de forme exponentielle,

tout d’abord nous choisissons § > ¢, tel que :
. (m+1 n+1
pq = 5 5

(2,t) = e UDf (&) /€= ot
(z,t) = e g (C) /¢ = i

et soit :

N

1
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3.3. Preuve des résultats principaux

Donc
(@), < U
(0") 4 < Ot
- (ﬁm)z (07 t) > oP (0, t)
— (o), (0,¢) > @?(0,t) > u(0,¢)
e(ma1—281)(t+T) (fm)” (5) < aleal(HT)f (5) _ 51€€a1(t+T)f/ (5)
=
e(ne2=28)(HD) ()" (() < apen2 g (() — Byle2 gl (¢)
—e(mar=B)0+T) (fmy' () > ere2(t+T) gp ()
_p(na2=Bo)(+T) ( ,ny/ Gaa(t+T) £§ gai1(t+T) £q
e (g") (0) = e f1(0) = e f4(0).
On note :

may — 28, = o

nag — 205 = aw

maog — ,61 = pa2
nog — 52 = qoy.

Donc (@, 7) est une supersolution si f et g vérifies :

et
= (f™)(0) = g7 (0)
—(g")' (0) = f7(0) = f7(0).
D’aprés le théoréme 2.2.3, les profils f et g existent Vay > 0 et s, B, [, donnés comme
(2.2.14).
Maintenant, nous observons que ce couple (i, ) est une supersolution de (1.2.1)—(1.2.2),
tant que u (0,¢) > 1, car :
a? (0,t) > a?(0,t) et G > q.

Cela peut étre fait en choisissant T assez grand.
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3.3. Preuve des résultats principaux

Donc toujours on suppose que :

eorl f (eﬂji ) = u(x,0) > ug(x)

e*ly (eBZT) =0(z,0) > vo(z).

Alors par la comparaison de lemme 3.1.1, nous obtenons que chaque solution est globale. m

3.3.2 Explosion en temps fini

Pour prouver la non existence des solutions globales, nous construisons une subsolution auto

similaire blow up du systéme (1.2.1) — (1.2.3).

Lemme 3.3.1 Soit pq > (mT“) ("T“) .

Alors il existe des fonctions v et va & support compact tel que :

S
I

(T =)0 () /&= g5m
(T =)0 (Q) /C=Goym
est une subsolution de (1.2.1) — (1.2.2).

]
|

Preuve. Le couple (u,v) est une subsolution de (1.2.1) — (1.2.2), c-a-d :

t)malfz[fl (U

t)na27252 (

donc
—ar (T =) oy (&) + 516 (T = )" oy (§) < (T -
—ay (T = 1) 0y (¢) + BoC (T — 1) 0y (¢) < (T —
— (T =)™ (W) (0) < (T = £)"* (v2)? (0)
— (T =1)"**7% (u3) (0) < (T =)™ (v1)7(0)
On note :

a; — 1 =mag — 206,

as — 1 =nay — 20,

maogq — ,51 = pQ2

nog — 62 = qaq.
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3.3. Preuve des résultats principaux

On observe que le couple (u,v) est une subsolution si v; et vy satisfais :

—aqvy (€) + B1€v (€) < () (€)
—uy (C) + »‘320)/2 Q) < (vy) (¢)

!

— (v1") (0) < (v2)" (0)

et on remarque que l'inégalité :

admet des solutions sous la forme :

Nous choisissons :

avec ap, a, Ay, Ao des constantes, on peut les déterminer.

Alors on a :
(€)=~ AT (0 —

—m

(€)= G2 AT (@ - OF
(1) (€) =~ 43 (02 = Q)T

(09)" () = G dg az — O

cette insertion dans la premiére I'inégalité nous permet d’obtenir :

IN)

N

3

2=—m 1
GlEAT (= 7 2~ A (@ - - %&Al (a1 =€)
2-n 1 2-n
s (a2 = Q)1 = —apds (@ — Q) — 2 25C Az (as = ()17
0<i{<a,0s(<a

donc .
(a1 =7 [WAm +ar(ar — &), + %f} >0
(a2 = Q)" [WA" R CER QN e 1)C] >0
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3.3. Preuve des résultats principaux

s AT ! > - (al g).:,_ (m 1)5 /Vf € [0 al]

(m 1)*

=
= 1) An 1 > —y (G,Q C)+ (n 1)C /VC S [0 a/2]
m—1 B
L ATz ettt
- 1) A" 1 > —Qiaay +042C (nfl)C
_2m_Am=l > _a
(m—l) 1 —_— 141 PR (2)
AT > —asas
m m—1 /3
2) - (1) = WA e N = AL Y
— 1) ATL 1> OéQC‘*’(n 1)C /VCG[O G/Q]
m—1 — m
N a2z a, fa = a0
CzAg_l > ay, [ca= 3 > 0.

—az(n—1)"+|B,|(n—1)
Si on remplace v, et vy dans les conditions aux limites on trouve :
i ATy T < Abay ™"
wopAzas ;o < Afa 1m 7
en cas particulier, si :
AT =y
AV =ay
donc on a :
(mml)Am“cm T< AQP
= 1)A”+lcg P AT
La condition (2p) (2q) > (m + 1) (n + 1), implique que A; et Ay assez grands. m

Corollaire 3.3.1 Sipg > (=) (%2).

Alors il existe des solutions blow up de (1.2.1) — (1.2.3).

Preuve. D’aprés le lemme 3.3.1, nous prenons les conditions initiales assez grandes tels

que :



3.3. Preuve des résultats principaux

Donc il suffit d’appliquer le lemme 3.1.1, on obtient (u,v) est une subsolution de (1.2.1) —

(1.2.3), et par conséquence (u,v) est blow up. m

Remarque 3.3.1 Le mot " grand " dans ce corollaire signifie que au moins les valeurs
des ug (x) et vy (z) sont grandes ou bien les supports des ug (x) et vy (z) sont grands.

Soit :
up (x) > Gy >0, sur [0,z4]

vo () > Gy > 0, sur [0, xs]

Va1, 29 > 0, on peut choisir T > 0 assez petit tel que :

m= S (3.3.2)
T2

n—1
a9 = 02A2 S Ty

D’autre part :
up () > u(x,0), Yo > 0
vo () > v(x,0), Vo >0

pour un petit T fixe, on trouve G1, Gy assez grands tel que :

1
T A ' < G
o= (3.3.3)
T’OQAAQCQTH1 < Gy
mais on a (3.3.3) est vraie VG, Gy pour T assez grand, et si (3.3.3) est vraie pour un grand

T fixe, alors (3.3.2) est vraie pour x1, xo sont grands.

3.3.3 Courbe critique de type Fujita

Maintenant, nous traitons les résultats du type de Fujita. C’est-a-~dire, nous montrons quand
toutes les solutions de (1.2.1) — (1.2.3) blow up dans un temps fini ou les solutions globales

et non-existent globales.

Lemme 3.3.2 Si pg > (2) (%), et min{a; + By, as + 8,} > 0. Alors il existe une

solution globale de (1.2.1) — (1.2.3).

Preuve. On considérons les fonctions auxiliaires :

(2, 8) = (T + )™ f(€), [Je=(r+t)™
(0.6) = (T +0™g(), /¢ = (4™

Nl

1|
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3.3. Preuve des résultats principaux

Si on montre que (@, 7) est une supersolution de (1.2.1) — (1.2.2) on obtient que :

as — 1 =nay — 20,

{ a; — 1 =may — 20,

{ maoy — 51 = pa2

nag — By = qoy

et par conséquence f et g vérifient :

(f™)" (&) + Bri&f' (&) —arf(€) <0 (33.4)
(g")" () + BaCg (¢) —ang (¢) <0
— (™) (0) > g% (0)
— (") (0) = f(0).
On remarque que l'inégalité :
(f™)" (n) < M.(nf (n))'
—(f™)'(0) = c
admet une solution sous la forme :
J)<AC*—(n+a)?) 7.
On choisit : )
f(€) =4 (Ba? - (£+ a1)2)?
9(0) = Ay (Ba3 — (¢ + ar)?) T
avec d; > 1 et A;, d;, a; des constantes, i = 1, 2.
Alors :
PO = A€+ an) (e — (€ +ar))
() = AT (B~ ()T + ﬁ/w (€ + ) (a? — (€ +a1)?)
FOQ = (¢ ) (B~ (C+ar)
(9" () = n_—fnlAE‘ (d3a5 — (C+ ag)Q)ﬁ + (n‘i—”l)QAg (€ + a)? (d2a2 — (C + aQ)Q)f—? ,
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3.3. Preuve des résultats principaux

D’autre part, si on remplace f et g dans (3.3.4), on obtient :

mAm et m)? — 2L (E+ ar)
— (%AT_l + 041) (d%al — (f + 01)2)+ S 0
(3.3.5)

s AP (4 a2)® — 2220 (C + an)

e
— (25 A7 + ag) (d3a3 — (C+a2)’), <0

tels que
Ogg,fé (dz—l)a“ 7= ].,2

217

m-+41
)n 1 (J/ -1

Q_WAm (d2 _ )ml 1 T A (d2
nl a2
A (3 = 1) a .

2n An(dQ_l)n 1CL2 2

Si on pose 1, = & + ay, 1y = ( + az, my = m, mg = n. Alors U'inégalité (3.3.5) sera :

2B,a;

2m;(m;+1) Aml—l )

1 ) p/h

(W*) D ! (3.3.6)
— (RpAr Tt 4 o) a2 <0

tels que :
a’ignzgdf 12a Z:LQ

(on utilise : a1 — 1 =may — 20, et ag — 1 =nag —20,).

Donc V7, € Ry, on définit la fonction :

1 2mi (mi + 1) 1 2 2/3'ai le -1 2 2
() = AP ) g Sy (R d:
g (m) (mi _ 1) < (mi _ 1) 7 > UR + m; — lnz (mi ) + a;

et par suite :

’ 2 2m1 (ml + 1) 1 26&1

Si min {oy + By, a0 + B3} > 0, alors 5; > —ay et 5 > —as. La preuve de (3.3.6), on peut

dire qu’il y a deux cas :

» Cas 1: —q; < m;ﬂ Nous pouvons prendre A; tel que :

m; — 1 Ami_l
2m; (m; + 1)

(—a) 5

)
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3.3. Preuve des résultats principaux

par conséquence
2m; (m; + 1 .
—:75—11 )Ag’“ <,
(3

ce qui implique que g; (7,) atteint le maximum en 7}

Biai (m; — 1)
(m; — 1) — 2m; (m; + 1) A1

g; () = 0= i =
Comme g; (1;) < g; (n}) <0, alors :

i —( 2m; Ami_l—i—az) d? <0
(m; — 1) — 2m; (m; +1) A1 (m; — 1) /A

on choisit :

2 /812 2m1 m;—1 -
d; > max pregnc AT+ Lo
(mi — 1) — Qmi (mi + 1) Ai ¢ (mz - 1)

donc, en particulaire I'inégalité (3.3.6) est vérifieé.

. 1 1
» Cas 2: —a; > =5 = ;>

Zm e alors Az vérifie :
£

Qmi

< AT <
Qmi (mi + ].) '

ﬁia

donc
m; — 1
Qmi (mi + ].)
ceci implique que ¢ (n;) > 0, Vn, € R, de plus Vn, € [a;, d;a;], (i = 1,2).

AT >,

Alors g; (n;) est croissant et par conséquence g; (1;) admet une maximum en n; = d;q;

tel que g; (n;) < ¢; (nF) <0, donc (en utilisant «; (m; — 1) = 25, — 1) on obtient :

Qmi ey —
<m"4i ' 1—&) di +B8; < 0.

Qmi mi—1 !
di > max ﬁz (31 — mAZ ‘ ) ;1 ’

par conséquence (3.3.6), vérifiée pour A; et d;.

On prend

Dans les deux cas (1,2), I'inégalité (3.3.6) est vraie pour A; et d; stable, si on fixe A; et
d; dans les conditions aux limites, la condition (2p) (2¢) > (m + 1) (n + 1), implique que ay,

as sont petits. Finalement, on choisit les conditions initiales wug, vy assez petites tel que :

uo (z) < @ (2,0) =7 f ()
7 (x,0) =792 (%)

IA

vo ()
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3.3. Preuve des résultats principaux

On applique le lemme 3.1.1, on trouve :

alors (u,v) est globale avec petite condition initiale. m

Remarque 3.3.2 Le mot " petit " dans ce lemme signifie que les valeurs des ug, vy sont
petites et les supports des ug, vg sont petits aussi.

Soit
0 < wug(x) <Gy, sur [0,14]

0 < g (x) <Gy, sur [0, ;]
Vi, x9 > 0, on peut choisir T assez grand tel que :
A < ((di = 1)ai)
2 <((d3—-1)aj).

3
=
iy

(3.3.7)

D’autre part, on a :

pour T assez grand on trouve Gy, Gy assez petits tel que :

Gy < (& - 1)ad)™)

Gy <7 ((B-1)a3)™7 ). (3:38)

Si T assez petit alors (3.3.7) est vraie pour x1 et xo sont petits, mais on a (3.3.8) est vraie

V71 > 0 ceci implique que G1, Go sont petits et x1, To sont petits aussi.

Lemme 3.3.3 Si pg > (mTH) (”TH), et max {ay + 5, a0 + B85} < 0, alors chaque solution

non triviale et non négative est blow up.

Preuve. Nous construisons une solution auto similaire (profil de Barenblatt).

up (@,1) = (T+ 1)1 h(E) /€= (7 +1)7

vp (@,8) = (T+ 07 h(Q) /¢ = (T+)7
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3.3. Preuve des résultats principaux

tel que :

hE) = clm) (@ - )7, Jelm) = (52k5) ™
h(Q)=cn (CQ_CQ)ﬁ’ /C(n):(m}lﬂl))ﬁ.

mA\/! f I 1 o /

()" (€) 4+ —=—=H (€) + ——=h(€) = 0, /W' (0) =0
A\ C / 1 _ /

(") () + =W O+ —h(O) = 0, /W (0) =0

D’autre part, u(z,t),v (z,t), sont non trivials et non négatifs, nous voyons u (0, %),
v (0,%9) > 0, pour ¢ty > 0 (rivalisent avec une solution de Baremblatt des equations corre-
spondantes).

Il est & noter que u(xz,tg), v(x,ty) > 0, sont continus, alors il existe 7 > 0 assez
grand et ¢ assez petit tels que les solutions auto similaire (up,vp), est une subsolution de

(1.2.1) — (1.2.3) en |0, +o0[ X [to, T, et par conséquence :

IS
=
=
AV

<
S}
—

z,t
, Vx>0, t > 1.

4
=
=
v

<
oo
—~
8
~

Si max {oy + By, 09 + B3} <0, alors ; < —ay, 5 < —ag, donc VT assez grand on a :

TBI << T*Oél
% <« T
Donc il existe t* > ty tels que :
TH <« (74t < T (3.3.9)

TP < (1417 < T,
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3.3. Preuve des résultats principaux

Soit u(z,t), v(x,t) étre défini par (3.3.1) dans le lemme 3.3.1 c-a-d :

les inégalités (3.3.9) impliquent cela :
T m%l =1 2 -1 2\ m—1
™A (C“ - T—B) < (r+t)me(m) | - (l" (T+t*)m+1) < u(w,t)
51
1

T2 A (a2 (1 + t*)ﬁl c(n) <02 — (x (T + t*)”fl>2> " <wv(z,t%)

|
ﬁo‘ 8
N————
i

A

u(z,0) <ug(z,t*) <u(x,t*)

, Vx>0
v (z,0) <wvg(z,t") <o (x,t*)
donc d’aprés le principe de comparaison :
u(z,t) <u(x,t+t*
(1) ( ),Vx>0,Vt>0.

1<

(r,t) <v(x,t+1t%)

Comme la preuve du lemme 3.3.1, nous voyons (u,v) blow up a temps fini 7', par con-

séquent (u,v) blow up en temps fini qui n’est pas plus grand que (7" + t*).

On observe que cela (3.3.9) est vrai pour non triviale (ug, vg), nous savons cela a chaque

solution non négative et non triviale de (1.2.1) — (1.2.3), est Blow up. m

Remarque 3.3.3 Si a3+ 5, =0 ou as + B4 = 0 la solution est Blow up. Le principe de la

preuve est o supposer que la solution est globale et le résultat est contradiction (Voir [12]).

3.3.4 L’ensemble d’explosion

Dans la suite, nous prouvons le théoréme 3.2.4, en décrivant ’ensemble d’explosion

(blow up) pour u et v en ce qui concerne les parameétres p, ¢, m, n. Pour ce faire, nous

utilisons le théoréme 3.2.3 et un résultat de [4], voir aussi [7], [1].

Dans [4] étude le Blow up pour une équation de milieu poreux :

w; = (w’) (3.3.10)

zz’
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3.3. Preuve des résultats principaux

avec une condition aux limite de type :
w (0,t) = (1), (3.3.11)

ou }m% U (t) — +00, et une condition initiale non négative :

w(x,0) = wp (). (3.3.12)

Premiérement, ils prouvent que le Blow up pour w est un intervalle, éventuellement sont

bornés contenant {z = 0}.

Pour le cas particulier W () = Wy (T —t)"“, avec a > 0 et Wy est constante, ils prouvent

le résultat suivant :

Théoréme 3.3.1 Soit w (x,t) une solution de (3.3.10) — (3.3.12). Alors :
(a) Sia<1/(b—1), l’ensemble de Blow up est B (w) = {0}.
(b) Sia=1/(b—1), l'ensemble de Blow up est un intervalle, de plus :

[o,mpgzl)) C Blu)c [07U@5v>]

<2b(b+1))5
avec v = e .
b—1

(c) Sia>1/(b—1), alors B (w) =R,.

Pour prouver le théoréme 3.2.4, il suffit d’appliquer le théoréme 3.3.1.

Preuve. (du Théoréme 3.2.4)
Soit b = m,a = —ay, Soit wy (x,t)(resp wsy) les solutions de (3.3.10) — (3.3.12) avec

Uy = c (resp ¥g = C) et le condition initiale w; (z,0) = ws (z,0) = up (z), on a :
c(T—H)" <u(0,t) <C(T—1t)"".
Par la comparaison nous savons que :
wy (x,t) <u(x,t) <ws(z,t).

Par conséquent :

donc
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3.3. Preuve des résultats principaux

1. Si —oy < (55), l'ensemble de Blow up de u est B (u) = {0}.

m—1

2. 81 —ayq = (%1), I’ensemble de Blow up de u est un intervalle contenant 0, de plus :

[O,UC(MTA)) C B(w)C [0,@0(7"51)}
m(m+1) :
avec v = (Qm—_—'—ll) ,
3. Si—a; > (:15), alors B (u) = R,.

De méme pour v .
Il nous reste & observer que le signe de 3, 3, est le méme que le signe de (a1 + ﬁ)

resp (042 + ﬁ), de plus :
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Conclusion

Dans notre travail on a étudié des solutions non négatives du systéme des milieux poreux,
en presentant les travaux de F.Quirés et J.Rossi (voir [12]), et en détaillant tous les calcules.
L’objectif de cette étude n’est pas trouver une solution explicite mais déterminer 1’exposant
critique de l'existence globale et de type Fujita, en construisant une supersolution auto
similaire et subsolution pour les déterminer.

On constate que la solution auto similaire joue un role important pour étudier ’existence
de la solution, globale ou bien locale du systéme parabolique (1.2.1) — (1.2.3), ce sys-
téme apparait dans plusieurs branches d’applications mathématiques et explique plusieurs
phénomeénes physiques. Ils ont été utilisés pour modéliser, ou u(x,t) et v(z,t) représen-
tent les densités de deux biologique, par exemple la dynamique de population, réactions

chimiques.
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Abstract:
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