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Introduction

Les équations aux dérivées partielles (EDP) sont omniprésentes dans toutes les sciences,

puisqu�elles apparaissent aussi bien en dynamique des structures, mécanique des �uides. Une

grande majorité des problèmes non linéaires sont décrits par des systèmes des équations aux

dérivées partielles d�évolution non linéaires, ces modèles jouent un rôle très important dans

l�étude de plusieurs phénomènes physiques, par exemple réactions chimiques, traitement de

l�image...etc. Il y a plusieurs méthodes pour étudier ces systèmes, par exemple les solutions

similaires, les solutions de similitude dans les premières années ont été trouvées par des

moyens physiques directs et arguments dimensionnels. Les deux exemples les plus célèbres

sont les problèmes d�explosion et implosion (Taylor (1950), Sedov (1959), Guderley (1942)).

Les systèmes paraboliques parmis les systèmes non linéaires qui sont étudiés par plusieurs

mathématiciens comme (Julio.Rossi, Fujita, ...), et le but principal de cette étude consiste

dans la plupart des cas à déterminer l�exposant critique de type Fujita, qui a proposé à la

premier fois par Fujita avant les années 1970 dans une discussion sur l�équation de la chaleur

avec une condition non-linéaire. Au cours de ces dernières années il y a eu un certain nombre

de prolongements de résultat de Fujita dans diverses directions.

Dans ce mémoire nous allons étudier des solutions non négatives du système parabolique

des milieux poreux :

ut = (u
m)xx

vt = (v
n)xx

avec des conditions aux limites non linéaires :

(um)x (0; t) = v
p (0; t)

(vn)x (0; t) = u
q (0; t)
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Introduction

et conditions initiales u0 (x) ; v0 (x) non triviales, non négatives à support compact.

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Dans le premier chapitre on va donner quelques dé�nitions importantes (solution auto

similaire, solution globale, solution explosion, ...etc) et on dé�nie le système que nous avons

étudié.

Dans le deuxième chapitre on va étudier l�existence de la solution auto similaire pour

déterminer l�exposant critique de l�existence globale et de type Fujita, et trouver la solution

auto similaire en cas particulier.

Dans le troisième chapitre on étudie l�existence et l�unicité du problème dans le cas des

conditions initiales égales à zéro et nous montrons que la solution du problème augmente

avec le temps pour certaines conditions initiales, et on met en évidence quelques résultats du

problème, �nalement nous montrons les résultats mentionnés dans ce chapitre, c�est-à-dire

on montre l�exposant critique de l�existence globale et de type Fujita et on montre dans le

dernière chapitre l�ensemble de l�explosion (blow up).
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Chapitre 1

Notions élémentaires

1.1 Quelques dé�nitions

1.1.1 Equation aux dérivées partielles

En mathématiques, plus précisément en calcul di¤érentiel, une équation aux dérivées par-

tielles ou équation di¤érentielle partielle (EDP) est une équation mathématique contenant

plusieurs variables indépendantes (x1; x2; : : : ; xn) Rn, et une ou plusieurs dérivées par-

tielles.

Dé�nition 1.1.1 (Equation aux dérivées partielles)

Une (EDP), est une équation dont les solutions sont les fonctions inconnues véri�ant cer-

taines conditions concernant leurs dérivées partielles, qu�on peut écrire sous la forme :

P (x1; x2; : : : ; u; ux1 ; ux2; : : : ; ux1x1; ux2x2; : : :) = 0.

Il y a deux types importants d�EDPs : les équations aux dérivées partielles linéaires

et non linéaires. Dans certains cas, on rencontre des équations aux dérivées partielles non

linéaires, c�est-à-dire que la relation entre les fonctions et leurs dérivées partielles est non

linéaire, la plupart du temps, comme exemple l�équation milieu poreux.

Dé�nition 1.1.2 L�équation de " milieu poreux " (porous media), est une équation aux

dérivées partielles parabolique non linéaire dé�nie comme suite :

ut = (u
m)xx ; x R; t > 0; m > 1.
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1.1. Quelques dé�nitions

Notre objectif consiste à étudier un système de deux EDPs non linéaire de milieu poreux

qui s�appele " système des milieux poreux ".

1.1.2 Solution auto similaire

On appelle " solution auto similaire " d�une équation aux dérivées partielles est une

fonction de deux variables sous forme spéciale, transforme une EDP en EDO, il y a plusieurs

formes ou bien types, par exemple :

1. u (x; t) = t f x
t
; type classique.

2. u (x; t) = (T t) f x

(T t)
; type blwo up.

3. u (x; t) = e f x
e

; type exponentielle.

4. u (x; t) = c (t) f x
a(t)

; type général.

Tels que et des constantes réelles appelées paramètres de la solution, et a (t) ; c (t) des

fonctions réelles dépendent de t, et f est une fonction d�une seule variable appelée "pro�l",

cette fonction est une solution de l�EDO.

La condition pour qu�une équation aux dérivées partielles admette une solution auto

similaire est donnée par :

si

P (t; x; u; ux; :::) = 0

une équation aux dérivées partielles, alors P admet une solution auto similaire si et seulement

si elle est invariante sous l�action de dilatation (invariance d�échelle).

C�est-à-dire si l�on remplace :

u a u

x asx

t a t

alors

P a t; asx; a u; a sux; ::: = 0

avec R.
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1.2. Dé�nition du système des milieux poreux

1.1.3 Solution globale et solution explosion

Soit P une équation aux dérivées partielles.

On dit que u (x; t) est une " solution globale " de l�équation aux dérivées partielles P;

si u (x; t) est dé�nie t ]0; [.

On dit que u (x; t) est une " solution explosion " (solution blow up) de l�équation aux

dérivées partielles P si :

lim
t T

u (x; t) = +

et u (x; t) est dé�nie t ]0; T [, tel que T < .

Dans ce cas il n�y a pas d�existence globale.

1.1.4 L�exposant critique de l�existence globale et de type Fujita

Nous allons pour la suite dé�nir l�exposant critique de l�existence globale et l�exposant

critique de type Fujita.

Dé�nition 1.1.3 (L�exposant critique de l�existence globale)

On dit que p0 est un exposant critique de l�existence globale s�il a la propriété suivante :

si 0 < p p0; toute les solutions sont globales et si p > p0; il existe des solutions blow up.

Dé�nition 1.1.4 (L�exposant critique de type Fujita)

On dit que pc est un exposant critique de type Fujita s�il a la propriété suivante :

si p0 < p pc; les solutions est blow up et si p > pc; il existe des solutions globales pour

petites conditions initiales, et solutions blow up pour des conditions initiales assez grandes.

1.2 Dé�nition du système des milieux poreux

Soit le système des milieux poreux suivant :

ut = (u
m)xx

vt = (v
n)xx

; x > 0; t ]0; T [ (1.2.1)

tels que m;n > 1; on complète le système par les conditions aux limites non linéaires

suivantes :
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1.2. Dé�nition du système des milieux poreux

(um)x (0; t) = v
p (0; t)

(vn)x (0; t) = u
q (0; t)

; x > 0; t ]0; T [ (1.2.2)

avec p; q > 0; et les conditions initiales suivantes :

u (x; 0) = u0 (x)

v (x; 0) = v0 (x)
; x > 0 (1.2.3)

telle que u0 (x) ; v0 (x), sont des fonctions continus non négatifs à supports compacts c-à-

d: supp(u0 (x)) R+, supp(v0 (x)) R+. Ce système apparait dans plusieurs branches

d�applications mathématiques. Ils ont été utilisés pour modéliser, par exemple, réactions

chimiques, le transfert de chaleur, la dynamique des populations.

Comme nous le verrons, pour certaines conditions, les solutions de ce problème peuvent

devenir une bounde dans un temps �ni, ce phénomène est connu comme Blow up et a été

observé dans plusieurs équations scalaires depuis les travaux de Fujita [2].

Comme un précédent, nous avons le travail de Galaktionov et Levine [8], l�étude du

problème scalaire de milieu poreux :

ut = (u
m)xx

(um)x (0; t) = u
p (0; t)

u (x; 0) = u0 (x)

; x > 0; t ]0; T [ ; m > 1; p > 0. (1.2.4)

Ils montrent que :

I Si 0 < p p0 =
m+1
2
, chaque solution est globale dans le temps.

I Si p > p0 =
m+1
2
, il y a des solutions blow up de temps �ni, et p0 est un exposant

critique de l�existence globale.

D�autre part, ils prouvent que pc = m + 1 est un exposant critique de type Fujita. Par

dé�nition, cela signi�e que pc possède les propriétés suivantes :

I Si p0 < p pc, alors u (x; t) 0 et u (x; t) est blows up ( u0 non triviale).

I Si p > pc, alors u (x; t) est globale en temps pour petite u0 0, et u (x; t) est blwo up

pour u0 assez grand.
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Chapitre 2

Existence de solution auto similaire

du système des milieux poreux

Dans ce chapitre on cherche des solutions auto-similaires de types di¤érents du système

des milieux poreux. Pour montre l�existence de ce types des solutions, on utilise un résultat

de Gilding et Peletier.

2.1 Théorème de l�existence

Soit le problème suivant :

(fm) ( ) + ( ) = bf ( ) ; 0 + (2.1.1)

f (0) = U (2.1.2)

(fm) (0) = V (2.1.3)

tel que a; b R et m > 1.

Dé�nition 2.1.1 (Solution classique)

On dit que la fonction f est une solution classique du problème (2:1:1) (2:1:3) dans un

domaine Q de R+ si f est une fonction de classe C2 de , dans Q et si elle satisfait

(2:1:1) (2:1:3) point par point dans Q.
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2.1. Théorème de l�existence

Dé�nition 2.1.2 (Solution faible)

On dit que la fonction f est une solution faible du problème (2:1:1) (2:1:3) si :

1. f est bornée, continue et non négative.

2. (fm) admet une dérivée continue.

3. f véri�e l�identité :

0

' (fm) + + (a+ b)

0

= 0; ' C10 (0;+ ) :

Dans la suite, on donner le théorème de Gilding et Peletier (voir [3] ; [5] ; [6]).

Théorème 2.1.1 Soit a; b; V R et U 0, on �xe a et b. Soit SA l�ensemble des valeurs

(U; V ) telle qu�il existe une solution faible f non négative à support compact de (2:1:1)

(2:1:3), et soit SB l�ensemble des valeurs (U; V ) pour qu�il existe une solution classique f ,

positive de (2:1:1) (2:1:3).

a) Si b < 0 et 2a+ b < 0, alors :

SA = (0; 0) et SB = ?.

b) Si b < 0 et 2a+ b = 0, alors :

SA = (0; V ) : 0 V < + et SB = ?.

c) Si b 0 et 2a+ b > 0, alors !V , tel que :

SA = U;U
m+1
2 V : 0 U < + ;

et

SB = (U; V ) : 0 U < + ; U
m+1
2 V < V < + ;

avec

V > 0 si a+ b < 0; V = 0 si a+ b = 0; et V < 0 si a+ b > 0.

d) Si b > 0 et a 0, alors !V < 0; telle que :

SA = U;U
m+1
2 V : 0 U < + et SB = ?.
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2.2. Solution auto similaire du système

e) Si b > 0 et a < 0, ou b = 0 et a 0, alors :

SA = (0; 0) ;

et il existe un unique V ; tel que :

SB = U;U
m+1
2 V : 0 U < + ;

avec

V < 0 si b > 0 et V = 0 si b = 0.

Remarque 2.1.1 Dans le cas a = ((m 1) =2) b > 0, on obtient V = 1.

Ce cas est une conséquence de l�existence de solution auto-similaire de la forme exponentielle

du problème (1:2:4) avec p = m+1
2
, (voir [8]).

Remarque 2.1.2 Les solutions sont en principe faibles. Toute fois, si elles sont positives

dans le cas globale, elles sont aussi classiques.

2.2 Solution auto similaire du système

2.2.1 Type explosion

Maintenant, nous allons chercher la solution auto similaire du problème (1:2:1) (1:2:2)

sous la forme explosion (blow up).

Théorème 2.2.1 Soit :

u (x; t) = (T t) 1 f ( ) = x= (T t) 1

v (x; t) = (T t) 2 g ( ) = x= (T t) 2 .
(2.2.1)

Si

pq >
m+ 1

2

n + 1

2
(2.2.2)

alors il existe une solution auto-similaire (blow up) du problème (1:2:1) (1:2:2), de la forme

(2:2:1).

De plus, le support de f est R+ si 1 > 0, et compact si 1 0. De même, le support de g

est R+ si 2 > 0, et compact si 2 0.
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2.2. Solution auto similaire du système

Preuve. On considère la solution donnée de la forme (2:2:1), on remplace dans les

équations (1:2:1) on obtient :

1 (T t) 1 1 f ( ) + 1 (T t) 1 1 f ( ) = (T t) 1 2 1 (fm) ( )

2 (T t) 2 1 g ( ) + 2 (T t) 2 1 g ( ) = (T t) 2 2 2 (gn) ( )

1f ( ) + 1 ( ) = (T t) 1 2 1 1+1 (fm) ( )

2g ( ) + 2 ( ) = (T t) 2 2 2 2+1 (gn) ( )

alors les conditions des similarités données par :

1 1 2 1 + 1 = 0

2 2 2 2 + 1 = 0

1 1 = 1 2 1

2 1 = 2 2 2

(2.2.3)

et si on remplace (2:2:1) dans les conditions aux limites (1:2:2) on obtient :

(T t) 1 1 (fm) (0) = (T t) 2 (g)p (0)

(T t) 2 2 (gn) (0) = (T t) 1 (f)q (0)

1 1 = 2

2 2 = 1.
(2.2.4)

La résolution du système linéaire (2:2:3) (2:2:4), on trouve 1 2 1 2 donnés comme :

(m 1) 2 0 0

0 0 (n 1) 2

m 1 p 0

q 0 n 1

1

1

2

2

=

1

1

0

0

1

1

2

2

=

(n+1)
(m+1)(n+1) 4pq

2p
(m+1)(n+1) 4pq

2(n+1)
(m+1)(n+1) 4pq

4p
(m+1)(n+1) 4pq

(m(1+n) 2pq)
(m+1)(n+1) 4pq

p(1 m)
(m+1)(n+1) 4pq

m n+mn 1
(m+1)(n+1) 4pq

2p(1 m)
(m+1)(n+1) 4pq

2q
(m+1)(n+1) 4pq

(m+1)
(m+1)(n+1) 4pq

4q
(m+1)(n+1) 4pq

2(m+1)
(m+1)(n+1) 4pq

q(1 n)
(m+1)(n+1) 4pq

(n(1+m) 2pq)
(m+1)(n+1) 4pq

2q(1 n)
(m+1)(n+1) 4pq

(m n mn+1)
(m+1)(n+1) 4pq

1

1

0

0

12



2.2. Solution auto similaire du système

alors

1 =
2p+ n+ 1

(m+ 1) (n + 1) 4pq
2 =

2q +m+ 1

(m + 1) (n + 1) 4pq
(2.2.5)

1 =
p (m 1 2q) + (n + 1)m

(m+ 1) (n+ 1) 4pq 2 =
q (n 1 2p) + (m+ 1)n

(m+ 1) (n+ 1) 4pq
. (2.2.6)

On a 1 2 < 0 ssi pq > m+1
2

n+1
2
. D�autre part les pro�ls f et g véri�ent :

(fm) ( ) 1 ( ) = 1f ( )

(gn) ( ) 2 ( ) = 2g ( )
(2.2.7)

et les conditions :
(fm) (0) = (g)p (0)

(gn) (0) = (f)q (0) .
(2.2.8)

Comme f et g satisfaisant (2:1:1) tel que les coe¢cients a1 = 1, b1 = 1 et a2 = 2,

b2 = 2 (respectivement).

D�après le théorème 2.1.1 partie ( (d ) si 1 2 0) et ((e) si 1 2 > 0) il existe un

paramètre U1 de solution f de (2:1:1) véri�e :

f (0) = U1

(fm) (0) = U
m+1
2

1 V 1

tel que (V 1 < 0, car 1 > 0 ) et le pro�l f à support compact si 1 0, et il est positif

dans R+ si 1 > 0, car : pour 1 0; SA = U;U
m+1
2 V : 0 U < + ; SB = ?, et

pour 1 > 0, SA = (0; 0) ; SB = U;U
m+1
2 V : 0 U < + . De même, il existe un

paramètre U2 de solution g de (2:1:1) véri�e :

g (0) = U2

(gn) (0) = U
n+1
2

2 V 1

tel que (V 2 < 0; car: 2 > 0 ) et le pro�l g à support compact si 2 0, et il est positif

dans R+ si 2 > 0. D�après les conditions aux limites (2:2:8), U1, U2 véri�ent les équations

suivantes :
U

m+1
2

1 V 1 = U
p
2

U
n+1
2

2 V 2 = U
q
1 .

13



2.2. Solution auto similaire du système

Comme :
V 1 < 0

V 2 < 0

U
m+1
2

1 V 1 > 0

U
n+1
2

2 V 2 > 0

donc si on passe logarithme on obtient :

ln U
m+1
2

1 V 1 = ln (Up2 )

ln U
n+1
2

2 V 2 = ln (U q1 )

m+1
2
ln (U1) p ln (U2) = ln ( V 1 )

n+1
2
ln (U2) q ln (U1) = ln ( V 2 ) .

Alors
m+1
2

p

q n+1
2

:
ln (U1)

ln (U2)
=

ln ( V 1 )

ln ( V 2 )
. (2.2.9)

On a le système (2:2:9) admet une solution unique ssi :

det
m+1
2

p

q n+1
2

= 0

c-à-d
m+ 1

2

n+ 1

2
pq = 0 pq =

m+ 1

2

n+ 1

2
.

2.2.2 Type classique

Dans la suite, nous allons chercher la solution auto similaire du problème (1:2:1) (1:2:2)

sous la forme classique.

Théorème 2.2.2 Soit :

u (x; t) = t 1f ( ) = x=t 1

v (x; t) = t 2g ( ) = x=t 2.
(2.2.10)

14



2.2. Solution auto similaire du système

a) Si

pq <
m+ 1

2

n + 1

2
(2.2.11)

alors il existe deux fonctions f et g positives dans R+, tel que (u; v) donnés comme (2:2:10)

est une solution auto-similaire globale du problème (1:2:1) (1:2:2), les conditions initiales

sont identiquement nulles. Cette solution existe pour 1 2 > 0 et 1 2 > 0.

b) Si

1 + 1 > 0 et 2 + 2 > 0

alors il existe des fonctions f et g à supports compacts dans R+, tel que (u; v) donnés comme

(2:2:10) est une solution auto-similaire globale du problème (1:2:1) (1:2:2). Cette solution

existe pour 1 2 < 0 et 1 2 > 0, et elle tend vers zéro lorsque t . Par conséquent

les supports augmentent avec le temps.

Remarque 2.2.1 Si

1 + 1 0 ou 2 + 2 0;

il n�y a aucun pro�l f , g L1(R+) tel que (u; v) donnés comme (2:2:10) ; en e¤et

+

0

u (x; t) dx = t 1+ 1

+

0

f( ) .

Alors si 1 + 1 0, la masse de u n�augmenterait pas.

On a u (x; t) augmente avec le temps c-à-d :

t1 > t0 u (x; t1) u (x; t0)

+

0

u (x; t1) dx

+

0

u (x; t0) dx;

mais si f , g L1(R+); alors :

+

0

u (x; t) dx = t 1+ 1C =C =

+

0

f( )

donc

t1 > t0 t 1+ 1
0 C t 1+ 1

1 C

+

0

u (x; t0) dx

+

0

u (x; t1) dx.

Contradiction.
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2.2. Solution auto similaire du système

Preuve. On suppose que la solution donnée de la forme (2:2:10). On remplace dans les

équations (1:2:1) on obtient :

1t 1 1f ( ) 1
1 1f ( ) = t 1 2 1 (fm) ( )

2t 2 1g ( ) 2
2 1g ( ) = t 2 2 2 (gn) ( )

1f ( ) 1 ( ) = t 1 1+1 2 1 (fm) ( )

2g ( ) 2 ( ) = t 2 2+1 2 2 (gn) ( ) .

Alors les conditions des similarités données par :

1 1 = 1 2 1

2 1 = 2 2 2

et si on remplace (2:2:10) dans les conditions aux limites on obtient :

1 1 = 2

2 2 = 1.

Donc on trouve le même système linéaire (2:2:3) (2:2:4) et par suite 1 2 et 1 2 donnés

comme (2:2:5) (2:2:6).

Les conditions aux limites des pro�ls sont encore données par (2:2:8) :

(fm) (0) = (g)p (0)

(gn) (0) = (f)q (0) .

Les équations des pro�ls sont maintenant di¤érentes :

(fm) ( ) + 1 ( ) = 1f ( )

(gn) ( ) + 2 ( ) = 2g ( ) .
(2.2.12)

Ainsi, f et g satisfaisant (2:1:1) avec les coe¢cients a1 = 1, b1 = 1 et a2 = 2, b2 = 2

(respectivement).

a) Si 1 2 > 0 c-à-d (2:2:11) véri�ée, alors 1 2 > 0.

On applique le théorème 2.1.1 partie (d). Comme preuve du théorème 2.2.1.

Donc, il existe un paramètre U1 de solution f de (2:1:1) véri�e :

f (0) = U1

(fm) (0) = U
m+1
2

1 V 1

16



2.2. Solution auto similaire du système

tel que (V 1 < 0; car 1 > 0 1 0).

De même, il existe un paramètre U2 de solution g de (2:1:1) véri�e :

g (0) = U2

(gn) (0) = U
n+1
2

2 V 1

tel que (V 2 < 0; car 2 > 0 2 0 ), alors U1 et U2 véri�ent les équations suivantes :

U
m+1
2

1 V 1 = U
p
2

U
n+1
2

2 V 2 = U
q
1 .

On passe logarithmes on obtient (2:2:9) c-à-d :

m+1
2

p

q n+1
2

:
ln (U1)

ln (U2)
=

ln ( V 1 )

ln ( V 2 )
.

Le système (2:2:9) admet une solution unique ssi :

pq =
m+ 1

2

n + 1

2

donc, nous obtenons qu�il existe des pro�ls positifs f et g des problèmes (2:2:12) et satis-

faisant (2:2:8).

b) Si 1 2 < 0 (c-à-d pq > m+1
2

n+1
2

) et 1 + 1 > 0 et 2 + 2 > 0.

On applique le théorème 2.1.1 partie (c). Comme preuve du théorème 2.2.1.

Donc, il existe un paramètre U1 de solution f et un paramètre U2 pour g véri�e :

U
m+1
2

1 V 1 = U
p
2

U
n+1
2

2 V 2 = U
q
1

tel que (V 1; V 2 < 0; car 1+ 1 > 0 2+ 2 > 0). On a : 1+ 1 > 0 et 2+ 2 > 0 alors

1 + 2 1 > 0 et 2 + 2 2 > 0.

En�n, si on passe logarithme on trouve le système (2:2:9) qui admet une solution unique

ssi

pq =
m+ 1

2

n + 1

2
.

Donc, il existe des pro�ls f et g à support compact satisfaisant (2:2:12) et (2:2:8).

I Si ( 1 + 1 < 0 et 2 + 2 < 0 ) donc V > 0, alors le système :

U
m+1
2

1 V 1 = U
p
2

U
n+1
2

2 V 2 = U
q
1

n�admet pas une solution.

17



2.2. Solution auto similaire du système

2.2.3 Type exponentielle

Dans la suite, nous allons chercher la solution auto similaire du problème (1:2:1) (1:2:2)

sous la forme exponentielle.

Théorème 2.2.3 Soit
u (x; t) = e 1f ( ) = x=e 1

v (x; t) = e 2g ( ) = x=e 2.
(2.2.13)

Si

pq =
m + 1

2

n + 1

2
.

Alors 1 > 0, il existe une solution auto similaire globale du problème (1:2:1) (1:2:2), de

la forme (2:2:13), avec :

2 =
m + 1

2p
1 1 =

m 1

2
1 2 =

m + 1

2p

n 1

2
1. (2.2.14)

De plus, les supports des f et g sont compacts.

Preuve. On suppose que les solutions de la forme (2:2:13), on remplace (2:2:13) dans

les conditions aux limites (1:2:2), on obtient encore la relation (2:2:4), et si on remplace

(2:2:13) dans les équations (1:2:1) on trouve des relations di¤érentes à savoir :

1e 1f ( ) 1
1f ( ) = e 1 2 1 (fm) ( )

2e 2g ( ) 2
2g ( ) = e 2 2 2 (gn) ( )

1f ( ) 1 ( ) = e( 1 1 2 1)t (fm) ( )

2g ( ) 2 ( ) = e( 2 2 2 2)t (gn) ( )

alors les conditions des similarités données comme :

1 2 1 = 1

2 2 2 = 2.
(2.2.15)

D�après (2:2:4) (2:2:15), on a :

1 2 = 1

2 1 = 2

18



2.2. Solution auto similaire du système

alors

1 2 ( 1 2) = 1

2 2 ( 2 1) = 2

1 + 2 2 = 1

2 + 2 1 = 2

donc
(m+ 1) 1 2 2 = 0

(n+ 1) 2 2 1 = 0

m+ 1 2p

2q n+ 1

1

2

=
0

0
. (2.2.16)

Alors, il existe une solution non triviale ( 1 2) de (2:2:16) ssi pq = m+1
2

n+1
2
. Dans ce

cas on trouve une relation (2:2:14) entre 1 et 2, 1, 2 comme suit :

1. (m+ 1) 1 2 2 = 0 2 =
m+1
2p 1.

2. 1 p m+1
2p 1 = 1 1 =

m 1
2 1.

3. 2 =
n 1
2 2 2 =

m+1
2p

n 1
2 1.

Les conditions aux limites des pro�ls sont encore données par (2:2:8), tandis que les

équations des pro�ls sont données par (2:2:12).

Si 1 > 0 alors 2, 1, 2 > 0, dans ce cas on applique le Théorème 2.1.1 partie (d), et

à l�aide de Remarque 2.1.1, on trouve (V 1 = V 2 = 1 car 1 =
m 1
2 1 2 =

n 1
2 2)

alors le système (2:2:9) donné comme :

m+1
2

p

q n+1
2

:
ln (U1)

ln (U2)
=

0

0

admet une solution non triviale (U1; U2) ssi pq = m+1
2

n+1
2
.

Donc nous obtenons qu�il existe des pro�ls f; g à support compact véri�ent (2:2:12) et

(2:2:8).
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2.3. Solution explicite (cas particulier)

2.3 Solution explicite (cas particulier)

Maintenant, nous allons chercher la solution du problème (1:2:1) (1:2:2) sous la forme

(2:2:1), c-à-d on cherche la solution auto similaire de type " blow up " dans le cas

( 1 2 = 0). La recherche d�une solution auto similaire en général n�est pas facile, car

la résolution d�EDOs est trés di¢cile en général, mais pour certain cas on peut trouver des

solutions explicites.

Soit l�équation suivante :

(fm) ( ) + ( ) = bf ( ) ; 0 + (2.3.1)

f (0) = U

(fm) (0) = V .

Si a = 0 et b > 0, la solution de (2:3:1) donnée comme :

on pose

g( ) = (fm) ( ) f( ) = g
1
m ( )

alors

g ( ) = bg
1
m ( )

g g ( ) = bg g
1
m ( )

donc

g =
2bm

m+ 1

1
2

g
m+1
2m

alors

g( ) =
m 1

2m

2bm

m+ 1

1
2

+ C

2m
m 1

, tel que C R

donc

f( ) =
m 1

2m

2
2bm

m+ 1
(Cm )2

1
m 1

avec

Cm =
U

m 1
2

m 1
2m

2 2bm
m+1

1
2

.
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2.3. Solution explicite (cas particulier)

Si on pose :

Am =
(m 1)

2m

2 b

m+ 1

donc :

f( ) =
Am

U
m 1
2

(Am)
1
2

2
1

m 1

si 0 U
m 1
2

(Am)
1
2

0 si U
m 1
2

(Am)
1
2
.

On a :

(fm) (0) = V V = V U
m+1
2

tel que : V =
2m:b

m + 1
.

D�après le théorème 2.2.1, les pro�ls f et g véri�ent :

(fm) (0) = gp (0)

(gn) (0) = f q (0)

tel que :

f(0) = U1; (f
m) (0) = V 1U

m+1
2

1

g(0) = U2; (g
n) (0) = V 2U

n+1
2

2 .

Si

1 = 0 1 =
1

m 1 1 > 0

2 = 0 2 =
1
n 1 2 > 0

dans ce cas
V 1 =

2m
m2 1

V 2 =
2n
n2 1

.

Le système (2:2:9) sera comme suit :

m+1
2

p

q n+1
2

:
ln (U1)

ln (U2)
=

ln 2m
m2 1

ln 2n
n2 1

ln (U1)

ln (U2)
=

1
m+1
2

n+1
2

pq

n+1
2

p

q m+1
2

ln 2m
m2 1

ln 2n
n2 1
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2.3. Solution explicite (cas particulier)

ln (U1) =
(n+12 ) ln

q
2m

m2 1
+p ln

q
2n

n2 1

(m+12 )(
n+1
2 ) pq

ln (U2) =
(m+12 ) ln

q
2n

n2 1
+q ln

q
2m

m2 1

(m+12 )(
n+1
2 ) pq

U1 = e

(n+12 ) ln

r
2m

m2 1
+p ln

r
2n

n2 1

(m+12 )(n+12 ) pq

U2 = e

(m+12 ) ln

r
2n

n2 1
+q ln

r
2m

m2 1

(m+12 )(n+12 ) pq

donc les pro�ls f et g données comme suit :

f( ) = (m 1)
(2m(m+1))

U
m 1
2

1
(2m(m+1))
(m 1)

1
2

2
1

m 1

, si 0 x U
m 1
2

1
(2m(m+1))
(m 1)

1
2

0 , si x > U
m 1
2

1
(2m(m+1))
(m 1)

1
2

g( ) = (n 1)
(2n(n+1))

U
n 1
2

2
(2n(n+1))
(n 1)

1
2

2
1

n 1

, si 0 x U
n 1
2

1
(2n(n+1))
(n 1)

1
2

0 , si x > U
n 1
2

1
(2n(n+1))
(n 1)

1
2

La solution auto-similaire sous la forme (2:2:1) du problème (1:2:1) (1:2:2) dans le cas

( 1 2 = 0) donnée comme :

u(x; t) = (T t)
1

m 1 (m 1)
(2m(m+1))

U
m 1
2

1
(2m(m+1))
(m 1)

1
2

x

2
1

m 1

; 0 x U
m 1
2

1
(2m(m+1))
(m 1)

1
2

v(x; t) = (T t)
1

n 1 (n 1)
(2n(n+1))

U
n 1
2

2
(2n(n+1))
(n 1)

1
2

x

2
1

n 1

; 0 x U
n 1
2

1
(2n(n+1))
(n 1)

1
2
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Chapitre 3

Existence globale et explosion

3.1 Existence et unicité

En suite, nous traitons le problème de l�existence et l�unicité du système (1:2:1) (1:2:3),

dans le cas les conditions initiales (u0 v0 0). On comence par les dé�nitions suivantes :

Dé�nition 3.1.1 (Subsolution)

On dit que le couple (u
¯
; v
¯
) est une subsolution de (1:2:1) (1:2:2), si elle satisfait :

u
¯ t

(u
¯
m)xx , x > 0

v
¯ t

(v
¯
n)xx , t ]0; T [

(u
¯
m)x (0; t) v

¯
p(0; t)

(v
¯
n)x (0; t) u

¯
q(0; t)

; t ]0; T [ .

Dé�nition 3.1.2 (Supersolution)

On dit que le couple u; v) est une supersolution de (1:2:1) (1:2:2), si elle satisfait :

ut um)xx , x > 0

vt vn)xx , t ]0; T [

um)x (0; t) vp(0; t)

vn)x (0; t) uq(0; t)
, t ]0; T [ .
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3.1. Existence et unicité

Avec ces dé�nitions de super et subsolution, nous pouvons a¢rmer un lemme de com-

paraison.

Lemme 3.1.1 Soit u; v) supersolution et (u
¯
; v
¯
) subsolution.

Si

u
¯
(x; 0) u(x; 0); v

¯
(x; 0) v(x; 0);

avec

u
¯
(0; 0) < u(0; 0); v

¯
(0; 0) < v(0; 0);

alors

u
¯
(x; t) u(x; t); v

¯
(x; t) v(x; t).

Proposition 3.1.1 Soit u; v) supersolution et (u
¯
; v
¯
) subsolution.

Si
u(x; 0) u0 (x)

v(x; 0) v0 (x)
;

u0 (x) u
¯
(x; 0) > 0

v0 (x) v
¯
(x; 0) > 0

alors la solution (u; v) du problème (1:2:1) (1:2:3) véri�e :

u
¯
(x; t) u(x; t) u(x; t)

v
¯
(x; t) v(x; t) v(x; t).

Théorème 3.1.1

a) Soit pq < m+1
2

n+1
2
. Alors il existe une solution non triviale avec les conditions

initiales égales zéro qui devient positive à x = 0 instantanément, il n�y pas l�unicité pour le

problème (1:2:1) (1:2:3) avec les conditions initiales égales zéro.

b) Soit pq m+1
2

n+1
2
. La solution de (1:2:1) (1:2:3) avec les conditions initiales égales

zéro est unique.

Preuve. a) Les solutions auto-similaires construites au théorème 2.2.2 deviennent pos-

itives à x = 0.
u(x; t) = t 1f( x

t 1
)

v(x; t) = t 2g( x
t 2
)

u(0; t) = t 1f(0)

v(0; t) = t 2g(0).

On a les pro�ls f et g existent pour f(0) = U1 0 et g(0) = U1 0, alors u(0; t) 0 et

v(0; t) 0.
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3.1. Existence et unicité

Il n�y a pas l�unicité car f1; g1, tel que :

u1(x; t) = t 1f1(
x
t 1
) = f1(0) = 0

v1(x; t) = t 2g1(
x
t 2
) = g1(0) = 0

et f2; g2, tel que :

u2(x; t) = t 1f2(
x
t 1
) = f2(0) = U1 > 0

v2(x; t) = t 2g2(
x
t 2
) = g2(0) = U2 > 0

dans les deux cas u0 (x) = v0 (x) = 0.

b) Nous pouvons construire de petites supersolutions à l�aide des solutions auto-similaire

de forme exponentielle.

Tout d�abord, on choisit ~q q, tel que :

p~q =
m+ 1

2

n + 1

2

et soit :
u(x; t) = e 1(t+T )f ( ) = x

e 1(t+T )

v(x; t) = e 2(t+T )g ( ) = x
e 2(t+T)

.

Alors :

ut = 1e 1(t+T )f ( ) 1
1(t+T )f ( )

um)xx = e( 1 2 1)(t+T ) (fm) ( )

vt = 2e 2(t+T )g ( ) 2
2(t+T )g ( )

vn)xx = e( 2 2 2)(t+T ) (gn) ( )

on a u; v) supersolution, c-à-d :

um)xx ut

vn)xx vt

um)x (0; t) vp (0; t)

vn)x (0; t) u~q (0; t) uq (0; t)

e( 1 2 1)(t+T ) (fm) ( ) 1e 1(t+T )f ( ) 1
1(t+T )f ( )

e( 2 2 2)(t+T ) (gn) ( ) 2e 2(t+T )g ( ) 2
2(t+T )g ( )
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3.1. Existence et unicité

e( 1 1)(t+T ) (fm) (0) e 2(t+T )gp (0)

e( 2 2)(t+T ) (gn) (0) e~ 1(t+T )f ~q (0) e 1(t+T )f q (0) .

On note :

1 2 1 = 1

2 2 2 = 2

1 1 = 2

2 2 = ~ 1.

Donc u; v) est une supersolution si f et g véri�ent :

(fm) ( ) + 1 ( ) 1f ( )

(gn) ( ) + 2 ( ) 2g ( )

et
(fm) (0) gp (0)

(gn) (0) f ~q (0) f q (0) .

D�après le théorème 2.2.3, les pro�ls f et g existent 1 > 0 et 2 1 2 donnés comme

(2:2:14).

Nous observons que ce couple u; v) est une supersolution tant que u (0; t) 1, car :

u~q (0; t) uq (0; t) et ~q q.

D�autre part on a :

0 u0(x) u (x; 0)

0 v0(x) v (x; 0)

par la comparaison du lemme 3.1.1, nous obtenons que chaque solution des conditions

initiales égale zéro satisfait :

u(x; t) u (x; t)

v(x; t) v (x; t) .

Comme u; v) peut être choisi aussi petits (on choisissant T négative et assez grand),

nous concluons que u v 0.

Maintenant, nous indiquons un lemme qui garantit que, pour certaines conditions ini-

tiales, la solution de (1:2:1) (1:2:3), croissante avec le temps c-à-d (ut 0; vt 0).
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3.1. Existence et unicité

Lemme 3.1.2 Soit (u0; v0) les conditions initiales du problème (1:2:1) (1:2:3), tel que u0

et v0 sont lisses, satisfaisant à la condition de compatibilité à la limite c-à-d :

(um0 )x (0) = v
p
0(0)

(vn0 )x (0) = u
q
0(0)

et
(um0 )xx 0

(vn0 )xx 0.

Alors u et v sont croissantes avec le temps (ut; vt 0).

Preuve. On pose z = ut et w = vt; comme les solutions sont lisses, nous pouvons faire

la dérivée par apport à t, donc

zt = (ut)t

= ((um)xx)t

= ((um)t)xx

= m:ut:u
m 1

xx

= m:um 1z
xx

de même pour w

wt = n:vn 1w
xx

et les conditions aux limites données par :

(m:um 1z)x (0; t) = p:v
p 1w(0; t)

(n:vn 1w)x (0; t) = q:u
q 1z(0; t).

Donc on obtient que (z; w) est une solution de :

zt = (m:u
m 1z)xx

wt = (n:v
n 1w)xx

(m:um 1z)x (0; t) = p:v
p 1w(0; t)

(n:vn 1w)x (0; t) = q:u
q 1z(0; t).
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3.2. Résultats principaux

Les conditions initiales satisfont :

ut (x; 0) = (u
m
0 )xx (x; 0) 0

vt (x; 0) = (v
n
0 )xx (x; 0) 0

z(x; 0) 0

w(x; 0) 0.

Pour conclure la preuve, nous appliquons le principe du maximum.

Remarque 3.1.1 Si les conditions initiales sont à support compact, la solution (u; v) si

elle est à support compact, la longueur des supports est plus grande car :

u(x; t) u0(x); v(x; t) v0(x).

3.2 Résultats principaux

Dans cette section nous représentons quelques résultats pour le problème (1:2:1) (1:2:3).

Théorème 3.2.1 (I) Si pq m+1
2

n+1
2
, chaque solution non négative de (1:2:1) (1:2:3)

est globale dans le temps.

(II) Si pq > m+1
2

n+1
2
, le système (1:2:1) (1:2:3) admet une solution blow up dans un

temps �ni.

Théorème 3.2.2 Supposons que pq > m+1
2

n+1
2
.

(III) Si min 1 + 1 2 + 2 > 0, alors il existe une solution globale du système (1:2:1)

(1:2:3).

(IV) Si max 1 + 1 2 + 2 < 0, alors chaque solution non triviale et non négative est

blow up.

Par conséquent, l�exposant critique de l�existence globale est :

pq =
m+ 1

2

n + 1

2

et l�exposant critique de type Fujita est :

min 1 + 1 2 + 2 = 0.

Remarque 3.2.1 Les valeurs, 1 2 1 2 sont les exposants des solutions auto-similaire

au problème (1:2:1) (1:2:2) dans le chapitre 2, et données comme (2:2:5) et (2:2:6).
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3.2. Résultats principaux

Figure 3.2.1 : Les courbes critiques de l�existence globale et de type Fujita

Dans la Figure 3.2.1, nous représentons en termes de p et q pour m et n �xe, les courbes

critiques et les régions I, IV et III délimitées par eux. Ces régions correspondent aux com-

portements (I), (IV) et (III) dans le théorème 3.2.1 et le théorème 3.2.2.

On remarque également que le théorème 3.2.1 et le théorème 3.2.2 contient un cas partic-

ulier, le résultat de [15], en e¤et la solution de (1:2:4) produit une solution (u; u) à problème

(1:2:1) (1:2:3), avec n = m, q = p, et u0 (x) = v0 (x).

Théorème 3.2.3 Soit (u; v) une solution blow up de (1:2:1) (1:2:3), augmente avec le

temps c-à-d véri�e que (ut; vt 0). Alors il existe des constantes positives c; C telles que :

c (T t) 1 u (:; t) C (T t) 1

c (T t) 2 v (:; t) C (T t) 2 .

Nous rappelons que, dans le cas blow up pq > ((m+ 1)=2)((n + 1)=2), c-à-d 1, 2 < 0.

La preuve du théorème (voir [12]).

29



3.2. Résultats principaux

Dé�nition 3.2.1 (L�ensemble d�explosion)

L�ensemble d�explosion (blow up) d�une fonction u; noté par B (u) et dé�nie par :

B (u) = x R+ : lim
t T

sup u (x; t) = + .

En ce qui concerne l�ensemble des blow up de problème (1:2:1) (1:2:3), nous prouvons

le théorème suivant, qui est une conséquence directe des résultats connus sur blow up de

frontière, (voir [13] et [4]).

Théorème 3.2.4 Soit (u; v) une solution blow up de (1:2:1) (1:2:3), et soit B (u), B (v)

les ensembles des blow up.

S�il existe c, C > 0, tel que :

c (T t) 1 u (0; t) C (T t) 1

c (T t) 2 v (0; t) C (T t) 2 .

Alors les ensembles des blow up peuvent être déterminées suivant le signe de 1, 2.

I Si 1 > 0; B (u) = 0 .

I Si 1 = 0; B (u) est un intervalle borné contenant 0.

I Si 1 < 0; B (u) = R+.

I Si 2 > 0; B (v) = 0 .

I Si 2 = 0; B (v) est un intervalle borné contenant 0.

I Si 2 < 0; B (v) = R+.

Remarque 3.2.2 Comme un corollaire du théorème 3.2.3 et théorème 3.2.4, nous obtenons

nouveaux résultats pour le problème scalaire (1:2:4), à savoir, le taux de blow-up pour aug-

menter les solutions est (T t)1=(m+1 2p), et l�ensemble de blow-up est R+ si (m + 1)=2 <

p < m, un intervalle borné si p = m et x = 0 si p > m.
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Figure 3.2.2 : Les régions des ensembles Blow up

Dans la Figure 3.2.2, nous représentons pour m et n �xe, les courbes qui séparent les

di¤érents comportements de la Blow-up dé�nie.

Nous observons qu�il y a neuf régions di¤érentes :

(1) 1 2 > 0; (2) 1 2 < 0; (3) 1 > 0 2 < 0;

(4) 1 < 0 2 > 0; (5) 1 = 0 2 > 0; (6) 1 = 0 2 < 0;

(7) 1 < 0 2 = 0; (8) 1 > 0 2 = 0; (9) 1 = 2 = 0.

Donc il y a six (6) possibilités :

1. Deux fonctions blow-up pour x = 0, ( 1, 2 > 0).

2. Une fonction blow-up pour x = 0 et une autre dans un intervalle borné, ( 1 = 0,

2 > 0 ou 1 > 0, 2 = 0).

3. Une fonction blow-up pour x = 0 et une autre fonction blow-up dans R+, ( 1 < 0,

2 > 0 ou 1 > 0, 2 < 0 ).
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4. Deux fonctions blow-up dans un intervalle borné, ( 1 = 2 = 0).

5. Une seule fonction blow-up dans un intervalle et l�autre en R+, ( 1 < 0, 2 = 0 ou

1 = 0, 2 < 0).

6. Deux fonctions blow-up dans R+, ( 1, 2 < 0).

Remarque 3.2.3 D�après la solution explicite, pour ( 1 = 2 = 0) on a deux fonctions

blow up dans un intrvalle borné et on a :

0; U
m 1
2

1

(2m (m+ 1))

(m 1)

1
2

B (u)

0; U
n 1
2

2

(2n (n + 1))

(n 1)

1
2

B (v) .

3.3 Preuve des résultats principaux

Dans cette section nous allons montrer le théorème 3.2.1 et le théorème 3.2.2, nous allons

organiser la preuve dans plusieurs lemmes. Les méthodes des preuves sont basées sur la

construction des solutions auto similaire et sur les arguments de comparaison, et en�n on

montre le théorème 3.2.4, c-à-d on montre l�ensemble des Blow up (explosion des solutions).

3.3.1 L�existence globale

Notre premier lemme démontre la partie (I) du théorème 3.2.1.

Preuve. Il su¢t de construire une supersolution globale avec les conditions initiales

plus grandes que nécessaire, à l�aide des solutions auto similaires de forme exponentielle,

tout d�abord nous choisissons ~q q, tel que :

p~q =
m+ 1

2

n + 1

2

et soit :
u(x; t) = e 1(t+T )f ( ) = x

e 1(t+T )

v(x; t) = e 2(t+T )g ( ) = x
e 2(t+T)

.
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Donc

um)xx ut

vn)xx vt

um)x (0; t) vp (0; t)

vn)x (0; t) u~q (0; t) uq (0; t)

e( 1 2 1)(t+T ) (fm) ( ) 1e 1(t+T )f ( ) 1
1(t+T )f ( )

e( 2 2 2)(t+T ) (gn) ( ) 2e 2(t+T )g ( ) 2
2(t+T )g ( )

e( 1 1)(t+T ) (fm) (0) e 2(t+T )gp (0)

e( 2 2)(t+T ) (gn) (0) e~ 1(t+T )f ~q (0) e 1(t+T )f q (0) .

On note :

1 2 1 = 1

2 2 2 = 2

1 1 = 2

2 2 = ~ 1.

Donc u; v) est une supersolution si f et g véri�es :

(fm) ( ) + 1 ( ) 1f ( )

(gn) ( ) + 2 ( ) 2g ( )

et
(fm) (0) gp (0)

(gn) (0) f ~q (0) f q (0) .

D�après le théorème 2.2.3, les pro�ls f et g existent 1 > 0 et 2 1 2 donnés comme

(2:2:14).

Maintenant, nous observons que ce couple u; v) est une supersolution de (1:2:1) (1:2:2),

tant que u (0; t) 1, car :

u~q (0; t) uq (0; t) et ~q q.

Cela peut être fait en choisissant T assez grand.

33



3.3. Preuve des résultats principaux

Donc toujours on suppose que :

e 1Tf x
e 1T

u(x; 0) u0(x)

e 2T g x
e 2T

v(x; 0) v0(x).

Alors par la comparaison de lemme 3.1.1, nous obtenons que chaque solution est globale.

3.3.2 Explosion en temps �ni

Pour prouver la non existence des solutions globales, nous construisons une subsolution auto

similaire blow up du système (1:2:1) (1:2:3).

Lemme 3.3.1 Soit pq > m+1
2

n+1
2

:

Alors il existe des fonctions v1 et v2 à support compact tel que :

u
¯
= (T t) 1 v1 ( ) = x

(T t) 1

v
¯
= (T t) 2 v2 ( ) = x

(T t) 2

(3.3.1)

est une subsolution de (1:2:1) (1:2:2).

Preuve. Le couple (u
¯
; v
¯
) est une subsolution de (1:2:1) (1:2:2), c-à-d :

u
¯t

(u
¯
m)xx

v
¯t

(v
¯
n)xx

(u
¯
m)x (0; t) v

¯
p(0; t)

(v
¯
n)x (0; t) u

¯
q(0; t)

donc

1 (T t) 1 1 v1 ( ) + 1 (T t) 1 1 v1 ( ) (T t) 1 2 1 (vm1 ) ( )

2 (T t) 2 1 v2 ( ) + 2 (T t) 2 1 v2 ( ) (T t) 2 2 2 (vn2 ) ( )

(T t) 1 1 (vm1 ) (0) (T t) 2 (v2)
p (0)

(T t) 2 2 (vn2 ) (0) (T t) 1 (v1)
q (0)

On note :

1 1 = 1 2 1

2 1 = 2 2 2

1 1 = 2

2 2 = 1.
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On observe que le couple (u
¯
,v
¯
) est une subsolution si v1 et v2 satisfais :

1v1 ( ) + 1 1 ( ) (vm1 ) ( )

2v2 ( ) + 2 2 ( ) (vn2 ) ( )

(vm1 ) (0) (v2)
p (0)

(vn2 ) (0) (v1)
q (0)

et on remarque que l�inégalité :

(vm) ( ) M:v ( )

(vm) (0) c

admet des solutions sous la forme :

v ( ) A (a )
1

m 1

+ .

Nous choisissons :

v1 ( ) = A1 (a1 )
1

m 1
+ = max 0; A1 (a1 )

1
m 1

v2 ( ) = A2 (a2 )
1

n 1

+ = max 0; A2 (a2 )
1

n 1

avec a1, a2, A1, A2 des constantes, on peut les déterminer.

Alors on a :

(vm1 ) ( ) =
m
m 1

Am1 (a1 )
1

m 1

+

(vm1 ) ( ) =
m

(m 1)2
Am1 (a1 )

2 m
m 1

+

(vn2 ) ( ) =
n
n 1
An2 (a2 )

1
n 1

+

(vn2 ) ( ) =
n

(n 1)2
An2 (a2 )

2 n
n 1
+

cette insertion dans la première l�inégalité nous permet d�obtenir :

m
(m 1)2

Am1 (a1 )
2 m
m 1

+ 1A1 (a1 )
1

m 1

+
1

(m 1) 1 (a1 )
2 m
m 1

+

n
(n 1)2

An2 (a2 )
2 n
n 1
+ 2A2 (a2 )

1
n 1
+

2

(n 1) 2 (a2 )
2 n
n 1
+

0 a1; 0 a2

donc
(a1 )

2 m
m 1

+
m

(m 1)2
Am 1
1 + 1 (a1 )+ +

1

(m 1)
0

(a2 )
2 n
n 1
+

n
(n 1)2

An 1
2 + 2 (a2 )+ +

2

(n 1)
0
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3.3. Preuve des résultats principaux

m
(m 1)2

Am 1
1 1 (a1 )+

1

(m 1)
, = [0; a1]

n
(n 1)2

An 1
2 2 (a2 )+

2

(n 1)
, = [0; a2]

m
(m 1)2

Am 1
1 1a1 + 1

1

(m 1)

n
(n 1)2

An 1
2 2a2 + 2

2

(n 1)

(1)

2m
(m 1)2

Am 1
1 1a1

2n
(n 1)2

An 1
2 2a2

(2)

(2) (1)
m

(m 1)2
Am 1
1 1 + 1

(m 1)
[0; a1]

n
(n 1)2

An 1
2 2 + 2

(n 1)
[0; a2]

m
(m 1)2

Am 1
1 1a1 + 1

(m 1)
a1

n
(n 1)2

An 1
2 2a2 + 2

(n 1)
a2

c1A
m 1
1 a1; =c1 =

m

1(m 1)2+ 1 (m 1)
> 0

c2A
n 1
2 a2; =c2 =

n

2(n 1)2+ 2 (n 1)
> 0.

Si on remplace v1 et v2 dans les conditions aux limites on trouve :

m
(m 1)

Am1 a
1

m 1

1 Ap2a
p

n 1

2

n
(n 1)

An2a
1

n 1

2 Aq1a
q

m 1

1

en cas particulier, si :

c1A
m 1
1 = a1

c2A
n 1
2 = a2

donc on a :
m

(m 1)
Am+11 c

1
m 1

1 A2p2 c
p

n 1

2

n
(n 1)

An+12 c
1

n 1

2 A2q1 c
q

m 1

1 .

La condition (2p) (2q) > (m+ 1) (n + 1), implique que A1 et A2 assez grands.

Corollaire 3.3.1 Si pq > m+1
2

n+1
2
.

Alors il existe des solutions blow up de (1:2:1) (1:2:3).

Preuve. D�après le lemme 3.3.1, nous prenons les conditions initiales assez grandes tels

que :

u0 (x) u
¯
(x; 0) = T 1v1

x
T 1

v0 (x) v
¯
(x; 0) = T 2v2

x
T 2

.
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Donc il su¢t d�appliquer le lemme 3.1.1, on obtient (u
¯
; v
¯
) est une subsolution de (1:2:1)

(1:2:3), et par conséquence (u; v) est blow up.

Remarque 3.3.1 Le mot " grand " dans ce corollaire signi�e que au moins les valeurs

des u0 (x) et v0 (x) sont grandes ou bien les supports des u0 (x) et v0 (x) sont grands.

Soit :
u0 (x) G1 > 0, sur [0; x1]

v0 (x) G2 > 0, sur [0; x2]

x1; x2 > 0, on peut choisir T > 0 assez petit tel que :

a1 = c1A
m 1
1

x1
T 1

a2 = c2A
n 1
2

x2
T 2
.

(3.3.2)

D�autre part :

u0 (x) u
¯
(x; 0) ; x > 0

v0 (x) v
¯
(x; 0) ; x > 0

pour un petit T �xe, on trouve G1, G2 assez grands tel que :

T 1A1c
1

m 1

1 G1

T 2A2c
1

n 1

2 G2
(3.3.3)

mais on a (3:3:3) est vraie G1, G2 pour T assez grand, et si (3:3:3) est vraie pour un grand

T �xe, alors (3:3:2) est vraie pour x1, x2 sont grands.

3.3.3 Courbe critique de type Fujita

Maintenant, nous traitons les résultats du type de Fujita. C�est-à-dire, nous montrons quand

toutes les solutions de (1:2:1) (1:2:3) blow up dans un temps �ni ou les solutions globales

et non-existent globales.

Lemme 3.3.2 Si pq > m+1
2

n+1
2
, et min 1 + 1 2 + 2 > 0. Alors il existe une

solution globale de (1:2:1) (1:2:3).

Preuve. On considérons les fonctions auxiliaires :

u (x; t) = ( + t) 1 f ( ) = ( + t) 1

v (x; t) = ( + t) 2 g ( ) = ( + t) 2 .
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Si on montre que u; v) est une supersolution de (1:2:1) (1:2:2) on obtient que :

1 1 = 1 2 1

2 1 = 2 2 2

1 1 = 2

2 2 = 1

et par conséquence f et g véri�ent :

(fm) ( ) + 1 ( ) 1f ( ) 0

(gn) ( ) + 2 ( ) 2g ( ) 0
(3.3.4)

(fm) (0) gp (0)

(gn) (0) f q (0) .

On remarque que l�inégalité :

(fm) ( ) M: ( ( ))

(fm) (0) c

admet une solution sous la forme :

f ( ) A C2 ( + a)2
1

m 1

+
.

On choisit :
f ( ) = A1 d

2
1a
2
1 ( + a1)

2
1

m 1

+

g ( ) = A2 d
2
2a
2
2 ( + a2)

2
1

n 1

+

avec di > 1 et Ai, di, ai des constantes, i = 1; 2.

Alors :

f ( ) =
2m

m 1
A1 ( + a1) d

2
1a
2
1 ( + a1)

2
2 m
m 1

+

(fm) ( ) =
2m

m 1
Am1 d21a

2
1 ( + a1)

2
1

m 1

+
+

4m

(m 1)2
Am1 ( + a1)

2 d21a
2
1 ( + a1)

2
2 m
m 1

+

g ( ) =
2n

n 1
A2 ( + a2) d

2
2a
2
2 ( + a2)

2
2 n
n 1

+

(gn) ( ) =
2n

n 1
An2 d22a

2
2 ( + a2)

2
1

n 1

+
+

4n

(n 1)2
An2 ( + a2)

2 d22a
2
2 ( + a2)

2
2 n
n 1

+
.
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D�autre part, si on remplace f et g dans (3:3:4), on obtient :

4m
(m 1)2

Am 1
1 ( + a1)

2 2 1

m 1
( + a1)

2m
m 1

Am 1
1 + 1 d21a

2
1 ( + a1)

2

+
0

4n
(n 1)2

An 1
2 ( + a2)

2 2 2

n 1
( + a2)

2n
n 1
An 1
2 + 2 d22a

2
2 ( + a2)

2

+
0

(3.3.5)

tels que

0 (di 1) ai; i = 1; 2:

2m
m 1

Am1 (d
2
1 1)

1
m 1 a

m+1
m 1

1 Ap2 (d
2
2 1)

p
n 1 a

2p
n 1

2

2n
n 1
An2 (d

2
2 1)

1
n 1 a

n+1
n 1

2 Aq1 (d
2
1 1)

q
m 1 a

2q
m 1

1 .

Si on pose 1 = + a1, 2 = + a2, m1 = m, m2 = n. Alors l�inégalité (3:3:5) sera :

2mi(mi+1)

(mi 1)2
Ami 1
i

1
(mi 1)

2
i +

2 iai
mi 1 i

2mi

(mi 1)
Ami 1
i + i d

2
ia
2
i 0

(3.3.6)

tels que :

ai i d2ia
2
i ; i = 1; 2:

(on utilise : 1 1 = 1 2 1 2 1 = 2 2 2) .

Donc i R+, on dé�nit la fonction :

gi ( i) =
1

(mi 1)

2mi (mi + 1)

(mi 1)
Ami 1
i 1 2

i +
2 iai
mi 1 i

2mi

(mi 1)
Ami 1
i + i d2ia

2
i

et par suite :

g ( i) =
2

(mi 1)

2mi (mi + 1)

(mi 1)
Ami 1
i 1 i +

2 iai
mi 1

.

Si min 1 + 1 2 + 2 > 0, alors 1 > 1 et 2 > 2. La preuve de (3:3:6), on peut

dire qu�il y a deux cas :

I Cas 1: i <
1

mi+1
. Nous pouvons prendre Ai tel que :

( i)
mi 1

2mi

< Ami 1
i <

mi 1

2mi (mi + 1)
;
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par conséquence
2mi (mi + 1)

mi 1
Ami 1
i < 1;

ce qui implique que gi ( i) atteint le maximum en i

gi ( i ) = 0 i =
iai (mi 1)

(mi 1) 2mi (mi + 1)A
mi 1
i

.

Comme gi ( i) gi ( i ) 0, alors :

2
i

(mi 1) 2mi (mi + 1)A
mi 1
i

2mi

(mi 1)
Ami 1
i + i d2i 0;

on choisit :

d2i > max
2
i

(mi 1) 2mi (mi + 1)A
mi 1
i

2mi

(mi 1)
Ami 1
i + i

1

; 1 ;

donc, en particulaire l�inégalité (3:3:6) est véri�eé.

I Cas 2: i
1

mi+1 i >
1

mi+1
, alors Ai véri�e :

mi 1

2mi (mi + 1)
< Ami 1

i <
mi 1

2mi
i;

donc
mi 1

2mi (mi + 1)
Ami 1
i > 1;

ceci implique que gi ( i) > 0; i R+; de plus i [ai; diai], (i = 1; 2).

Alors gi ( i) est croissant et par conséquence gi ( i) admet une maximum en i = diai

tel que gi ( i) gi ( i ) 0, donc (en utilisant i (mi 1) = 2 i 1) on obtient :

2mi

(mi 1)
Ami 1
i i di + i 0.

On prend

di > max i i

2mi

(mi 1)
Ami 1
i

1

; 1 ;

par conséquence (3:3:6), véri�ée pour Ai et di.

Dans les deux cas (1; 2), l�inégalité (3:3:6) est vraie pour Ai et di stable, si on �xe Ai et

di dans les conditions aux limites, la condition (2p) (2q) > (m+ 1) (n+ 1), implique que a1,

a2 sont petits. Finalement, on choisit les conditions initiales u0; v0 assez petites tel que :

u0 (x) u (x; 0) = 1f x
1

v0 (x) v (x; 0) = 2g x
2
.
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On applique le lemme 3.1.1, on trouve :

u (x; t) u (x; t)

v (x; t) v (x; t)

alors (u; v) est globale avec petite condition initiale.

Remarque 3.3.2 Le mot " petit " dans ce lemme signi�e que les valeurs des u0; v0 sont

petites et les supports des u0; v0 sont petits aussi.

Soit
0 < u0 (x) G1, sur [0; x1]

0 < v0 (x) G2, sur [0; x2]

x1, x2 > 0, on peut choisir assez grand tel que :

x1
1

((d21 1) a21)

x2
2

((d22 1) a22) .
(3.3.7)

D�autre part, on a :

u0 (x) u (x; 0) ; x > 0

v0 (x) v (x; 0) ; x > 0

pour assez grand on trouve G1, G2 assez petits tel que :

G1 1 ((d21 1) a21)
1

m 1

G2 2 ((d22 1) a22)
1

n 1 .
(3.3.8)

Si assez petit alors (3:3:7) est vraie pour x1 et x2 sont petits, mais on a (3:3:8) est vraie

0 ceci implique que G1, G2 sont petits et x1, x2 sont petits aussi.

Lemme 3.3.3 Si pq > m+1
2

n+1
2
, et max 1 + 1 2 + 2 < 0, alors chaque solution

non triviale et non négative est blow up.

Preuve. Nous construisons une solution auto similaire (pro�l de Barenblatt).

uB (x; t) = ( + t)
1

m+1 h ( ) = x ( + t)
1

m+1

vB (x; t) = ( + t)
1

n+1 h ( ) = x ( + t)
1

n+1
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tel que :

h ( ) = c (m) c2 2
1

m 1

+
, =c (m) = m 1

2m(m+1)

1
m 1

h ( ) = c (n) c2 2
1

n 1

+
, =c (n) = n 1

2n(n+1)

1
n 1
.

Il est facile de véri�er que h ( ), h ( ) satisfont :

(hm) ( ) +
m + 1

h ( ) +
1

m+ 1
h ( ) = 0; =h (0) = 0

(hn) ( ) +
n+ 1

h ( ) +
1

n + 1
h ( ) = 0; =h (0) = 0

ce qui implique cela :

(uB)t = (u
m
B )xx

(umB )x (0; t) = 0
; x > 0; t > 0

(vB)t = (v
n
B)xx

(vnB)x (0; t) = 0
; x > 0; t > 0.

D�autre part, u (x; t) ; v (x; t), sont non trivials et non négatifs, nous voyons u (0; t0),

v (0; t0) > 0, pour t0 > 0 (rivalisent avec une solution de Baremblatt des equations corre-

spondantes).

Il est à noter que u (x; t0), v (x; t0) > 0, sont continus, alors il existe 0 assez

grand et c assez petit tels que les solutions auto similaire (uB; vB), est une subsolution de

(1:2:1) (1:2:3) en ]0;+ [ [t0; T [, et par conséquence :

u (x; t) uB (x; t)

v (x; t) vB (x; t)
; x > 0; t t0.

Si max 1 + 1 2 + 2 < 0, alors 1 < 1, 2 < 2, donc T assez grand on a :

T 1 T 1

T 2 T 2.

Donc il existe t t0 tels que :

T 1 ( + t )
1

m+1 T 1 (3.3.9)

T 2 ( + t )
1

n+1 T 2 .
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Soit u
¯
(x; t), v

¯
(x; t) être dé�ni par (3:3:1) dans le lemme 3.3.1 c-à-d :

u
¯
(x; t) = (T t) 1 A1 (a1 )

1
m 1

+

v
¯
(x; t) = (T t) 2 A2 (a2 )

1
n 1

+ ;

les inégalités (3:3:9) impliquent cela :

T 1A1 a1
x

T 1

1
m 1

( + t )
1

m+1 c (m) c2 x ( + t )
1

m+1

2
1

m 1

u (x; t )

T 2A2 a2
x

T 2

1
n 1

( + t )
1

n+1 c (n) c2 x ( + t )
1

n+1

2
1

n 1

v (x; t )

u
¯
(x; 0) uB (x; t ) u (x; t )

v
¯
(x; 0) vB (x; t ) v (x; t )

; x > 0

donc d�après le principe de comparaison :

u
¯
(x; t) u (x; t+ t )

v
¯
(x; t) v (x; t+ t )

; x > 0; t > 0.

Comme la preuve du lemme 3.3.1, nous voyons (u; v) blow up à temps �ni T , par con-

séquent (u; v) blow up en temps �ni qui n�est pas plus grand que (T + t ).

On observe que cela (3:3:9) est vrai pour non triviale (u0; v0), nous savons cela à chaque

solution non négative et non triviale de (1:2:1) (1:2:3), est Blow up.

Remarque 3.3.3 Si 1+ 1 = 0 ou 2+ 2 = 0 la solution est Blow up. Le principe de la

preuve est à supposer que la solution est globale et le résultat est contradiction (V oir [12]).

3.3.4 L�ensemble d�explosion

Dans la suite, nous prouvons le théorème 3.2.4, en décrivant l�ensemble d�explosion

(blow up) pour u et v en ce qui concerne les paramètres p, q, m, n. Pour ce faire, nous

utilisons le théorème 3.2.3 et un résultat de [4], voir aussi [7], [1].

Dans [4] étude le Blow up pour une équation de milieu poreux :

wt = wb
xx
; (3.3.10)
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3.3. Preuve des résultats principaux

avec une condition aux limite de type :

w (0; t t) ; (3.3.11)

où lim
t T

t) + , et une condition initiale non négative :

w (x; 0) = w0 (x) . (3.3.12)

Premièrement, ils prouvent que le Blow up pour w est un intervalle, éventuellement sont

bornés contenant x = 0 .

Pour le cas particulier t 0 (T t) a, avec a > 0 et 0 est constante, ils prouvent

le résultat suivant :

Théorème 3.3.1 Soit w (x; t) une solution de (3:3:10) (3:3:12). Alors :

(a) Si a < 1= (b 1), l�ensemble de Blow up est B (w) = 0 .

(b) Si a = 1= (b 1), l�ensemble de Blow up est un intervalle, de plus :

0; v
( b 1

2 )
0 B (w) 0; v

( b 1
2 )

0

avec v =
2b (b+ 1)

b 1

1
2

.

(c) Si a > 1= (b 1), alors B (w) = R+.

Pour prouver le théorème 3.2.4, il su¢t d�appliquer le théorème 3.3.1.

Preuve. (du Théorème 3.2.4)

Soit b = m; a = 1, Soit w1 (x; t)(resp w2) les solutions de (3:3:10) (3:3:12) avec

0 = c (resp 0 = C) et le condition initiale w1 (x; 0) = w2 (x; 0) = u0 (x), on a :

c (T t) 1 u (0; t) C (T t) 1 .

Par la comparaison nous savons que :

w1 (x; t) u (x; t) w2 (x; t) .

Par conséquent :

B (w1) B (u) B (w2)

donc
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3.3. Preuve des résultats principaux

1. Si 1 <
1

m 1
, l�ensemble de Blow up de u est B (u) = 0 .

2. Si 1 =
1

m 1
, l�ensemble de Blow up de u est un intervalle contenant 0, de plus :

0; vc(
m 1
2 ) B (w) 0; vC(

m 1
2 )

avec v =
2m (m+ 1)

m 1

1
2

.

3. Si 1 >
1

m 1
, alors B (u) = R+.

De même pour v .

Il nous reste à observer que le signe de 1, 2 est le même que le signe de 1 +
1

m 1

resp 2 +
1
n 1

, de plus :

1 = 1 +
1

m 1
m 1
2

2 = 2 +
1
n 1

n 1
2

.
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Conclusion

Dans notre travail on a étudié des solutions non négatives du système des milieux poreux,

en presentant les travaux de F.Quirós et J.Rossi (voir [12]), et en détaillant tous les calcules.

L�objectif de cette étude n�est pas trouver une solution explicite mais déterminer l�exposant

critique de l�existence globale et de type Fujita, en construisant une supersolution auto

similaire et subsolution pour les déterminer.

On constate que la solution auto similaire joue un rôle important pour étudier l�existence

de la solution, globale ou bien locale du système parabolique (1:2:1) (1:2:3), ce sys-

tème apparait dans plusieurs branches d�applications mathématiques et explique plusieurs

phénomènes physiques. Ils ont été utilisés pour modéliser, où u(x; t) et v(x; t) représen-

tent les densités de deux biologique, par exemple la dynamique de population, réactions

chimiques.

46



Bibliographie

[1] C.Botao, Y.MI, C.MU, Global existence and nonexistence for adoubly degenerate

parabolic system, coupled via Nonlinar boundary �ux. 2011, 13B(2)

[2] H.Fujita, On the blwing up of solutions of the cauchy problem for ut u +

u1+ ,J.Fac.Sci.Unv. Tokyo Sec. IA Math.16 (1966).

[3] B.H.Gilding,On a class of similarity solutions of the porous median equation

III.J.Math.Anal.Appl.77(1980).

[4] B.H.Gilding & M.A.Herrero, Localization and blow up of thermal waves in non-

linear heat conduction with peking, Math.Ann.282(1988).

[5] B.H.Gilding & L.A.Peletier,On a class of similarity solution of the porous median

equation,J.Math.Anal,Appl,55(1976).

[6] B.H.Gilding,Ona class of similarity solution of the porous median

equation,J.Math.Anal,Appl,57(1977).

[7] V.A.Galaktionov, Heat localization in nonlinear media, di¤erentsial�n ye Urav-

neniya 17(1981).

[8] V.A.Galaktionov & H.A.Levine, On critical Fujita exponents for heat equations

with nonlinear �ux boundary condition on the boundary.J.Math.94 (1996).

[9] W.Huang, J.Yinet, Y.Wang, On critical Fujita exponents for the porous mediun

equation with a nonlinear boundary condition, J.Math.Anal. Appl, 286 (2003).

47



BIBLIOGRAPHIE

[10] K.Lust &C.W.Rowley & I.G.Kevrekidis. On the computation and stability analy-

sis of self-similar solutions.

[11] C.V.Pao, Nonlinear Parbolic and Elliptic equation, plenum press. New york (1992).

[12] F.Quirós & J.D.Rossi, Blow up sets and Fujita type Curves for a degenerate parabolic

system with Nonlinear boundary condition. Indiana. 1 (2001).

[13] A.A.Samarskii,V.A.Galaktiononv, S.P.Mikhailov, Blow up in problems for

Quasilinear Parbolic Equation, Nauka,Moscow,(1987)(Russian).

[14] P.l.Sachdev. Self-similarity and beyond, boca raton landon new york washington,

D.C (133).

[15] S.XU& Z.Song, Critical parameter equation for degenerate parabolic equations coupled

via nonlinear boundarry �ux, Springer (2011).

[16] XU.Xiangmin, A Moving collocation scheme for fourth order evolutionary PDEs,

B.Sc.,.Xin Yang normal University, (1995).

[17] Z.Xiang, C.MU, Blow up behaviors for degenerate parabolic equations coupled via

nonlinear bondary �ux, June (2007).

[18] Z.Xiang, Q.Chen, C.MU, Critical curves for degenerate parabolic equations coupled

via nonlinear bondary �ux. 189 (2007).

[19] S.Zheng, X.Song, Z.Jiang, Critial Fujita exponents for degenerate parabolic equa-

tions coupled via nonlinear boundary �ux, J.Math.Anal.Appl, 298(2004)

48



 

 

 

  
 

    Résumé : 
 

Dans ce mémoire nous avons étudions des solutions auto-similaires des deux 
équations de milieu poreux avec condition aux limites non linéaire et conditions 
initiales non trivial non négative a support compact. Nous trouvant trois régions 
délimitées par deux courbes, dont une courbe de type Fujita. Dans la première 
région chaque solution est global, Dans le deuxième tout solution non trivial est 
blow-up, dans la dernier il existe des solutions globales pour petites conditions 
initiales, et solutions blow up pour des conditions initiales assez grandes. 

 

Les mots clés: solution auto-similaire, globale, système, courbe de type 
 

 
  Abstract: 
 

 

In this these we study self-similar solution of two porous medium equations 
with nonlinear coupled boundary conditions and nonnegative nontrivial compactly 
supported initial data. We find three regions, bounded by two curves. One of them 
is a Fujita type curve. In the first region every solution is global, in the second 
every nontrivial solution blows up, and in the last one both behaviors coexist.  

 

The Key words:  self-similar solution, global, system, Fujita type curve, 
blow-up solution, porous medium  

 


