Existence et Unicité de L’Equation des Ondes dans un

Domaine Non-Cylindrique

4 juin 2017



Remerciements

Au nom d’Allah

Nous remercions Dieu le tout puissant qui nous a guidé dans ’accomplissement de ce
travail. Ce travail & été réalisé sous I'encadrement de ’enseignant "Dr. A. Sengouga" a
I'université Mohamed Boudiaf-M’sila, a qui nous voudrons exprimer nos profonde gratitude
pour leurs disponibilités, leurs aides et leurs conseils pour réaliser ce travail, ainsi qu’a tous
les professeurs de Faculté Des Mathématique Et De L’informatique.

Nous remercions vivement nos familles surtouts nos parents pour 'aidé et le soutient
moral.

Nous tenons a remercie tous les étudiants de la promotion 2016/2017 de Math de 1'uni-

versité Mohamed Boudiaf-M’sila.



Table des matiéres

Introduction 1

1 Préliminaires 2
1.1 Espaces Fonctionnels . . . . . . .. .. ... L oo 2
1.1.1 Espace de Fonctions Continues . . . . .. .. .. ... ... ..... 2
1.1.2 Espaces de Lebesgue . . . . . . .. .. ... ... ... ... 2
1.1.3 Espace de Distribution et Espaces de Sobolev . . . . . ... ... .. 3
1.1.4 Espaces LP(0,T; H), 1 <p< 400 . . .« v v v i i i .. 6
1.2 Convergence Faible . . . . . .. ... o 6
1.3 Quelques Inégalités Utiles . . . . . . .. .. ... . o L. 8
1.4 Equation des Ondes Dans un Domaine Cylindrique . . . . . ... .. .. .. 9

2 Equation des Ondes Dans un Domaine Non-Cylindrique : Solution Faibles
Locales 11
2.1 Position du Probleme . . . . . . . ... oo o 11
2.2 Changement de Variable . . . . . .. ... ... L 0oL 12
2.3 Existence et Unicité Locale du Probléme Cylindrique . . . . . .. ... ... 14
2.4 Solution Faible du Probléme Non-Cylindrique . . . . . ... ... ... ... 27

3 Equation des Ondes Dans un Domaine Non-Cylindrique : Solution Forte
Globale 29
3.1 Existence et Unicité Globale du Probléme Cylindrique . . . . . .. .. ... 29
3.2 Solution Forte du Probléme Non-Cylindrique . . . . . . . .. ... ... ... 38
Conclusion 39

Bibliographie 40

ii



Introduction

Dans ce mémoire on intéresse a 1’étude du mouvement d’une corde vibrantes dont la
longueur et la vitesse de propagations de vibrations sont variable avec le temps. Le modéle

mathématique simplifié de ce phénomeéne est 1’équation des ondes suivante
2 2
%:a(t)%,a(t)>0 te0,T], ze€at),B(t)], (1)
ou les limites de a(t) et 5(t) sont des fonction dépendante de t.

L’etude de ce probleme est plus difficile que le cas classique, i.e. lorsque l'intervalle est
fixe. Pour établir 1’existence et 1'unicité, on utilise I'idée de M. A. Rincon et I-Shih Liu [5],
dont le travail est détaillé ici, on considérant un changement de variable qui transforme le
probléme & un probléme posé dans un intervalle aux limites fixe mais avec de coefficients
variables. Ce dernier est résolue par la méthode des estimations & priori et en revenant au
probléme originale on a l'existence et I'unicité de la solution.

Ce travail est compose de trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on donne un bref exposé de quelques définitions et résultats
nécessaires pour la suite de ce travail. Nous établissons dans le chapitres 2 1'existence est
I'unicité de la solution faible, et locale en temps, pour le probléme (1). Le chapitre 3 est
consacré a l'exitance et I'unicité de solutions forts et globales. Une conclusion et quelques

référence sont présentés a la fin de ce travail.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Espaces Fonctionnels

On appelle espace fonctionnel un ensemble de fonctions ayant une structure d’espace
vectoriel.

dans la suite 2 un ouvert de R".

1.1.1 Espace de Fonctions Continues

On note C (€2, K) 'ensemble des fonctions continues définies sur €2 a valeurs dans K . Pour
tout m € N on note C™ (2, K) I'ensemble des fonctions définies sur €2 a valeurs dans K, telles
que pour tout o € N" tel que |a] =D 7" | a; < m , la dérivée D*p existe et est continue sur
Q.

On note C* (2, K) I'ensemble des fonctions ¢ : 2 — K qui sont indéfiniment dérivables
(c’est a dire, telles que pour tout o € N" la dérivée D*p existe; elle sera alors forcément

continue sur 2). Nous notons C" (2) = C™ (22, K).

1.1.2 Espaces de Lebesgue

Soit p un nombre tel que 1 <p < oo.
Cas : 1 < p < oo On définit ’ensemble :

LP(Q)) := {u : Q — R, u mesurable et/ lu(x) [’ de < —i—oo} :
Q

avec aussi la convention qu’on "ne distingue pas" deux fonctions qui sont égale presque

partout. Cet espace muni de la norme



1/p
el = ( [t dr)

est un espace vectoriel normé Banach.

Cas : p =00 On définit

L*Q) ={u:Q—R,3a>0,|ux)| <a pp xzecf}.

L’ensemble L™ (Q2) est aussi un espace de Banach muni de la norme
[ull ooy := supess u(z) = inf {a > 0, |u(z)| < a, p.p. z € Q}.
HISY)

Cette derniére quantité s’appelle le suppremum essentiel de |u| (ou sa borne supérieure
essentielle).

Cas:p=2

Dans le cas particulier, p = 2, on dispose d’un cadre Hilbertien tres commode d’utilisation.

Ainsi, pour u et v données dans L? (Q2), 'application

(u,v) = (U, V) o) = / u(x)v(x)de,

Q

définit un produit scalaire sur L? (£2), qui lui confére une structure d’espace de Hilbert.

Remarque 1.1 Pour tout q tel que 1 < q¢ < 400 on note

LP

loc

Q) ={u:Q—R, pour tout compact K C Q on au e LP(K)}.

Ona:LP(Q)C Lt (Q) et C(Q)CLt ().

loc loc

1.1.3 Espace de Distribution et Espaces de Sobolev
L’espace D(f2) des fonctions test

Définition 1.2 Soit ¢ : Q@ — R une fonction continue. On appelle support de p l’adhérence
en R" l’ensemble {x € R , ¢ (x) # 0}, Le support est toujours fermé.

On note par C§° ou encore D(2) 'ensemble des fonctions ¢ : 2 — R indéfiniment déri-

vables et a support compact et inclus en Q. D(2) est un espace vectoriel.



Distributions

Définition 1.3 On appelle distribution sur § toute application linéaire et continue de D(S2)

dans R.

On notera dans la suite par D’ (2) 'ensemble de toutes les distributions sur €2 qui est un
espace vectoriel. On dit aussi que D' (Q2) est le dual de D (Q2).

On utilisera dans la suite la notation (T, ¢) (crochet de dualité), pour toute distribution
T € D' () et tout élément ¢ € D(NQ).

Un exemple fondamental des distributions est le suivant :

p
loc

Exemple 1.4 Pour toute fonction u € L7 () on définit la distribution T, de la maniére

sutvante :
Tug) = [ ula) o (@)do, Ve € D).

La distribution T, s’appelle distribution réguliére associée a u.
Convergence dans D’ (£2)
On définira une convergence des suite dans D’ ().

Définition 1.5 Soit {T},},, .y une suite des éléments de D' (2) et T € D' (). On dit que
T, — T en D' () pour m — +o0 si

(T, ) = (T, @) pour m — 400, € D(Q).

Dérivation des distributions

Définition 1.6 Soit T' € D' (2) et a« € N™ . On appelle dérivée o Uordre o de T la distribu-

tion sur §) notée DT définie par :
(DT, ) = (~)*T. D) , Vp € D(Q). (L1)
On admet que I’égalité (1.1) définit bien une distribution sur §.

Remarque 1.7 On peut dériver toute distribution et a n’importe quel ordre, le résultat étant

encore une distribution. Ceci, contrairement & ce qui se passe pour les fonctions.

Cas particulier : Pour tout i € {1,2,--- ,n} on a

oT B Oy



Espaces de Sobolev

Définition 1.8 On pose

HI(Q):{UGL2(Q) et Vk € {1,2,--- ,n} tel que aiueL2(Q)}.
Lk

La dérivée % est comprise au sens des distributions.

On munit H' (Q) du produit scalaire :

" Ou Ov " [ Ou Ov
(U>U>H1(Q) = /Q (uv + 22_1: o axi> = (u,v)Lz(Q) + 22_1: ((9_3317 (9_1‘1) L2(Q).

La norme correspondante sera notée

ull ) = lull 2y + IVUll p2q) -

Proposition 1.9 Muni du produit scalaire précédemment défini, l'espace H* (2) admet une

structure d’espace de Hilbert.
On a aussi 'espace de Sobolev plus général suivant :
Définition 1.10 Soit m € N*, On pose
H™(Q) ={ue L*(Q) , D*(T,) € L*(Q) pour tout « € N" avec |a] <m }.

Remarque 1.11 1. Par convention nous posons H° () = L*(Q).

2. L’ensemble H™ (Q) est un sous-ensemble de L? ().

On a le résultat suivant :

Proposition 1.12 L’ensemble H™ () est un espace vectoriel sur R, et on a H™ (Q) C
H™(Q),Ym e N.
Espace H; (Q)

Définition 1.13 H] () est l'adhérence de D () dans H' (), ainsi on pose

Hy () :=D(Q) dans H' ().



Espace H™' (Q2)

Définition 1.14 On note par H=1 () le dual de H} () qui est un espace de Hilbert pour
la norme duale. Comme D () est dense dans H] (Q), les fonctions de H™ (Q) peuvent étre

identifiées o des distributions. L’espace H' (Q) est alors un espace de distributions.

Théoréme 1.15 (Inegualite de Poincaré) On suppose que S est borné dans une direc-
tion. Alors, il existe une constante C' (constante de Poincaré) ne dépendant que de ) telle
que

lull o) < ClIVUll2gq), Yu € Hy ().

alors
lull 2y < Cllull gy, Y € Hy (Q).
1.1.4 Espaces LP(0,T;H), 1 <p < 400

Pour un espace de Hilbert H, 'espace L*(0,7T; H) est défini comme I’ensemble des (classes

d’équivalence) fonctions mesurable u de 0, T dans H telles que

1
T »
(/ ||u||7;{dt) < +00,
0

pour 1 < p < +o0.

[Jul LP(0,T;H)

sup ess ([|ull;)
te[0,T

+00.

et HUHLw(o,T;H)

pour p

Remarque 1.16 Sip =2, L*(0,T; H) est espace de Hilbert, et l’application
T
(1.0) = (0. 0) gy = ([ ().
0

définit un produit scalaire sur L*(0,T; H).
Lemme 1.17 Soit u une fonction de L*(0,T; H (Q)) telle que u; soit dans L*(0,T; H (Q)).
Alors u s’identifie a une fonction de C([0,T]; L*(Q)).
1.2 Convergence Faible

Séparabilité

On rappelle qu'un ensemble 7" est dit dénombrable s’il existe une surjection de N sur 7'.



Définition 1.18 Un espace métrique E est dit séparable s’il existe un ensemble D C E

dénombrable et dense dans E, i.e. D = E.
Exemple 1.19 Tout espace vectoriel normé de dimension finie est séparable.

Corollaire 1.20 Proposition 1.21 Tout sous-espace d’un espace métrique séparable est

séparable.

Le dual d’un espace vectoriel normé (Dualité)

Si E est un espace vectoriel normé sur k , le dual de E est 'espace £ (E,k) des formes
linéaires continues sur k. On le note £*, et on munit £* de la norme subordonnée a la norme
de E. On notera souvent x*, y*, 2* les éléments de E*, et (z*, z) Paction d’une forme linéaire

z* € B* sur un vecteur = € E.

Théoréme 1.22 Si E est un espace vectoriel normé, alors E* est un espace de Banach.

Convergence faible
Définition 1.23 Soit E un espace vectoriel normé.

1. On dit qu’une suite (r,) C E converge faiblement vers un point x € E si (z*,x,) —
(z*,x) pour tout x* € E* et l'on note x,, — x.

*

*) C E* converge faiblement étoile vers un point x* € E* si

2. On dit qu’une suite (x

(xf, 2y — (x*, ) pour tout v € E |, c.-a-d. Vx € E (2¥, ) — (z*, ),
et on note alors x,, —* x.

Remarque 1.24 1. La convergence en morme entraine la convergence faible ou faible

étoile. La réciproque est fausse en général .

2. On a unicité de la limite : une suite ne peut pas converger faiblement ou faiblement

étoile vers deux points différents.

3. Sur E*, la convergence faible entraine la convergence faible étoile. La réciproque est

fausse.

Proposition 1.25 Toute suite faiblement convergente (z,) C E est bornée. Si E est un

espace de Banach, alors toute suite faiblement étoile convergente (z) C E* est bornée.

Le résultat suivant est fondamental.



Théoréme 1.26 (Banach-Alaoglu) Sil’espace vectoriel normé E est séparable, alors toute

suite bornée (xf) C E* posséde une sous suite faiblement étoile convergente.

Corollaire 1.27 Si H est un espace de Hilbert, alors toute suite (x,) C H posséde une

sous-suite faiblement convergente.

1.3 Quelques Inégalités Utiles

Théoréme 1.28 (Formule de la moyenne) :soient u et v deux fonction intégrables sur
la,b] telles que :

1. u continue sur [a,b]

2. v positive sur |a, b

alors, il existe ¢ élément de |a,b] tel que :

Remarque 1.29 avec v (x) = 1 pour tout = de |a,b]. il existe ¢ élément de |a,b] tel que :

u(c):bia/ w(t) dt.

Cette valeur est appelée valeur moyenne de u sur [a,b].

Lemme 1.30 Soit a,b >0, p,q € [0, +00| deux exposants conjugués ]l) + % =1 alors
P e
ab < < + —.
p q
Théoréme 1.31 Soit p et g deux exposants conjugués (% + % =1),1<p<+o0, et soient

u et v deux fonctions mesurables & valeurs dans R. Alors on a les inégalités suivantes :

1. L’inégalités de Holder
/Q fuv] dz < ol oy 9l ey -

2. L’inégalité de Cauchy-Schwarz. le cas p = q = 2 dans l'inégalité de Holder

/Q juv] do < ol oy 1l gy -

Lemme 1.32 (de Gronwall) :Supposons qu’une fonction ¢ continue de I = [0,T] sur RT,
vérifie

$ (@) < O (2) + / Oy () ) (s) ds,



pour tout t € I, ot Cy est une fonction continue de I dans Rt et Cy une fonction continue

croissante de I dans R. Alors, on a l'inégalité
t t
Y (z) < C(z)+ /0 exp (/S Cy (1) dr) 1 (s) Cy (s) ds,
pour tout t € [0,T].
Remarque 1.33 Si C est une constante, ['inégalité de Gronwall peut se simplifier et on
lécrit : .
Y (z) < Ciexp (/0 Cs (s) ds) :
1.4 Equation des Ondes Dans un Domaine Cylindrique
On considére & présent 1’équation des ondes posée sur le domaine d’espace 2 = [0, 1] :
Uy —a(t)ug, = f,t€[0,T] ,2€]0,1] ,a(t) >0, (1.2)
avec les conditions initiales
u(z,0) =wuo(z) , u(x,0)=wuy(x) ,z€]0,1], (1.3)
et les conditions de bord homogene de Dirichlet
u(0,t) =u(l,t)=0 ,t>0. (1.4)
Théoréme 1.34 Sous les données initiales suivantes :
uy € HH(Q), f e L*0,T; L*(Q)), v € L*0,T; H 4(Q)),
alors il existe solution faible de probléeme (1.2) (1.2) (1.4), satisfait les conditions suivant :
we L20,T; HA(Q)), u' € L2(0,T; LA(Q)),

et on obtient l’estimation

!

sup ess||u(t =+ llu . —I—’u
0<£T | ()||H3(Q) | ||L2([O,T),H2(Q))

< C <||f||L2([O,T);L2(Q)) + ||“0||H&(Q)> :

L2([0,7);L2(2))

Si les donnée sont plus réguliéres, alors on obtient un solution plus réguliére.



Théoréme 1.35 Sous les données initiales suivantes :
up € H*(Q)NHY (), f.f € L*[0,T7); L*()),

on obtient
we L0, T; HA(Q) N H} (), o € L2(0,T; Hy(Q),
u' € L2(0,T; H-1()).
et on a l'estimation

"

!
u u

UIHL2(Q)> + |

< O (If s oz + ol ) -

SHPo<e<r €55 (”“ 20 + | oy T 1 oy

o, C ne dépendant que de €.

Pour la démonstration voire C. Evans [2].
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Chapitre 2

Equation des Ondes Dans un

Domaine Non-Cylindrique : Solution

Faibles Locales

Dans ce chapitre on considére une équation des ondes dans un intervalle a limites variables.

2.1 Position du Probléme

Soit @ un domaine non-cylindrique i.e. varie avec le temps
Q= {(z,1) e R*z € Qy,t >0} .

avec frontiére

S= | o0 x {1}

o<t<T

ou Q; = [a(t), B(t)] et 0 = {a(t),5(t)} . La longueur du domaine €; est

V() = B(t) — aft) > 0.
Soit L un Opérateur défini par :
~ 0%u 0%u
LU(.Z',t) = w —a (t) @,

avec a (t) > 0. On considére le probléme linéaire :

Lu(z,t) = f(z,1), V(x,t) € Q,
u(x,t) =0, V(x,t)Ei,
u(x,0) = ug (z), % (2,0) =u; (z) «(0) <z < B(0).

11
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2.2 Changement de Variable

Pour étudier I'existence et 'unicité de la solution de probléme (I). On considérant un

probléme équivalent défini dans un domaine fixe, Nous utilisons le changement de variable

suivant :
~ xr — ot)
r,t)eQ—(y,t) €Q, y= : 2.2
(0,1) € G (1.1) = (22)
ou
Q=02x(0,T) avec Q=10,1].
soit u(z,t) = v(y,t), f(z,t) = g(y,t) et L un opérateur défini sur @ tel que
0% 0% 0% ov
L 1) = —= t)— t) —— t)— 2.3
U('I? ) at2 + a/l(y7 )ayQ + a?(yﬂ )atay + a3(y7 )8y7 ( )
ol ay, as et ag sont des coefficients a déterminer.
Nous obtenons un probléme dans un domaine cylindrique @ = Q x (0,7") suivant :
Lo(y,t) = g(y, 1) V(y,t)e £2x(0,T),
v(0,t)=v(1,t)= 0, 0<t<T, (IT)
'U(’y,O):’Uo(y), %(y,@)zvl(y), 0§y§])7
ou
vo (y) = uo () = uo (v (0) y + a (0))
et

w() = whOy+a0) -2 0.0)

= w1 (7(0)y+a(0)) + (o’ (0) +7'(0)y) % (7 (0)y + (0)).

Les coefficients a;, a5 et as

On utilisant le changement de variable

et x=7()y+at),

On déduit que
0 _0
oxr  ~y 0x2 420y
Nous obtenons par la régle de chaines
ou Jt v dy Jv
— (z,t) = —— = (y,1).
o Bt = g Wi F 5a, WY

12



Notons que % = —%, il vient
ou v o ++'(t)y v
)= — (y,t) — —— 2272 (y 1)
5 @1 =5 (4:1) S0 oy (v, 1)

D’autre part
u () = 0 A +A[By 0N\ (v o +9(H)ydv
o - \ot v(t)  oy) \ ot v(t) Oy
Pv 0 (o/ +fy'(t)y@> _d +A )y P

o2 ot v(t) Oy v(t)  Otdy
o + 7’( )y 0 (o/ +7'(t)y 0v>
7 v(t) Oy
P a+7 LA A ()y PP
o yv(t)  Otdy
a ++ t)yg <a —|—7( ) ) v N (o/—l—v’(t)y)28_2v
@) oy N () y (1) Oy*’
et en simplifiant, on obtient
0%u 0%v o +9Oy\> 0% o+ (t)y 9
(x,t) = + -2
o ot? v(t) 0y? ~v(t)  Otdy

_% (o/’(t) +7"y +7/(1) (2%1)@1/» g_Z'

En fin 'opérateur de L définie par (2.1), donne aprés changement de variables

o' +9'(t)y Q_La P
(507 <t>] a7

o (t) +9' (t)y v
2 () Otdy v.)

1 1 1 ! _
o) <a )+ (t)y+7(t)( 2

Dans la suite on note

62

v

1 1
a = a(y,t) = z_l% 7(t)Qa(t), (2.4)
_ M)+ ([)y
az = ax(y,t) = % ~ ) : (2.5)
az = as(y,t) = —% (@) +7" Oy + (1) a2). (2.6)

Remarque 2.1 On peut vérifier que l’équation (2.3 )est hyperbolique sur Q. En effet

)~ das(nt) = a3lnt) 4§30 )

4
= 72(t)a(t) > 0.

13



On suppose que

0,6 € CX([0,T) ). (H1)
ai(y,t) <O. (H2)
Proposition 2.2 L’hypothése (H2) implique que
/ 2 / 2
a(t) - max {|o/ (O, 18 ()} > 0.

Démonstration. D’aprés 'hypotheéses (H2) et (2.4) on a

et de (2.5) on a

| =

EEUESTIr.
7 (t)
En multipliant par —~(#)? on obtient

a(t) = (' (t) +7/ (t) )" > 0.

Ce qui implique

t) — "t () yl”
a(t) Ofilt@(r;lax|a()+7()y| >0,
d’ou I'inégalité

a(t) = max {lo’ 0,18 (1)} > 0.

0<t<T

2.3 Existence et Unicité Locale du Probléme Cylin-
drique

On va démontrer ici qu’il existe une unique solution du probléme (II) et nous obtenons

le méme résultat pour le probléeme originale (I).

Théoréme 2.3 (solution faible) sous les hypothése (H1), (H2) et les données initiales

suivant :

vo € HE(Q),v, € L*(Q),g € L*(0,T; L*()),

il existe Ty € (0,T) et une unique solution faible de probléme (II) v : QQ — R, qui satisfait

les conditions sutvantes :

14



1. v e L*(0,Ty; Hy(Q)).
2. v € L*>(0,Ty; L*(2)).
3. v" e L=(0,Ty; H ().
0 0% o'’ v
4. 5 (v, w) + (al(?_y?’w) - (aga—y,w) = (aga—y,w) = (g,w), Yw € H(0,1).
5. v(0) = vg,v'(0) = vy.
Démonstration.
1. Probléme approchée

On considere la base vectorielle B = {w;};", de Pespace Hj(Q) et soit V;, le sous-espace

engendré par B = {w;};", . D’autre part, écrivons vy, (t) € V,,, dans la base B comme suit :

t) = Zgim(t)wi (y)

ol vy, est solution du systéme différentiel
(Lvg,,w) = (g,w) Yw €V,
Uy (0) = Vo — vo  dans H(Q), (2.7)

v (0) = vy, — v1 dans L*(Q).
Le probléme (2.7) admet au moins une solution locale sur un intervalle de temps [0, 7,,] . Pour
prolonger cette solution sur un intervalle [0, 7] indépendante de m, on utilise la méthode des
estimations a priori.

2. Estimation a priori

Si on prend w = v/, comme fonction test dans (2.7), on obtient

v v OV,
)+ (%) + () + (w52 00) =@t @9
Le premier terme dans (2.8) donne
2
0 t1) = 2 2 el (29
Intégrons deuxieéme terme dans (2.8) par parties et utilisons la condition aux limites v}, (1,) =

vl (0,t) = 0, on obtient

o ov O !
Om s _md OUm
/Qal I v dy /8y av y + [ay alme

+1/, %_de_z// P\,
2Qa1 ay y2Qa1 8y )

15



[o v, [0y [ (%)d
ooyt Ay 2 Jo“ oy ) ¥
ov,y,
i, 1(a—y> W

2
En appliquant la Théoréme de la moyenne (1.28) du calcul intégral pour %% fQ ax (ag;‘) dy

alors il existe & € Q tel que :

) Ovm \ )

@/Qal (O_y) dy == (al (&) lomll ))
/a 82'Um o /aa1 8vmv, i
a dy Jy

+—/ ) gy L2 (e fonlye) - (210
2,4\ 3y ) W (@ Ol (@) ‘

Intégrons le troisiéme terme dans (2.8) par parties et utilisons la condition aux limites

v, (1, t) = v, (0,t) = 0, on obtient
o' /8a2< ov! o > [ < o, ﬂl
a = — [ — “u, dy | dy + |a e, dy
/Q dy o 0y \Jo Oy "o 0y 0
das ( / ol >
= — | — —u dy | d
/Q dy o Oy 7)Y
est indépendant de y alors

ov, o 1 0ay N2
= ——— . 2.11
J e g KUAR 2.1)
On utilisant (2.9), (2.10), (2.11) e (2 8), on obtient

22 el Pes 0ty b [ oy (%)
20t “mll2@ T | ", gy 2 ), \ay ) Y

Jdag

comime rm
Y

10 2 1 0ay 7 \2 Ovy, ’ /
= 5% (a1 (&, 1) vaHHg(Q)) “ 39y /o (v,,)" dy + /Qag—ay vl dy = /ngmdy.
o 2 2 '
En multipliant par 2 et on notant £ (t) = ||vy,[[72q) — a1 (£, 1) ||”m||H5(Q) on obtient

0 8alavm, Ovm \
TEW) = 2 Im
oy 1 o dy ay /Ql<ay>dy

8@/ ’ / E)vm / ’
+—= vy,) dy —2 [ as——v,,dy + 2/ gu,,dy,
dy Q( ) Q ’ dy Q

En intégrant sur (0,t), ou ¢ € [0,7},) on obtient

E() = E(0)+/Ot (2 %—C;%’—;v’ dy — /Q (85’;) dy> ds (2.12)

¢
+/ (%/ (v )? dy—Q/agaz;—mv;Ldy—I—Z/gU;ldy) ds,
o \ 9y Jo o Oy Q

pour obtenir une majoration de F (t) on utilise de les majorations suivant :

16



1. D’apres (2.4) et (2.5) on a %‘” = 27’ (o/ ++'y) et d’apres 'hypothése (H1) on a «,

pe C*([0,T);R) alors %L;l est une fonction continue sur ) ce qui implique

day
dy

9
=3 Y + 4"yl < e

D’autre part

8@1 81}m y 8a1 (%m y
2 < |2
o By gy m¥W = ‘ o 9y dy d'
day 0v,y, v,
< 9 dy <2 — | dy.
_/ayﬁy Y Cl/aymy

Grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz (1.31), et Young (1.30), on a

201/Q 8;—;1)% dy < 2 8@0—; " ||U;n||L2(Q)
< 1 (lom Oligiay + ol
donc
2 [ ZrSmdy < ey (Jom Ol + W) (213)

2. D’apres (2.4) et (2.5) on a

, (—2 (@ +7'y)

4= (2 ) (o (o ++y) — 7 (o + 7))

et d’aprés 'hypothese (H1) ona«, 8 € C*([0,T) ; R), alors a) est une fonction continue
sur (). Ce qui implique

-2 (a/ ++'y)

3 ‘h (& +7y) =7 (@ +7y)| < ca.

|aa|—]

d’autre part
Ovm \ / (81} )2

—[d =) dy < |- []d[=")d
/nl(é‘y)y_‘nlé’y ’

1 ay

O\’
- [ (52) dr<clon Wiy, (214)

IN

donc
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3. D’apres (2.5) on a %i; = — 2 o d’apreés Phypothese (H1) on a a, 8 € C*([0,T); R)

B!
alors aai; est une fonction continue sur (). Ce qui implique %—a; = 277/ < ¢3. D’autre
part

8a2 7 \2 0@2 /2 '
— (v,,)" dy — (v,,)" dy
n (Vi) n (Vi)
oa
[5G @ dv < [ @0y < ol
Q| 9y Q
donc
day 2 2
[ 200 dy < a0l (2.15)
4. D’apres (2.6) on a
]' " ! /
ag = —— (a"(t) + 7" (t)y + ' (t)az)
(1)

et d’apres ’hypothese (H1) on a «, 3 € C?([0,T) ; R) alors az est une fonction continue

sur ). Ce qui implique |a3| < ¢4. D’autre part

—Q/ag%v;ndy < ’—2/agav—mv,’ndy'
o Oy o Oy

< 2/ O dy§2c4/
Q Q

dy
Gréce a l'inégalité de Cauchy-Schwarz (1.31), et Young (1.30), on a

az——uv,,

dy Um

OV, 2 2
=2 [ aa ety < o (Jom g + 1l (216)
5. D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz (1.31), et Young (1.30), on a
2 2
2 [ gty < oy + Wl (217)

D’apres (2.12) et les inégalités (2.13) , (2.14) , (2.15) , (2.16) et (2.17), nous pouvons

majorer F (t) par
t
2
@) <O+ [ (04t o Olye + 0+ +e e [0 + o) ds
pour t < T}, < T et on obtient
g 2 4 2 2
EQ<EO)+ [ Nollaads+¢ [ (lom 0y + 1l d
0 0

olucC= max{(cl + Co + 04) s (1 +c1 +c3+ 04)} .
Reste a majoré E (0) = [|v},(0)|72(q) — a1 (£, 0) [0m (0373 -
D’apres (2.7) on a

Um (0) = vom — vo et v, (0) = vy — vy,

18



alors vy, (0), v/, (0) est borné dans H}(Q) et L?(2) respectivement, donc E (0) est borné, et

m

comme g € L*(0,T; L*(f2)) alors

T
2
E(0) + / g% ds < c.
On déduit que
2 2 T 2 2
Fota iy — a1 (6 8) oy < €+ / (10ful2a0y + Ny ey ) s

On utilisant (H2) on a a; < 0, alors —a; > 0 en notant & = min {1, —a, (¢,1)}

on obtient, apres division par k,
2
(e ()32 — @1 (€ 1) lom ()3 )

2 2
# & [ (et + ol

2 2
10 (D20 + lom Ollaz) <

[\
?vlm e

?vlo)

On pose K; = { et Ky = g on obtient

[c (ﬂ”iz(g) + llvm (t)”?{g(n) < K+ Ky /OT <||U;n|@2(9) + ||Um”fqg(n)) ds.
En appliquant le lemme de Gronwall (1.32) nous en déduisons
[ (t)Hi?(Q) + [[om (t)H?{g(Q) < Kjexp (KoT),
On pose C = Kj exp (K,T) alors
[[or, (t)HiQ(Q) + [[om (t)Hl%Ié(Q) <C,

ce qui implique

2 2
lloe <C et flomlipye < C (218)
Donc on a
||U;n||L°°(0,TO;L2(Q)) = Supess (“U;nHL%Q)) <+,
ol = supess (I llggay) < +ov.

est équivalente a
{vm est bornée dans  L>°(0,T; H} (Q2))

vl est bornée dans L>(0,T; L2 (Q2))

m

D’aprés le théoréme (1.26) on peut extraire deux sous suites telle que

{ve —* ¢ faiblement étoile dans L>(0,T; Hy ()) (2.19)

vl —* o' faiblement étoile dans L°°(0,7; L% (Q2))
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3. Passage a limite

D’apres (2.7) on a (Lv,,, w) = (g, w) pour tout w € H} (Q), i.e.
0%, o’ e
(vl w) + (a18_y2’w) + (a2(9_y’w) + (a38_y’w) = (g, w). (2:20)
Ona: (vf,w) = 2 (v, w) au sens des distributions, et
0%v, 0%,
R AL
v .1t
= — | = (qyw) ——dy + [ 6] .
/Qay< 1) dy I |
Le “crochet” est nul puisque w € H} (2) , on a donc
. 0%v, o) day (%Ewd / Ov. 0wd
Va2 ) T T ) oy ay Y T ), Yoy by
_ %% w) — (a2 2
B oy Oy’ Yoy’ dy

< o’ ) o
as—,w | = aQ—wdy
dy

= /aa—v‘éwd —i—(/a'avawd —/a'%wd)
QZay Y 9239 Y QZay Y

= /(a a—%+a’avs)wdy— a’%wdy
o\ 9y oy o 0y

et

Donc pour chaque w € Hj () au sens des distributions dans [0, 7] on a
9wy — (212% (g, O
ot e oy Oy’ Yoy oy

+ 9 a Jv. w | — | a Jv. wl|+(a 9ve w | = (g,w)
Gt 283/, 28y7 38y7 =9, .
D’apres (2.19) et par définition de convergence faible étoile (1.23) on a

v, w), Yw € Hy (Q) (2.21)

ov, w ov w ot v, Ow ov Ow
O (v dve ow) [ov ow
oy’ oy’ oy’ Oy oy’ dy
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et d’aprés ’hypothése (H1) on a %—‘;1, ay, ay et az sont des fonctions continues alors :

da; Ov, Oa; Ov
(o) = (o). 22
v 0
(alﬁ_Z’w) — (ala—z,w> , (2.23)
a ( ,0v. o ( ,0v
g (aQa—y,w) — (%Oy’w) : (2.24)

ov. ov
— — — . 2.2
(a3 dy ’w) (aS ay’w) (2.25)

Alors pour tout w € Hy (2) au sens des distributions dans [0, 7], lorsque ¢ tend vers +oo il
existe une solution satisfait la formulation faible du théoréme (2.3).

4. Unicité de la solution

Par l'estimation (2.19) de théoréme (2.3) le produit de dualité (v (¢),v" () y-1(q)x12(a)
n’a pas de sens. Pour éviter ce probléme on utilise la méthode de Ladyzhenskaya [4].

Supposons qu'il existe deux solution v, v du Probléme (II), alors v et v satisfait

{ V't a5+ e + a3t =g, o { 0+ 0155 + % + a3 = g,
v(0)=wo(y) , v'(0) =wi(y). 0(0)=wo(y) , ¥(0)=wi(y).

donc

{ (W =") 4+ a; 82,(91‘;;@) + as 8(1}(’9;{;’) + as a(g;@) =0,
(v(0)=0(0)) =0, (v (0)=0(0)=0.
On pose w = (v — ©) on obtient

{ w”—i-al%T?vLag%—zZ +a3%—1; :0, (226)
w (0) = w' (0) = 0.
On considére ici une fonction ¢ définie par
b (t) = — [fw(r)dr dans0<t<s
10, dans s <t < T
ou v € L>(0,T; H} (). Soit wy (t) = fotw (r)dr.
En appliquant la relation de Chasles sur ) on obtient
i) = = [weyar
' 0 s
= — (/ w(r)dr+/ w(r)dr)
t ' s ’
= / w(r)dr—/ w(r)dr =w; (t) —wi (8).
0 0
On multiplie (2.26) par ¢ (fonction test) et intégrons sur 2
0? ow' 0
/w"@/)dy%— al—tsz/)dy—k/ag ad WYdy + / ag—wv,bdy = 0. (2.27)
Q o Oy o Oy o Oy
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Remarque que

O iy — O [
G = 5 [ vy
0
= | Gy

= @) dy = @) + (')

de plus ¢’ (t) = w (¢) et 1 (s) = — [ w (r) dr = 0. Donc le premier terme dans (2.27) donné

0 10
" - / 2
[ wrvdy = 5 ) = 55 1w @ (2.28)
Intégrons deuxiéme terme dans (2.27) par parties et utilisant ¢’ = w , on a
0w ow 0 ow 1!
—dy = — [ —— d —
Q ax 8y2 77Z} Y 0 ay ay (alw) Y + |:ay a’lw:| o

le “crochet” est nul puisque 1) € H} () , on a donc

ow 0 B ow [ Oay o
oy oy V) = /g Oy <9yw+a18y> W

da; oY o' O

— — | o —d
o Oy " Oy o Oy Oy

(G s [4(5) )
- L s S [ () @)
L ()
G ()
En appliquant la Théoréme de la moyenne alors il existe & € € tel que
S s L () ) s L (5) o

- day o 1 ooN> \ 1, o\ 2
= - Qa—y¢a—y—§<a1 <§’t)/9(8_y> dy) t 50 (fﬁ/ﬂ(@) dy

da; oY 10 2 1, 2
= | GG = 55 (a0 1le) + 56 €0 1l

Yy

dy ~ Oy
d’ou
9w da;  OY' 10 9 1, 2
i a18—y2@/zdy = /Q a—y@b By dy — 5o <CL1 (&) ||¢||H5(Q)) + 5“1 (&,1) ||¢||H3(Q) (2.29)
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le troisiéme terme dans (2.27) donne

J

0
dy + / 5y (@50 + 0z widy = (a0 + aae) ]

agzbg—i;)dva/ﬂ(a v+ gaw)wdqu/Q%q/;wd
d

B 0 ow Oay , 0 /82
= /Qﬁt (agayw dy—ir/ﬂayzzjwcly—l—/Q 8 —wdy + aywwdy

flo 3o o
e Y
<
3
<

I
S— S— 55—

+
b\
5
£

Q

Comme 7" = w on obtient

ou'’ 0 ow , O 1 das 9
< . e (@
/Q /8t(a28y )d+/8 / awal—i-Q(9 wdy. (2.30)
Intégrons quatriéme terme dans (2.27) par parties
[y =~ 2 [ wvdy - [ oa'ywdy. (2.31)
Q
En remplagant (2.28) ,(2.29), (2.30) et (2.31) dans (2.27) et intégrer de 0 & s on obtient
1o ’ 10 2 3@1 8¢/ 10 2
[ 5 = g 1o @l + [ G an = 32 (€0 1ol

L, 2 d Ow Oay
b 30 6O W + [ 5 (o ay¢) i+ [ Sy

1
+/a28—wwdy~l— 9a, 2dy+%/w¢dy~l—/a38—wwdy} dt =0 (2.32)
Q 9y Ja Q

Jdy 2 0y -
on a w(0) = w' (0) = ¢ (s) = 0 donc
/ pTACERY = (W' (s),9(s)) = (w'(0),4(0)) =0,
% Hw( )||L2 dt = % (”w (S>Hiz(n) - Hw <O)||i2(9)) = % Hw <S)Hi2(9) :

) - (i) (o)

et en appliquant le Théoréme de la moyenne pour fos ay (&,1) ”wﬁfé(ﬂ) dt alors il existe n €

[0, s] tel que :

| €t gy it = s ) [ 109y
0 0
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donc (2.32) Ce qui implique

da; 0
o 6) 0y = a1 6:0) 14 Oy = ot €) [ 10 Oyt + [ [ 255205 e

80,2/ Oay / , 0 )
+ dy + wipdy + | 2ah,—wdy | dt
/0 (ay Q( ) ay Q vy Q Qay Y

+/ (Q%/wwdy—i—/%ga—wwdy) dt. (2.33)

0 Ay Ja Q dy
D’autre part, on a
0 oY’ o [0 0
[ () g = = L2y (Gyo) vane [G0]
o \Oy /) Oy dy

— a2‘“¢¢d —/2%_6;13_%65

D’apres ’hypothese (H1) on a a, 3 € C*([0,T) ; R) alors %‘“, %;21’ 86“;, 85;2 , s G 943 ot g4 sont
Jday 8%a; Jdaz 6(12 1 Oasz

G T B o Gay o et ag sont des fonctions

des fonctions continues sur () ce qui implique

bornées. Nous avons les majorations
<lval . |5 <lval .
| < |val . [

ol ¢y, Ca, €3, C4 €t c5 des constantes positives

day

dy C3

) < Vel
1f| et Iasl<W_|

D’autre part en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz (1.31) et Young (1.30) , on obtient :
82(11 (9 ay

sYY'dy <

wwd'

< /Q 2y/aey| dy

o V2 2 1
< 201\/5 ”¢HL2(Q) % ||wl||L2(Q) < 10 ||¢,||L2(Q) + 5 ||¢||12(Q) )

Par l'inégalité de Poincaré (1.15), il existe ¢, € RT ne dépendant que de 2 tel que

H/l/}”LQ(Q) S Cp Hw”H&(Q)’ et donc :

82CL1 ’ Cp
- o S dy < i ||w||L2(Q) + ||77Z}||H1

On procéde de la méme maniére

aal 81/1
2__

A VAN

=t

& T

5 5
QJQ3|
| &

V2
oy v3 ¥l

1 2
< 8 [[w] 720 + 5 10l @)

24



et on a

day 2
— (w)"dy <
| G2 wrdy <

J

< o / ()2 dy < cs 0] 2age)
Q

gty
o 0y

< /Q 2y/@wy| dy

et

2

oa!
2 2
/Q 0y

V2 1
< VEVB ol 75 Wl < (0 ol + 5 1ol )

Nous avons utilisé d’abord l'inégalité de Cauchy-Schwarz (1.31). et ensuite l'inégalité de

Young (1.31), il viens

% vpdy < (st ] L2
2 o Dy wipdy < | ¢4 ||w||L2(Q)+§“1/’HL2(Q) J

Par 'inégalité de Poincaré (1.15), il existe ¢, € RT ne dépendant que de 2 tel que

2 2
HwHL?(Q) S Cp ||¢||H1(Q)7 et donc :
0

2/0@’2
o Oy

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz (1.31) et Young (1.30) , on obtient :

+ 2l

i@

V3 TR
o0l < [0y + 16y

oy

IN

/ vV 2905
0

L2()

On procédant de la méme maniére

2 [ Gowvay < 2 [ Fouwvay
< 2 [ fwoldy
.
< V20c w2 THwHL?(Q)SCGeHwHL? ||?/1HL2 ,
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Par l'inégalité de Poincaré (1.15), il existe ¢, € RT ne dépendant que de 2 tel que

19l 20y < e [Pl »

et donc :

8&3 2 ¢ 2
2/9 a_ywwdy < cgb ||1,U”L2(Q) + gp ||1/}||H3(Q)

De maniére analogue, on a

2/a3a—wwdy < 2
o 0Oy

<

a3g—1§wdy’

a—ww’ dy

Q
V2 || 0y
< V207 w2, 7 Ha—

2 2
< b Jwl|72 ) + ] 1911 )

D’aprés (2.33) et les inégalités précédents on a
/1
0 3y — 01 (60) 16 OV < [ | (564360 +at6m) Wiy
+(c3+0(c1+cot+es+catcs+cs+cr)) ||w]|i2(9)] dt,

On pose C' = (c5 + 0 (c1 + co+ 34 s+ 5+ cs+ 7)) et C = (3+ 3c,), il vient

¢
(g +a (&, n)) 1112 @) +C IIUJHiz(Q)] dt

2, o0~ a (6,0) [4 (O ey < [

o 6) ) — 01 (€.0) 16 Oy < |

Mais ¢ (t) = wy (t) — wy (s) , et par conséquent 1 (0) = —w; (s) ,
19 ()23 = lwn ()12 )

2 2 2 2
[ D0y = llwr (8) = w1 ()13 ) < 2 (lwon Dl azg ) + lwr ()0 ) -
0 0 0 0

Donc on a

A

0 (5) 2y — ( (€0)+25 (% +d (&n))) s (5) g

s CY )
< /0 [2 (g +ay (fﬂ?)) [[ws (0”?{3(9) +C HwHi?(Q)] dt.
On pose 6 = —ay (§,0) — 2s (%—i—a’l (E,n)) et M:max{(% + a) (ﬁ,n)) ,C’} ,on a

2 2 B 2 2
o (932 + 3 s Mgy < M [ (I gy + ) .
0
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Pour obtenir un résultat d’unicité de le probléme il faut que 4 > 0, On peut donc choisir

B 1 miny |a; (y,0)| o«
2 max,; a} (y,t) 2T, C’

To (2.34)
ol € nombres positifs est plus petite ,et pour tout s < Ty on obtient

J > ’al (670)‘ _2T0 |Cl,1 (6777)’ —€> 07

En notant k& = min {1,6} et K = %X on obtient

To
2 2 2 2
o0 (s + r (Mg < [ (I g0+ n Oy .
Par le lemme de Gronwall (1.32) nous avons pour tout ¢ de [0, Tp)
[|w (ﬂ”iz(sz) + [Jws (UH?{&(Q) = 0.

alors w (t) = 0 pour tout t < Ty. m

2.4 Solution Faible du Probléme Non-Cylindrique

Théoréme 2.4 Soit Qy = (a (0), 5(0))et les données initiales suivantes :
ug € Hy(Qo) , uy € L*(Q) , f € L*(0,T; L*(5)).
il existe 0 < Ty < T et une unique solution de probléme (I) u : Q — R, satisfait les conditions
sutvant :
1. w e L*=(0,Ty; Hy ().
2. v € L=(0,Ty; L*(Q)).

Démonstration. si v solution de probléme (IT) soit

u(z,t) = v(y, t),

ounzx="v(t)y+al(t)
de plus on a
g(yat) :f(x’t> :f(ﬁ)/(t)y‘i‘a(t)ﬂf)
et
vo (y) = u(2,0) = uo (v(0)y +a (0)),
vi (y) = w1 (7(0) y + a (0) + (¢ (0) +'(0)y) G2 (v (0) y + a (0)).

27



et u (z,t) vérifier le théoréme (2.3) et on a u est solution de probléme (I), sous I'hypothese

de théoreme (2.3), on remarque que

o (5

de la domaine @ vers Q = Q x (0,T) dans la classe C?, lorsque Ty supposa & (2.34) donc on
obtient

u 0%
1. 22 = 25,

12 21) 21/, 21) v
2. u ('T7t) = g? + al(y7t)g_y2 + a2<y7t)§t_ay + a3(y7t)g_y'

de plus on a l'opérateur Lu(y, t) définie dans [3] avec y = % ,transformez vers 1’opérateur

2 2
Lu(z,t) = % —a(t) Ju _ f(z,t).
avec les condition initiale ug et uq
d’apres la régularité de v (y,t) obtenir dans le théoréme (2.3) implique u (x, t) est solution
de probleéme (I) de sens de distribution dans [0, 7] et une unique solution faible de probléme

(I) dans [0, Tp] directement par le résultat de unicité de probléme (II) m
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Chapitre 3

Equation des Ondes Dans un

Domaine Non-Cylindrique : Solution

Forte Globale

Dans le chapitre précédent on a démontré qu’il existe une unique solution locale, Les

théorémes suivants démontrer qu’il existe une unique solution globale.

3.1 Existence et Unicité Globale du Probléme Cylin-
drique

On suppose que
a,B € C3([0,T);R). (H1)

Théoréme 3.1 (solution forte) Sous les hypothése (H1'), (H2) et les données initiales

suvants :

v € Hy(QNH*(Q) , v € Hy(Q) . 9,9 € L*(0,T; L*()),
pour tout T > 0 et une unique solution de probléme (II) v : Q@ — R, qui satisfait les
conditions suivantes :
1. v e L0, T; H} () N H*()).
2. v € L>(0,T; Hy(Q)).
3. v" e L>(0,T; L*()).

4 @—l—a@—l—a O —|—a@— dans @
C o T M T Paay T By~ Y PP '
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5. v(0) = v, v'(0) = vy.
Démonstration. On remarque que 'estimation (2.19) restes valable pour I’hypothése
(H1), i.e

v. —=* v faiblement étoile dans L*>(0,T; Hy (Q))
vl —* o' faiblement étoile dans L°°(0,7"; L% (Q2))

1. Estimation
On dérive (IT) par rapport a t et multipliant par w = v/ (t) et intégrons sur €2 on obtient

0 0%v 0 0%v
mo.n o m " o m "
(e (502 1) (5 (25 )
9 [ Ovm
+ (g (w2 ) o) = (0ot (3.1)

Le terme (g',v”) est bien défini puisque ¢’ € L*([0,T); L*(2)). Le premier terme dans (3.1)

"o _16 " 2 2
i) = 535 | @ dy = 35 Il (32

Le deuxiéme terme dans (3.1) donne
9] v\, v\
(@i (3) %) = [ () o
, 0%

U 82 /
- /< 15,2 vl 4 ay ay?v%) dy.

donne

Intégrons par parties

a9 " vy, o) daj Ov, o dy _/ , O, 82}”d
o\ a2 ) ) T T ey oy “Woy oy WY
[ Qa1 Ovy, Qon 1 gy — / " ov, 87};;%
o0y oy ™Y )My Ty
on a
0 Oy, OV, ov,, OV’ , Ov ov,,, v’
v m dy — n<vm md rZ2mar d rZm=z"m4g
at/layayy /‘“a ay +/ a”m“/la oy
donc
9 . vy, o) 2/ , Ovy, 0L mg, day Ovpy, o dy —2/a OV, 81}”
ot \“a2 ) ) T bt ), oy oy 0 Oy Oy 1ay ay

)

[ Qa1 Ovy, o dy _/a,,(%mﬁv _1/
(9y dy Loy oy 2

~ 1/, o\ s / v, av"
2Qa’1 ay y
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En Intégrons le terme —2 [, a} 85;” 85” dy par parties

, Ovp, OV ov,, Ov! o'\ 2 o, O’ 1!
-2 n Tdy =2 G Ty + 2 ) d 2 g, =2
/ “oy oy / 15y oy W /Q (011) v [al Oy 8yL

D’autre part on a
vy, OV 31/ ol \ >
= —= [ a
y oy "’ 2o\ Oy

_ 1/’ avi’l 2d _|_/
QQal dy Y Qal

alors le deuxiéme terme dans (3.1) donne

9 aﬁ%m o _2/ , Ovy, OVl m g day Iy, o dy
o\ a2 ) T 18y8yy o 9y Oy

day ov! o / " 8vm ovl,
! dy :
Dy + [ a By ay (3.3)
3 o\ 10
S a—y) dytdy — 2 O (ay (€.0) gy (O e))
Le troisiéme terme dans (3.1) donne
9, 0*v " ! ol
. m d — / m //d m //d 34
/{;at (a’2atay> U @Y /Qa2 ay Um y+/£;a2 ay Um @Y ( )
et on a
3”% " o 0 " " 1"\2 !
/QaQ o v dy = —/Q o (aguy,) vl dy + [aQ (v;) }0
8@2 1\2 / " "
= — | — (v,,)"dy — [ ax—="v] d
[, har [ o
le.
(V. 1 [ 0Oas , , .2
ay——vnrdy = —= [ — d
L’égalité (3.4) donne
9, v " ! day
— i dy = "ol dy — = ") dy. 3.5
[ 5 () oy = [ %y =5 [ 52 (35)
Le quatriéme terme dans (3.1) donne
0 M\ Oy, ov!
— [ az3—=— dy = vpd ol dy. 3.6
/g;at(ai%ay)vmy /a3a y+/§; ayvmy ( )
En remplagant (3 2), (3.3), (3.5) et (3.6) dans (3.1) on obtient

10 /
0 D))~ o (1 (€0 1 () gy

—I—2 a’ %81);” d+/ a'—aa/l av—mv”d
ot Jo " oy oy )T Jo\B T 0y ) oy Y

—l—/(a’—%a—%)avm vl dy +/ (8vm(‘3@ )d
o\ 2 7 dy) oy ay oy )"
3 / 81);11 2 das " _ " _
+§/Qa1<8y)d dy Dy ()2 dy / ndy = 0.
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En multipliant par 2 et on notant

2 2
E"(t) = llvm Ol g0 — a1 (€8 lvn, (Ol 20 -

8@’1 ’ (9@1 ’
N = 8y_a3 et ny = 8—y—a2—a3 ,
on obtient

0 0 Oy, OV! ov
—(E'(t)) = —2— =) d 2 " d
g = 2 [a(Ge0m ) aye [ 050
ov! Ov,, OU!
+2/ o d —Z/a" (—m m)d
o 2oy YT oy ey
+3/a' (80;”)2dy2dy+/%(v”)zdy+2/ " dy
Q ' dy Oy =" Qg "
En intégrant sur [0;t), ou ¢ € [0;7,,), on obtient
Oy, OV, 0v,, (0) 0vl, (0)
!/ . !/ _ / m !/ m
E'(t) = E'(0) 2/9(11 (_ay ay)dy—i—Q/Qal (y,O)( o o dy
¢ ov ov! Ovy, OV
+ 2/ P 1 g +2/ m g —2/ ”(—m—m)d>d
/0 ( o oy YT ) ey Y T2 ) oy ey )Y )
¢ (%' 2 6a2 2
+ 3/a’< m)d+/—v;; d+2/'v;;d ds.

D’aprés ’hypothése (H1') on a a,8 € C3([0,T); R) alors 1,,n,,d},d), a”, et %—“y? sont des

fonctions continues sur (), Donc elles sont des fonctions bornées

ml<e o Iml<e ., lafl<e | |d<$ et |2 <c
ol ¢y, Co, C3, C4, €t 5 des constantes positives.
Nous avons les majorations
ov ov
2/77 —vpdy < ‘2/77 —mv%dy‘
Q ' dy Q ' dy
OV,
< 2 / M Unm|dy
Q dy
ov
< 20| 5- vl 220
dy L2(9) Q)
6vm 811,:71 ) N . .
et comme ‘ o0 || 2y = ‘ 5 || 2o d’apres le premier chapitre, on a
ov ov!
2 [ Sty < sk ||
Q dy dy L2(Q) L@

2 2
< ak (H'U;nHHé(Q) + ||“Z1”L2(Q)> :
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On procédant de la méme maniére, on a

87/71//
2 n2avdy§202

/
ov,,

dy

17l 20
L2()

2 2
< o (ol + 0l
et
Oy, OV v ov!
—2/@”mmy§203—m o
o Oy Oy dy L2() Ay L2()
vl |I?
< 2c3k 3 :2031{3””;71”?{3(9)
L2()
et ) 9
o’ o’ 2
s [ (G2) avsa|Ge| el
Q ! ay ay L2(Q) Ho ()
et

day 2 2
| G2 @y < s Wl

et on obtient ainsi

2
2 / gvndy < 2192y 101720y < 6 [Vl 720

On note

Ovp, (0 ovl. (0
Vom = Uay( ) y Ulm = Ugy( ) et C =max{(cik+ co+ 2c3k +c4),(c1hk+co+c5+c6)}
donc on a

E() < E(0) -2 / 00 O\ 1 4 9 / & (4, 0) tomvinndy
8 dy Q

+0 [ (lelgen + 1)

De plus on a

vy, Ovl, ov,, O’
-2 = d §2/a'<—m m)d‘
/(0y0y) ‘Qlay(’?y Y
ov,, Ov!
< 2suplay (y, ——||d
< 2wt ) | (G52 )|
0v,, 2 o' |2
< supld] (y,t 2— ell—==— w
yeﬂ| 1 5:9) Ve W 2@ Il 9Y |2

~ 1 2 2
< af(t) (E [[0m 73 ) + € HU?/ﬂHHé(Q))

et par (2.18) on a va||§{3(ﬂ) < ¢7 donc
vy, Ov), 9
-2 m dy < cg+a(t ! ,
[ (5252 ) ay < v aeliliy
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ou cg = a(t) <.

€

On procédant de la méme maniére, on a

! / arU'rn O a’U;n O
2 [ a0 0) oty < 2 [ | (0) 2D 2t )‘dy
/ O, (0)]|> || 0vL, (0) |
S Sup|a1(y70)|2 % %
ves ¥l UV 2T(0)

~ 2
< @ (0) (Jlvm (0) g0y + 1% O ggen )

ot G (t) = sup,cq |a) (y,t)] et e>0.
On a vy, (0) — vy dans Hj () et v/, (0) — vy dans Hy () , donc

2
lom (O) Iy < K1 s 105 Oy < ko

donc
Q/Qa’l (y,0) vomv1mdy < ks,
ot k3 = a(0) (k1 + ka) .
Reste a majorer B (0) = ||}, (0)[72q) — a1 (&,1) [[v], (0)lI7qy- On & 0}, (0)7530) < K2
donc il suffit de majorer v/ (0) dans L?(Q).
Si 'on prend t = 0 dans (2.7), on obtient

)+ (00 T2 0 )+ (000 220 )

pour tout w € V,,,. Si w = v/, on obtenir

0?v,, (0) o’ (0)
" 2 m m
[om (O 720) = — (al (y,0) TR +as (y,0) dy

a0 22— g0.0,0)

20+ 0,00 220 g 0

0?v,, (0)

a1 (y,0) o + az (y,0)

[ (0)“L2(Q) ]
L2(Q)
donc

2 2

0?v,, (0)

Oy?

Ovp, (0)
dy

c (nvm Oy + \

ov! (0)
dy

IA

15 (Ol 20y ax (y,0) az (y,0)

i

L2(Q)
2

L2(Q)

+ a3 (y> 0)

2
+ 119 (0) |72 (0
12(9)

duy, (0)
dy

2

Oy, (0)
dy

IN

+ g (0)||i2(n)> ;

2
L2(Q) ‘ L2(Q)
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ol ¢ = max {Sup[o,l} a1 (y,0)] ; SUPJo 1] a1 (y,0)] ; SUPJg 1] lax (y,0)], 1} .
Comme g,g € L*(0,T; L*()) alors g € L?([0,T]; L*(Q)) et ¢ (0) a un sens. on a

U (0) = vy dans Hy () et v, (0) — vy dans H) (),

donc
Ovy, (0)  Oug ov, (0)  Ouy
— — t —— — —
Jy y oy dy
et I'hypothese vg € H(2) N H?(Q?) implique que vy, (0) borné dans H?(Q) alors

dans L*(Q) dans L* ()

2
107 Ol z20) < Fa-
et on obtenir
t
2 2 2 2
o (Ol + 8 1t Oy < G+ € [ (0 Ol + I (D)

oud = —(ea(t) +ay (& t)), Cr = cs + ks + ky. Pour e suffisamment petit, ou 6 > 0.
Par (H2) on a a; <0 alors —a; > 0. En notant £ = min {1,0} , et donc. On a

2 2 1 2 2
v (D720 + 100 Oy < T (HUZZ ON72() + 0 v, (t>||H5(Q)>
¢, C [ 2 2
< D% [ (e @ + e (O1ye) ds.
0
On pose é’l = % et ég = % on obtient pour t < T

o D720y + 100 Dllzz0) <
Gt Co [ (I Oy + Iy )y s e € 0.7).
En appliquant le lemme de Gronwall (1.32) nous en déduisons
i ()32 + 0 Dl ) < Crexp (CT)
On pose C=0 exp (C’QT) alors
U, (t)Hi?(Q) + v, (OH?{&(Q) <C; Wtelo,T] T>0,

ce qui implique
[om, (t)||i2(g) <C et |, (@“?{5(9) <C.
2. Passage a la limite
On peut extraire deux sous suites telle que

vl —=* ¢’ faiblement étoile dans L>(0,T; H; (9)),
v — " faiblement dans L2(0, 7T L2 (f2)).
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D’apres les estimations (2.19), (3.7),on peut passer a la limite, il vient
ve L>(0,T; HE ()
v € L=(0,T; H: (Q)) (3.8)
v" € L?(0,T; L*(Q))

On peut vérifier que

et on obtenir finalement

(", 0") + aa—%v' + aa—vlv' + a@v' = (g,v")
) lay27 2ay7 38y7 =9, :

dans L?(0,T; L*(Q))
3. Unicité de solution forte

Soient v , ¥ deux solution de la méme Probléme (II) alors v et © satisfait
2 v’ v N ) 0’ 0
{ v”—l—alg—yz—irag%—y—iragg—y:g, . { v”—l—alg—yQ—l—ag%—y—l—agg—y:g,
v(0)=w(y) , v (0)=v(y). (

donc

{ (" —") 4+ alaQézgﬁ) + as a(vé;ﬁl) + as a(gf) =0,
(v (0) —9(0))=0 , (v (0)=v(0))=

On pose w (t) = (v (t) — v (t)) on obtient

{ w' +a182+a28y+a38y:0, (39)

= 0.
On peut prendre w’ (t) € H}(Q) comme fonction test de (3.9)

0? ow'’ 9,
(w,w)—l—( 8;;}’ )—l—(agal?j,w')—l—(aga—z w>:0. (3.10)

Le premier terme dans (3.10) donne

w ||L2(Q)‘ (3.11)

Intégrons deuxiéme terme dans (3.10) par parties et utilisée la condition aux limites w’ (1,¢) =

w’ (0,t) = 0 on obtient
d*w 0 n Ow ow ,
/alww dy = —/Qa—y(alw)a—ydy—i— |:8—ya1’w:|0
= —/ %w’—l—a o (9_wd
— Ja\dy Yoy ) oy
day Ow / ow' Ow
= — [ ——dwdy— [ a —d
/gﬁy@y 7)oy oy ™Y

Jda; Ow ' 1 / a9 [Ow\? p
— — — W —_ = —_
o dy oy Y9 \ay )
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2
En appliquant la Théoréme de la moyenne pour %% Jo a1 <‘3—Z’> dy alors il existe £ € (2 tel

Pw da; Jw y 10 ow\”

Intégrons le troisiéme terme dans (3.10) par parties et utilisée la condition aux limites

w! (1,t) = w' (0,t) = 0 on obtient

que :

ow’ ’ 1 0 " 2 aaQ 2
dy = = ( >:__ )2 dy, 3.13
[ arwan =3 [ g (u [ ) dy (313)
comme %—‘;2 est indépendante de y alors
8w’ ’ 18&2/ "2
a wdy = —=—— w')” dy. 3.14
|y = =352 [ @) ay (3.14)
De (3.12), (3.13), (3.14) et (3.10), on obtient
10 8&1 ow 10
20 1012w = [ 505 = 5 (€D i)
18&2 "2 / 8w ’
- - d —w'dy = 0.
2 Q(w) Y+ Qagayw Yy
Intégrons sur [0,¢] avec t < T et en multipliant par 2 on obtient

day Ow da

2 day 2 2
||w,||L2(Q) —ay (§,1) ||w||12qg(9) - 2/ < ay 8y w'dy + a_y 0 (w) dy) dt
Pour majorer le second membre, on a

—2/ /a —w'dydt.
0 Ja 389
8@1 8w

2 2
2 __w/dy < g ||’UJIHL2(Q) +C ||wHH3(Q) ’

o 9y 9y
8(1
G2 [Py <l

aw 1112 2
2 [y <l + aluliye

ol ¢, g, ¢c3 > 0 ,de plus par (H2) on a a; < 0, en notant k = min {1, —a; (§,t)}, on a aprés

division par k
2 2 2 2
[w'l|720) + lwlline) < w720y — a1 (€ 8) [wliz g
T
2 2
C [ (101 + ol )

ou C = max {a+eta atal Parle lemme de Gronwall (1.32) nous avons pour tout ¢ de

[0,T)

IN

2 2
|| 720) + ||w||H3(Q) =0,

alors w (t) = 0 pour tout t < 7. m
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3.2 Solution Forte du Probléme Non-Cylindrique
Théoréme 3.2 Soit Qy = (a (0),5(0)) et les données initiales suivantes :
ug € Hy(Q) N H*(Q) , wi € Hy(Qo) , £, f € L*([0,T); L*(5%)).

il existe T > 0 et une unique solution de probléme (I) u : Q — R, satisfait les conditions
suivantes :

2. v € L=(0,T; H} (%)).

3. u" € L>®(0,T; L*()).

4. %—l—a(t)%:f p.p. dans Q

5. u(0)=ug, v (0)=uy dans .

Démonstration. Avant d’aller dans la preuve de Théoréme (2.4), avec les conditions

initiale ug, u; dans le probléme (I) on obtient

L v (y) = u(x,0) = uo (v(0) y +  (0)),
2. 01 (y) = w (7 (0) y + a(0) + (o/ (0) + ' (0)y) G2 (v (0) y + a (0)) .

Par conséquent, si nous prenons
Uy € H&(QO) N H2(Q0) , Ul € H&(Qo>

alors le probléme non-cylindrique (I) a une solution unique u & défini pour tout t> 0. =
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons démontrer 1’existence et 'unicité des solutions faible locale,

et forte globale, de I’équation des ondes dans un intervalle €); a limites variables
Lu(w,t) = f(x,1),  V¥(x,t) € Q% x (0,7),
u(z,t) =0 V(z,t) €,

u(x,0) = ug (2) 9u (2,0) =uy (2) «(0) <z < B(0).

Pour cela, on a utiliser le changement de variable suivant :
(.%’,t) € UtE(O,T)Qt = (ya t) € Q x (O,T),

Le probléme transformée, est un probléme hyperbolique, a coefficients variables mais dans
un intervalle fixe €2

Lo(y,t) = g(y,t) V(y,t) € 2% (0,7),
v(0,t) =v(l,t) =0 0<t<T,

(IT)

v (y,0) = v (y) D (y,0)=v1(y) 0<y<1).

Dont 'existence, locale ou globale, est établie par la méthode de estimation a priori et nous

obtenons le méme résultat pour le probléme originale (I).
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