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ملخص  

 انخطيح راخ انتشتية انكسشي َزكش تثعض انًفاْيى الأَظًحاستخذاو طشق انتعشيف نتمشية         انٓذف يٍ ْزِ انًزكشج ْٕ

 انشئيسيح نهحساب انتفاضهي ٔ انتكايم انكسشي ثى َكشس تميح ْزا انفصم نذساسح انتعاسيف انشياضيح انًختهفح انًتعهمح الأساسيح

تًُارج  (يششحاخ) عٕايم انتشتية انكسشي إدخالتالاشتمالاخ ٔ انتكايلاخ انكسشيح ٔ كزنك تعض خصائصٓا يٍ خلال 

ٔ رنك تتطثيك اثُيٍ يًُٓا نتاكيذ انفشضياخ انًطشٔحح ٔ يماسَح  (استالوب و شارف )صحيحح ٔ تاتثاع طشيمح انًماسَح طشيمح 

 نتحميك انًطهٕب ٔ ٔفما َتائج انًحاكاج يًكُُا انمٕل اَّ في ظم ظشٔف يعيُح ٔ اختياس الأَسةَتائجٓا نًعشفح اي يُٓا ْي 

 فعانح شارف ٔ استالوبيعطياخ تكٌٕ طشيمح 

 يشتمح كاتٕتٕ ٔ َظشيح نياتَٕٕف نلاستمشاس  - انخطيح الأَظًح- َظاو انتشتية انكسشي  : الكلمات المفتاحية

 

Résumé  

Le but de ce travail est d'utiliser des méthodes d’identification pour approximer des 

systèmes linéaires d'ordre fractionnaire. Nous rappelons quelques principes concepts de base du 

calcul différentiel et d'intégration fractionnaire. Puis nous consacrons le reste à l'étude des 

différentes définitions mathématiques liées aux dérivations et intégrales fractionnaires, ainsi que 

certaines de leurs propriétés en introduisant les facteurs d'ordre fractionnaire (filtres) avec des 

modèles corrects et en suivant la méthode de comparaison (Oustaloup et Charef) en appliquant 

deux méthodes d'entre eux pour confirmer les hypothèses avancées et comparer leurs résultats 

pour savoir laquelle d'entre elles est la plus appropriée pour atteindre le résultat souhaité et selon 

les résultats de la simulation, on peut dire que sous certaines conditions et la sélection des 

données la méthode de Oustaloup et Charef est efficace. 

Mots-clés : Système d'ordre fractionnaire ; systèmes linéaires ; Méthodes d’identification ; 

dérivée de Kabuto ; Théorie de la stabilité de Lyapunov. 

Abstract 

The aim of this note is to use identification methods to approximate the fractional linear 

systems. We recall some of the main basic concepts of differential calculus and fractional 

integration. Then we devote the rest of this chapter to studying the various mathematical 

definitions related to derivations and fractional integrals, as well as some of their properties by 

introducing the fractional order factors (filters) With correct models and by following the method 

of comparison (Oustaloup et Charef) by applying two of them to confirm the hypotheses put 

forward and compare their results to find out which of them is the most appropriate to achieve 



  

  

 

the desired and according to the simulation results, we can say that under certain conditions and 

the selection of data the method of Oustaloup and Charef is effective 

Keywords: Fractional order systems ; Linear systems ; identification methods;  Kabuto 

derivative ; Lyapunov stability theory. 
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Chapitre I : 

Introduction Générale 

 

L'idée du calcul fractionnaire a été proposée il y a plus de 300 ans. Cependant, Los 

Angeles première utility réussite du calcul fractionnaire remonte aux années 1960. Dans les 

dernières décennies, le calcul fractionnaire à été vraiment développé et largement utilisé dans 

différents domaines de Los-Angeles technologique know-how et de l'ingénierie 

Récemment, un intérêt considérable pour le calcul fractionnaire a été stimulé par ses 

applications dans les différents domaines des systèmes et de la commande. Certains premiers 

travaux ont été effectués par Bode qui a proposé une fonction de transfert d'ordre fractionnaire en 

boucle ouverte pour maintenir un fonctionnement stable des amplificateurs à boucle de retour 

pour une grande variation du gain 

L'application des concepts de calcul fractionnaire dans le domaine des systèmes de 

contrôle automatique remonte au début des années 1960. Cependant, les contrôleurs basés sur le 

calcul d'ordre fractionnaire ont reçu une attention croissante de la part de la communauté du 

contrôle jusqu'aux dernières décennies. Dans ce domaine de recherche, tous les contrôleurs 

d'ordre fractionnaire développés impliquent des opérateurs et/ou des systèmes d'ordre 

fractionnaire dans leur structure ou leur implémentation. Ces contrôleurs ont été introduits dans 

les applications de contrôle pour améliorer en permanence les performances et la robustesse des 

systèmes de contrôle. 

Le premier qui a vraiment introduit un contrôleur d'ordre fractionnaire était Oustaloup 

qui a développé le contrôleur CRONE (commande robuste d'ordre non entier) et il à appliqué 

dans divers domaines des systèmes de commande. Podlubny [19,21] a proposé un contrôleur 

PI
λ
D d’ordre fractionnaire, comportant une action d'intégration d'ordre λ et action de 

différentiation d'ordre μ , on peut trouver un très bon résumé sur le calcul fractionnaire dans le 

domaine de la commande; les définitions de base du calcul fractionnaire, des systèmes 

dynamiques d'ordre fractionnaire et la commande d'ordre fractionnaire a également été présentée, 

en plus, plusieurs contrôleurs d'ordre fractionnaire typiques connus ont été présentés et 

commentés. 

 La commande adaptative s'est avérée être une bonne commande due à son potentiel 

application dans les systèmes avec de grande complexités et incertitudes. Le but de la commande 

adaptative est de concevoir un contrôleur pouvant atteindre les objectifs de commande pré-

spécifiés pour une classe donnée de systèmes 

 Ce n'est qu'au cours des quinze dernières années que des opérateurs et des systèmes 

d'ordre fractionnaire ont été introduits dans le schéma de la théorie de la commande adaptative. 

En 2002, Vinagre et al [1,19,21] ont introduit pour la première fois l'idée du contrôle d'ordre 

fractionnaire dans le contrôle adaptatif traditionnel. Ils ont utilisé des règles de réglage des 

paramètres fractionnaires et un modèle de référence fractionnaire dans le contrôle adaptatif du 
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modèle de référence conventionnel (MRAC). En 2006, Ladaci et Charef [13,18] ont utilisé des 

règles de réglage des paramètres fractionnaires et 

Modèle de référence fractionnaire qui diffère du MRAC classique. Ils ont également introduit un 

différenciateur d'ordre fractionnaire à la sortie du système, qui est lié au modèle de référence 

d'ordre fractionnaire proposé dans les règles classiques de réglage des paramètres MRAC. Suárez 

et a proposé un schéma de contrôle La séquence de contrôle latéral AGV combine l'approche du 

modèle de référence et les règles de réglage d'ordre fractionnaire pour le réglage direct du gain. 

Ladaci et Charef ont également introduit un contrôleur PID adaptatif d'ordre fractionnaire basé 

sur un algorithme classique d'ordre entier. Dans tous les travaux ci-dessus, les avantages du 

comportement du système et la robustesse du schéma de contrôle introduit ont été démontrés 

avec des exemples illustratifs. Mais la faiblesse de ce travail réside dans le manque d'arguments 

théoriques pouvant garantir la stabilité de ces schémas de contrôle spécifiques. C'est pourquoi la 

preuve analytique de la stabilité des systèmes de contrôle adaptatif d'ordre fractionnaire a jusqu'à 

présent été considérée comme un problème ouvert. 

Récemment, des travaux théoriques ont été réalisés pour démontrer analytiquement la stabilité de 

certains schémas de contrôle adaptatif. Li et al ont étudié la stabilité asymptotique de trois 

systèmes scalaires d’ordre fractionnaire en utilisant la méthode de stabilisation adaptative 

universelle. Les résultats obtenus sur la stabilisation adaptative universelle d'ordre fractionnaire 

ont été également étendus au système MIMO par Li et Chen , Ladaci et al ont montré qu'un 

contrôleur adaptatif d’ordre fractionnaire basé sur un grand gain à retour de sortie peut stabiliser 

n'importe quel système linéaire, invariant dans le temps, à phase minimale, avec une seule entrée, 

une seule sortie (SISO) et de degré relatif unité.  ils ont également introduit un feedforward 

d’ordre fractionnaire dans l'algorithme MRAC pour obtenir une nouvelle stratégie de commande 

adaptative où la preuve de la stabilité robuste de ce schéma de commande a été dérivée. Par cette 

gamme de techniques de conception et d'applications, mais assez loin de viser la perfection, il est 

clair que la commande d'ordre fractionnaire est devenue un sujet de recherche important. La 

généralisation à l’ordre non-entier des contrôleurs traditionnels ou des schémas de commande se 

traduit par plusieurs paramètres de réglage et plusieurs réponses fréquentielles et temporelles 

réglables du système de commande, permettant l‘achèvement des performances robustes. 

 

Objectifs 
 

Notre objectif principal dans ce travail est d'introduire des opérateurs et des systèmes 

d'ordre fractionnaire dans des schémas de contrôle adaptatifs. Nous nous intéressons aux 

opérateurs et aux systèmes d'ordre fractionnaire car ces derniers fonctionnent très bien par 

rapport à l'ordre complet. En effet, de nouveaux schémas de commande ont été proposés tout en 

montrant leurs avantages en les appliquant à différents types de systèmes dynamiques. Dans ce 

cas, nous proposons un nouveau schéma de contrôle adaptatif d'ordre fractionnaire à gain élevé 

avec rétroaction de sortie en introduisant l'intégrale 
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Ordre fractionnaire à côté de l'intégrale régulière de la sortie du système dans le gain 

adaptatif de la stratégie de contrôle. Des simulations ont été réalisées et les résultats obtenus ont 

été satisfaisants. Nous proposons également un contrôleur adaptatif à gain élevé qui modifie les 

concepts suivants -modification par le biais du calcul d'ordre fractionnaire. Par cette 

modification, on a l'intention de maintenir la robustesse en présence des perturbations et 

d'éliminer le comportement indésirable en absence des perturbations par l’introduction de la 

dérivée d’ordre fractionnaire dans le gain d'adaptation de la stratégie de commande à la place de 

la dérivée régulière. Des simulations ont été faites pour montrer l'efficacité du schéma de 

commande proposé. Nous proposons encore l’introduction d’un système d'ordre fractionnaire 

oscillatoire approximé par la technique de Charef comme modèle dans la commande adaptative à 

modèle de référence (MRAC) conventionnel.  

Les simulations montrent l'efficacité du schéma MRAC avec des modèles fractionnaires 

pour améliorer la dynamique de la réponse contrôlée du processus et suivre parfaitement la 

sortie. De plus, nous proposons une stratégie pour régler les paramètres du contrôleur PID basée 

sur un modèle de référence d'ordre fractionnaire. Le modèle utilisé dans ce cas est un système 

d'ordre fractionnaire appelé fonction de transfert idéale de Bode. 

Les paramètres du contrôleur PID sont réglés en minimisant l'intégrale de l'erreur 

quadratique entre le modèle de référence fractionnaire souhaité et la réponse du système 

d'asservissement en boucle fermée avec le contrôleur PID. 

Le système en boucle fermée résultant a la propriété idéale d'être robuste pour acquérir 

des changements, la réponse échelonnée présentant des propriétés d'iso-amortissement. Le 

système d'ordre fractionnaire utilisé comme modèle a été aussi approximé par la technique de 

Charef. Des simulations ont été faites pour tester ce schéma de commande d’ordre fractionnaire. 

Les résultats obtenus ont été très satisfaites.  

 

 

 

 

  

 

3 



Chapitre II  Systèmes d’ordre Fractionnaire  
 

4 

 

Chapitre II : 

 

II. Systèmes d’ordre Fractionnaire  

  
II.1. Introduction  

 

Les systèmes d'ordre fractionnaire ont suscité un intérêt considérable dans de nombreux 

domaines des sciences appliquées et de l'ingénierie. Ces systèmes sont généralement décrits par 

des équations différentielles fractionnaires. Dans le domaine fréquentiel, elles sont représentées 

par des fonctions de transfert irrationnelles. En raison de ces fonctions irrationnelles, les 

systèmes d'ordre fractionnaire sont rarement étudiés. N'ayant pas de solutions analytiques 

exactes, les techniques numériques et approchées sont largement utilisées pour leur analyse, leur 

analyse et leur mise en œuvre. Dans ce chapitre, nous donnerons la définition du calcul 

fractionnaire et des opérateurs fractionnaires, quelques propriétés principales, et la transformée 

de Laplace des dérivées fractionnaires et des intégrales. Nous introduirons quelques méthodes 

d'approximation d'opérateurs et de transfert d'ordre fractionnaire notamment 

 

II.2. Intégrale et drivée d’ordre fractionnaire 

II.2.1. Définitions  

 

Le calcul fractionnaire est une généralisation de l'intégration et de la différentiation à 

l'opérateur fondamental d'ordre non entier  où   c 𝐷𝑡
𝑎

   et t sont des limites de l'opération. 

L'opérateur intégro-différentiel continu est défini comme : 

 

c 𝐷𝑡
𝑎   = 

𝑑𝑎

𝑑𝑡 𝑎                      𝑅(𝑎) > 0,

1                         𝑅 𝑎 = 0,

 (𝑑𝜏)−𝑎𝑡

𝑐
          𝑅(𝑎) < 0,

  

 

où α , généralement α R , est l'ordre de l'opération. Les deux définitions les in addition to 

utilisées pour l'opérateur intégro-différentiel (Spanier et Oldham) d'ordre fractionnaire général 

sont celles de Grunwald-Letnikov (GL) et de Riemann-Liouville (RL). Les autres définitions 

bien connues sont ceux de Caputo, Weyl et Furier. 
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II.2.2. Intégration d’ordre fractionnaire 

 

Soit une fonction réelle de la variable réelle t proceed et intégrable sur [0, +∞[, 

l'intégration répétée k fois de la fonction f(t), appelée l'intégrale k
ème

 de f(t) et notée I k f(t), 

s'exprime standard la formule de Cauchy standard: 

 

 𝑑𝑡𝑛
𝑡

𝑡0
  𝑑𝑡𝑛−1

𝑡4

𝑡0
…  𝑑𝑡2

𝑡3

𝑡0
 𝑓 𝑡1 𝑑𝑡

𝑡2

𝑡0
  = 𝐼𝑘  𝑓 𝑡  = 

1

 𝑘−1 !
   𝑡 − 𝜏 𝑘−1𝑓(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑡0
 

 

Pour généraliser la formule de Cauchy à un nombre réel * α , Riemann en 1947 a proposé 

de remplacer la fonction factorielle standard la fonction Gamma qui en est la généralisation aux 

nombres réels. On obtient alors la fonction d'intégration fractionnaire: 

 

𝐼𝑎𝑓 𝑡 =  
1

𝜔(𝑎)
   𝑡 − 𝜏 𝑎−1𝑓(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

 

𝜔 (.) étant la fonction gamma d’Euler définie par :  

 

Γ(𝑥) =   
∞

0

tx−1e−tdt∀x ∈ ℜ∗ 

 

L'intégrale unilatérale d'ordre réel  est souvent appelée l'intégrale de Riemann-Liouville vehicle 

Liouville an aussi proposé la même définition que Riemann mais en remplaçant la borne 

inférieure d'intégration standard - ∞ (dans ce cas l'intégrale est dite bilatérale).Il est intéressant de 

souligner 
(𝑡−𝜏)𝑎−𝑡

𝜔(𝑎)
 vaut 1 quand l’ordre d’intégration α = 1. L’intégrale classique d’ordre 1 de  

 

la fonction f(t) correspond à l’aire délimitée par la fonction f(t) et l’axe des abscisses sur 

l’intervalle [t0, t].  

 

I𝛼 f(t) = P𝛼(t) ⊗ f(t) 

 

où la fonction P (t)  est donnée par 𝑃𝑎 𝑡 =
(𝑡)𝑎−1

𝜔(𝑎)
  et l’operateur étant le produit de 

convolution. La fonction Pα(t) vient ainsi pondérer différemment chaque valeur de la fonction 

f(t). L’intégrale d’ordre fractionnaire de la fonction f(t) peut alors être interprétée comme l’aire 

entre t0 et t que délimite par rapport à l’axe des abscisses la fonction f(t) pondérée par la fonction 

Pα(t). La transformée de Laplace de l’intégrale d’ordre α de f(t) causale (f(t) = 0, pour t ≤ t0 = 0), 

a la même expression que la transformée de Laplace de l’opération d’intégration entière, il suffit 

de remplacer l’ordre d’intégration entier par l’ordre fractionnaire α. Elle est donnée par : 
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L I𝑎 f(t) =
1

s𝑎
L[f(t)] 

où s désigne l’opérateur de Laplace. 

 

II.2.3. Dérivation d’ordre fractionnaire 

 

 La différentiation fractionnaire est la généralisation de la différentiation entière à des 

ordres non entiers quelconques. Cette généralisation peut être obtenue à partir de l'intégration 

fractionnaire de la donnant ainsi la définition de Riemann-Liouville et la définition de Caputo. 

Une autre généralisation, basée sur la définition usuelle de la différentiation entière est proposée 

standard Grunwald-Letnikov. 

 

II.2.4. Dérivée d’ordre fractionnaire au sens de Riemann-Louville 

 

La dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est la plus répondue, elle est 

basée sur le calcul de la k
ème

 intégrale d’une fonction. La dérivée s’obtient alors en deux étapes 

: Intégration non entière d’ordre (𝑛 − 𝛼), comme suit : 

 

 

𝑡0

𝑅𝐿𝑡 I𝑛−𝛼𝑓(𝑡) =
1

Γ(𝑛 − 𝛼)
  

𝜏

𝑡0

(𝑡 − 𝜏)𝑛−𝛼−1𝑓(𝜏)𝑑𝜏 

Dérivation entière de (I.20) d’ordre 𝑛, pour avoir la dérivation au sens de Riemann-Liouville 

d’ordre α notée 𝑡0 𝐷𝑡 𝑅𝐿 𝛼 et définie comme suit : 

 

t0

RL t Dt
𝛼 f(t) =

1

Γ(n − 𝛼)

dn

dtn
  

L

t0

(t − 𝜏)n−𝛼−1f(𝜏)d𝜏 

Où n est un nombre entier tel que : n − 1 < 𝛼 < n 

 

Exemple : 

 

 On voudrait Calculer la dérivée à l’ordre 𝛼 = 0.7 d’une fonction constante ƒ(𝑡) = 𝐶 selon 

la définition de Riemann-Liouville, les étapes sont :  

1) Calcul de l’entier 𝑛 à partir de la condition de l’expression (I.), on trouve :  

𝑛 = 1  

2) Intégrer la fonction 𝑓(𝑡) = 𝐶, à l’ordre non entier 𝑛 − 𝛼 = 0.3, on obtient :  

 

𝑡0

RL t I0.3 =
C

Γ(0.3)
  

t

t0

(t − 𝜏)−0.7d𝜏
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3) Dériver la fonction (I.23) à l’ordre entier 𝑛 = 1 , on trouve la dérivée d’ordre 𝛼 = 0.7 

suivante : 

 

t0
RL Dt

0.7f(t) =
C

Γ(0.3)
 t − t0 

−0.7 

 

II.2.5. Dérivée d’ordre fractionnaire au sens de Caputo 

  

 Comme la dérivée de Reimann-Liouville, la dérivée de Caputo se base aussi sur le calcul 

de la k
ème

 intégrale d’une fonction, mais elle requiert que la fonction 𝑓(𝑡) et ses n dérivées 

successives soient nulles pour 𝑡 ≤ 0, ce qui la rend plus restrictive que la dérivée de Riemann-

Liouville qui n’exige que la seule causalité de 𝑓(𝑡) . 

La dérivée d’ordre α de Caputo noté e 𝑡0

𝑐 𝐷𝑡
𝛼  est obtenue en deux étapes : 

 Dériver la fonction 𝑓(𝑡) à un ordre entier, on trouve 

 

𝑡0

RL t Dtf(t) = t0

𝑐Dt 𝑎 f(t) +   

n−1

k=0

tk

k!
f (k) 0+  

 

 Intégrer la fonction (I.25) obtenue à l’ordre non entier 𝑛 − 𝛼, on obtient la dérivée à 

l’ordre non entier α de Caputo définie par la formule 

𝑡0

RL 0 Dt
𝑎 f(t) = t0

𝑐t Dt
𝑎 f(t) +   

n−1

k=0

tk

k!
f (k) 0+  

 

Où 𝑛 est un nombre entier tel que : 𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛  

 

Remarque 

 

Les deux dérivées de Riemann-Liouville et Caputo sont reliées, c'est-à-critical, qu'il est 

conceivable d'exprimer l'une en fonction de l'autre : Pour 𝑡0 = 0, il existe les deux 

relations suivantes : 

t0
C Dt

𝛼 f(t) = t0

RL t Dt
𝑎  f(t) −   

n−1

k=0

t(k−𝛼)

Γ(k − 𝛼 + 1)
f (k) 0+  

𝑡0

RL t Dt
𝛼 f(t) = t0

ct Dt
𝛼 f(t) +   

n−1

k=0

tk

k!
f (k) 0+ 
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II.2.6. Dérivée d’ordre fractionnai1re au sens de Grunwald-Letnikov 

 

 A la différence des deux premières définitions présentées, la dérivée de 

GrunwaldLetnikiov est basée sur la définition usuelle de la dérivation entière : 

 

 

𝐷1𝑓(𝑡) =
𝑑

𝑑𝑡
𝑓(𝑥) = lim

ℎ→0
 
𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑡 − ℎ)

ℎ
 

 

Le calcul des dérivées successives de la fonction 𝑓(𝑡) donne la généralisation de la formule (I.29) 

à l’ordre, 𝑛 ∈ ℕ :  

 

 𝐷𝑛𝑓(𝑡) = lim
ℎ→0

 
1

ℎ𝑛
  𝑛

𝑗=0
(−1)𝑗𝑛(𝑛−1)+⋯+(𝑛−𝑗+1)

𝑗 !
𝑓(𝑡 − 𝑗ℎ) 

 

Une autre écriture  est :   

 

 

 𝐷𝑛𝑓(𝑡) =
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝑓(𝑡) = lim

ℎ→0
 

1

ℎ𝑛
  𝑛

𝑗=0 (−1)𝑗  
𝑛
𝑗 𝑓(𝑡 − 𝑗ℎ) 

 

Ou  

 

 
𝑛
𝑗 =

𝑛!

𝑗! (𝑛 − 𝑗)!
 

 

 La formule représente la dérivée d’ordre entier 𝑛, pour généraliser aux ordres non entiers 

on applique les propriétés de la fonction Gamma : 

 

(−1)𝑗  
𝑛
𝑗 =

−𝑛(1 − 𝑛)(2 − 𝑛) …… (𝑗 − 1 − 1)

𝑗!
 

 

Pour un nombre α non entier, et après application des propriétés de la fonction Gamma : 

 

(−1)𝑗  
𝛼
𝑗 =

Γ(𝑗 − 𝛼)

Γ(𝑗 + 1)Γ(−𝛼)
 

on obtient la définition de la dérivée de Grunwald-Letnikov suivante :
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DGL
𝑎 = lim

h→0
 
1

h𝑎
  

∞

j=0

Γ(j − 𝛼)

Γ(j + 1)Γ(−𝛼)
f(t − jh) 

Interprétation 

 

 La dérivation au sens classique ou d'ordre entier an un sens physical make-up et 

géométrique, tous deux très clairs. Ce qui simplifie leur use pour résoudre des problèmes 

appliqués dans plusieurs domaines de la science. Malheureusement ce n'est pas le cas pour la 

dérivation d'ordre fractionnaire, et la question est restée sans réponse. Il est donc resté parmi les 

problèmes ouverts lors des différentes conférences internationales  

 

II.3. Propriétés de l’intégration et de la dérivation d’ordre fractionnaire  

 

1. si f(t) est une fonction analytique de t, alors sa dérivée fractionnaire 

0𝐷𝑡
𝛼𝑓(𝑡)  est une fonction analytique de t et α 

 

2.  Pour α=0 l'opération  0𝐷𝑡
𝛼𝑓(𝑡) est l'opérateur identité : 

0𝐷𝑡
𝛼𝑓(𝑡)= f(t)  

3.  La différentiation et l’intégration fractionnaire sont des opérations linéaires:  

 

0Dt
𝑎(af(t) + bg(t)) = a0Dt

𝑎 f(t) + b0Dt
𝛼g(t) 

 

4. La loi additive d'index : 

 

0𝐷𝑡
𝑎

0𝐷𝑡
𝛽
𝑓(𝑡) = 0𝐷𝑡

𝛽
0𝐷𝑡

𝛼𝑓(𝑡) = 0𝐷𝑡
𝛼+𝛽

𝑓(𝑡) 

 

II.3.1 Opérateurs d’ordre fractionnaire : 

 

On peut distinguer deux types d'opérateurs d'ordre fractionnaires : opérateurs analogiques et 

opérateurs numériques. Ces opérateurs sont des généralisations des opérateurs classiques d'ordre 

entier, ce qui leur donne une in addition to grande flexibilité dans la modélisation des systèmes 

constitutions 

II.3.2 Opérateurs d’ordre fractionnaires analogiques :  

 

 L'intégrateur et dérivateur non entiers analogiques sont, respectivement, représentés 

standard les fonctions irrationnelles suivantes
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𝐺𝑙(𝑠) =
1

𝑠𝑚
 

 

𝐺𝐷(𝑠) = Sm  

 

Avec 0 < 𝑚 < 1. 

 

II.3.3 Opérateurs d’ordre fractionnaire numériques : 

 

L’intégrateur et dérivateur non entiers numériques sont, respectivement, représentés par les 

fonctions irrationnelles suivantes : 

 

𝐺𝑅(𝑠) = z−m  

 

𝐺𝐴 𝑠 = zm  

II.4 Propriétés structurelles des systèmes d’ordre fractionnaire 

II.4.1 Stabilité 

les valeurs propres de la matrice d'évolution A du système fractionnaire d'ordre commensurable 

de l'équation On dit que le système fractionnaire d'ordre commensurable de l'équation est stable 

dans le sens 'limited input limited yield' (BIBO) si les conditions suivantes sont réalisées 

 arg 𝜆i  > 𝛼
𝜋

2
, 1 ≤ i ≤ n 

Dans le cas des systèmes d’ordre commensurable rationnel (α = 1/Q) cette condition devient 

 

 arg 𝜆i  >
𝜋

2𝑄
, 1 ≤ i ≤ n 

II.4.2 Observabilité et contrôlabilité 

 Les deux résultats suivants peuvent être démontrés comme leurs similaires dans le cas 

d'ordre entier .Théorème 1: Un système fractionnaire d'ordre commensurable représenté standard 

l'équation d'état est noticeable si et seulement si la matrice d'observabilité Mo suivante est une 

matrice de rang plein 

MO =  

C
CA
⋅

CAN−1

  

où N est la dimension de la matrice A. 
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II.5 Réponses temporelles par les fonctions de type de Mittag-Leffler 

 

 Pour une analyse plus générale dans le domaine temporel des systèmes d’ordre 

fractionnaires, un outil efficace appelé la fonction de Mittag-Leffler a été introduite. La fonction 

Mittag-Leffler à deux paramètres Eα,β(z) est définie comme : 

 

E𝛼,𝛽(z) =   

∞

j=0

zj

Γ(𝛼𝑗 + 𝛽)
(𝛼 > 0, 𝛽 > 0) 

Sa 𝑘ième dérivée est donnée par : 

 

𝐸𝛼,𝛽
 𝑘  𝑧 =   

∞

𝑗=0

 𝑗 + 𝑘  𝑧𝑗  

𝑗! Γ 𝛼𝑗 + 𝛼𝑘 + 𝛽 
 𝑘 = 0,1,2, …   

 

Il est plus convenable d'introduire la fonction 

 

𝜀k t, y; 𝛼, 𝛽 = tak +𝛽−1E𝛼,𝛽
 k  yt𝛼  k = 0,1,2, …   

 

k,t, y; La transformée de Laplace de la fonction  est donnée par : 

 

  
∞

0

e−st𝜀k(t, ±y; 𝛼, 𝛽)dt =
k! s𝛼−𝛽

 s𝛼 ± y k+1
avec⁡ Re⁡(s) > |𝑦|l/𝛼  

 

II.6 Système d’ordre fractionnaire de relaxation 

 
 Dans ce contexte, le système d’ordre fractionnaire simple est défini comme étant 

l’équation différentielle fondamentale d’ordre fractionnaire suivante pour 0<α<1 

 

 𝜏0 
𝛼

d𝛼y(t)

dt𝛼
+ y(t) = e(t) 

 

sa fonction de transfert est donnée par : 

 

G(s) =
Y(s)

E(s)
=

1

 1 +  s𝜏0 𝛼 
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II.6.1 La réponse impulsionnelle  

 
La réponse impulsionnelle du système de la fonction (I.71) est de la forme [35]:  1; alors :soit 

l’entrée une impulsion unité E(s)   

 

𝑌(𝑠) =   

2𝑁−1

𝑖=1

𝐻 𝜏𝑖 

 1 + 𝑠𝜏𝑖 
 

 

donc la réponse impulsionnelle est donnée par : 

 

y(t) =   

2N−1

i=1

1

𝜏i
 H 𝜏i exp⁡ −t/𝜏i   

II.6.2 La réponse indicielle 

 
soit l’entrée un échelon unité : s 1  ; alors :E(s) 

 

𝑌(𝑠) =   

2𝑁−1

𝑖=1

𝐻 𝜏𝑖 

𝑠 1 + 𝑠𝜏𝑖 
 

 

donc la réponse indicielle est : 

 

𝑦(𝑡) =   

2𝑁−1

𝑖=1

𝐻 𝜏𝑖  1 − exp⁡ −𝑡/𝜏𝑖   

 

II.7 Système d’ordre fractionnaire oscillatoire 

 
 Dans ce contexte le système d’ordre fractionnaire oscillatoire est défini comme étant 

l’équation différentielle fondamentale d’ordre fractionnaire suivante pour 1< α < 2 

 

 𝜏0 
𝛼

d𝛼y(t)

dt𝛼
+ y(t) = e(t) 

sa fonction de transfert est donnée par : 

 

G(s) =
Y(s)

E(s)
=

1

 1 +  s𝜏0 𝛼 
1 < 𝛼 < 2 
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II.7.1 La réponse fréquentielle 

 
Soit le système fractionnaire de la fonction de transfert suivante : 

G(s) =
1

1+ s𝜏0 𝑎
  on peut l’approximer lorsque 1< a <2 par la fonction suivante 

 

𝐺(𝑠) =
1

1 +  𝑠𝜏0 𝛼
≈

 1 + 𝑠𝜏0 
2−𝑎

 𝑠𝜏0 2 + 2𝜉 𝑠𝜏0 + 1
, 1 < 𝛼 < 2, 𝜏 =

1

𝜔𝑛
 

 

pour plusieurs valeurs de α est donnée dans la Figure II.2 

 
Figure 1 : La réponse fréquentielle 
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De la Figure II.2 on remarque de la réponse fréquentielle de la fonction et son approximation , du 

système d’ordre fractionnaire oscillatoire que les pentes sont entre 20dB et –40dB en variant 

l’ordre α. Les deux courbes 

 

II.7.2 La réponse impulsionnelle 
 

 réponse impulsionnelle du système d’ordre fractionnaire oscillatoire, est donnée dans le 

domaine fréquentiel par la fonction de transfert suivante 

 

𝑌(𝑠) =
 1 + 𝑠𝜏0 

2−𝑢

 𝑠𝜏0 2 + 2𝜉 𝑠𝜏0 + 1
𝑅(𝑠), 𝑅(𝑠) = 1 

 

𝑌(𝑠) =
 1 + 𝑠𝜏0 

2−𝛼

 𝑠𝜏0 2 + 2𝜉 𝑠𝜏0 + 1
≈

1

 𝑠𝜏0 2 + 2𝜉 𝑠𝜏0 + 1

  𝑁
𝑖=0  1 +

𝑠
𝑧𝑖
 

  𝑁
𝑖=0  1 +

𝑠
𝑝𝑖

 
 

 

son approximation est : 

𝑌(𝑠) =
𝐴𝑠 + 𝐵

 𝜏0𝑠 2 + 2𝜉 𝜏0𝑠 + 1
+   

𝑁

𝑖=0

𝑘𝑖

1 +
𝑠
𝑝𝑖

, 𝜏0 =
1

𝜔𝑛

𝑌(𝑗𝜔) =
𝐴𝑗𝜔 + 𝐵

1 −  
𝜔
𝜔𝑛

 
2

+ 𝑗2𝜉  
𝜔
𝜔𝑛

 
+   

𝑁

𝑖=0

𝑘𝑖

1 + 𝑗
𝜔
𝑝𝑖

 

 

En utilisant la transformée de Laplace inverse, la réponse impulsionnelle de ce système 

est donnée par la relation suivante : 

 

 y(t) =
1

𝜔n
 

B2 − 2AB𝜉𝜔n + A2𝜔n
2

1 − 𝜉2
 

1/2

e−𝜉𝜔n tsin⁡ 𝜔n  1 − 𝜉2   t + 𝜑 +   

N

i=0

kipie
−pi t 

 

est donnée par:où la phase   

 

𝜑 = arctg⁡
𝐴 − 𝜔𝑛 1 − 𝜉2

𝐵 − 𝐴𝜉𝜉𝑛
 

 

 

La Figure II.3 montre la réponse impulsionnelle pour différentes valeurs de α : 
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Figure 2 La réponse impulsionnelle du système 

 

II.7.3 La réponse indicielle 

 

La même chose pour la réponse indicielle avec : E(s)= 
1

𝑆
 

 

Y(s) =
 1 + 𝑠𝜏0 

2−𝛼

 𝑠𝜏0 2 + 2𝜉 𝑠𝜏0 + 1
E(s) 

 

𝑌(𝑠) =
 1 + 𝑠𝜏0 

2−𝛼

𝑠  𝑠𝜏0 2 + 2𝜉 𝑠𝜏0 + 1 
≈

1

𝑠  𝑠𝜏0 2 + 2𝜉 𝑠𝜏0 + 1 

  𝑁
𝑖=0  1 +

𝑠
𝑧𝑖
 

  𝑁
𝑖=0  1 +

𝑠
𝑝𝑖

 
 

 

En utilisant la transformée de Laplace inverse, la réponse indicielle de ce système est donnée par 

la relation suivante 
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 y(t) = 1 +
1

𝜔n
 

B2 − 2AB𝜉𝜔n + A2𝜔n
2

1 − 𝜉2
 

1/2

e−𝜉𝜔n tsin⁡ 𝜔n  1 − 𝜉2   t + 𝜑1 −   

N

i=0

kipie
−pi t 

 

1où la phase  est donnée par: 

 𝜑1 = arctg
𝐴 − 𝜔𝑛 1 − 𝜉2

B − A𝜉𝜔n
− arctg

 1 − 𝜉2

𝜉
 

 

La figure suivante montre le comportement de la réponse indicielle pour plusieurs valeurs de α: 

 

 
 

Figure 3 La réponse indicielle du système 
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II.8 Conclusion 
 

  Dans ce chapitre, nous avons présenté les définitions de base des systèmes linéaires 

d’ordre fractionnaire ainsi que leurs représentations et propriétés. La stabilité de ces systèmes a 

été discutée en montrant la différence de cette notion par rapport au système d’ordre entier. Nous 

avons aussi présenté deux types de système d’ordre fractionnaire fondamental et leur 

approximation par des fonctions rationnelles, leur réponses temporelles et fréquentielles ont été 

dérivées à partir de ces approximations, ainsi que leur implémentation par des circuits 

analogiques. 

 

 

 

 

 



Chapitre III Approximation des systèmes d’ordre fractionnaire en utilisant l’identification 

 

18 

 

Chapitre III : 

 

III. Approximation des systèmes d’ordre fractionnaire en 

utilisant l’identification 

 

III Définitions : 

Il existe plusieurs stratégies d'approximation des opérateurs d'ordre fractionnaire standard des 

fonctions rationnelles. Les approximations disponibles dans le domaine s sont appelées des 

approximations analogiques ou des approximations du domaine fréquentiel. Dans la référence , 

on peut trouver un très bon liste de qualifications de ces méthodes d'approximation. Parmi ces 

méthodes on peut citer les méthodes suivantes : 

 - La méthode de Carlson. 

 - La méthode de Charef. 

- La méthode d'Oustaloup 

- La méthode de Matsuda 

 

III.1 Approximation numérique des systèmes d’ordre fractionnaire : 

 

 La difficulté majeure des systèmes d’ordre fractionnaires est la simulation dans le 

domaine temporel car l’expression analytique de la sortie est difficile à implémenter, ce qui 

nécessite donc une approximation. Il y a trois types de méthodes d’approximation numérique :  

Par calcul de l’expression analytique de la sortie du système 

 Par approximation du modèle non entier par un modèle rationnel discret 

 Par approximation du modèle non entier par un modèle rationnel continu puis la 

discrétisation de ce dernier 

 

III.1.1 Approximation par calcul de l’expression analytique:  

 

 la méthode consiste à calculer la sortie du système d’ordre fractionnaire à partir de sa 

représentation modale qui est donnée par la fonction suivante :
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𝐻(𝑠) =   

𝐿

𝑙=1

𝐴𝑙

𝑠𝑛 − 𝜆𝑙
 

Où 𝑙 = 1, 2, … , 𝐿 est la multiplicité de la valeur propre 𝜆𝑙 La sortie est donnée par la formule 

suivante : 

𝑦(𝑡) = ℒ−1  
𝐴𝑙

𝑠𝑛 − 𝜆𝑙
 ∗ 𝑢(𝑡) = ℎ𝑙(𝑡) ∗ 𝑢(𝑡) 

L’expression analytique de la sortie n’est pas simple, puisqu’elle exige le calcul d’une intégrale 

compliquée. De plus, elle dépend de la précision utilisée dans le calcul du produit de convolution 

de l’entrée et ℎ𝑙(𝑡).  

 

III.1.2 Approximation par un modèle rationnel discret : 

 

 Le principe de cette méthode est de remplacer 𝑠 , dans le modèle non entier, par son 

équivalent discret 𝑤 (𝑧 −1 ). Cette opération donne la fonction de transfert discrète suivante : 

𝐻(𝑧) =
𝑏1 𝑤 𝑧−1  

𝑛𝑏1
+ ⋯ + 𝑏𝑗  𝑤 𝑧−1  

𝑛𝑏𝑗

 𝑤 𝑧−1  
𝑛𝑎1

+ ⋯ + 𝑎𝐿 𝑤 𝑧−1  
𝑛𝑎𝐿

 

Où 𝑤(𝑧 −1 ), peut être calculé de plusieurs méthodes. Parmi lesquelles on peut citer : Euler, 

Tustin, Simpson, et Al Alaoui : 

 

i. Euler (Grunwald) : 

 𝑠𝑛 =  
1

𝑇
 1 − 𝑧−1  

𝑛

=
1

𝑇𝑛  1 − 𝑛𝑧−1 +
𝑛(𝑛−1)

2
𝑧−2 + ⋯  

ii. Tustin :  

 

 𝑠𝑛 =  
2

𝑇

1−𝑧−1

1+𝑧−1 
𝑛

=  
2

𝑇
 
𝑛
 1 − 2𝑛𝑧−1 + 2𝑛2𝑧−2 + ⋯  

 

 iii. Simpson : 

𝑠𝑛 =  
3

𝑇

 1 − 𝑧−1  1 + 𝑧−1 

1 + 4𝑧−1 + 𝑧−2
 

𝑛

=  
3

𝑇
 
𝑛

 1 − 4𝑛𝑧−1 + 2𝑛(4𝑛 + 3)𝑧−2 + ⋯  

 

 iv. Al Alaoui : 

𝑠𝑛 =  
8

7𝑇

1 − 𝑧−1

1 + 𝑧−1

7

 

𝑛

=  
8

7𝑇
 
𝑛

 1 −
8

7
𝑛𝑧−1 +  −

24

49
𝑛 +

32

49
𝑛2 𝑧−2 + ⋯ 

𝑛
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L’inconvénient de ces méthodes est que l’ordre du modèle entier obtenu est élevé, et cela rend la 

simulation à temps réel dure à obtenir 

 

III.1.3 Approximation en utilisant un modèle entier continu : 

 

 Dans ces méthodes la sortie du système non entier est calculée en utilisant un modèle 

entier équivalent. Le modèle entier est trouvé en utilisant des méthodes d’approximation 

continues des opérateurs fractionnaires par des modèles rationnels. Généralement l’analyse du 

modèle fractionnaire se fait dans une plage de fréquences limitée, donc le modèle d’ordre entier 

continu trouvé doit avoir la même dynamique dans la bande de fréquences. L’approximation du 

système se calcule en trois étapes : 

 L’opérateur fractionnaire est représenté par un modèle non entier dans une plage de 

fréquences limitée [𝑤𝐴 𝑤𝐵].  

 Le modèle obtenu est alors approximé par un modèle entier continu en utilisant une des 

méthodes qui seront détaillées plus tard dans ce chapitre. 

 Par des méthodes de discrétisation classiques, le modèle entier obtenu sera discrétisé et 

de là sa sortie pourra être calculée. 

 

III.2 Approximation analogique des systèmes d’ordre fractionnaire :  

 

 Dans le however de réaliser et implémenter des correcteurs ou simuler des systèmes 

d'ordre non entier, les fonctions de transfert d'ordre fractionnaire doivent être remplacées 

standard des modèles entiers, avec un comportement identiques à celui des fonctions 

fractionnaires et in addition to faciles à manipuler. Il existe plusieurs méthodes d'approximation 

qui utilisent des approaches différentes, utilisant l'expansion de fonction continues (CFE : 

fonction utilisée pour l'évaluation de fonctions et converge in addition to rapidement), et des 

méthodes d'ajustement de courbes. 

 Dans la segment qui suit, nous allons présenter brièvement le principe de certaines de ces 

méthodes, dont les méthodes de Charef et Oustaloup qui seront détaillées véhicule elles sont les 

in addition to utilisées dans la littérature et les in addition to élaborées. 

 

III.2.1 Méthodes d’approximation en utilisant l’expansion des fonctions 

continues  

 La méthode générale d’approximation de l’opérateur intégrateur fractionnaire 𝐺𝐼 (𝑠) = 

1/𝑠𝑚 en utilisant la CFE, est donnée par les fonctions suivantes :  
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𝐺ℎ 𝑠 =
1

(1 + 𝑇𝑠)𝑚
 

 

𝐺𝑙 𝑠 =  1 +
1

s
 

m

 

 

Où 𝐺ℎ(𝑠) est l’approximation en hautes fréquences, et 𝐺𝑙(𝑠) est l’approximation en basses 

fréquences 

 

III.2.2 Méthode de Carlson :  

 

 La méthode est dérivée du processus régulier de Newton utilisé pour l’approximation 

itérative d’ordre 𝛼. La méthode se base sur la relation suivante : 

 

 𝐻(𝑠)
1
𝛼 − 𝐺(𝑠) = 0 ⇒ 𝐻(𝑠) = (𝐺(𝑠))𝛼  

En posant 𝛼 = 1 𝑞 et 𝑚 = 𝑞 2 dans chaque itération, à partir de 𝐻0 (𝑠) = 1 comme valeur initiale, 

l’approximation est obtenue par la formule suivante : 

 

𝐻𝑖(𝑠) = 𝐻𝑖−1(𝑠)
(𝑞 − 𝑚) 𝐻𝑖−1(𝑠) 2 + (𝑞 + 𝑚)𝐺(𝑠)

(𝑞 + 𝑚) 𝐻𝑖−1(𝑠) 2 + (𝑞 − 𝑚)𝐺(𝑠)
 

 

 

III.2.3 Méthode de Matsuda :  

 

 Cette méthode est basée sur l'approximation d'une fonction irrationnelle standard une fonction 

rationnelle obtenue standard la CFE, et l'ajustement de la fonction d'origine dans un group de 

focuses logarithmiques espacés. En prenant les focuses 𝑠𝑘 avec 𝑘 = 1, 2, … . L'approximation 

prend la forme suivante : 

𝐻(𝑠) = 𝑎0(𝑠) +
𝑠 − 𝑠0

𝑎1 +
𝑠 − 𝑠1

𝑎2 +
𝑠 − 𝑠2

𝑎3 + ⋯

 

Avec  

𝑎𝑖 = 𝑣𝑖 𝑠𝑖 𝑣0(𝑠) = 𝐻(𝑠)𝑣𝑖+𝑖(𝑠) =
𝑠 − 𝑠𝑖

𝑣𝑖(𝑠) − 𝑎𝑖
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III.2.4 Méthodes utilisant l’ajustement de courbes ou les techniques 

d’identification 

 

 C’est les méthodes les plus utilisées, eIII.1t on va exposer dans ce qui suit les méthodes 

de Charef, appelée aussi méthode de la fonction de singularité, et la méthode d’Oustaloup.  

 

III.2.4.1 Méthode de Charef : fonction de singularité: 

 

  La méthode de Charef a été élaborée pour l'approximation des opérateurs fractionnaires 

(intégrateur et dérivateur) standard des fonctions rationnelles, dans le however de les 

implémenter en correcteurs 𝑃𝐼 𝜆𝐷 𝜇 . 

 Le principe de cette méthode est que, pour une bande de fréquences donnée, l'opérateur 

est approximé standard une fonction PPF : Pôle a Puissance Fractionnaire (FPP : Fractional 

Power Pole) , cette dernière est ensuite, approximée standard une fonction rationnelle en utilisant 

la méthode d'approximation de Charef des systèmes à un seul ordre fractionnaire, et celle des 

systèmes à ordres fractionnaires products 

 Mais avant d'exposer les méthodes d'approximation des opérateurs d'ordre fractionnaire, 

on présente la méthode d'approximation des systèmes non entiers 

 

 

III.2.4.1.1 Approximation des systèmes du 𝟏𝒆𝒓 ordre fractionnaire : 

 

 Dans le domaine fréquentiel, un système du 1er ordre fractionnaire (single fractal system) 

peut être modélisé par la fonction de transfert PPF suivante : 

H 𝑠 =
1

(1 +
s
pt

)m
 

Où 1/ 𝑃𝑇 est la constante de temps, et 0 < 𝑚  

 

 Dans le diagramme de Bode de 𝐻(𝑠) la ligne avec une pente de −20𝑚 𝑑𝐵/𝑑𝑒𝑐 est approximée 

par un nombre de zig zag interconnectés, avec des pentes alternées entre 0 𝑑𝐵/𝑑𝑒𝑐 et −20 𝑑𝑏/𝑑𝑒𝑐 

comme le montre la figure (II.1). Les propriétés en hautes et basses fréquences, de la fonction de 

transfert du modèle du 1er ordre fractionnaire, montrent que les première et dernière singularités 

de l’approximation doivent être des pôles. On peut donc réécrire comme suit :
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𝐻(𝑠) =
1

 1 +
𝑠
𝑃𝑇

 
𝑚 = lim

𝑁→∞
 
  𝑁−1

𝑖=0  1 +
𝑠
𝑧𝑖
 

  𝑁
𝑖=0  1 +

𝑠
𝑝𝑖

 
 

 
Avec 𝑁 + 1 est le nombre total de singularités qui est déterminé par la bande de fréquences du 

système. 

Pour une bande de fréquences finie, le nombre de singularités sera fini. peut être écrite comme 

suit :  

 

𝐻(𝑠) =
1

 1 +
𝑠
𝑃𝑇

 
𝑚 ≈

  𝑁−1
𝑖=0  1 +

𝑠
𝑧𝑖
 

  𝑁
𝑖=0  1 +

𝑠
𝑝𝑖

 
 

 

 
 
 

Figure 4 : Diagramme de Bode 

 

En supposant que l'erreur entre le crisscross et la ligne désirée soit 𝑦 (𝑑𝐵) alors les pôles et les 

zéros de la fonction de singularités peuvent être trouvés comme suit : 
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 Le deuxième pôle : 𝑃1 = 𝑧010 
𝑦

20𝑚
 
 

 

 Le deuxième zéro : 𝑧1 = 𝑃110
 

𝑦

10(1−𝑚 )
 
 

 

 Le 𝑁 𝑒𝑚𝑒 zéro : 𝑧𝑛−1 = 𝑃𝑁−110
 

𝑦

10(1−𝑚 )
 
 

 

 Le (𝑁 + 1) 𝑒𝑚𝑒 pôle : 𝑃𝑁 = 𝑧𝑁−110 
𝑦

20𝑚
 
 

 

Où 𝑃𝑇 est la fréquence correspondant à −3𝑚 𝑑𝐵 comme dans la figure (I.1), 𝑃0 est la 

première singularité qui est déterminée par 𝑦 (𝑑𝐵) et 𝑃𝑁 est la dernière singularité, déterminée 

par 𝑁. 

 

 

 

Figure 5 : Choix des singularités pour l'approximation 

 

Posons : 

a = 10[𝑦/10(1=𝑚)]
 

b=  10 
𝑦

10𝑚
 
 

𝑎 et 𝑏 sont appelés les rapports de position.  
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Alors 

 

 𝑎𝑏 = 10[𝑦/10𝑚(1−𝑚] 

De là on peut déduire les valeurs des pôles et des zéros de la fonction de singularité, qui sont 

définis par les relations suivantes :  

 

 𝑝𝑖 = (𝑎𝑏)i𝑝0 

 

 𝑧𝑖 = (𝑎𝑏)ia 𝑝0 

 

Pour 𝑖 = 1, 2, 3, …  

Donc la fonction rationnelle approximée s’écrit sous la forme :  

 

𝐻(𝑠) =
1

 1 +
𝑠
𝑃𝑇

 
𝑚 ≈

  𝑁−1
𝑖=0  1 +

𝑠
𝑧𝑖
 

  𝑁−1
𝑖=0  1 +

𝑠
𝑝𝑖

 
=

  𝑁−1
𝑖=0  1 +

𝑠
(𝑎𝑏)𝑖𝑎𝑃0

 

  𝑁−1
𝑖=0  1 +

𝑠
(𝑎𝑏)𝑖𝑃0

 
 

Avec : 

 

𝑁 =  integer  
log⁡ 

𝜔max

𝑃0
 

log⁡(𝑎𝑏)
 + 1 

 

Où 𝜔𝑚𝑎𝑥 est la fréquence maximum de la bande de fréquences de travail spécifiée, et les deux 

derniers pôles doivent satisfaire la condition suivante : 

𝑃𝑁−1 < 𝜔𝑚𝑎𝑥 < 𝑃𝑁  

 

III.2.4.1.2Approximation des systèmes à ordres fractionnaires multiples : 

 

 Un système à ordres fractionnaires multiples (multiple-fractal system), peut être modélisé 

dans le domaine fréquentiel par la PPF multiple comme suit 

 

𝐻(𝑠) =
1

  𝑝
𝑖=1  1 +

𝑠
𝑃𝑇𝑖

 
𝑚 𝑖

 

Où 𝑝𝑇𝑖  < 𝑝𝑇𝑖+1 et 0 < 𝑚𝑖  < 1 pour 𝑖 = 1, 2, … . . , 𝑝 sont les fréquences de coupure. 

 

   Comme pour le système du 1er ordre fractal, chaque section du système multiple peut être 

approximée par un nombre de singularités. Donc la fonction (II.28) peut être approximée comme 
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suit : 

 

𝐻(𝑠) =

  
𝑁1
𝑖1=0  1 +

𝑠
𝑧𝑖1

 

  
𝑁1
𝑖1=0  1 +

𝑠
𝑃𝑖1

 

  
𝑁2
𝑖2=0  1 +

𝑠
𝑧𝑖2

 

  
𝑁2
𝑖2=0  1 +

𝑠
𝑃𝑖2

 
⋯

  
𝑁𝑝

𝑖𝑝 =0
 1 +

𝑠
2𝑖𝑝

 

  
𝑁𝑝

𝑖𝑝 =0
 1 +

𝑠
𝑃𝑖𝑝

 

 

 

Les singularités sont choisies de telle sorte à avoir une alternance entre les pôles et les 

zéros, pour assurer que les résidus soient réels et positifs. On commence par choisir les pôles 

pour chaque section. 

 

𝑃𝑛 = (𝑎𝑏)𝑛  𝑝0 ,           𝑛 = 1, 2, … , 𝑀 

 

𝑀 = 𝑁1 + 𝑁2 + ⋯ + 𝑁𝑃 + (𝑝 − 1) 

Les zéros sont choisis en fonction des deux pôles qui leur seront adjacents. En effet, 

puisque le processus débute standard un pôle 𝑃0, chaque area doit se terminer standard un zéro 

pour que la area lui succédant débute standard un pôle. Les zéros sont donc générés standard les 

fonctions suivantes : 

 1 ère section :   𝑧𝑖1
= (𝑎𝑏)𝑖1𝑎1𝑃0                                             𝑖1 = 0, 1, 2, … , 𝑁1 

 

 2 ème section :  𝑧𝑖1
= (𝑎𝑏)(𝑁1+1+𝑖2)𝑎2𝑃0                                𝑖2 = 0, 1, 2, … , 𝑁2 

 

 P ème section :  𝑧𝑖2
= (𝑎𝑏) 𝑁1+𝑁2+⋯+𝑁𝑝−1+ 𝑝+1 +𝑖𝑝  𝑎𝑝𝑃0,      𝑖𝑝 = 0,1,2, … , 𝑁𝑝  

 

 

Où 𝑁1, 𝑁2, … … , 𝑁𝑝 sont déterminés de la même façon que pour le système du 1er ordre 

fractionnaire, c’est-à-dire, en fixant la bande de fréquences et l’écart 𝑦 (𝑑𝐵) désiré. Et avec (𝑎𝑏) 

constant pour tout le système. On aura donc l’approximation du système suivante : 

 

𝐻(𝑠) ≈   

𝑀

𝑛=0

𝑘𝑛

 1 +
𝑠

(𝑎𝑏)𝑛𝑃0
 
 

Avec  

𝑘𝑛

=

  
𝑁1
𝑖1=0  1 −

(𝑎𝑏)𝑛−𝑖1

𝑎1
   2

𝑖2=0  1 −
(𝑎𝑏)𝑛− 𝑁1+1+𝑖2 

𝑎2
 … Π𝑖𝑝 =0

𝑁𝑝+1  1 −
 (𝑎𝑏)𝑛− 𝑁1+⋯+𝑁𝑝−1+(𝑝−1)+𝑖𝑝   

𝑎𝑝
 

  𝑀
𝑖=0  1 − (𝑎𝑏)𝑛−1 
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III.2.4.1.3 Approximation de l’intégrateur d’ordre fractionnaire 

 

  Cette méthode est efficace et effortless à utiliser dont le yet est d'approximer standard 

une fonction rationnelle l'intégrateur non entier. Dans un chief lieu, l'opérateur est modélisé 

standard une fonction PPF dans une bande de fréquence d'utilité pratique. Ensuite, cette dernière 

est approximée standard une fonction rationnelle en utilisant la méthode de Charef exposée dans 

la segment précédente. Donc avec cette méthode on peut atteindre n'importe quelle précision 

désirée sur n'importe quelle bande de fréquences . Pour une bande de fréquences d'utilité pratique 

donnée [𝜔𝑙 𝜔ℎ  ], l'opérateur intégrateur présenté peur être modélisé standard la fonction de 

transfert PPF suivante : 

 

𝐺(𝑠) =
𝐾𝑙

 1 +  
𝑠
𝜔𝑐

  

𝑚  

 

En supposant que 𝜔 ∈ [𝜔𝑙 𝜔ℎ ] , on a 𝜔 ≫ 𝜔𝑐 , alors :  

 

𝐺(𝑠) =
𝐾𝑙

 
𝑠
𝜔𝑐

 
𝑚 =

𝐾𝑙𝜔𝑐
𝑚

𝑠𝑚
=

1

𝑠𝑚
= 𝐺𝑙(𝑠) 

Avec 𝐾𝐼 = 1 𝜔𝑐 𝑚 et 𝜔𝑐 est la fréquence de coupure obtenue dans le diagramme de Bode à −3 𝑚 

𝑑𝐵 qui est calculée par : 𝜔𝑐 = 𝜔𝑙 10[𝜀/10𝑚] − 1  où 𝜀 est l’erreur maximale permise entre les 

pentes de l’intégrateur d’ordre fractionnaire et sa fonction PPF dans une bande fréquences 

donnée. Pour représenter la fonction par un modèle temps-invariant, on va l’approximer par la 

méthode de la fonction de singularité vue dans la section précédente . La méthode consiste en 

l’approximation de la pente à −20𝑚 𝑑𝐵/𝑑𝑒𝑐, dans le diagramme de Bode, par une alternance de 

pentes à −20 𝑑𝐵/𝑑𝑒𝑐 et 0 𝑑𝐵/𝑑𝑒𝑐. Cette dernière correspond à une alternance de pôles et de 

zéros sur l’axe réel négatif du plan complexe 𝑆. 

𝑃0 < 𝑧0 < 𝑃1 < 𝑧1 < ⋯ < 𝑧𝑁−1 < 𝑃𝑁 

 

On obtient l’approximation suivante : 

𝐺(𝑠) =
𝐾𝐼

 1 +  
𝑠
𝜔𝑐

  

𝑚

≅ 𝐾𝐼

  𝑁−1
𝑖=0  1 +

𝑠
𝑧𝑖
 

  𝑁
𝑖=0  1 +

𝑠
𝑃𝑖

 
 

Obtenue en choisissant 𝑦 et 𝜔𝑚𝑎𝑥, qui peut être fixée à 100 𝜔ℎ, et avec  

 

𝑃0 = 𝜔𝑐10𝑦/20𝑚  et 𝑧0 = 𝑎𝑃0 
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𝐺𝐼(𝑠) =
𝐾𝐼

 1 +  
𝑠
𝜔𝑐

  

𝑚 ≅ 𝐾𝐼

  𝑁−1
𝑖=0  1 +

𝑠
𝑧0(𝑎𝑏)𝑡 

  𝑁
𝑖=0  1 +

𝑠
𝑃0(𝑎𝑏)𝑖 

 

 

Pour voir la contribution de chaque pôle, on décompose la fonction en somme de fractions 

simples (ou résidus). On obtient : 

𝐺𝑙(𝑠) = 𝐾𝑙

  𝑁−1
𝑖=0  1 +

𝑠
𝑧0(𝑎𝑏)2 

  𝑁
𝑖=0  1 +

𝑠
𝑃0(𝑎𝑏)𝑖 

=   

𝑁

𝑖=0

ℎ𝑖

 1 +
𝑠

𝑃0(𝑎𝑏)𝑖 
 

 

Avec 

ℎ𝑖 = 𝐾𝐼

  𝑁−1
𝑗=0  1 −

(𝑎𝑏)𝑖−𝑗

𝑎  

  𝑁
𝑗=0,𝑗≠1  1 − (𝑎𝑏)𝑖−𝑗  

 

 

III.2.4.1.4 Approximation du dérivateur d’ordre fractionnaire :  

 

Dans le yet d'implanter des correcteurs d'ordre fractionnaire, la méthode d'approximation de 

l'intégrateur a été étendue au dérivateur d'ordre fractionnaire, et de même la PPF a été étendue à 

la ZPF : Zéro à Puissance Fractionnaire ( FPZ : Fractional Power Zero). Pour une bande de 

fréquences d'utilité pratique donnée, le dérivateur d'ordre fractionnaire, peut être modélisé 

standard la fonction ZPF suivante :  𝐺(𝑠) = 𝐾𝐷  1 +
𝑠

𝜔𝑐
 
𝑚

 

Avec 𝐾𝐷 = 𝜔𝑐 et 𝜔𝑐 est la fréquence de coupure obtenue dans le diagramme de Bode à −3 𝑚 𝑑𝐵 

qui est calculée par : 𝜔𝑐 = 𝜔𝑙 10[𝜀/10𝑚] − 1 où 𝜀 est l’erreur maximale permise entre les 

pentes du dérivateur d’ordre fractionnaire  et sa fonction ZPF dans une bande fréquences donnée 

Pour représenter la fonction (II. ) par un modèle temps-invariant, on va l’approximer par 

la méthode des singularités vue précédemment. Elle consiste dans ce cas, en l’approximation de 

la pente à 20 𝑚 𝑑𝐵/𝑑𝑒𝑐 du diagramme de Bode de la ZPF, par une succession de pentes à 20 

𝑑𝐵/𝑑𝑒𝑐 et 0 𝑑𝐵/𝑑𝑒𝑐. Elles correspondent à une alternance de zéros et de pôles sur l’axe réel 

négatif du plan complexe 𝑆. Comme suit 

 

𝑃0 < 𝑧0 < 𝑃1 < 𝑧1 < ⋯ < 𝑧𝑁−1 < 𝑃𝑁  
 

On obtient l’approximation suivante :  
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𝐺(𝑠) = 𝐾𝐷  1 +
𝑠

𝜔𝑐
 
𝑚

= 𝐾𝐷

  𝑁
𝑖=0  1 +

𝑠
𝑧𝑖
 

  𝑁
𝑖=0  1 +

𝑠
𝑃𝑖

 
 

De même que pour l'intégrateur d'ordre fractionnaire, les zéros et les pôles de l'approximation 

sont en movement géométrique. En spécifiant 𝑦 et 𝜔𝑚𝑎𝑥 , peut être fixée à 100 𝜔ℎ . On 

détermine les paramètres suivants : 

𝑧0 = 𝜔𝑐10(𝑦/20𝑚) et 𝑃0 = 𝑎𝑧0 

 

En remplaçant 𝑃𝑖 𝑒𝑡 𝑧𝑖 par leurs formules respectives, (II. ) et (II. ), on obtient l’approximation 

suivante 

 

𝐺𝐷(𝑠) = 𝑠𝑚 = 𝐾𝐷  1 +
𝑠

𝜔𝑐
 
𝑚

≅ 𝐾𝐷

  𝑁
𝑖=0  1 +

𝑠
𝑧0(𝑎𝑏)𝑙 

  𝑁
𝑖=0  1 +

𝑠
𝑃0(𝑎𝑏)𝑙 

 

 

Le calcul des résidus de la fonction donne la formule suivante:  

 

𝐺𝐷(𝑠) = 𝐺0 +   

𝑁

𝑖=0

𝑘𝑖𝑠

 1 +
𝑠

(𝑎𝑏)𝑡𝑃0
 
 

Avec 𝐺0 = 𝐾𝐷 et  

 

𝑘𝑖 = −
𝐾𝐷

𝑃0(𝑎𝑏)𝑖

  𝑁
𝑗=0  1 − 𝑎(𝑎𝑏)𝑖−𝑗  

  𝑁
𝑗=0,𝑗≠1  1 − (𝑎𝑏)𝑖−𝑗   

 

III.2.4.2 Méthode d’Oustaloup 

 

  La méthode est basée sur l'approximation standard pôles et zéros récursifs de 

l'opérateur de dérivation non entière. L'objectif de cette méthode est d'approcher l'opérateur 

d'intégration ou de dérivation non entier standard un modèle entier borné en fréquence de aspect 

finie. Cette estimate nécessite deux étapes : 

 La troncature fréquentielle de l’opérateur d’intégration ou de dérivation 

 L’approximation de l’opérateur non entier borné en fréquence par un modèle 

entier 
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Dérivateur généralisé : 

 

  Le dérivateur généralisé est défini par la fonction de transfert suivante :  

 

𝐷(𝑠) =  
𝑠

𝜔𝑐
 
𝑚

 

Où 𝑚 ∈ ℛ et 𝜔𝑐 est appelée fréquence transitionnelle. Ainsi, pour des ordres strictement positifs 

la connection (I définit un dérivateur d'ordre non entier et pour des ordres strictement négatifs un 

intégrateur d'ordre non entier 

 En head lieu, on effectue une troncature, elle consiste à limiter le comportement 

différentiel de ( 𝑠/𝜔𝑐 ), sur l'intervalle [𝜔𝐴 , 𝜔𝐵] centré sur 𝜔𝑐 . En réalité, la troncature sera 

effectuée sur l'intervalle in addition to huge [𝜔𝑙 , 𝜔ℎ  ], pour in addition to de précision. 

Avec 

𝜔𝑙 ≪ 𝜔𝐴  et 𝜔ℎ ≫ 𝜔𝐵 

 

On introduit alors, le dérivateur d’ordre fractionnaire borné en fréquence proposé par Oustaloup. 

𝐷𝑏𝑓 (𝑠) =  𝐶0

1 +
𝑠
𝜔𝑙

1 +
𝑠
𝜔ℎ

 

𝑚

, −1 < 𝑚 < 1 

Ou  

𝐶0 =
𝜔𝑙

𝜔𝑐
=

𝜔𝑐

𝜔ℎ
⇒ 𝜔𝑐 =  𝜔ℎ𝜔𝑙  

Pour assurer un gain unitaire à la fréquence 𝑤𝑐  

Dans une seconde phase, l’approche consiste à approximer le dérivateur borné en 

fréquence , par une distribution récursive de pôles et de zéros réels. Ce qui donne un transfert 

d’ordre entier. 

𝐷𝑏𝑓 (𝑠) = lim
𝑁→∞

 𝐷𝑁(𝑠) 

Ou  

𝐷𝑁(𝑠) =  
𝜔𝑐

𝜔ℎ
 
𝑚

  

𝑁

𝑖=−𝑁

1 +
𝑠
𝑧𝑖

1 +
𝑠
𝑃𝑖

 

𝑧𝑖 𝑒𝑡 𝑃𝑖 représentent les zéros et les pôles de rang 𝑖 ; ces 𝑁 + 1 paires de zéro-pôle sont 

déterminés par les relations récursives suivantes : 

 

𝑃𝑖

𝑧𝑖
= 𝛼 > 0 
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𝑧𝑖+1

𝑃𝑖
> 𝜂 > 0 

 

𝑧𝑖+1

𝑧𝑖
=

𝑃𝑖+1

𝑃𝑖
= 𝛼𝜂 > 1 

Les facteurs 𝛼 et 𝜂 sont appelés facteurs récursifs. Et ils donnent un rapport constant 𝛼𝜂 

entre deux pôles ou deux zéros consécutifs. Et 𝑁 et généralement fixé de telle sorte à avoir 𝛼𝜂 

approximativement égal à 5 

La figure suivante représente le diagramme asymptotique de Bode de 𝐷𝑁(𝑠), ce dernier 

est lissé pour aboutir au diagramme de 𝐷𝑏𝑓(𝑠)  

 

 
 

Figure 6 :Diagramme asymptotique de Bode 

A partir des pentes des deux segments 𝐴𝐵 𝑒𝑡 𝐴 ′𝐵′ qui sont données respectivement par : 

20𝑚𝑑𝐵/𝑑𝑒𝑐 =
Δ𝑑𝐵

log⁡(𝛼) + log⁡(𝜂)
 

 

20𝑑𝐵/𝑑𝑒𝑐 =
Δ𝑑𝐵

log⁡(𝛼)
 

 

On peut déduire, en effectuant leur rapport, la relation entre l’ordre 𝑚 et les facteurs 

récursifs 𝛼 et 𝜂 : 
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𝑚 =
log⁡(𝛼)

log⁡(𝛼𝜂)
 

 

On peut aussi, à partir du diagramme précédent déduire les formules suivantes : 

𝜔ℎ

𝜔 𝑙
= (𝛼𝜂)2𝑁+1 ⇒ (𝛼𝜂) =  

𝜔ℎ

𝜔 𝑙
 

1

2𝑁+1
     𝛼 = (𝛼𝜂)𝑚  et 𝜂 = (𝛼𝜂)1−𝑚  

 

Les pôles et zéros de rang 𝑖 peuvent être, aussi, écrits sous la forme suivante  

 

 
 
 

 
 
𝑧𝑖 =  

𝜔ℎ

𝜔𝑙
 

𝑖+𝑁+1/(2−𝑛/2)
2𝑁+1

𝜔𝑙

𝑃𝑖 =  
𝜔ℎ

𝜔𝑙
 

𝑖+𝑁+1/(2+𝑛/2)
2𝑁+1

𝜔𝑙

  

 

L’intérêt de cette méthode d’approximation réside dans sa simplicité de mise en œuvre. 

Si l’ordre 𝑚 > 1 ou 𝑚 < −1, seule la partie non entière est approchée par un modèle entier.  

A défaut de l’expression analytique de la réponse indicielle d’un système non entier, la 

réponse issue de l’approximation par un grand nombre de pôles et de zéros récursifs et une large 

bande fréquentielle peut être utilisée comme sortie de référence 

Néanmoins, cette approche est moins efficace quand l’ordre s’approche de 1. deux 

nouvelles approximations, moins sensibles à l’ordre, sont présentées . La première inclue deux 

pôles et un zéro de plus, et la deuxième inclue un pôle et deux zéro de plus. 

 

III.3 Approximation par une fonction rationnelle de Système d’ordre 

fractionnaire de relaxation 

 
Dans l’étude des diélectriques, K. S. Cole et R. H. Cole ont constaté que les fonctions de 

transfert de dispersion/relaxation d’un grand nombre de matériaux peuvent être modelées par 

l’équation suivant 

𝐺(𝑠) =
1

 1 +  𝑠𝜏0 
𝛼   

où 1/ 0 τ est la fréquence caractéristique de relaxation, s=jω est la fréquence complexe et 

α un nombre réel tel que 0 < α < 1. Il est aussi connu que la fonction de distribution des temps de 

relaxation H(τ) peut être obtenue directement de la fonction de transfert comme 

G(s) =   
∞

0

H(𝜏)

1 + s𝜏
d𝜏
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; K. S. Cole et R. H. Cole ont trouvé que la fonction de distribution des temps de 

relaxation pour leur modèle de l’équation 

G(s) =
1

1 +  s𝜏0 𝑎
=   

∞

0

H(𝜏)

1 + s𝜏
d𝜏 

avec  

H(𝜏) =
1

2𝜋
 

sin⁡(1 − 𝛼)𝜋

  cosh⁡ 𝛼log⁡ 
𝜏
𝜏0

   − cos⁡(1 − 𝛼)𝜋 
  

 

pourτLa Figure III.1 montre le tracé de cette fonction de distribution des temps de 

relaxation H 10.α = 0.2 et τ0   

 
Figure 7 Distribution de la fonction de temps de relaxation 

 

 par une fonction rationnelle commence par l’échantillonnage de la fonction de 

distribution des temps de relaxation H(τ) dans une bande fréquentielle d’intérêt pratique [0 ωH] 

en points équidistants sur une échelle logarithmique e i τ (i=1,2...,2N-1) comme suit 

H(𝜏) ≅ Hs(𝜏) =   

2N−1

i=1

H 𝜏i 𝛿 𝜏 − 𝜏i  
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 où 𝜏𝑖 = 𝜏𝑁𝜆𝑁−𝑖  pour 𝑖 = 1,2 … ,2N − 1, et 𝜆 est un nombre constant plus grand que 

l’unité, est défini comme rapport d'un pole au pole précédent où: 

𝜆 =
𝜏i

𝜏i+1
=

pi+1

pi
i = 1,2, … ,2N − 2 

 avec les pôles 𝑝𝑖 =
1

𝜏𝑖
, pour 𝑖 = 1,2, … ,2N − 1. Substituant l′équation  

G(s) ≅   
∞

0

  2N−1
i=1 H 𝜏i 𝛿 𝜏 − 𝜏i 

1 + s𝜏
d𝜏 =   

2N−1

i=1

H 𝜏i 

1 + s𝜏i
 

Donc on peut écrire: 

G(s) =
1

1 +  s𝜏0 𝛼
≅   

2𝑁−1

i=1

H 𝜏i 

1 + s𝜏i
=   

2N−1

i=1

ki

 1 +
s
pi

 
 

où pi sont les pôles de l’approximation donnée par : 

𝑝𝑖 =
1

𝜏𝑖
= (𝜆)(𝑖−N)𝑝0 pour i = 1,2, … ,2N − 1 

 Sachant que p0 =
1

𝜏0
 et 𝜆 =

p𝑖+1

p𝑖
= = rapport d’un pole au pole précédent, les 𝐾𝑖sont les résidus 

des pôles donnés par la relation suivante : 

ki = H 𝜏i =
1

2𝜋
 

sin⁡[(1 − 𝛼)𝜋]

cosh⁡ 𝛼log⁡ 
𝜏i

𝜏0
  − cos⁡[(1 − 𝛼)𝜋]

  pour i = 1,2, … ,2N − 1 

 

Hpour une fréquence d’approximation 𝑤max  qui peut être choisie  1000 , avec [0,𝑤ℎ ] est une 

bande de fréquence d’intérêt pratique, le nombre N est déterminé comme suit 

N =  Integer  
log⁡ 𝜏0𝜔max  

log⁡(𝜆)
 + 1 

 

 

 

III.4 Approximation par une fonction rationnelle de Système d’ordre 

fractionnaire oscillatoire 

La fonction de transfert du système d’ordre fractionnaire fondamental est : 

G(s) =
1

1 +  𝑠𝜏0 𝛼
 

Cette fonction de transfert sera approximée à la forme de l’équation suivante 

 

G(s) =
1

1 +  𝑠𝜏0 𝑎
≈

 1 + 𝑠𝜏0 
2−𝛼

 𝑠𝜏0 2 + 2𝜉 𝑠𝜏0 + 1
,  pour 1 < 𝛼 < 2 
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𝐺(𝑠) ≈
 1 + 𝑠𝜏0 

2−𝑎

 𝑠𝜏0 2 + 2𝜉 𝑠𝜏0 + 1
 

1 < 𝛼 < 2 ⇒ 0 < 2 − 𝛼 < 1 et  1 + 𝑠𝜏0 
2−𝛼  est un ZPF (zéro à puissance fractionnaire) 

Pour représenter un système d’ordre fractionnaire oscillatoire par un modèle d’un 

système linéaire invariant dans le temps, il est nécessaire d’approximer pour une bande de 

fréquence limitée d’intérêt pratique [0,𝑤ℎ ] Pour cela on doit approximer le zéro à puissance 

fractionnaire (ZPF) par une fonction rationnelle dans la bande de fréquence [0,𝑤ℎ ] 

 1 + 𝑠𝜏0 
2−𝛼 =

  𝑁
𝑖=0  1 +

𝑠
𝑧𝑖
 

  𝑁
𝑖=0  1 +

𝑠
𝑝𝑖

 
 

G(s) =
1

 𝑠𝜏0 2+2𝜉 𝑠𝜏0 +1
 ; c’est un système du second ordre régulier. 

 où : z0 < p0 < z1 < ⋯ < zN < pN

zi = (ab)iz0i = 0,1, … , N,

pi = (ab)iaz0i = 0,1, … , N

z0 = 𝜔c b;  premier zéro.  

 

𝑎 = 10 𝑦10(1−(2−𝑎))]  
, 𝑏 = 10 𝑦10(2−𝑎)]  

, 𝑎𝑏 = 10 𝑦10(2−𝛼)(−1+𝑎)]  
, 𝑁 = Integer⁡ 

log⁡ 
𝜔max

𝑧0
 

log⁡(𝑎𝑏)
 + 1 

En remplaçant l’approximation du ZPF 

 

G(s) =
1

1 +  𝑠𝜏0 𝑎
≈

 1 + 𝑠𝜏0 
2−𝑎

 𝑠𝜏0 2 + 2𝜉 𝑠𝜏0 + 1
≈

1

 𝑠𝜏0 2 + 2𝜉 𝑠𝜏0 + 1

  N
i=0  1 +

s
zi
 

  N
i=0  1 +

s
pi

 

G(s) ≈
1

 𝑠𝜏0 2 + 2𝜉 𝑠𝜏0 + 1

  N
i=0  1 +

s
zi
 

  N
i=0  1 +

s
pi

 

 

Par décomposition en éléments simples on obtient la forme suivante : 

G s =
As + B

 𝜏0s 2 + 2𝜉 𝜏0s + 1
+   

N

i=0

ki

1 +
s
n

                                             ki i = 0,1, … N  

 

pour avoir B : posons s=0 

𝐺(0) = 1 = 𝐵 +   

𝑁

𝑖=0

𝑘𝑖

⇒ 𝐵 = 1 −   

𝑁

𝑖=0

𝑘𝑖
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pour avoir A : calculons la limite suivante :  

lim
𝑠→∞

 𝑠𝐺(𝑠) = 0       donc on a : 

𝐴 = −𝜏0
2   

𝑁

𝑖=0

𝑘𝑖𝑝𝑖 , 𝜏0 =
1

𝑤𝑛

𝐴 = −
1

𝜔𝑛
2
  

𝑁

𝑖=0

𝑘𝑖𝑝𝑖

 

𝑘𝑖 =  𝐺(𝑠) 𝑠=−𝑝𝑖  

 

ki (i=0,1,…,N) ; sont les résidus des pôles qui peuvent être calculés comme suit : 

 

𝑘𝑖 =
1

 𝑎 𝑏(𝑎𝑏)𝑖 
2
− 2𝜉 𝑎 𝑏(𝑎𝑏)𝑖 + 1

  𝑁
𝑗=0  1 − 𝑎(𝑎𝑏)𝑖−𝑗  

  𝑁
𝑗=0  1 − (𝑎𝑏)𝑖−𝑗  

𝐺(𝑠) =
𝐴𝑠 + 𝐵

 𝜏0𝑠 2 + 2𝜉 𝜏0𝑠 + 1
+   

𝑁

𝑖=0

𝑘𝑖

1 +
𝑠
𝑝𝑖

 

 

 Conclustion  

 

La synthèse des systèmes d’ordre fractionnaire nécessite leur approximation à des  

modèles d’ordre entier. Dans ce chapitre, nous avons fait un exposé théorique des différentes  

méthodes d’approximation connues dans la littérature.  

 Tout d’abord, on s’est brièvement intéressé aux méthodes d’approximation numériques.  

Puis on s’est intéressé aux méthodes d’approximation analogiques notamment les méthodes de 

Charef et d’Oustaloup, auxquelles nous avons porté un intérêt particulier et que nous avons  

détaillées. 
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Chapitre IV 
 

 

IV. Applications : Simulation et étude comparative  
 

IV.1 Introduction :  

 

 - Caractéristiques dynamiques d'un procédé 

IV.1. a. Temps de réponse 

          Elle traduit pratiquement la durée transitoire. Plus précisément, elle s’exprime par le 

temps de réponse 𝑇𝑟ou temps d’établissement, qui est le temps mis par la mesure  pour 

atteindre sa valeur définitive à ± 5 % de sa variation tout en se maintenant dans cette zone des 

± 5 % . 

Figure 8: Représentation graphique du temps de réponse . 

 

- Les deux lignes pointillées horizontales sur le graphique de la Figure IV.1 représentent la 

valeur supérieure et inférieure de 5% standard affinity à la valeur finale. Il est à noter que le 

critère de temps de réponse peut se comporter de manière non linéaire. Effectivement, si la 

dernière swaying entre dans le passage way à cause d'une baisse de child adequacy, alors elle 

fera baisser rapidement la valeur du critère. 

 

IV.1.b. Temps de montée 

Le temps de montée est la mesure du temps écoulé entre l’échelon de consigne et le 

premier passage de la sortie a𝑥% de la valeur finale. Le graphique sur la Figure IV.2  présente 

une valeur de la sortie atteint 90% de la valeur finale.
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                  Figure 9: Représentation graphique du temps de montée. 

IV.1.c. Dépassement 

Le dépassement se produit si la sortie du système sort à certains instants de l’intervalle 

[valeur initiale, valeur finale], et généralement est donné en pour centage.L’équation  du 

dépassement est la suivante : 

Dépassement (%) = 𝐷1×100                                                                        
                                                                          ∆𝑀 

La Figure IV.3, présente le dépassement lors d’un changement de consigne en échelon ou 

D1 représente le dépassement maximal 

                                  Figure 10 : Représentation graphique du dépassement. 
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Le chief dépassement permet de qualifier la stabilité d'un système. Par ailleurs, celui-ci sera 

signifiant, in addition to le système sera proche de l'instabilité. Dans certaines régulations, aucun 

dépassement n'est toléré, dans d'autre un dépassement inférieur à 15 % est considéré comme 

adéquate. 

IV.2. Performances des systèmes 

Pour définir l’objectif global d’une régulation, les critères qualitatifs du cahier des 

charges sont traduits par des critères quantitatifs, les qualités exigées les plus rencontrées 

industriellement sont la stabilité, la précision et la rapidité. 

 
 

   Figure 11: Performances d’un système de commande. 

 

IV.2.b. Rapidité 

La rapidité quantifie le temps de réponse du système. Elle correspond au 

temps de réaction de la sortie par rapport à la consigne. Le temps mis par la 

réponse pour ne plus dépasser 5% de la valeur finale. Ce temps est retenu 

comme critère de rapidité 5%. 

IV.2.c. Précision  

 

La précision quantifié l'erreur lorsque l'équilibre est atteint, Avec l'entrée e(t) et la fight 

s(t) de même nature. Autrement, un système est précis si la fight suit la consigne en 

toutes circonstances avec un écart inférieur à la valeur définie dans un cahier des charges. 

On peut trouver deux types de précision : 

 

   𝑇𝑟(5%): 

39 
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 Précision dynamique : caractérisé pendant le régime transitoire essentiellement 

pour une sollicitation en échelon de position. Elle est liée directement au degré de la 

stabilité (marge de gain et marge de stage). 

 La précision statique : a pour yet d'évaluer l'aptitude du système à suivre. Elle est 

caractérisée standard la différence en régime long-lasting entre l'entrée (consigne) et la 

fight (réponse), cette différence appelée écart ou erreur. 

- Erreur statique : on appel erreur statique la valeur lorsque le temps tend vers l'infini de 

𝜀(t) pour une réponse d'asservissement à un échelon unitaire. 

- Erreur de vitesse : on appel erreur de vitesse la valeur de lorsque le temps tend vers l'infini pour 

une réponse d'asservissement à une rampe unitaire. 

 

IV.2 Applications 
 

IV.2.A Système 1 :  

 
On donne le système fractionnaire typique de l’équation suivante   

 

𝑮 =
𝟏

𝒔𝟐.𝟓 + 𝟐 ∗ 𝒔𝟏.𝟑 + 𝟐
 

 

IV.A.1  Approximation par identification: 
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Figure 12 : Approximation par identification 

 

Tablaux Approximation par identification 

 

Identification D Tp Tm Tr 

System B.F 0.2 2.5 1 13.5 

 
Réponse Step : Système originale et système  

 

 

IV.2.A.2 Approximation par Oustaloup : 

 
On utilise les paramètres suivantes  r=0.3 ; r=0.5 ; N=5 ; wb=0.001 ; wh=1000   

 

𝐺 =

s22 +  1922 s21 +  1.331𝑒06  s20 +  4.158e08 s19 +  6.446𝑒10  s18  
+ 5.113𝑒12  s17 +  2.129𝑒14  s16 +  4.666𝑒15  s15  + 

5.445𝑒16  s14 +  3.37s17  s13 +  1.115s18  s12 +  1.959s18  s11

+ 1.842s18  s10 +  9.204𝑒17   s9 +  2.458s17  s8  +  3.481s16  s7

+ 2.625s15  s6 +  1.042s14  s5 +  2.17s12  s4 +  2.314s10  s3 +
 1.224s18 𝑠2  +  2.922s15  s +  251.2

31.62 s24 +  4.574s04  s23 +  2.333s07  s22 +  5.364s09 s21

+ 6.105s11  s20 +  3.574s13  s19 +  1.105𝑒15  s18 +  1.833s16  s17

 + 1.675s17  s16 +  8.722s17  s15 +  2.737s18  s14 +  5.548𝑒18  s13

+ 7.748s18  s12 +  7.631s18  s11 +  5.109s18  s10 +  2.144s18  s9

+ 5.265s17  s8 +  7.178s16  s7 +  5.32s15  s6 +  2.096s14  s5

+ 4.352s12  𝑠4  +  4.632s10  𝑠3  +  2.45s08  𝑠2  +  5.844s05  s +  502.4
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Code Matlab 

 

Alors : 

 

Num = [1 1922 1.331e06 4.158e08 6.446e10  5.113e12 2.129e14 4.666e15 5.445e16 3.37e17 

1.115e18 1.959e18 1.842e18 9.204e17 2.458e17 3.481e16 2.625e15 

1.042e142.17e122.314e10 1.224e08 2.922e05 251.2] 

 

Den = [31.62 4.574e04 2.333e07 5.364e096.105e1811 3.574 e13 1.105e15 1.833e16 

1.675e178.722𝑒17  2.737e18 5.548e18 7.748e18 7.631e18 5.109e18 2.144e18 5.265e17 

7.178e16 5.32e15 2.096𝑒14  4.352e12 4.632e10 2.45e08 5.844e05 502.4] 

 

Bloc Smulink :  

 

 
 

 
Figure 13 :  Approximation d’Oustaloup  
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IV.2.A.3  Approximation de Charef:  
 

on applique l’algorithme de Charef on obtient l’approximation comme suit :  

 

1.628𝑒−028𝑠20+ 1.059𝑒−023𝑠19 + 2.34𝑒−019  𝑠18  + 2.114𝑒−015𝑠17   

+ 8.582𝑒−012𝑠16  + 1.598𝑒−008  𝑠15  + 1.388𝑒−005𝑠14+ 0.005674 𝑠13   

+ 1.086 𝑠12  + 98.74 𝑠11  + 4192 s^10𝑠10  + 8.492𝑒004  𝑠09 + 8.02𝑒005  𝑠08  

+ 3.609𝑒006  𝑠07+ 7.573𝑒006  𝑠06  + 7.514𝑒006  𝑠05  + 3.461𝑒006  𝑠04  

+ 7.346𝑒005  𝑠03  + 6.968𝑒004  𝑠02+ 2714 s + 35.5 

 G=  ---------------------------------------------------------------------------------------------------- 

          5.783𝑒−031𝑠23  + 5.923𝑒−026𝑠22  + 1.914𝑒−021  𝑠21  + 2.562𝑒−017𝑠20   

           + 1.507𝑒−013𝑠19 + 4.118𝑒−010𝑠18  + 5.184𝑒−007𝑠17  + 0.0003098 𝑠16  

           + 0.08631 𝑠15    + 11.45 𝑠14  + 715.4 𝑠13  + 2.139𝑒004  𝑠12  + 3.095𝑒005  𝑠11   

           + 2.237e006 𝑠10 + 8.663e006 𝑠9 + 1.966e007 𝑠8 + 2.932e007 𝑠7  

           + 2.987𝑒007  𝑠6+ 2.008𝑒007  𝑠5+ 7.745𝑒006  𝑠4 + 1.531𝑒006  𝑠3 

           + 1.413𝑒005  𝑠2 + 5447 s + 71.01 

 

Code Matlab :  

 
Num=[1.628e-028 1.059e-023 2.34e-019 2.114e-015 8.582e-012 1.598e-008 1.388e-005 

0.005674 1.086 98.74 4192 8.492e004 8.02e005 3.609e006 7.573e006 7.514e006 3.461e006 

7.346e005 6.968e004 2714 35.5] 

Den= [5.783e-031 5.923e-026 1.914e-021 2.562e-017 1.507e-013 4.118e-010 5.184e-007 

0.0003098 0.08631 11.45 715.4 2.139e004 3.095e005 2.237e006 8.663e006 1.966e007 

2.932e007 2.987e007 2.008e007 7.745e006 1.531e006 1.413e005 5447 71.01] 

 

 
Figure 14 : Approximation de Charef 
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IV.2.B  Système 2 :  

 
Dans cette section, nous considérons le modèle d'ordre fractionnaire d'un système de four régi 

par : 

 

𝐺𝐹𝑂𝑀(𝑠) =
1

14994𝑠1.31 + 6009.5𝑠0.97 + 1.69
 

 

 

IV.2.B.1 . Approximation Oustaloup  

 
G =                                                                                                                  

  𝑠22+ 2279 𝑠21+ 1.843𝑒06  𝑠20  + 6.721𝑒08  𝑠19 + 1.212𝑒11  𝑠18+ 1.12𝑒13  𝑠17  + 5.42𝑒14  𝑠16+ 

1.383𝑒16  𝑠15  + 1.874𝑒17  𝑠14+ 1.35𝑒18  𝑠13+ 5.188𝑒19 𝑠12  + 1.061𝑒19 𝑠11  + 1.159𝑒19 𝑠10  + 

6.738𝑒18  𝑠9 + 2.09𝑒18  𝑠8  + 3.444𝑒17  𝑠7 + 3.016𝑒16  𝑠6 + 1.392𝑒15  𝑠5 + 3.367𝑒13  𝑠4 + 4.17𝑒11  

𝑠3 + 2.555𝑒09 𝑠2 + 7.057𝑒06s + 6918                                                                                                                        

  ------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

1.276𝑒05  𝑠23  + 2.584𝑒08  𝑠22  + 1.779𝑒11𝑠21  + 5.495𝑒13  𝑠20  + 8.331𝑒15  𝑠19 + 6.488𝑒17  𝑠18  + 

2.644𝑒19 𝑠17  + 5.714𝑒20  𝑠16  + 6.577𝑒21  𝑠15  + 4.054𝑒22  𝑠14  + 1.339𝑒23  𝑠13  + 2.379𝑒23  𝑠12  + 

2.272𝑒23  𝑠11+ 1.169𝑒23 𝑠10  + 3.236𝑒22  𝑠9 + 4.826𝑒21  𝑠8 + 3.869𝑒20  𝑠7 + 1.662𝑒19 𝑠6 + 

3.809𝑒07  𝑠5 + 4.6𝑒15  𝑠4 + 2.873𝑒13  𝑠3+ 8.904𝑒10  𝑠9 + 1.257𝑒08  s + 6.284𝑒04  

 

Code Matlab :  
Num=[ 1 2279 1.843e06 6.721e08 1.212e11 1.12e13 5.42e14 1.383e16 1.874e17 1.35e18 

5.188e18 1.061e19 1.159e19 6.738e18 2.09e18 3.444e17 3.016e16 1.392e15 3.367e13 4.17e11 

2.555e09 7.057e06 6918] 

 

Den=[1.276e05 2.584e08 1.779e11 5.495e13 8.331e15 6.488e17 2.644e19 5.714e20 6.577e21 

4.054e22 1.339e23 2.379e23 2.272e23 1.169e23 3.236e22 4.826e21 3.869e20 1.662e19 

3.809e17 4.6e15 2.873e13 8.904e10 1.257e08 6.284e04] 

 

IV.2.B.2 . Approximation de Charef 

 
1.043𝑒−013  𝑠10+ 2.268𝑒−009  𝑠9 + 9.311𝑒−006  𝑠8 + 0.01103 𝑠7 + 4.653 𝑠6 + 544.5 𝑠5 + 

1.394𝑒004  𝑠4 + 7.246𝑒004  𝑠3+ 7.475𝑒004  𝑠2+ 1.486𝑒004  s + 490.5 

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

7.416𝑒−013  𝑠12  + 4.836𝑒−008  𝑠11  + 0.0005482 𝑠10  + 1.457 𝑠9 + 1269 𝑠8 + 3.819𝑒005  𝑠7 + 

2.955𝑒007  𝑠6 + 4.954𝑒008  𝑠5 + 1.731𝑒009  𝑠4 + 1.258𝑒009  𝑠3 + 1.89𝑒008  𝑠2 + 5.545𝑒006  s + 

2.325𝑒004  
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Code Matlab 

Num=[ 1 2279 1.843e06 6.721e08 1.212e11 1.12e13 5.42e14 1.383e16 1.874e17 1.35e18 

5.188e18 1.061e19 1.159e19 6.738e18 2.09e18 3.444e17 3.016e16 1.392e15 3.367e13 4.17e11 

2.555e09 7.057e06 6918] 
 

Den=  [7.416e-013 4.836e-008 0.0005482 1.457 1269 3.819e005 2.955e007 4.954e008 

1.731e009 1.258e009 1.89e008 5.545e006 2.325e004] 

 

 

 
 

Figure 15 : Approximation par les methods (ident ,oust,char)  

 
Remarque : Le Zoom indiqué entre l’approximation d’Oustaloup  (rouge) et la fonction 

fractionnaire originale (jaune). 

 

System B.F Identification  Oustaloup Charef 

Tr 0.25 0.1 0.08 
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Conclusions: 
 

Dans ce mémoire, nous avons introduit l'installation de systèmes par une nouvelle approche 

d’extension, notre objectif de cette étude est d'étudier un système fractionnaire stable. Les 

résultats de notre étude sur le Matlab 2018a ont été montrés dans des deux exemples. Nous avons 

traité ces systèmes par la méthode de comparaison selon les conditions dépassement temps de pic 

temps de monte tempe de réponse, et nous avons remarqué que le plus proche et le meilleur 

approximation de ce système à travers les conditions que nous avons faites sont par la méthode 

de Charef. Ainsi les résultats de notre étude ont été présentés dans le deuxième exemple, et nous 

avons traité la méthode de comparaison selon les conditions  l’échelon Step, nous avons 

remarqué que le plus proche et meilleur pour ce système est l’approximation d’Oustaloup. 

Nous avons introduit dans (chapitre1) quelques concepts de base de la méthode de comparaison 

ce qui nous semble utile pour bien comprendre notre travail. 
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Conclusion Générale 

 
 Aujourd’hui, beaucoup de chercheurs s’intéressent au développement de méthodes et 

techniques d’identification de systèmes d’ordre fractionnaire et du réglage du correcteur d’ordre 

fractionnaire 𝑃𝐼𝜆𝐷𝜇  . L’intérêt pour ce type de correcteurs est justifié par une meilleure 

flexibilité dans la conception de la commande, puisqu’il possède deux paramètres en plus qui 

sont les ordres fractionnaires, en plus des actions dérivée et intégrale. Ce qui rend le correcteur 

capable de satisfaire des performances additionnelles dans la commande, alors leur simulation et 

implémentation sont devenus des axes de recherche très importants. Or ceci, vu l’impossibilité 

d’implémentation directe, nécessite l’approximation la plus fidèle possible au fonctionnement 

réel. 

 L’objectif de ce mémoire était de connaitre et exposer les différentes méthodes 

d’approximation des systèmes d’ordre fractionnaire par des modèles entier, en appliquant deux 

d’entre elles pour confirmer les hypothèses posées et comparer leurs résultats pour voir laquelle 

d’entre elles est la plus adéquate pour réaliser des approximations désirées. 

En conclusion, et d’après les résultats de simulation sous Matlab 2018a, on peut dire que 

sous certaines conditions et choix des paramètres les deux méthodes de Charef et d’Oustaloup 

sont performantes, et qu’il n’est pas possible, dans le cadre de notre étude, de trancher et de tirer 

une règle sur l’efficacité des deux méthodes. C’est pour cela, que nous pouvons poser comme 

perspective d’étendre la comparaison à l’application des deux méthodes à des systèmes 

physiques réels qui offriraient une meilleure analyse des deux méthodes 
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