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Introduction

Soit F un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps commutatif K.

La classification des trivecteurs ( ou formes trilinéaires alternées), c’est-a-dire la détermination des orbites, et
un représentant typique de chaque orbite, est ’étude de Paction du groupe linéaire GL(E) sur I'espace vectoriel
des trivecteurs A3FE ( ou des formes trilinéaires alternées Alts (E)).

De Iisomorphisme A3E* ~ (A3E)* ~ Alt; (E), on parle indifféeremment des formes trilinéaires alternées et
des trivecteurs .

Plusieurs auteurs ont étudié les formes trilinéaires alternées. Il n’y a qu’un nombre fini d’orbites pour n < 8
dont la liste est donnée dans [2], [1], [9],

[1] et [10]:

Pour classifier les trivecteurs, on utilisera le plus souvent les invariants algébriques, par exemple, le polynéme
radical d’un trivecteur w, P (w), car, deux trivecteurs wy et wo sont équivalents si et seulement si leurs polynéme
radical P (wq) et P (w3) le sont.

si P(wy) et AP (ws) ne sont pas isomorphes, alors, leurs trivecteurs wy et wo ne le sont pas De méme sur
un corps fini Fa, le polynéme radical d’un trivecteur w, p (w) est un invariant intéréssent pour trouver le classes
d’équvalent des trivecteurs..

Donc, pour classifier les trivecteurs, il est indisponsable de déterminer ses invariant .
Dans ce mémoire, nous rappelons I'essentiel des résultats connus sur la classification des trivecteurs de rang
n <7,

puis nous déterminons les polynome radical de chaque trivecteur , pour n < 6.

Dans le premier chapitre, on donne des généralités sur le produit tensoriel, produit exterieure, scindabilité ,

invariants , groupe d’automorphismes, polynéme radical

Le deuxiéme chapitre est consacré aux trivecteurs et leur polynéme radicalde



Chapitre

Préliminaires

1.1 Produit tensoriel

Définition 1.1.1 Soit E un espace vectoriel sur un corps commutatif K.
1l existe un espace vectoriel sur K, notée E ® E qui se lit E tenseur E

et une forme bilinéaire

p1: ExE — FEQFE
(u,v) — 1 (u,v)

tel que, pour toute forme bilinéaire
po: EXE — FEQF

(u,v) = o (u,v)

il existe une unique forme linéaire ¢ : E @ E — K telle que

P2 =Pop1.
ExE Vg, K
ML
dord M3
EFE®FE

l’ensemble des forme bilinéaires de E x E dans K, s’identifie a

l’ensemble des forme linéaires de E @ E dans K

01(B,E;K) ~ (E®E;K)

2

P2 — @

et cette propriété caractérise E ® E.
On pose T3 (E) = E® E® E = ®*FE.

1.2 produit extérieure

Définition 1.2.1 On note A3E le quotient de T3(E) par le sous-espace vectoriel engendré par les éléments
21 @ To ® T3 oU Ty = x; pour 2 indices i # j. On appelle A3E la puissance extérieure 3—iéme de E.

On note v, Nxa ANz =21 @ 2 @ T3 qui se lit x1 extérieur xo extérieur xs.



Invariant polynoémial pour les formes trilinéaires alternées 1.2. PRODUIT EXTERIEURE

1. La puissance extérieure A*E est défininissable d’une maniére analogue au produit tensoriel.

wExExE ™ K
(w1, 22, x3) - w(zr,®2, 73)
W2 i /H!w
A3w

w1 = W o w2
w(zy,x2,3) =2, Nxa A T3

w(z, Nxo Ax3) = w(xy, T2, 23)

(+y)AN(x+y) = 0
= s ANr+yYANy+cANy+yAx
TNy = —yAuwx.

1.2.1 Support et Rang

On appelle support de w et on note S, le plus petit sous-espace F de E tel que w € A3F; la dimension de
S s’appelle le rang de w qu’on note rg (w) .

Exemple Siw=e; Aex Aes, rg(w) =3.
1.2.2 Radical

Soit w € A3E* une forme trilinéaire alterneé, le radical de w est I’ensemble
Rad (w) ={z € E/w(z,y,2) =0,Vy,z € E}

Si Rad w = {0}, on dit que w est non dégénérée ou de rang maximal.

1.2.3 Vecteure décomposable

Un trivecteur non nul w est appelé décomposable s’il existe x, y, z dans E tel que w = x AyAz. Un trivecteur
est somme de trivecteurs décomposables :
SidimE =n et {e1,...,e,} une base de £, w =) a;jreiejer et dim AE = C3.

Remarque 1.1 On écrit souvent x1xox3 ou lieu de x1 A xo N 3.

1.2.4 Vecteur divisible

Soit w un trivecteur non nul, w est un trivecteur divisible s’il existe un

r€E—{0p} etuc A’FEy telque E=Kz® Eyetw=2Au.
1.2.5 L’action d’un groupe sur un ensemble

Définition 1.2.2 L’action du groupe linéaire GL (E) sur l’ensemble des formes trilinéaires alternées Alts (E),
est définie par :

Pour f € GL(E) etw : EXEXE — K une forme trilinéaire alternée, on a f.w (x,y,2) = w (f (), f (y), [ (2))
satisfaisant aux conditions suivantes :

pour tous f1, fo € GL(E), w une forme trilinéaire alternée

GHADBANE Nesrine 3



Invariant polynoémial pour les formes trilinéaires alternées 1.2. PRODUIT EXTERIEURE

L (fiof2) w=fi.(fo.w)
2. ldgp.w = w.

Définition 1.2.3 L’action du groupe linéaire GL (E) sur l’espace vectoriel A3E, est définie par : pour tous
fEGL(E),weN°E, fw= (A3f) (w) ot A3f est un endomorphisme de A2E, définie par :A3f (x Ay A z) =
f@Nf)ASf).

D’aprés lisomorphisme A3E* ~ (A3E)*, on emploi les deuz définitions.
1.2.6 Formes trilinéaires alternées

L’espace vectoriel A2E peuvent étre défini d’une autre maniére en utilisant les formes trilinéaires alternées
pour tout espace vectoriel E sur un corps commutatif K, ’ensemble Alts (E) des formes trilinéaires alternées

h: Ex Ex EF — K est lui-méme un K espace vectoriel pour les opérations terme a terme habituelles.

Définition 1.2.4 Une forme trillinéaire

w: ExExE — K
(z,y,2) = w(,y,2)

est dite alternée si w(x,y,z) =0 désque x; = x; ; pour un couple d’indices i # j.

Pour chaque application linéaire

f: E — E
A3f: Ww3E — Ww3E
T1 ANTo A3 — A3f (21 Axo Aw3)
= fx)Af(x2) A f(23)

1.2.7 Parties stables

Lemme 1.1 Soit E un espace vectoriel sur le corps K et considérons la forme bilinéaire alternée définie par :
w* (y,2) = w (x,y, 2) (w une forme trilinéaire alternée ).
Alors, Uensemble R; = {x € E /rgw® = 2i} (0 <2i<n) est stable par Aut (w), c’est-a-dire f(R; (w)) C
R; (w) pour f € Aut (w).
L’ensemble R; (w) = {z € E/w (x) est de type w;} une partie stable pour Aut (w) .

On utilise les parties stables pour déterminer les groupes d’automorphismes.

Lemme 1.2 Soit E un espace vectoriel sur le corps K, de dimension finie, V; et Vo deux sous-espace de E
différents et tel que dim V; = dim V5.

Si f est un endomorphisme de E qui laissent stable la réunion de Vi et Vo, c’est-a-dire f (V3 U V2) C ViU Vs,
alors on a [f (V1) C Vq et f (Vo) C Vo] ou [f (V1) C Vo et f (Vo) C V1].

Comme f (V3 UV,) C V3 U Vs, on obtient :

fViychuve ) f)Nn(iule) =f(W)
fVo) cViuVy FV2)n(ViuVe) = f(V2)

Or, la réunion de deux sous- espaces vectoriels est un sous espaces vectoriel

4 GHADBANE Nesrine
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si et seulement si I'un est inclus dans 'autre, ainsi :

((f(Vi)nVi) c (f (V1) NVz)) ou ((f (Vi) NV2) C (f (Vi) N V1))
et

((f (o) Vi) < (f (Va) N V) ou ((f (Vo) NV2) € (f (V2) N V1))

On remplace dans I et II on obtient :

((f (V1) nVi) = f (V1)) ou ((f (V1) NV2) = f (V1))
et

((f (V2) N V1) = f(V2)) ou ((f (V2) NV2) = [f(V2))
Ce qui implique que :
(f (V1) € Vi) ou (f (V1) C V2)
et
(f (V2) cW1) ou (f (V2) C V2)

On a quatre cas qui figurent :

(f(Vi) CViet f(Va) CVa) ou (f(Vi) CVaet f(Va) C V1)
et
(f(Vi)cViet f(V2) CVi) ou (f (Vi) CVaet f(V2) C Vo)

Les deux derniers cas sont impossibles car par exemple :
Si f(Vi) cViet f(Va) C Vi comme dim f(V7) = dim V.
et dim f (V) = dim V5.
Dot f (V1) =Vi et f (Vo) =Vi = Vi =V, (f injective) ce qui est absurde car V; # V5.

1.2.8 Eléments scindables
Soient E; et E, deux sous-espaces supplémentaires de £, A2E s’identifie & :
r=s (A By @ AP ES).

Un élément w € A3E est dit scindabl, s’il existe une décomposition E = E; ® F5 telle que : w € By ® A>E5 vu
comme facteur direct de A3E. Si dim E; = r, on dit que w est r-scindable. La scindabilité est une généralisation
de la divisibilité. en effet w est divisible si et seulement si w est 1-scindable, propriété qui ne dépend pas du

corps de base car c’est équivalent a dire que ’application :

E — AE | o
n’est pas injective.
T — aw
Soit w un élément r-scindable et {ei,...,e,} une base de Ey, w = >\, e;u; ot u; € A?Es. Les u; sont
déterminés de facon unique par la base e, ..., e, de F;. Alors w est déterminé par le sous-espace vectoriel F' de
A?E5 engendré par les u;, en effet, si on change de base dans Ej, et si la nouvelle base f; est donnée par :

T
e =Y aifj,
Jj=1

T T s T
W= E €il; = E i E Qiji | = E fivss
1 j=1 j=1 j=1

les v; s’obtiennent donc a partir des u; par le changement de base contragrédient de celui qui fait passer de la base
{f;} ala base {e;} . Cela se voit aussi en utilisant I'isomorphisme naturel entre E1 ® A2E, et Hom (E}, A*E,),
si ¢ est I'élément de Hom (Ej,A*E3) canoniquement associé a w, F n’est autre que ¢ (E}) .
un méme trivecteur peut étre scindable pour plusieurs valeurs de 'entier » comme le montre I’exemple :
wr 3 = ejezes + eseqes + eseger qui est 2 et 3—scindable :

wr,3 = eg (e1e2 + eqes) + (ese6) er = e1 (ezes) + eq (eses) + (eseq) er.

GHADBANE Nesrine 5
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1.2.9 Invariant et trivecteurs : ’invariant P (w)
Alors P (w) est un polyndme homogéne de degré n , il § écrit sous la forme :
P (w) ="y cix’y" L.

Chaque ¢ est un entier non négatif avec

n—1
Z a; =q".

1=0

6 GHADBANE Nesrine



Chapitre

Classification des trivecteurs et

polynome radical

2.1 Classification des trivecteurs

Soit K un corps algebriquement clos, et E un K-e.v.

2.1.1 Classification des trivecteurs en dimension inférieure 6

1. Pour dim E = 3, il n’y a qu'un orbite de trivecteurs non nuls : si w € A3E — {0} il existe {e1, €2, e3}, une

base de E telle que w = ejeqes-

2. Pour dim E = 4, tous les trivecteurs non nuls sont décomposables, donc A*E a deux orbites, dans une

base (e;), 1 <14 < 4, un représentant de chaque orbite est donné par :

0,
€1€92€3.

1. Pour dim E = 5, 'isomorphisme A3E v A2E* montre qu'il y a trois orbites dans A3E : en effet si un
trivecteur est non nul et non décomposable, il est nécessairement de rang maximal, donc divisible par un
vecteur e : w = eju ou u est un bivecteur de rang 4; on peut choisir pour S,, tout supplémentaire de
Key dans E et il existe une base (e;),1 < i < 5, de E telle que un représentant de chaque orbite est donné
par :

0,
€1€2€3,

€1 (6283 —+ 6465) .

2.1.2 Classification des trivecteurs en dimension 6

Soit E un e.v de dim E = 6 et soit w € A3E un trivecteur de rang maximal rg(w) = dim E = 6.

Il existe une base (¢;),1 <14 < 6, de E telle que w s’écrit :

We,1 = €1€2€3 + e4es5€q

We,2 = €1€2€3 + e2e3€s5 + e1€e36q.

i.e. Il existe donc 2 orbites de rang maximal.
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2.1.3 Classification des trivecteurs en dimension 7

Il y a cinq orbites de rang 7, et quatre orbites de rang 6, une orbites de rang 5, une orbites de rang 3, et
I’orbites 0 :
wo 0

w1 €1€2€3;79 (wl) =3

wy | ereses + ezeqes;rg(wa) =5

ws | ereses + eseseq;rg (wy) =6

wa | ereses + ezeqes + ejeseq;rg (wa) =6

ws | ereses + eseqes + ereseq;rg (ws) =6

Wwe | e1eses + ejeqes + ejeger + ezeser;rg (we) =

7
wr | ereses + ereger + eseqses + ezeser;rg (wr) =7

ws | ereses + ereses + ereger;rg (ws) =7

wg | ereses + ereqes + ereser + eseqeg + ezeser;rg (wg) =7

wio | e1€2e3 + ezeseq + eseseq + eseqes + ereseq; rg (wig) = 6

Wit | e1eses + esezes + ezeqes + eseses + e1eses + ezeger;rg (wir) =7

2.1.4 Classification des trivecteurs en dimension 8

Il existe 13 classes d’équivalence de trivecteurs de rang 8. Dans une base (e;) de E;1 < i < 13, un représentant
de chaque classe est donné par wg ;,1 < ¢ < 13, de la table 1.

Table 1
ws,i Expression d’un représentant de I'orbite

ws,1 | e1(ezes + eqes) + eseres

ws2 | e1(eze3 +eses + eger) + esepes

wss | e1(eseq + eseq) + e2 (ezes + ereg)

wsa | e1(ezes + eqes) + e (eae7 + eqeg)

wss | e1(ezes + eqes) + eq (e2e3 + ereg)

ws | e1(ezes + eqes + eger) + eg (ese3 + eseq)

ws7 | e1(ezes + eseq + eser) + e (eses + eres)

wss | e1(ezes + ezeq + eser) + egeres + eseqes

wso | e1]ez(es+ eq) + eseq] + ezeser + eseqes
(e2es + eser) + ezeses + ezeqes + eseser

ws,11 | €1 (eser +eseq + egez) + e (ese3 + eger) + ezeqes

ws12 | e1[(es —e7) (e3 — es) + eser] + ez (eseq + eseq) + egeres
[es (e3 — e7) + egeq] + ea (ezeq 4 eseq) + egeres

9]

w8, 10 1

ws,13 | €1

2.2 polynome radical des trivecteurs
Définition 2.2.1 :Une forme trilinéaire alternée w : B3 — K satisfait légalité
w (Ua(l)a Vo (2)s Uo(3)) = sgn (o) w (v1,v2,v3).

Pour chaque parmutation o € s3. Soit w[v] la forme bilinéaire w (v, —, —) et soit w[v1,v2] la forme linéaire

w (v1,v9,—). On dit qu un automorphisme ® de E est un automorphisme de f si
w (v1,v2,v3) = w (P (v1),P (v2), P (v3)) pour toutsvy,ve,vs € E.
Le group des automorphismes de w seront notés Aut (w). Soit w une forme trilinéaire sur E. Lensemble

Rad, = {z € E;w[z] =0}.

8 GHADBANE Nesrine
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est appelé le radical de w. Si Rad w est trivial Rad w = {0} ,alors w est appelé non dégénéré. Fizons v € E et
on définit le radical Rad, (v) de v de la maniére suivante :

Rad,, (v) = {u € E;w[v,u] =0}.

Le radical de tout vecteur v est clairment un sous -espace de E. On dit que les vecteurs u,v € E \ {0} sont

orthogonauz (notésulv) siu € Rad (v) .Pour deux sous-espaces Vy etV de E, on écrit Vi LVa si vy Lug pour tout

vy €1 V1 et ug € Vo on dit qi une forme non dégénérée w sur E est décomposable si E =W, &...&W,,,m > 2 >

, et Wi lWj, i # 3. Etant donné une décomposition (orthogonale) de w, soit 11; la projection de E sur W, et

W la restriction de ¢ W. Onpeut alors exprimer la forme w commew (u,v,2z) = > w; (m; (u),m (v),m; (2)), et
i

nous €crirons w = w;.

2.3 polynome radical

Soit F un espace vectoriel de dimension n sur un corps fini
F, = GF (p™) = GF (q) et w une forme trilinéaire alternée sur E.
On fixe v € E, on défini le radical Rad,, (v) de v par:

Rad, (v)={u € E, w(v,u,z) =0, Vz € E}
Le rang de v et le codimension de Rad,, (v) dans
ry () =n —dim Rad,, (v)
Le polynéme radical de w est définit par :

P (OJ) — Zxr(v)yn—r(v).

vev

Alors P (w) est un polyndme homogéne de degré n, il § écrit sous la forme :
n—1
P(w)= Z 'yt
i=0

Chaque 7 est un entier non négatif avec

n—1

§ n
a; =(q .

=0

2.3.1 Polynoéme radical d une forme trilinéaire alternée décmposable

Lemme 2.1 Soit w une forme trilinéaire alternée sur E et soit Vi & Vo une décomposition orthogonale de w.

Alore pour tout u € Vy et v € Va, ona
Rad (v + v) = Rad (u) N Rad (v) .

Linclusion Rad (u+v) D Rad(u) N Rad (v) est évident. Considérons un vecteur différent de zéro 2 €
Rad (u + v) Nous voulons cela z € Rad (u). Est Léquation

wlu+wv,2] =0,

equivalent a

wlu, 2] = —w v, x].

GHADBANE Nesrine 9
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Si les deux cotés de (3) sont des formes linéaires nulles, donc la demonstration est terminé. Supposons le
contraire, il existe un vecteur y tel que w (u,x,y) # 0. On peut écrire y = y; + y2, ol y € E. Puisque ys
appartient & Rad (u), on obtient

(JJ(’LL,,CC’y) ZW(U,$7Z/1+Z/2) :W(U»%yl) #0

Mais on a aussi(3), ce qui donne
w (U’ m7y1) =—w (u7x7y1) 7é O,

une contradiction avec y € E C Radv.

Lemme 2.2 Soit w une forme sur E et soit V1 @& Vo une décomposition orthogonale de w. Alor pour tout u € Vy
etveVa, onar(ut+v)=ru)+r).

Puisque Vi C Rad (v)et V5 C Rad (u), on obtient Rad (u) U Rad (v) = E. En utilisant le lemme 2.1, ce qui
donne
r(u+v) =n—dim Rad (u+v) =n —dim (Rad (u) N Rad (v))
=n — (dim Rad (u)+ dim Rad (v) —dim (Rad (u)U Rad (v)))
= (n—dim Rad (u))+ (n—dim Rad (v)) =7 (u) +7r (v)

Lemme 2.3 Soit f une forme trilinéaire sur E et soit W un hyperplan dans E notons g la restriction de f a
W. Pour tout w € WOn :

1. Rad, (w) CW =14 (w) =71¢ (W) — 2.
2. Rad, (w) €W =1y (2) =715 (w).

(1) Supposons dabord que Rady (w) € W. Puisque 4 (w) est pair etRady (w) € Radgy (w), lensemble X =
Radg (w) \ Rads (w)
dim Rad, (w) > dim Rady (w) + 1.

Alors il existe deux vecteurs z,y € X et ¢ (y, Rads (w)). Choisissez v ¢ w, on obtient

flw,z,0) 0N f (w,y,0) # 0.

Ce qui implique f(w,z+ay,v) = 0, pour un 0 # a € F, et le vecteur z + ay dans Rady (w) donc une
contradiction

(2) Soit Rady (w) € W. Montrons que Rad, (w) = w N Rady (w).

Linclusion

Rady (w) 2 wN Rady (w),

est évident. Choisissons v dans Rady (w) \ W. Si = est dans Rad, (w) alore la forme linéaire g [w, z] est zéro,
Mais nous avons aussi f (w,z,v) = 0, car wlv, donc  est dans Rady (w), ce qui prouve la deuxiéme inclusion.

Nous pouvons conclure que dim Rad (w) = dim Rad (w) — 1, ce qui équivaut & ry (w) =7y (w).

Lemme 2.4 Soit w une forme sur E et soit V1 &V, une ciécomposz'tion orthogonale. Notons g la restriction de
f a V. Alore pour tout uw € E, on arg(u) =15 (u).

Soit {b1, ...by, } une base de Vs, et notons W, le sous -espace (V1,b1,...,b;),0 < i < m. Notons g, la restriction
de w & W. Puisque Rad; (u) est contenu dans W, pour 1 < i < m — 1 et g = go, nous obtenons légalité en
utilisant le lemme 2.2.

Théoréme 2.3.1 Soit E un espace vectoriel de dimensions n sur un corps fini Fy et soit wune forme trilinéaire
alternant sur E. Supposons que V. = ®V;,1 < i < m soit un décomposition orthogonale de f. On note la

restriction de f a V; alors
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Invariant polynoémial pour les formes trilinéaires alternées 2.3. POLYNOME RADICAL

par récurrence, m = 2 Considérons une décomposition £ = V; @ V5, de w et noton n la dimension de V

Puisque E est un somme direct de V; et V5, nous pouvons exprimer le polynéme radical de w comme
_ Z xrw(v)ynfrw(v) — Z Z xrw(vﬁ»vg)ynfrw(vlJruQ)’
vEU V1 €V V2 EV2
utilisons le lemme 2.2

p(w): Z Z xTw(U1)+7‘w(Uz)yn1frw(v1)+n27rw(u2)

v1EV1 V2€V2

_ Z xrw(vl)ynlfrw(vl) Z xrw(vg)yngfrw(UQ).

V1€V V2 €V2

On utilise le lemme 2.4, on obtient :

plw)= Y araymra(v) % 7 graaayramrals) = p () p (w2).

V1€V V2 €V2

Lemme 2.5 Soit E un espace vectoriel de dimension n sur un corps fini Fy = GF (q). soit R une sous -espace
de dimension k de E contenant v, 1 < k < n. Alors le nombre Jhyperplans contenant R (et donc u)est égal d
n—k __ v n—1 n—k

— L et le nombre dhyperplans contenant v et ne contenant pas R est égal d < — . Pour w un sous-
q q

espace de E contenant u on note par r (v) le rang de v avec la restriction de f |w de f aw et par p(f |w) le

q

polynome radical .

Théoréme 2.3.2 Soit E un espace vectorile de dimenesion n sur Fy = GF (q) et. Soit w une forme trilinéaire

et soit P = i a; z'y" "t son polynéme radical. Soit py, ..., pr tous les polynémes radicauz distinct. Alors il existe
des entiers ’;L:(J(’;l négatifs ay, ..., ax satisfaisant Y a; = q" — 1 tels que
- n n - ¢ -1 ;5 n—(i—2) " - qi i n—i
y;ajpj:(q — 1D apy +i222aiq71x Yy +ﬁmy . (4)

pour prouver légalité, on calcul de deux maniéres différentes la somme

S = Z Z r v) n—1— rw(v)

vev {w,vew}
Ou W un hyperplans contenant E. Aprés avoir changé Jordre des sommes, on trouve
k
S — Z Z g )11 (v) Zp(ﬂw) - Zaﬂ'pi' (5)
w vEW w j=1

Ou ay, est le nombre ahyperplans W tels que le polynéme p (f|W) égal & p;. Ensuite fixons v € V, Si v € Rad
w, alors 7" (v)est égal & zéro pour tout hyperplan W, et nous obtenons

S = (qn _ 1) aoynfl + Z Z xrw(u)ynflfrw(v)’

v¢ Radf {w,vew}

v ¢ Rad w. Le lemme 2.5 nous permet de déterminer le nombre glhyperplans W Rad (v), et par le lemme 2.3

nous avons

_ gr(w)
S = ( 1 aoyn 1+ Z |: _(11 xr(v)ynflfr(v)
v¢ Radf q
¢ =1 )2 1) 2)}
+ x’l" v)— y’ﬂf —(r\v)— .
qg—1
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Invariant polynoémial pour les formes trilinéaires alternées 2.3. POLYNOME RADICAL

Par définition de «;, nous pouvons regrouper les membres de la somme qui correspondent on obtient :

n—l n—1 i
n n— q —q i n—1—i
S = (q —1)0[0y 1+ZO¢¢ |:q_1$y L
1=0
i 1 . .
+ql_z—2yn—1—(1—2):| )
q—1

Exemple 2.1 On prend le trivecteur wg du tableau 1 et on utilise a lvéquation (4), on trouve
127y" + 63 - 152%y° + 63 - 482" y> + 64 - 632%>.

Puisque le coefficient de y” est 127, les restriction de w a chaque hyperplan est une forme non dégénérée, donc
il ya seulement 3 formes ws,wy et wig du tableau 1 (leur polynéme radical est sans facteurs 2y). Donc le terme
gauche de lvéquatz'on (4) est égal d

a (y7 + 149ch5 + 49x4y3) + as (y7 + 7x2y5 + 56x4y3) + as (y7 + 63x4y3) .

En comparant les coefficients aux puissances correspondantes, nous obtenons

14a1 4+ 7as = 63-15 et 49a; + 56as +63a3 = 63-112. De plus la somme de a; est égale a 127. avace le tableau
1 de 0] disons que ay €égal d 127 ou 63, qui permet une seule solution de nos équations : a3 = 36,ay = 63,et
as = 28.

Exemple 2.2 Il 1y a pas de forme w en dimension 8 sur GF (2) ayant une restriction tout hyperplan équvalent
a la formedu table 1.

6 . .
Noton p(w) = Y a;z'y8~" le polyndéme radical de w. Nous utiliserons le théoréme 2.2 on calcul que le
i=0

coefficients de 2%y2, nous obtenons
y (28 - 1) (y7 + 32295 + 76ty + 48x6y) ,

et le coefficient est égal a (28 - 1) .48, ce coefficient est 64ag, une contradiction, puisque ag doit étre un entier.
De méme pour fi;

polynome radical en dimension 6 [0]

Wi P (wi)

e1ese3 y? + Ta?y

ejeses + eseqes y5 + 15x2y3 + 16$c4y
e1e2e3 + e4e566 (v + 722y) (yv* + T2%y)
e1esesg + eseqes + ejeseq y6 + 7x2y4 + 5691:4;1/2
e1eaes + eseseq + eseqes + eseqes + ereseg | y® + 63xty?

Quelques exemples
pour n = 3, le polynéme radical de w;
p(w1) = y3 + T2%y, ot f = ejeges = e AeaA € APE
En effet
E =T3 et card E =8 =23
et dim F = 3, B = (ey, €2, €3) une base
or Rad, (v) ={u € E; w(v,u,z) =0,Vz € E}
w(erege3) =1,

w (esejer) = 0.

Rad, (0) ={u € E; w(0,u,2) =0,Vz€ E} = F

12 GHADBANE Nesrine



Invariant polynoémial pour les formes trilinéaires alternées 2.3. POLYNOME RADICAL

i.e dim Rad,, (0) =3, donc r(0) =3 -3 =0
e r(e;) =3 —dim Rad,, (e1)
Rad,, (e1) ={u € F; w(e,u ,z) =0,Vz € E} = (ey)
et dim Rad,, (e1) =1, donc r(e1) =3 —1=2.
or (e2) = 3 — dim Rad,, (e2)
Rad, (e2) ={u € E; w(ez,u,z) =0,Vz € E} = (e2)
et dim Rad,, (e2) =1, donc r (e3) =3 —-1=2
or (e3) = 3 — dim Rad,, (e3)
Rad,, (e3) ={u €V; w(es,u,z) =0,Yz € V} = (e3)
et dim Rad,, (e3) = 1,donc r(e3) =3 —1=2
or (€1 + e3) = 3 — dim Rad,, (e1 + e2)
Rad, (e1 +e2) ={u € E; w(ex +ea,u,z) =0,Vz € E} = (e1 + €3)
et dim Rad,, (e1 +e2) =1, donc r(e; +e2) =3 —-1=2
or (e1 +e3) = 3 — dim Rad,, (e1 + e3)
Rad, (1 +e3) ={u € E,w(er +e3,u,z) =0,z € E} = (e + e3)
et dim Rad,, (e1 +e3) =1,donc r(e; +e3) =3 —-1=2
o7 (€2 +e3) = 3 — dim Rad,, (e + e3)
Rad, (ex +e3) ={u € E; w(ea +e3,u,2) =0,Vz € E} = (e2 + e3)
et dim Rad,, (e2 +e3) =1,donc r(ez2+e3) =3 —-1=2
or (€1 + ex+e3) =3 — dim Rad,, (e1 + ez + e3)
Rad,(e1 +e2+e3) ={u€ F; w(es+ex+es,u,2) =0,Vz€ E} = (e; +ex+e3)
et dim Rad,, (e1 + ez +e3) =1,doncr(e; +ex+e3) =3—-1=2.
Le vecteur avec le radical de est dimension 3(est vecteur nulle) donc
i=7r0)=0= ap=1.
Les autres 7 vecteurs sont :
e1,e9,6€3,61 + €2,61 + €3; e + e3,e1 + ex + e3 avec ou sont radical est dimension 1,
r(v)=2=a; ="7.
D’ou le polynoéme radical de f3 est
y® + TPy
Pour : wy = ejese3 + eseqes € ASE
dimFE =5
B = (e1, €2, €3, €4, €5) une base
card E = 25 = 32

0,e1,e2,€3,€4,€5,€1 + €2,€1 + €3,€1 + €4,€1 + €5,€2 + €3,e2 + €4, €2 + €5,
e3teq,e3+e5,e4+e5,e1 +ex+e3,e1 +e2+eq,e1 +e2+e5,e2 +e3
E= +eq,e2+e3+e5,e3+es+tes,e1+es+es5,e1+e3+eq,e1+e3+es,
€x+ €4+ €5,e1 +ex+e3+eq,6a+e€3+ €4+ €5,e3+ €4+ €5+ €,
€4 +e5+ep+e3,e5+ex+e1+e3,e1+e2+e3+eq+es.

donc
n—1
j2) (W) — Z aixzyn—l — Z xr(v)yn—r(v)’
=0 veV

r(v)
r(v) = n — dim Rad,, (v)
Rad, (v) = {u € E;w (v,u,z) =0,Vz € E}
w(erege3) =1,
w (eseqes) = 1,

w (e;ejer) = 0.
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Invariant polynoémial pour les formes trilinéaires alternées 2.3. POLYNOME RADICAL

or P(w)= Y ar@yn-r),
veV
Le radical du vecteur nul est de dimension 5 donci =7 (0) =0= a9 =1

Il existelbvecteurs ou le radical est de dimension 3 :
€1,e1 +e2,e1 +e€3,61 +e4,e1 +e€5,€1 + €2+ e3,e1 + €2+ eq,e1 + €2 + €5,
€1 +e3t+es,e1+e3+eq,e1+6€4+e5,e1+6e2+e€3+eq,e4+€5+e€1+e€3
es+eat+er+es,e1+eatest+estesdonci=r@w)=2= ay=15
Il existel6vecteurs ou le radical est de dimension 1
€2,€3,€4,€5,€2 + €3,€2 + €4, +€5,€3 +-€4,€3 +-€5,€4 +-€5,€2 €3+ €4
;€2 ez +e5,e3+eq+e5,e2+eq+es,e2+e3+eq+es
donci=r(v) =4 = a4 = 16.
Le polynéme radical de ws est

p(ws) = y° + 152%y> + 162y.

Soit we,1 = e1eze3 + egeses.
Pour polynome (y3 + 7x2y) (y3 + 7x2y) .
we,1 = €1€2e3 + egeseq, dim F = 6,
V = (e1,e9,e3), Vo = (e4, e5,e6)doncVy & Vo =V,
commeV; 1 Vo = E.

D’apre théoreme 2.1

P (w671) =P (616263) o P (646566) 5
= (y3 + 7x2y) (y3 + 7x2y) .

Le résultat suivant utilise la classification des formes trilinaire en dimenesion 7 sur GF (2), faite dans [1].
La table 1contient des repésantants de toutes les classes aéquivalence avec leur polynome radical.

Soit w une forme trilinaire alterné sur un espace vectoriel de dimension 7 sur GF (2). Alors le plynéme radical
de w est donn par

2.3.2 polynéme radical en dimension sept

Wi p(wi)

wo | 128y7

w1 16y* (y3 + 7x2y)

wy | 4y? (y5 + 15223 + x4y)

ws | 2y (y® + T2?y) (v + Tz?y)
wy | 2y (y6 + Tayt + 56x4y2)

ws | 2y(y° + 63z"y?)

we | Y7+ Tr2yd + 562ty + 6425y
wr | y7 + 322y° 4 76x1y3 + 4820y
ws | Y7+ 632%y° + 6425y

wy | y7 4 632ty + 6425y

wio | 2y (y® + 63z1y?)

wit | Y7+ 2%y® + 30243 + 9625y
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Conclusion

L’étude présenté dans ce mémoire s’articule essentiellement sur la classification des trivecteurs de rang < 7,
et leur polynome radical.

Cette classification est interprétable pour décrire certaines classes en theorie des codes.
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Résume

L'étude présenté dans ce mémoire s'articule essentiellement sur la classification
des trivecteurs ( ou formes trilinéaires alternées).

Pour classifier les trivecteurs, on utilise des invariants algébriques qui permettent
de mieux

comprendre la classification de ces formes, par exemple, le polyndme radical d'un

trivecteur w, P(w), car deux tri vecteurs w; et w, sont équivalents si et seulement
si leur polynéme radical le sont

Dans ce mémoire, nous rappelons |'essentiel des résultats connus sur la
classification des trivecteurs, puis nous déterminons les polynémes radicaux de
certains trivecteurs.

Abstract

The study presented in this thesis is essentially based on the classification of trivectors (or
alternating trilinear forms). To classify the trivectors, we use algebraic invariants that allow
us to better understand the classification of these forms, for example, the radical polynomial
of a trivector w, P (w), because two trivectors w; and w, are equivalent if and only if their
radical polynomials are. In this thesis, we recall the main part of the known results on the
classification of trivectors, then we determine the radical polynomials of some trivectors.
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