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Résumé

Dans ce travail, nous traitons plusieurs propriétés relatives aux ordres
flous, on introduit les notions de majorants, minorants, borne supérieure,
borne inférieures, (par rapport a un ordre flou), les a-ordres flous sont
utilisé pour introduire le lemme de Zorne généralisé au cas flou.

Nous présentons aussi la notion d’un treillis flou, et ses propriétés
fondamentales, puis on étudie un treillis particulier qui est le treillis de
Heyting, et enfin, un apercu sur la dualité de Preistley dans le cas d’un

ordre flou.



Abstract

In this thesis, we discuss the fuzzy ordering, there does not exist a
reasonable theory of fuzzy ordered sets, our goal in this paper is to com-
mence a systematic study of fuzzy ordered sets. The concept of fuzzy
order was introduced by generalizing the notion of reflexivity, antisym-
metry, and transitivity, since then several authors have studied fuzzy
relations and orderings.

In this paper we do not intend to study fuzzy relations in general,
we restrict our attention to fuzzy relations which are in a suitable sens
"reflexive”, antisymmetric”, and transitive. In this work, we deal with
many properties related to fuzzy ordered, we introduce the notion of
the upper-bounds, and lower bounds, according to the fuzzy ordered,
we also present The notion of one fuzzy lattice, and its fundamental
properties, and we study one particular fuzzy lattice which is a fuzzy
lattice of Heyting.

Finally a look on the duality of Preistley in the case of an fuzzy

ordered.
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Introduction

Introduction

La théorie des sous-ensembles flous, débuté en 1965 avec la publi-
cation de l'article ”fuzzy sets” (ensemble flous) par LoTF1 ZADEH,
dans la revue ”information and control, cette théorie est 1’élément de
base de la logique floues, une logique qui essaie d’associer I'imprécision
inhérente aux phénomenes naturels a la puissance de calcul des ordina-
teurs, pour réaliser des systemes de raisonnement intelligents robustes et
souples. La logique floues concerne les propriétés d’événements imprécis,
elle s’occupe de I'imprécision associer a la description d’un événement,
au lieu de 'imprécision associer a son occurrence. La premiere est une
propriété intrinseque et ne peut étre éliminées, tandis que la seconde,
souvent appelée la probabilité de I’événement est due a la contingence
de 'occurrence future.

Dans ce contexte, lorsque nous parlons de ”flous” nous voulons dire
I'incertitude ou I'imprécision inhérentes a la maniere dont on décrit un
objet, ou un événement.

Les relations floues, qui sont des sous- ensembles flous ce n’est qu’une
partie de la logique floues, elles nous permis d’étudier quelque treillis
flous (les treillis muni d’un ordre flou).

ORGANISATION DE MEMOIRE

Le but de ce mémoire est d’étudier les propriétés des relations d’ordres

floues, les notions de "I'antisymétrie” et ”transitivités” sont généralises

au cas ou l'ordre est flous, notons que plusieurs définitions de ’anti-




Introduction

symétrie et la transitivité dans ce cas ont été abordé par les chercheurs
celons la qualité de leurs objectifs, autrement dit quelques définitions
sont fortes et les quelques autres sont faibles.

Les concepts des treillis flous sont basés sur les ordres flous, nous
allons étudier dans ce mémoire quelques propriétés d’un treillis spécial
qui est le treillis de Heyting.

Le mémoire est subdivisé en quatre chapitres:

Dans le premier chapitre nous présentons la théorie des sous-
ensembles flous; sa position par rapport a la théorie classique des en-
sembles, les propriétés fondamentales des ensembles flous et les regles de
calculs algébriques dans un ensemble flou.

Dans le deuxieme chapitre on étudies les relations d’ordres floues, les
notions de majorants,minorants, par rapport a un ordre flou,lemme de
zorne généralisé (au cas d’'un ordre flou), les a-ordres flous.

Dans le troisieme chapitre on étudier les propriétés des treillis flous,
les notions d’Idéal et filtre dans un treillis flou.

Dans le quatrieme chapitre nous allons étudier un treillis flous parti-
culier (de Heyting) et ses propriétés fondamentales.

En fin nous allons présentés un apercu sur l’espace de preistley dans
le cas flous, et nous proposons une construction du dual et bi- dual d'un

treillis flous quelconque.
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Chapitre 1 Généralités sur les sous-ensembles flous

Chapitre 1

Généralités sur les sous-ensembles
flous

1.1 Introduction

On introduit la théorie des ensembles flous, comme théorie
mathématique basée sur la théorie des ensembles, mais qui présente
I'intérét de 1'étendre, en modifiant la définition méme d’un ensemble,
ou plus précisément celle d’'un sous-ensemble, car on considere toujours

un ensemble ordinaire comme référence pour définir des ensembles flous.

1.2 Définitions générales
1.2.1 Définition d’un ensemble flou

Définition 1.2.1. Soit X un ensemble (classique) de référence, un sous-
ensemble flou A de X est défini par une fonction d’appartenance, qui

associe a chaque élément x de X le degré y7(x) compris entre 0 et 1 [7].

A = {(z.pz@)/x € X}
Exemple 1.2.1. Une illustration classique d’ensemble flou est la notion
de "GRAND”, en logique booléenne, nous devons décider qui est grand par

exemple en disant: "toute personne de plus d’un metre quatre-vingt”,

11



Chapitre 1 Généralités sur les sous-ensembles flous

formellement cela définit la fonction caractéristique a I'ensemble :

Mgmnd(fl?) = {

1six>1.80
0 si non

Valeurs Ensemble classique

dappert- GRAND
enance

A J

120 180
Taille en Cm

Fic. 1.1 — Concept de "GRAND” en représentation classique.

— Dans la version classique, la fonction entre "GRAND” et "NON-
GRAND” correspond a une dichotomie parfaite — toute personne
de plus de 1.80 m est "GRAND”, il n'y a pas de "degré de gran-
deur”, la taille d’'une personne est de 1.75 m alors il est "PETIT”,
celle d’une autre personne est de 1.80 m, donc il est "GRAND”.

— Dans un ensemble flou, néanmoins, 'appartenance admet des
degrés, un ensemble flou indique dans quelle mesure quelque chose
en fait partie, la F1G. 1.2 montre le concept de "GRAND” en tant
qu’ensemble flou.

r 3

it

Ensemble classique
Valeurs "GRAND"
d'appari-
enances

v

120 180
Taille en Cm

Fi1G. 1.2 — Concept de "GRAND” en représentation floue.

12



Chapitre 1 Généralités sur les sous-ensembles flous

— Nous constatons que quelquun de 1.20 m n’est absolument
pas "GRAND”, alors que quelqu'un de 1.90 m est parfaitement
représentatif du concept, les tailles intermédiaires ont des valeurs
d’appartenance différentes a I’ensemble "GRAND”, ces valeurs d’ap-
partenance nous indiquent dans quelle mesure une taille donnée est

compatible avec la notion "GRAND”.

— Les ensembles flous, servent a décrire des concepts vagues imprécis,
des propriétés graduelles, ou des évenements incertains, les no-
tions d’inclusion, de réunion, d’intersection, complément, relations,
convexité, ..., etc. sont étendues a des tels ensembles, et diverses
propriétés de ces notions dans le contexte des ensembles flous sont
établis [7]:

v Egalité: A=BsiVere X: pi(r) = ps(x).

v Inclusion: AC BsiVz e X : pi(x) < ps(x).

v Intersection: ANB = C tel que: Vz € X : pe(r) = pi(x)Apg(x).

v Union: AUB =D tel que: Vz € X : py(x) = pi(r) vV pg(e).

v' Complément : Vo € X : ,u(g)c(a:) =1—pz(x).

v Noyau d’un sous-ensemble flou: N(A) est définit par: N(A) =
{z € X/pz(x) = 1} "les éléments vraiment dans A”, on le note
aussi Noy(A).

~

v Support d’un sous-ensemble flou: Supp(A) est définit par:
Supp(A) = {z € X/pz(x) # 0} "les éléments qui y sont a

des degrés divers”.

v Hauteur d’un sous-ensemble flou: noté ht(A) est définit par:

~

ht(A) = sup ()
zeX

13



Chapitre 1 Généralités sur les sous-ensembles flous

Propriétés [7]:

Supp(A)° = X — Noy(A)

Noy(A)* = X — Supp(A)
Exemple 1.2.2. L’intervalle flou couramment utilisé dans R est décrit
par sa fonction d’appartenance, le plus simple type pour ce qu’il convenu
d’appeler un ”intervalle flou” est une représentation trapézoidale, on
pose:
Osizx<a—aoub+ <z (xest hors du support de A)
1sia<z<b(xdans le noyau de A)
l+(zr—a)/asia—a<z<a
l—(b—z)/fsib<x<b+p

pa(r) =

Fi1c. 1.3 — Ensemble flou trapézoidale.

[a,b] est le noyau, [a — a,b 4 [3] est le support.
Mesure de possibilité [2]: Soit X un ensemble net de référence, une
mesure de possibilité sur X est une fonction 7: P(X) — [0,1] telle que:

(@) =0, 7(X)=1.
V(Ai)ier € P(X): m(UAi)ier = supm(Ai)

Remarque : m1(AU B) = max(n(A),7(B)).

Distribution de possibilité: est une fonction 7: X — [0,1], vérifiant

14



Chapitre 1 Généralités sur les sous-ensembles flous

la condition de normalité :
sup7(z) =1
zeX
Cardinal d’un ensemble flou [7], [8]:
Si A est un ensemble flou fini, le cardinal de g, noté ‘Z| défini par:

= > pil@)

zeX

Si A n'est pas fini, alors: ‘;ﬂ est I'intégrale de la fonction d’appartenance.
On définit aussi le cardinal relatif de A par:
A = ‘%‘ (si X est fini)
Ensemble flou normalisé :
Un ensemble flou est dit normalisé s’il est de hauteur 1.
Distance entre deux ensembles flous:
La notion de distance entre ensembles flous, peut-étre utile pour définir
des relations telles que: ”"a peut pré égale a” ou "tres supérieur a”, il

s’agit de la distance de HAMING :

= 3 luste) = ol aui st [ Justa) = pplo)lda
reX
On peut définir aussi la distance euclidienne :
P(AB) = ) (uglx) — py(x)?
reX

Mesure de nécessité: est une fonction N: P(X) — [0,1] telle que:
N@) =0, N(X) =

N(NAi)ie; = inf N(Ai)

Remarque: N(AN B) = min(N(A),N(B)).

Quantité floue: est un ensemble flou normalisé de R.

15



Chapitre 1 Généralités sur les sous-ensembles flous

Valeur modale : Une valeur de degré d’appartenance égale a 1 est dite
Valeur modale.

Partition floue: Pour un ensemble de référence E on dit que les sous-
ensembles flous (Fi)i<;<, de E constituent une partition floue si pour

tout x:

Z pgi(z) = 1 [voir: Bezdek81 —chap5-]
i=1

Si E est un ensemble non vide et P(E) 'ensemble des parties de E, alors
P(FE) est un treillis de Bool (treillis au sens classique) pour les opérations
U, N.

Soit U = {0,1}, il y a une correspondance bijective entre P(E) et UF
(Pensemble des applications de E dans U), tel que a chaque partie A de
E on associe x4 sa fonction caractéristique, par ailleurs, ’ensemble U

est une chaine, donc un treillis de Bool avec les opérations A, V, 1.
aV ( =max(a,0), a A =min(a,[) et Ja=1—«
On définit dans le treillis U” les opérations ensemblistes :
Av U E par:
paup(e) = pae) vV pg(e),

~ ~

ANB:
ting(@) = pz(z) A pg(x),
H( 7). Par:
pae (@) = Tug(),
et 0:
pp(x) = 0.
(voir [1]).

Une structure floue est tout couple (E,.J) ou E est un ensemble non vide,

16



Chapitre 1 Généralités sur les sous-ensembles flous

J est une chaine fermée, dans cette structure floue, une partie floue de
E est toute application de F dans J. L’ensemble des parties floues de E
sera noté P(E) ce n'est autre que JE.

Remarque 1.2.1. Si J = {0,1} = U alors P(E) = P(E) qui est I'en-
semble des parties nettes de £ [1]. On définit sur P(E) une relation
d’ordre C par:

~ ~

ACB & ui(z) <pg(x), Vo e E.

~

Remarque 1.2.2. (P(E), U, N, 0, E) est un treillis distributif fermé
complet si la chalne J est complete (voir [1]).

Exemple 1.2.3. Exemple des parties floues d’un ensemble fini £ =
{z,y} en se limitant aux seuls degrés d’appartenance: 0, 1/2 et 1, le
treillis de tous les sous-ensembles flous avec ces seules valeurs, est formé

des 9 parties, dont 4 sont nettes (sans la valeur 1/2) et les 5 autres floues.

{x .'I,y.']}

fx:l,y:1/2}

{x : G,y.'I}

{x L,y 0}
fx:0,y:1/2}

x:1/2,y :0}

{x .'O,y.'ﬂ}

17



Chapitre 1 Généralités sur les sous-ensembles flous

1.2.2 Alpha-coupes d’un ensemble flou (niveau de flou)

Pour tout a €]0,1], on définit le niveau de flou de degré «, comme

étant Dapplication N, de P(X) dans P(X) définie par [1]:
No(A) = {z € X/pz(x) > a}

Ce sont des ensembles nettes.
Avec P(X) est I'ensemble des parties floues de X et P(X) I'ensemble
des parties de X.
— Rappelons q’'une partie floue de X, est toute application de X dans
0,1].
On définit aussi le strict a—coupe (ou le niveau de flou strict de
degré a, comme étant Papplication N, de P(X) dans P(X) définie
par:

~

NJ(A) = {z e X/pi(z) > a}, Va e [0,1]

— Les niveaux de flous vérifient les propriétés suivantes:
1. Si o < 3 alors : pour tout A: Ng(A) C Nu(A).
2. Si A est une partie nette, Vo €]0,1]: N (A) = A.
3. Va €]0,1], V3 €]0,1]: N, o N3 = Nj.
4. SiVa €]0,1]: No(A) = N3(B) alors: A = B.
Ces quatre propriétés restent valables pour les niveaux stricts de

flou.

Autres propriétés:

(Ces propriétés restent valables pour les niveaux stricts de flou).

18



Chapitre 1 Généralités sur les sous-ensembles flous

—Si on munit la structure floue (X,[0,1]), d’une involution
décroissante n de [0,1]: pour tout a: nna = a et si a < 3 alors
nG <na,nd=1etnl =0
alors :

Va €]0,1], VA € P(X): nNa(A) = Nna(A)
Ensemble flou convex [8]:

Un ensemble flou A de X est dit convex si:

Vay,xe € X : VA € [0,1]

Mﬁ()\ﬂh + (1 — )\)332) > min(ﬂﬁ(x1)7uﬁ($2))

Exemple d’intersection et d’union des ensembles flous:

~

A = "z considérablement supérieur a 10”.

~

B = "x approximativement égale a 11”.

() = 0sixz <10
HAE) = (1+ (z —10)"2)"tsi z > 10

pg(e) ={ 1+ (z—11)H)~" }
o _J 0s12<10
Hanalr) = { min[(1+ (z — 10)"2)"L,(1 + (2 — 1)) si 2 > 10
pi i) =max[(1+ (z —10)) L1+ (z—1)H ",z e X

Ensemble flou intuitionistique : Atanasov et Steova 1983
Soit X un ensemble de référence, un sous-ensemble intuitionistique
de X (IFS) A est I'ensemble des triplets {(@,pz(z)vi(2))/r € X}
avec f13(), vi(z) sont des applications de X dans [0,1].
pi(z) le degré d’appartenance de x a A.
vi() le degré de non-appartenance de x dans A.

avec la condition 0 < pz(x) +vz(x) < 1.

19



Chapitre 1 Généralités sur les sous-ensembles flous

1.2.3 Opérations algébriques sur les sous-ensembles flous

Produit cartésien [8]:

Soient E, :4;, cee EL les sous-ensembles flous de X7, X5, ..., X,,. Le
sous-ensemble flou produit ;1; X ;1; X. .. X ;1,/1 de I’espace produit X7 x X9 X
... X X, est définit par sa fonction d’appartenance ,u(;lvl X ... X :471)(@

tel que:
,u(jélvl X ... x Ay)(z) = min{p g (z;)/z = (z1,... 2,) et z; € X}

L’addition algébrique :

C' = A+ B est définie par: C = {(zpz, 5(2))/x € X}
avec: iz, () = pz(@) + pp(r) — pz(@)-pp)
La somme directe de A et B:

C' = A® B est définie par: C = {(zpz.5(7))/ 2 € X}
ou: . () = min(lpz(x) + pp(@))
Le produit algébrique:

C = A.B est définie par: C = {(z,pz(x).pz(x))/x € X}
t-Norme (Dubois and Prade 1985, p. 90):

Une t-norme est une application de [0,1]> — [0,1] vérifiant :
1. t(0,0) =0 et Vo € X: t(puz(x),1) = t(Luz(x)) = pz(x)
2. 51 pg(x) < pex) et pp(x) < pp(e) alors: t(ug(x)up(x)) <
t(pgs(w),pp(x)) (Monotonie).
3. t{pg(x),puz(x)) = tug(r),pnz1(x)) (Commutativité).
4o t(pg(z)t(pg(n).na(x))) = tt(pz(r).ng(@)pa(z))) (Associativité).
Projection : La projection sur X; d’un sous-ensemble flou A de X;.X5

est le sous-ensemble flou, dont la fonction d’appartenance est définie par :

Vxl EXli

,u];OVle(A)(:L'l) = sup pz(z1,22)
To€Xo

20



Chapitre 1 Généralités sur les sous-ensembles flous

1.2.4 Principe d’extension de Zadeh

Zadeh a introduit le principe d’extension, I'un des plus importants
de la théorie des sous-ensembles flous, pour permettre d’explorer nos
connaissances classiques dans le cas de données floues: arithmétiques
floues, relations floues, ..., etc.

Soit A un sous-ensemble flou de X, ¢ une application de X dans Y, le
principe d’extension définit un sous-ensemble flou B de Y associé a A
(image directe) par I'intermédiaire de ¢ par [7]:
VyeY:puply) = sup  pye)
{z/p(x)=y}
avec la condition :

Sup ilz) =0

Remarque 1.2.3. Dans le cas ou ¢ est injective:

pply) = pi(x) avec y = o(z)

Cela signifie que chaque fois que y est obtenu, son degré d’appartenance
au résultat est le meilleur degré de toutes les facons de 'obtenir, et égal
a 0 si non.

Remarque 1.2.4. Une généralisation de ce principe est la suivante:
pour toute relation exacte ¢ entre deux ensembles X, Y : si A est un
sous-ensemble flou de X son image B par ¢ sera définie par:

pp(y) = {Sg}(min(ugo(x,y),ug(ﬂs)))

Ce principe d’extension est une sorte de ”sup-min convolution”, il sera
d’ailleurs a l'origine de bien des définitions, en particulier du Modus-

penens généralisé.
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Chapitre 2 Relations floues

Chapitre 2

Relations floues

2.1 Introduction

La théorie des relations flous, a été initiée par L.A. Zadeh (1971),
[14] qu’il a introduit le concept de similarité comme généralisation
d’équivalence, et 'ordre flou comme généralisation de réflexivité, an-
tisymétrie et transitivité, mais une théorie générale des ordres flous
manque encore, malgré les concepts des bornes supérieurs et inférieurs

introduits par Zadeh.

2.2 Définition

X, Y deux ensembles non vide de référence. Une relation binaire floue
R de X dans Y est un sous-ensemble flou de X x Y caractérisé par une
fonction d’appartenance:X x Y — [0,1], si X = Y on dit simplement
une relation floue sur X.

Soit X un ensemble de référence. Une relation floue sur X est un

sous-ensemble flou de X x X, donc une application X x X — [0,1].

2.3 Composition de relations floues

La composition de deux relations floues ]A%/l sur X xY et f{; sur

Y x Z définit une relation floue R = /R: o E sur X X Z de fonction
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d’appartenance défini par [2], [7]:
V(z,2) e X X Z
pi(r,z) = Sug[min(ug(x,y),ug(y,Z))]
ye

Elle est associative.

2.4 Propriétés des relations floues

Soit X un ensemble de référence, R une relation floue sur X [2], [7].
1. R est dite Réflexive si:
Ve e X:up(rx) = 1
R est dite Antiréflexive si:
Ve e X: pp(rx) = 0

Remarque 2.4.1. Il y a d’autres définitions pour la réflexivité qui
exigent seulement la condition: pgz(x,x) > 0, mais puisque nous
avons défini la relation floue R sur un ensemble classique X, on

utilise alors la condition de Zadeh: pz(z,x) = 1.
2. R est dite Antisymétrie si:
V(zy) € X: (np(ey) +pplye) > 1) ==y

Remarque 2.4.2. La relation: pg(z,y) + pp(y,2) > 1, montre que

ni pg(w,y), ni pp(y,x) peut étre égale a 0, autrement dit :

(np(zy) + pplyx) > 1) =z=y
ou encore: si x # y alors puz(2,y) = 0 ou pp(y,w) = 0, donc pour
xF£y:
pr@y) > 0= pp(ya) =0
ou pz(y,w) > 0= pus(xy) =0
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Se sont toutes des définitions déduites de la définition principale
(2.) (voir [7]).

Remarque 2.4.3. On trouve bien la définition d’antisymétrie dans
le cas net (le cas d’une relation classique) car: si pz(x,y) # 0 et

pi(y,x) # 0, cela veut dire que xRy et yRx et donc x = y.
3. R est dite Transitive: si VX VY VZ:

Soit pp > pp.p, ce qui permet par fois de vérifier plus rapidement
la transitivité.
Remarque 2.4.4. On retrouve bien la définition de la transitivité

dans le cas classique:

xRy
yR> ) = xRz
En effet :
TRy = pg(v,y) =
yRz = pup(y,z) =

min(pg(z,y) 15 (Y,2)
max[mm(,uR( T,Y), NR(?J z))
)

pp(r.z) = man[mm(uR( z,Y) .1 (y,2

)
)
)
]
]
)=

pi(r,2) > 1= pp(r,z

= xRz

Remarque 2.4.5. Autre définition (P. Venugopalan) [10]
R est dite transitive si: Vo € X, YyeY, Vze Z:

pp(r,2) > [(pp(ry) + pply2) — 1) V0
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Remarque 2.4.6. La définition de Zadeh de la transitivité pour

une relation floue de R est :

¥(a2) € X pple.z) = maximin(ug(ey) np(y )] (24

La définition de P. Venugopalan est :

W(rg.2) € X pupl(e.2) > [(ng(ey) + uglyz) — 1) V0] (242

En effet, on démontre que la définition (2.4.1) entraine la définition
(2.4.2):
sipup(@,y) + pp(y,2) < 1alors: (up(ey) + ppyz) —1) VO =0 et

donc, puisque p5(7,2) est toujours positif,

m;X[min(ﬂg(af,y),ug(y,Z))] > (up(z,y) + pply,z) —1) VO

(c’est un cas évident).
Supposons alors que pz(2,y) + pp(y,2) > 1, pour y; fixé dans X,

on a:

min(pg(2,y1) 15 (12) = (ugley) + pgpye) =1

En effet : notons pz(2,91) = R, pg(yi,2) = Re

min(Ry,Ry) > Ry + Ro — 1 est toujours vrai car Ry < 1, Ry < 1.
pour chaque y dans X on a i(5,5) Az (,2) > (@) +i5(1,7)—1
donc

maxfmin(u(2.9)15(32))) = (1g(e:9) + Hg(y:2) = 1) et CQFD.

Remarque 2.4.7. On trouve bien la transitivité dans le cas d’une
relation classique, en effet :

Si 2Ry = pg(ry) =1

yRz = pp(y,2) =1

[(ng(zy) + pg(y,2) —1]vo=1

pi(e,2) = () +pg(y,2) —1V0 = 1 = pp(x,2) = 1 done Ry
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Remarque 2.4.8. Quelques autres formes d’une relation floue transitive

sont :
1. R(z,2) > T(R(z,y),R(y,2)), ¥(z,y,2) € X? et T est une T-Norme

qu’on a définit dans le chapitre 1;
2. (R(xyy) > R(y,x) et R(y,z) > R(z,y)) alors R(z,z) > R(z,x)),
V(x,y,2) € X3 (voir [4]).

2.5 Définition d’un ordre flou

Soit X un ensemble, un ordre flou sur X est un sous-ensemble flou R

de X x X noté pp tels que les conditions suivantes soient vérifier [7]:
1. Vo € X: pp(r,x) =1 (Réflexivité) ;
2. Vz e XVy € X: pp(zy) + pp(y.z) > 1= r =y (Antisymétrie) ;
3.V € XVy € XVz € X: pz(x,2) > [(up(ry) + pp(y,z) —1) v 0
(Transitivité).
Notation [10]: Soit X un ensemble, muni d’un ordre flou R et soit

x € X. Notons par | x I’ensemble flou défini par:

(L 2)(y) = pplyx), Vye X
Lz = {(y,(l ©)(W)/y € X} = {(y.u5(y,7)/y € X)}

de méme:

(T2)(y) = pplry), Vye X
Tz = {(y,(T2)(W)/y € X} ={(y.up(zy))/y € X}

Si A est un sous-ensemble de X alors:

TA:UTx%lA:le

€A €A
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2.6 Borne supérieure, borne inférieure

Soit X un ensemble muni d’un ordre flou R et A un sous-ensemble de
X.
Les majorants de A est un ensemble flou sur X noté U(\Z), dont la
fonction d’appartenance est définie comme suit [10]:

- [ 0si(Ta)(y) <1/2,Vze A
MU(A)(y) B { (Myea T 2)(y) si non

() = 0sipp(zy) <1/2,Vze A
How T Napeatbz(z,y) sips(ey) > 1/2, Vo e A

—_—

de méme, les minorants de A est un ensemble flou L(A) sur X de fonction

d’appartenance définie par:

_Josi(la)(y) <1/2,Vz e A
) = { (Maea(l 2(y) si non

e

ML)

() = 0sipp(yx) <1/2, Vo e A
PLW = U Noea na(y,2) si pz(y,a) > 1/2, Ve € A

—_—

Remarque 2.6.1. Si ,um(y) > 0 on écrit y € (J(A) de méme pour
L(A) donc:

yel J4) = rom W) >0
= pplry) >1/2, Vo c A

Remarque 2.6.2. Si A = {z}, on écrit | J(2) est définie alors:

oy S Osipp(zy) <1/2
,uU(Z)(y) N { (1 z)(];)) si non

donc

e~ —

velJo) & P W) >0
& (T2)(y) >0
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Définition 2.6.1. On dit que S est une borne supéricure de A et on

écrit S = sup A si:

1. S € J(A) donc S est un majorant de A;

—_

2. Siy e |J(A) alors y € J(9).

De méme: S’ est une borne inférieure de A: S’ = inf A si

1. 5¢ L/(\/A);

2. Siyel//(\g)alorsyEL/(\/b”).
Interprétation : A un sous-ensemble de X', X muni d'un ordre flou pz.
Un élément a € X est un majorant de A si uz(y,a) > 1/2, Vy € A.
Si a est un majorant de A et Va € A, alors a est dit plus grand élément
de A.

— un élément m € A est maximale de A si:
(tp(m,y) > 1/2 pour un certain y € A) = y=m

— un élément S € X est dit une borne supérieure de A si S est un
majorant de A et pour tout autre majorant t de A on a: puz(S,t) >
1/2, on définit de méme inf A.
Remarque 2.6.3. L’ordre R est dit total si Vr,y € X avec x # y, ou
bien px(z,y) > 1/2, ou bien puz(y,x) > 1/2. (ou encore (voir [5]), ou bien
pg(zy) > pgp(y.z), ou bien pp(y,x) > pp(2.y).
Chaine floue: Un ensemble muni d’un ordre flou total est dit chaine
floue [5].
Proposition 2.6.1. Soit A un sous-ensemble d’un ensemble X muni

d’un ordre flou R.

1. sup A s’il existe est Unique.

2. inf A ¢’il existe est Unique.
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Preuve: Soient x et y les bornes supérieures de A alors:

pomW) > 1/2 = pglry) > 1/2

pop @) > 1/2 = pgly,e) > 1/2

d’out pg(x,y) + pup(y,w) > 1 et par I'antisymétrie de I'ordre flou on aura:

x=1y.

De la méme facon on démontre la 2¢™¢

propriété.
Exemple 2.6.1. Soit X = {a,b,c,d}, on définit un ordre flou sur X par

le tableau:

a b ¢ d
1 0.6 06 0.6
0O 1 04 0.7
0 03 1 0.8
0 0.2 02 1

o T o

o

On vérifie facilement que R est un ordre flou sur X.
Exemple 2.6.2. Soit N I’ensemble des entiers positifs. On définit 'ordre
flou R sur N comme suit :

Osia>b
pplab) = {1_[a\b]\bSiG§b

ou [a \ ] est le reste de la dévision de b par a.

1. R est réflexive:
pi(a,a) =1 car [a\ a] = 0 donc R est réflexive.

2. R est antisymétrique :
Si a # b alors: ou bien a > b, ou bien a < b, donc p5(a,b) = 0 ou
pi(ba) =0 et c’est exactement la définition d’antisymétrie.

3. R est transitive:
Soit a,b,c éléments de N.
At-on pig(a.c) > [(np(ab) + pp(b,e) —1) vV 0]7
Siprz(a,b) = 0 alors (pgs(a,b) + pg(b,e) —1) VO =0 et donc
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pi(ac) = [(pplab) + pp(be) —1) V0L
de méme si pz(b,c) = 0.
Supposons que jz(a,b) # 0 et pz(b,e) # 0 donc par hypothese:

a < b < c, soit alors
b=ma+zx,0<z<a

c=nb+y, 0<y<b

c=pa+z2 0<z<a

on a:

at-on (1 —z/c) > [(1 —x/b)+ (1 —y/c) —1]7
Lemme 2.6.1. Si a,b,com,n,p,x,y,z sont des entiers positifs tels que

O<a<b<ec, et:

b=ma+z, 0<zr<a
c=nb+y, 0<y<b

c=pa+z2 0<z2<a

Alors: x/b+y/c > z/c

Preuve : on a:

b=ma+z, 0<zr<a
c=nb+y, 0<y<b

c=pa+z2 0<z2<a
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on montre que x/c > (z —y)/c

c=nb+y
z=c—p.a
z<a

or0<nz+y<a

Z—Yy=nm.a+nx—Dp.a

n(m.a + ) +y
n.m.a+nx+y nr+y<a
p.a+z,z<a

n.m.a +n.x +vy—p.a

(n.m —pla+nx+y

(nm—plat+nzr+y<a
(n.m —pla <a— (n.x+vy)
(nm—pla<a

n.m <p

Il suffit de montrer que x(n.b+y) > b(n.m.a — p.a + n.x)

x.y >0
n.m<p
a.b >0

= z.ya.b(n.m — p) = b(n.m — p)a

d’ot x.y + n.x.b > b(n.m — p)a + n.x.b
C’est-a-dire x(n.b+y) > b(n.m.a — p.a +n.x). CQFD

Ce lemme complete la preuve de la transitivité, en effet :

r/b+y/c>z/c = 1—z/e>1—x/b—y/c
= 1l—z/c>1—-2/b)+(1—y/c)—1

d’ott pg(a.c) = pplab) + pgbe) —1
ou encore fiz(a,c) > (pup(a,b) + ppbe) —1) VO

donc R est un ordre flou sur N.

Notation: On note

T Vy
TAY

sup(z,y)
inf(z,y)
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Proposition 2.6.2. Sur un ensemble X muni d’un ordre flou pg, les

égalités suivantes sont vérifiées:
1.z ANx =z, x V=2 (Idempotence).
2.z ANy=yAzx,zVy=yVzr (Commutativité).
3. xAN(zVy)=zV(xAy)=2x (Absorbtion).
4. pp(w,y) > 1/2 si seulement si x Ay = x et si seulement si xVy =y
(Consistence).

Preuve : Pour les propriétés 1. et 2. c’est évident.

Montrons la 3. propriété:

Soit x V y = 2 donc pp(z,2) > 1/2 ce qui veut dire x € L({z,z}), (x est
un minorant de {x,z}).

Siue L@}) alors piz(u,z) > 1/2 (alors x est le plus grand des mino-
rants de {x,z})

doutz=zAz=zA(xVy), CQFD.

On démontre de méme que x V (z A y) = .

4. Supposons que px(z,y) > 1/2 donc y € J({z,y})
Siu € |J({z,y}) alors pz(y,u) > 1/2, donc y est le plus petit des majo-

rants de {x,y}.

douzxzVy=y.

De méme, on démontre que x Ay = .

Proposition 2.6.3. Les opérateurs A et V ne sont pas nécessairement
associatifs.

Preuve : Il suffit de voir sur I’exemple suivant que les opérateurs A et
V ne sont pas associatifs.

En effet : on définit un ordre flou iz sur 'ensemble {x,y,z,a,b,m,n} par
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le tableau suivant :

X y z a b m n
x/1 0 0 06 04 04 0.6
y 0 1 0 06 06 04 04
z|0 01 0 06 06 04
a0 00 1 0 06 O0
b0 00 0 1 04 06
m(0 00 0 0 1 0
ni0 00 0 0 0 1

(xVy)Vz=aVz=m
zV(yVz)=axzVb=n

dou (zVy)Vz#zV(yV=2).

2.7 Etude des cas spéciaux

2.7.1 Cas d’un a-ordre flou

Soit X un ensemble de référence.

Un a-ordre flou sur X est un sous-ensemble flou R, de X x X vérifient
[5], [6]

1. Vo € X:
pr, (r,2) = a, a €]0,1]
2. Ve e X
pr, (2y) + pr,(y2) > a =z =y
3. Vr,z € X:

R, (2,2) > sg)g(inf{uRa(a?,y),uRa(y,z)})

Notons que le cas ou o = 1 est déja étudié précédemment.
Définition 2.7.1. Soit X un ensemble non vide de référence et pp, un

a-ordre flou sur X, X muni de pp, sera noté (X,ug,).
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Le a-ordre flou sur X, pp. est dit total si pour tout x,y € X avec x # vy,
on a:
ou bien ug, (x,y) > «/2, ou bien ug (y,x) > a/2 (voir [6]).
Un ensemble muni d'un a-ordre flou g, total est dit une a-chaine floue.
Borne supérieure, borne inférieure

Soit X un ensemble muni d’un a-ordre flou pp, , A un ensemble de

X.

— Un élément a € X est un a-majorant de A si up (y,a) > a/2
Yy € A, et si de plus: a € A, a est alors un plus grand élément de
A.

— Un élément m € A est un élément maximal de A si: (ug, (m,y) >
a/2 pour un certain y € A) = m =y.

— Un élément s € X est une borne supérieure de A si s est un
a-majorant de A, et pour toute autre a-majorant t de A on a:
pr. (s,t) > «/2, si s existe on écrit :

s = sup(A)
Rq

— On définit de méme les notions de a-minorant de A plus petit
élément de A, élément minimal de A, borne inférieure de A.
b € X est dit minorant de A si ug, (by) > /2 Vy € A.
s’ € X est une borne inférieure de A si s’ est un minorant de A, et
pour tout autre minorant ¢ de A on a: ug, (t,s') > a/2, si s existe

on écrit :
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Inverse d’un a-ordre flou
Soit X un ensemble muni d'un a-ordre flou pp, .

La relation inverse de pup, est pg, définie par:

/’Lsa(x7y) - :LLRa(y>x)7 vxay € X

Proposition 2.7.1. Si up, est un a-ordre flou sur X alors pg, est un
a-ordre flou sur X.

Preuve: Evident.

2.7.2 Lemme de Zorne: Cas d’un a-ordre flou

Soit X un ensemble muni d'un a-ordre flou pp, .
Si toute chaine floue de X admet un majorant alors X a un élément
maximal.
Preuve : pour démontrer ce lemme, on doit tenir compte de la définition

suivante :
Définition 2.7.2. Soit X un ensemble (net) de référence non vide, un
ordre partiel sur X est un sous-ensemble P de X x X tels que:
1. Vo € X: (z,x) € P (réflexivité).
2. Vo e X:[(x,y) € Pet (yx) € P] implique = y (antisymétrie).
3. Vey,z € X: [(x,y) € P et (y,2) € P] implique (x,z) € P (transiti-
vité).
Preuve du lemme

Soit P, une relation nette définie sur X par:

|

(z,y) € P, < up,(zy) >

I. P, est une relation d’ordre sur X7

1. Vo € X: pg, (v,0) = a > § cependant P, est réflexive.
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2. Soit (z,y) € Py et (y,x) € P, alors ug (v,y) > § et ug, (y,7) >

@ d'on
pr,(2,y) + pr, (y:2) > a par conséquent z = y

3. Soit z,y,z € X tels que: (z,y) € P, et (y,2) € P, donc

p1r,(2y) > 5 et pgr,(y,2) > 5, d’olt

. (8%
lnf{:uRa (xay) MR, (y,Z)} > E

et alors

| R

Sgg[inf{uRa(x,d),uRa(d,z)}] >

d’ou pp, (x,2) > % ou encore (x,z) € P,

II. Supposons que toute chaine floue C' sur X admet un majorant et
soit

s = sup(c)
Rq

donc Ve € C': pg,(c,s) > §, par conséquent (c,s) € P, pour toute
c € C, alors s est un majorant de C dans (X, P,). Il résulte que toute
chaine floue non vide de (X,P,) admet un majorant, d’apres lemme
de Zorne (dans le cas classique) (X,P,) a un élément maximal p.
Soit Yz € X avec ug, (z,p) > §, donc (x,p) € P, et puisque p est
I’élément maximal dans (X,P,) donc p = z, et p est alors maximale
dans (X,ug,),C.Q.F.D.

2.7.3 Cas fini: Algorithme de Floyed

Soit F = {ay,...,a,} un ensemble fini [9], [11].

pg: B x E — [0,1] une relation floue sur £.
Notons a;; = pg(ai,a;), i = in j=1n

pg est réflexive si a; = 1, Vi = 1n.
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pg est symétrique si a;; = agyi, Vi,j = 1,n.

p est transitive si

:UJE(CL’C) > ilelg{min(uﬁ(a,b)nufg(bvc))}

Soit
aij > sgp{min(aik,akj)}, Vi,j € [1,n]
— Une relation floue réflexive, symétrique est dite relation de proxi-
mité.
— Une relation floue réflexive, symétrique, transitive est dite relation
de similarité.
— Une relation A contient une relation B, (A D B) si a;; > b;; Vi,j €
[1,n].
— pp est antisymétrique si: a;; +aj; > 1= a; = a;.
Proposition 2.7.2. Soit X un ensemble muni d'un ordre flou ug, et
A C X, silaborne supérieure de A existe, noté s alors {x € X/ug(s,x) =
pn(e.5)} = {5}
Preuve: évident (le faite de remarquer que z € X est une borne
supérieure de A si ug(z,y) > pr(y,z) Vy € A).
Soit pp et pg deux relations floues définies sur X. On dit que pp est

inclue dans pg et on écrit pp C g si

pr(zy) < polzy), (zy) € X x X

Rappel

La relation floue up est transitive si

pr(w,2) 2 Sgp(uR(fc,y)AuR(yz))

ou encore g O [LroRr AVEC Lror €st la composition pg o pp.
Définition 2.7.3. Notons par pg la relation floue puz = prurursu.-

alors p est dite la fermeture transitive de la relation floue pp.

37



Chapitre 2 Relations floues

Remarque 2.7.1. La relation floue py est transitive.

Définition 2.7.4. L’ensemble {z¢,x1,- - ,z,,} C X tel que:
pr(riri1) = a;>0,1=0,--- m—1letm>1

est dite une chaine floue [6].

Exemple 2.7.1. Exemple d’'une relation floue transitive.
”x transmet facilement un message a y” est une relation floue définie par

les données :

MR(xlaxl) =0.2, MR($1,CU2) = MR(IU3,SC2) =1
pr(w2,21) = pr(zs,21) = 0, pig(22,22) = 0.6
pr(v2,23) = pr(w3,23) = 0.3, pp(r,w3) = 0.4

La matrice M de la relation floue ug est

02 1 04
M = 0 06 0.3
0 1 03

est la matrice M? de la relation floue jtpor Ou fig © g est

0.2 0.6 0.3
M? = 0 0.6 0.3
0 0.6 0.3

on voit bien que pr > pr2 ou lR > JRoR avec

[RoR = St;p(min(uR(x,y),MR(W)))

Généralement pour obtenir pup = prurrursy.-, (les exposants étant pris
au sens de la composition) on utilise I'algorithme de Floyd.

Soit E = {z1, - ,x,} (cas fini).

Initialisons le graphe de pg par celui de pr avec une représentation

matricielle formée par tous les degrés de up, c’est-a-dire la matrice des
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coefficients (pr(x;,2;))i;:

pour k = 1/,71
pour 1 = 1/,71

pour 7 =1,n

pr(zix;) — max|(up(ziz;)) min(ug(zi,or)) pp(Ty.e;)]

pour 'exemple précédent :

02 1 04
R=1| 0 06 03
0 1 03
et
0.2 0.6 0.3
RP=1 0 06 0.3
0 06 0.3
02 1 04
R=RUR*=| 0 06 03
0 1 03

En suivant l’algorithme précédent pour k = 2 on aura R :

par exemple pour up(z1,x3) on fait:

k=2:i=1,j—=3:
pg(ry,ws) — max|(up(e1,2s)) min(pg(e:,e2)).ug(72,23)]

pgm(r1,23) «— max[0.4, min(1,0.3)] = 0.4

pp(rs,02) — max[(pp(zs,r2)) min(ug(rs,22)),ug(T2,72)]

pp(s,xe) «— max[l, min(1,0.6)] =1

et ainsi de suite.
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Chapitre 3

Treillis Hous

3.1 Définitions et propriétés des treillis flous

Un ensemble X muni d’un ordre flou R est dit treillis flou si tout sous-
ensemble fini de X possede une borne supérieure et une borne inférieure.
Un treillis flou est dit complet si tout sous-ensemble de X a une borne

supérieure et une borne inférieure.

Proposition 3.1.1. Soit X un ensemble muni d’un ordre flou R.
Pour que X soit un treillis flou complet, il suffit d’assurer 'existence

d’une borne supérieure (ou inférieure) de chaque partie de X.

Preuve : Supposons que toute partie de X possede une borne supérieure,
et soit .S une partie de X.

Montrons que inf S existe et égale a sup L(S) (L(S) les minorants de
S).

Soit a = sup L(.9), a existe car L(S) est une partie de X qui possede une
borne supérieure par hypothese.

Soit « € S, donc Yy € L(S): pugr(y,x) > 3 alors z € J(y), (U(y) les
majorants de y).

r € J(y) Yy € L(S), donc = € | J(L(S5))

a = sup L(S) = pr(a,x) > 1 donc a € (L(S)) alors Vz € L(S): a €
Ues)
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Ce qui montre que: a = inf S. C.Q.F.D.
Définition 3.1.1. Un sous-ensemble D d’un ensemble X muni d'un
ordre flou R, est dit dirigé si pour toute partie finie ' de D : DOJ(F) # 0
(U(F) lensemble des majorants de F').

3.2 Idéal flou dans un treillis flou

Un idéal flou d’un ensemble X muni d’un ordre flou R est un sous-
ensemble dirigé vérifiant la condition [10]:
siz €1 et pp(y,x) > 5 alorsy € 1.
Définition 3.2.1. Soient X et Y deux ensembles muni respectivement
des ordres flous R et R/
Une fonction f: X — Y est dite monotone si Vz,y € X : ugp(z,y) <
pr(f(2),f ().
Définition 3.2.2. Soient L, L’ deux treillis flous, et f: L — L' une
fonction monotone.
f est dite sup-homomorphisme si pour tout sous-ensemble fini F' et L:
f(sup F) = sup f(F).
f est dite inf-homomorphisme si pour toute partie finie F' et L:
f(@inf F') = inf f(F).
f est un homomorphisme si elle est a la fois sup-homomorphisme et

inf-homomorphisme.

Proposition 3.2.1. Soit L un treillis flou.

I C L est un idéal flou si et seulement si:
1. S1 F C I, F fini alors sup F' € I.
2. Sizelet up(y,z) > % donc y € I (y est un minorant de x).

Preuve: Si les deux propriétés sont vérifiées alors I est un idéal flou.

Supposons que [ est un idéal flou et montrons la 1¢¢ propriété (car la
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2¢M¢ propriété est triviale).

Soit z,y €
I est un idéal = I est dirigé.
Donc un majorant u dans {x,y} est dans I, mais z V y est un minorant

de u et d’apres la 2°7*¢

propriété x Vy € I.

Proposition 3.2.2. Soit f: P — @ une fonction monotone avec P et
() deux ensembles munis des ordres flous R et R’ (respectivement). Si D
est un sous-ensemble dirigé de P alors f(D) est un sous-ensemble dirigé
de Q.

Preuve: Soit F' un sous-ensemble fini de f(D), donc il existe G C D
fini tel que f(G) = F et puisque D est dirigé, il existe x € D tel que
1r(y,z) > 1 pour tout y € G, d’out ur(f(y).f(z)) > 4 pour tout y € G.
Et ceci montre que f(G) = F a un majorant dans f(D). C.Q.F.D.
Proposition 3.2.3. Un idéal flou I d’un treillis flou F' est propre si et
seulement si il existe une f sup-homomorphisme de F' dans la chaine
nette {0,1} telle que I = f~1{0} = {z: f(z) = 0}.

Preuve: Soit [ un idéal propre flou de F.

On définit f: FF — {0,1} comme suit:

{f(x)z()sixel
flx)=1siz ¢l

Supposons pg(z,y) > 0.

Siy¢ 1, fly) =1et pp(f(z).f(y)) =1.

Siyel, alorsx €I et up(f(x),f(y)) =1

donc f est monotone.

Si F C I est fini alors sup E € I d’ou: sup f(F) =0 = f(sup F)
Si E¢Z IalorssupE ¢ I dou:sup f(E)=1= f(supE)
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3.3 Sous-treillis flou — chaine floue
3.3.1 Sous-treillis flou

Définition 3.3.1. Soit L un treillis flou.
Un sous-ensemble S de L est dit sous-treillis flou si pour tout x,y € S
[10] :
sup(z,y) = sup(z,y)
S L

Un sous-treillis flou S d’un treillis flou L est dit convex si, Vx,y € S':

1 1
t € L tel que: pg(x,t) > 5 et ur(ty) > 3 implique t € S

3.3.2 chaine floue

Un ensemble C' muni d’un ordre flou up est dit chaine floue si pour
tout z,y € C':
ou bien pg(z,y) > 1, ou bien pp(y.z) > 1.
Remarquons que si x # y, une parmi ces deux conditions est toujours

vérifiée [6].

3.4 Filtre flou dans un treillis flou fermé

Soit (X, Ay, V¢, pir, 0, 1) un treillis flou fermé (de plus petit élément
noté 0 et de plus grand élément noté 1).
On définit par analogie au cas classique, un filtre flou dans X comme
toute partie non vide de X ayant les deux propriétés:

l.xeFetye FalorsxAry € F;

2. 1 € F et pp(z,y) >3 donc y € F.
F est dit propre si F' # X.
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3.5 Propriétés des treillis flous

Dans un treillis flou (L, A, V ,R), ou les opérateurs V et A sont les
opérateurs sup et inf par rapport a ’ordre flou R. On a:

1. pr(zy) >3 chy=z SaxVy=y;

2. xVy=yVaxetrAy=yAz (commutativité);

3. x Vo =uzetx Az =z (idempotence);

4. xAN(xVy)=aV(xAy)==x (absorbtion);

5. 2z V (yVz)=(xVy)V z (associativité).
Remarque 3.5.1. Si L n’est pas un treillis flou (donc un ensemble muni
d’un ordre flou pp seulement) les opérateurs V et A ne sont pas en
général associatives (voir 'exemple dans le chapitre 2) et ceci montre
que 'ensemble donné et 'ordre flou donné dans ’exemple n’est pas un
treillis. [En effet, il suffit de voir que {a,b} par exemple, n’a pas de borne
supérieure].

Preuve : Pour les propriétés 1., 2., 3. et 4. les démonstrations sont ana-

logues aux précédentes (celles du chapitre 2). Il reste & montrer la 57
propriété :
Veyzel:xV(yVz) = (xVy Ve
Soit
1
zV(yVz)=t = ugr(xt)> 5
1
et = pr(lyV2)t) >3
1 1
pr(y VvV z,t) > 5 = pr(z,t) > 5 (3.5.1)
1 1
pr(y V zt) > 5 = uryt) > 5
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pr(xt) >1/2
pr(y,t) > 1/2

de (3.5.1) et (3.5.2) on a:

(3.5.2)

DO |

) = (e v )t) >

t = (zVy)Vz

3.5.1 Treillis flou fermé et distributif

Soit (L,Af,V¢,R) un treillis flou. Le treillis L est dit fermé s’il possede

un plus petit élément et un plus grand élément (par rapport a l'ordre

flou [LR).

Un treillis flou est distributif s’il vérifié :

Vewy,z€ LiaxVi(yNrz) = (xVry) Af(xVy2)

ouzAf(yVsz) = (xAry) Vy(xAf2)

Ar et Vg sont les opérateurs sup et inf flou (par rapport & pg).
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Chapitre 4

Etude de treillis de Heyting flou

4.1 Rappel (cas net)

FE un ensemble non vide, < un ordre sur F [1].
Un treillis de Heyting est un treillis (F, <, A ,V) vérifiant la propriété:
Va,b € E: 'ensemble {x € F/x A a < b} possede un plus grand élément
noté a — b.

C’est-a-dire:
a—b = sup{r € E/x Na < b}
ou encore

(a—b)ANa < b

on a l’équivalence :

(xNa) < besax<(a—b).

4.2 'Treillis de Heyting dans le cas d’un ordre flou

Définition 4.2.1. Un treillis de Heyting flou est un treillis flou (E,R, A¢
,Vs) out E est un ensemble de référence, R est un ordre flou sur E.

Ar Vg sont les opérateurs sup et inf par rapport a l'ordre flou pp, tel
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que Va,b € E, l'ensemble {z € E/up(z Ay ab) > 3} possede un plus

grand élément noté a N

Dans tout ce qui suit, on utilise la définition de P. Venugopalan [10]
pour les notions de sup(Vy) et inf(A;) dans le cas flou.

C’est-a-dire :
1
a —b = sup{z € E/ug(x Afab) > 5}

1
= s%p{x/ug(x Nfa,b) > 5}

Notation

Dans tout ce qui suit on note:
1
alsp = sup{z/pr(x Af a,b) > 5}
E

si pp(xy) > % on écrit x <j y
On rappel que:

,LLR(:C,t) > % et MR(y7t) > %
TNy =1t<= si t' et un autre minorant de {x,y}
alors: pug(t't) > 5

de méme pour z Vyy = L.
Propriétés élémentaires
Soit (E,R, \f,Vy) un treillis de Heyting flou.
1. Un treillis de Heyting flou a toujours un plus grand élément. En

effet : soit z( fixé dans F et y € F.

ToNpy <fxy — y§f$0i>x0

o s 29 = sup{y € B/(z0 Apy) < 20}
1
= sup{y € E/ur(zo As y,20) > 5}

X 7, xo est le plus grand élément de ce treillis et il existe car

E+0.
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2. ug(a,b) > % —a-Lp=1 (ou 1 désigne le plus grand élément
de F).

Preuve:siaLbzlalorSVxEE:

1
pr(z Afab) > 5
cest-a-dire: a Az < b, Ve ek
1
d'ou: pp(z,a 1, b) > ot Vee E
En particulier pour z = a: pg(a Af a,b) > %

donc pig(a,b) > 5 ou encore a <; b.

Ve e E

N | —

1
si pugr(a,b) > 5 = pr(a Apz,b) >

don:a—5b = 1
_ fop_ foo
.a=bsa—b=1letb—a=1.
En effet:a:b:>/m(a,b)>%d’aprés 2. onaa-sb=1
et de méme: a = b = pp(b,a) > § d’apres 2. onab-tsa=1

4. up(ab 1, a) > 3, c’est-a-dire a <; (b 7, a)

En effet :
puisque a € {z € E/ur(bAsx,a) > %}
eth—tsa = sup{z € E/ur(b A z,a) > %}
donc ,uR(a,bLa) > % CQFD.

5. prla s (@~ b)b) > 1 (ona Ay (a - b) <; )
En effet :

1
puisque a S, be{x e E/ur(ansz,b) > 5}

dota Ay (a -1 b) <, b
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6. MR(GL(b%c),(a Loty Lo L 0)) > 2
OU:CLL(ch)Sf(CL ! b) ! (a ! c).

Preuve:aL(ch)gf(a ! b) / (a / c)

Montrons que:

aL(ch) <; (a ! b) ! (a ! c)
Soit
r = aLb
. f
Yy = a——c
. f
z = b—c

on montre que
a 7, z <y x 7, Y
c’est-a-dire
f 1

NR(CLL}Z;?L' —y) > B

Notons que si a,b,c élément de E (le treillis de Heyting flou) alors:
1
a-Lsb = sup{z/pr(r Ay a,b) > 5}
E

ie: a-lsb = sup{z/a Ay x <; b}
E

SiygfaLbdoncyE {z/a Ny x <y b}.
donc a Ay <y b, on a alors la propriété:
W<;a-15b) & (yrya)<sb (4.2.1)

d’autre part, montrons d’abord que:
f f f

a— (b—c¢) = —>(ai>c)
1
on a: aL(ch) = Sup{aj/uR(a/\fx,ch)>§}
E

1
et: 7, (a 7, c) = sup{z/pur(bArz.a 7, c) > 5}
E
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sianfx <fb L, ¢ alors d’apres (4.2.1):
(anpz)ANb <; c
et puisque la loi Ay est associative alors:
(a/\fb)/\ngc:>b/\fx§fai>c
de méme pour l'inverse on aura:
si: bArx <y ai>c
alors: a Npx <y ch
on déduit donc la relation:
f f f f

a— (b—¢c) = b— (a — ¢ (4.2.2)

Revenons a la démonstration de la propriété initiale, on a (d’apres
(4.2.2)):

bAr(a— (0 0) = bag(b-L (a-0)

et: b/\f(aL(ch)) <; bL(aLc)gfachfc

car a-lse = s%p{x/a/\fngc}
on a alors: b/\f(aL(ch)) <; c
d’ou: b/\f(aLz) <; c
Mais puisque :
a/\fa::a/\f(aLb) <; b

(d’apres la propriété 5. déja démontrée).

alors:

(anfz)Aplangz) <5 c
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d’ott z Ay (a 7, z) <t a e d’apres (4.2.1)

et donc a1 2 < :cLy

ie: aL(ch) <; (a ! b) ! (a ! c)

ou encore:

urla - (05 o) L o) L (a L e)) >

.CQFD.

N | —

Autres propriétés
7.0 -1s1=1:
f f [
8. (a—c)Nf(b——¢c)<paVsb——c;
9. (aLb) Y (CLLC) SfaL (bAfc).
Preuve:

7oa-51=1

1
a—1 = sup{z/ur(z Ara,l) > 5}
E
ou a—1 = sup{z € E/xNja<;1}
E

si x = 1 (le plus grand élément de F) alors 1 Ay a <; 1 est toujours
vérifié.
/ f f
8. (a—c)Nf(b—¢c)<f(aVsb) —c
C’est-a-dire :

pr(la -5 e) L 0L o) aveb) L o) > %

a——c = sup{z/aNfz <;c}
E

b-Lse = sup{z/b A x <;c}
E

alNfx <ycC
b <
b/\fngc)é(a/\faﬁ)\/f( /\fx)_fc
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et puisque le treillis de Heyting flou est distributif alors:

(a\/fb)/\fx Sf c

dout (aVib)Arx <f ¢ = ng(a\/fb)Lc

on déduit que: (aLc)/\f(ch) <t (a\/fb)Lc

9. (aLb)/\f(aLc) SfaL(b/\fc)

a——b = s%p{x/a Npx <ypb}
a——c = s%p{:v/a Npx <yc}
Démonstration de la distributivité dans un treillis de Heyting flou:
s Nr(yVrz) = (€Ary) Vy(zAsz)

siyVyz=1alors

1 1
:uR(y7t) > § et :uR(Zat> > 5
donc y <y yVyz
et z <y yVyz
don xAry <y xAs(yVyz)
et Az <p xAf(yVyz)
d'ot (xAry)Vi(zArz) <f xAs(yVy2) (4.2.3)

Soit FF={te E/xNst <; (x Ary) Vs (x Asz)} cet ensemble possede
un plus grand élément, noté ;.

y <y tp car

rAry <y (@ Apy) Vi (e As2)
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et de meme pour z <y t.
donc (y Vyz) <gtydouyVsz e F

et alors
e Ap(yVrz) <5 (@Apy) V(e Afz) (4.2.4)

de (4.2.3) et (4.2.4) on aura I’égalité (par I'antisymétrie).
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Chapitre 5

Apercus: dual et bi-dual d’un

treillis flou

5.1 Espace de Preistley flou

Définition 5.1.1. Soit X un ensemble muni d’un ordre flou R, un sous-

ensemble F de X est dit croissant si:

r e FE et

1
pur(ry) > 5 alors y € FE

Un sous-ensemble décroissant se définit dualement.

Notation
Tx

lx
T FE
| F

{y/pr(2y) > %}
{y/pr(y,z) > %}
{1 z/x € £}
{l z/x € E}

Définition 5.1.2. Un espace ordonné flou est un espace (X,7,R) ou X

un ensemble non vide 7 une topologie sur X, R est I'ordre flou sur X.

Définition 5.1.3. Un espace ordonné flou (X,7,R) est dit totalement

discontinu si pour tout z,y € X telle que pg(z,y) > 5 (ou pr(y,z) # 3)

1

il existe un 7 — of croissant U est un 7 — of décroissant v tels que

UNv=0avecx €U, yec .
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Remarque 5.1.1. Un 7 — of est un ouvert fermé a la fois.

Définition 5.1.4. Un espace ordonné flou (X,7,R) est un espace de
Preistley-flou s’il est compact et totalement discontinu.

Soit H un treillis distributif et fermé, alors son espace dual flou, sera
défini par T(H) = (X,7,R') ou X est 'ensemble des homomorphismes
de H dans [0,1] non identiquement nul, 7 est la topologie produit induite

|7 et pg Vordre flou définit sur X par:

pe(f.9) =\ pa(f(a).g(a))

acH

par celle de [0,1

ou ug est 'ordre flou sur [0,1] en prenant par exemple ug sur [0,1] par

0 six >y
Vo,y € [0,1] : pr(ry) =4 1—5 siz<y
1 six =1y

et on vérifie facilement que pp est un ordre flou sur [0,1].
En effet: up est reflexive par construction.

Si x # y, ou bien x < y, ou encore x > y et dans les deux cas on aura:
pr(xy) + pr(y,z) <1, donc ug est antisymetrique,

et pour la transitivité, on distinct six cas:
r<y<zir<z<y,y<z<r,y<c<z,z<xr<y z<y<uw,et

dans tout les cas on a:

nr(z,2) 2 (pr(@,y) + pr(y,z) —1) V0.

donc pup est transitive, et ug sera alors un ordre flou sur [0,1].
Revenons maintenant a 'ordre pp sur T'(H):

(g est bien un ordre flou sur X, en effet:

Vac H: N (na(f(a).f(a) = 1

aeH
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car pup est réflexive donc up est réflexive.

(g est antisymétrique 7

(i est réflexive

& [ur(f(a),g(a)) + pr(g(a),f(a)) > 1= f(a) =g(a) Vae€ H]
< Naen(tr(f(a).g(a))) + (ur(g(a),f(a))) > 1= f(a) = g(a) Vae H
& lur (f.9) + pr(g.f) > 1= f =g

& [r est antisymétrique.

pr est transitive 7 Vf.g,h € 7(H):

at-on:
pr(f.9) = [(ur(fh) + pr(h.g) —1) V0]
(g est transitive donc:

a(£(a).9(a)) > [(r(f(@).h(0)) + pa(h(a).g(a) = )V 0] Va e H
N pr(f(@),9(@)) = A [ur(F(a)h(a) + pn(h(a).g(a)) — 1) V 0]

N pr(f().g() = [\ nr(f(a).h(@) + N pr(h(a).g(a)) = 1) V0]

d'ou: pr(f,9) > [(ur (fh) + pr(h,g) — 1) V0]

donc pp est transitive.

Théoréme 5.1.1.

a) Si H est un treillis flou distributif alors T(H) = (X,7,ugr) est un
espace de Preistley.

b) Si X = (X,7,ur) est un espace de Preistley alors L(X) est treillis

distributif fermé.
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Preuve:

1. T(H) est compact ?
X étant ’ensemble de tous les homomorphismes de treillis de H
dans [0,1].
X étant fermé dans la topologie induite par celle produit de
[0,1]7 qui est compact, d’ott X est compact.

2. Montrons que T(H) est totalement discontinu:
Soit f,g € X tels que ug(g,f) < %, donc il existe a € H tel que
pr(g(a),f(a)) < 3.
Soit U = {h € X/pn(fi.f) > 1}
| est croissant ?

Soit f1 € U tel que pug(fi,f2) > 3

at-on fo € J 7
nell = MR(Q,f1)>%
1
55((?1’:?2))12%) at-on fQGU?
on a:
gVrhi = h
fivefo = [

gVifo=gVi(fiVy fo) = (g Vs fi) Vi fo= fiVs fo= fo

donc pr(g.fo) > 5 et alors fo € |J.
Cependant | J est un 7 — of croissant contenant g et X\ [J est un
T — of décroissant contenant f et |JN(X\UJ) = 0.

T(H) est par conséquent un espace de Preistley.
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b) La démonstration est analogue.
Soit H un treillis flou distributif fermé. T(H) = (X,7,upr est appelé
[’espace dual de H, avec X est ’ensemble des homomorphismes treillis
de H dans [0,1] et pgr V'ordre flou défini précédemment, 7 une topologie
sur X, induite par celle de [0,1]". T(H) sera alors un espace de Preistley
(dit : flou).
Notons par L(T(H)) 'ensemble des 7 — of croissant de T'(H ), on munit
L(T(H)) d'un ordre flou noté pgs définit par
1 siA=1B

vA.B € LIH)) : prr(A.B) = { Nteages #r(f.g) sinon
avec pp est ordre flou définit précédemment sur T'(H).
Dans un premier temps, on démontre que chaque | J € L(T(H)) est un

T — of croissant g’il est de la forme:

J = Fula) = {f - H — 0]/l f(2).f(@)) > 3o € H}

avec up est Uordre flou sur [0,1].

Soit donc deux ensembles :
S1={Fu(a)/a € H} et Sy ={X — Fy(a)/a € H}

avec Fy(a) = {f : H — [0,1], f homomorphisme, pugr(f(z),f(a)) >
sVxe H} et X ={f:H —[0,1]/f est un homomorphisme}.

Ces deux familles sont stables pour la réunion et l'intersection finies.
Soit |J un 7 — of croissant dans L(7T(A)), montrons que (J € Sy :
SifelUetge X —Jalors: up(f.g) # 3, il sensuit qu’il existe deux
ensembles disjoints Ri(f,g) et Ra(f,g) tels que:

Ri(f,9) € S1, Ra(f.g) € Sz et f € Ri(f.g9), g € Ra(f.9)-

La compacité de I’ensemble X — | J, nous permet de I'exprimer comme

une union finie d’ensembles Ro(f,g:), gi € X — i = 1,n.
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Chapitre 5 Apercus : dual et bi-dual d’un treillis flou

Posons :
Ri(f)= | Ri(f.90)
on a: e
U: U Ri(f)
0<i<n

mais |J est compact, donc | est une réunion finie d’élément de Sp, d’on
J € S; et donc il existe a € A tel que:

U= Fala) ={f : A — [0,1]/f homomorphisme et ug(f(x),f(a)) >
s.Vx € A}

Conclusion 5.1.1. |J est un 7 — of croissant si | est de la forme:

U = Fala) = {f : A — [0,1]/f homomorphisme et ug(f(x),f(a)) >
1Vx € A}.

Montrons maintenant que la relation pps définie par L(T(H))
précédemment par:

1 siA=21B
/\feA,geB pr(f,g) sinon

est un ordre flou sur L(T(H)) avec pug est 'ordre flou sur T(H) qu’on
déja défini.

pr(AA) =1 alors ppe est réflexive.

VA,B - L(T(H)) : /,LR//(A,B) = {

Pour I'antisymétrie, on utilise la définition de Zadeh :
R(z,y) > 0= R(z,y) =0
Soit donc ppr(A,B) > 0, d’ou

/\ MR’(fag) >0
feA . geB
elle est vraie alors pour tout f € A et g € B.
mais, pp est antisymétrique, d’ou pgr(f,g) = 0 et alors

/\ NR/(gnf):O7 ie: (B,A):O

feA . geB

59



Chapitre 5 Apercus : dual et bi-dual d’un treillis flou

g est antisymétrique.

Montrons que pp» est transitive:
VA,B,C € L(T(H)), at-on :

,LLR//(A,C) > {/LR//(A,B) + /LR//(B,C) — 1} V07
on a: pup est transitive donc

Vf.g.h € T(H): pr(f.h) = {pr(f.9) + pr(gh) =1} VO

d’ou:
N we(fh)={ N\ we(fo)+ N wr(gh)—1}vO

feAheC feA . geB geB,heC

alors :
/,LR//(A,C) > {,LLR//(A,B) + ,LLR//(B,C) - 1} V0

donc pugri(A,C) est transitive et par conséquent un ordre flou sur
L(T(H))). )
Si A,B € L(T(H))), on note par A JB a sup A,B par rapport a 'ordre

flou pp, de méme pour AﬁB pour A A\ B (par rapport a figr).
(L(T(H)), O, ﬁ, pr) est il cependant un treillis flou?
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Conclusion

Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudié quelques propriétés des relations
d’ordres floues, et leurs applications au treillis flous, (treillis muni d’un
ordre flou), notamment le treillis de Heyting.

Nous constatons que les propriétés de treillis Heyting dans le cas d’un
ordre classique (cas net) ce généralise par analogie au cas d’un ordre flou.
Mais les opérateurs ”inf” et ”sup” dans un treillis classique ne conservent
pas en générale toutes les propriétés au cas d’'un ordre flou.

Nous signalons par ailleurs que le probleme de représentation demeure
encore ouvert, nous avons proposé un apercu sur la dualité de Preistley

seulement.
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