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Introduction

L’une des applications de la théorie des groupes est liée au probléme de classification.
La classification des bivecteurs est I’étude de Iaction du groupe linéaire GL(E) sur
’espace vectoriel A%2E .
Dans ce mémoire , On étudier les formes bilinéaires alternées (ot bivecteurs), nous
donnons aussi des exemples pour tout les cas possiples .
Le mémoire est composer de trois chapitres, le premier chapitre contient des définitions
et propriétés de base (module sur un anneau, le produit tensoriel , le produit exterieur,...).
Le deuxiéme chapitre contient les formes bilinéaires alternées (forme alternée, multi-
vecteurs, Algebre extérieure et groupes d’automorphismes ,...).

Le troisiéme chapitre contient la classification des bivecteurs en dimension n.



Chapitre 1

Définitions et propriétés de base

1.1 Modules sur un anneau

La notion des modules sur un anneau K ne sont valables que moyennant certaines
hypothéses concernant 'anneau K : par exemple, la théorie de la «dimension» suppose que
K est un corps.

Par contre, les résultats les plus simples sont valables pour tout anneau K; ce sont ces

résultats qu’on trouvera dans ce chapitre.

1.1.1 Définition des modules sur un anneau

Soit A un anneau, on appelle module & gauche sur 'anneau K, ou encore K module &
gauche 'objet formé par un ensemble M, une loi de composition sur M, noté (x,y) — z+y,
et une application de 'ensemble K x M dans M, notée (A, z) — Az, ces données étant
assujetties a vérifier les deux conditions que voici :

(My) : lensemble M muni de la loi de composition (z,y) — = + y est un groupe
commutatif.

(Ms) : onalesrelations A(pz) = (Ap)z , lo =z, (Ap)z = Ax+pz; MNz+y) = x4y,
quels que soient z,y € M et A\, u € K.

Dans la théorie des modules 'anneau K est fixé une fois pour toutes, et s’appelle
généralement ’anneau de base, les éléments des K - modules s’appellent au contraire des

vecteurs.



1.1. Modules sur un anneau

Lorsque 'anneau K est un corps, on dit espace vectoriel & gauche sur K au lieu de
K-module module & gauche, en particulier un espace vectoriel sur le corps R des nombres
réels s’appelle un espace vectoriel réel, et un espace vectoriel sur le corps C' des nombres
complexes un espace vectoriel complexe, ces deux notions sont de loin les plus importantes
en Analyse et en Physique; par contre les espaces vectoriels sur des corps arbitraires, et les
modules sur 'anneau 7 ou sur un « anneau de polynoémes » jouent dans beaucoup de
branches desMathématiques un role beaucoup plus important que les espaces vectoriels réels
ou complexes, mais méme en Physique théorique on utilise des modules sur des anneaux
qui ne sont pas des corps, et ne sont pas commutatifs (représentations linéaires du groupe
de Lorentz, spineurs, etc....) bien que les physiciens n’utilisent pas encore le langage de la
théorie des modules.

Notons enfin qu’on définit la notion de K-module & droite comme suit, on appelle ainsi
'objet formé par un groupe additif M et par une application, notée (z, ) — zA, de M x K

dans M, qui vérifie les conditions exprimées par les identités suivantes :

(xMp=z(Ap),zl =x; s(A+p) =X +zp; (x+y)A =X+ yA\

On peut montrer facilement que les K-modules & droite ne sont autres que les modules
a gauche sur un anneau déduit de K par un procédé trés simple (et du reste identique a& K
si K est commutatif, de sorte que la distinction entre les deux notions n’a d’intérét que pour
les anneaux non commutatifs), il nous arrivera d’utiliser tantot le langage des modules &
gauche, tantot celui des modules a droite; il va de soi qu’on peut passer de I'un a l'autre
par des traductions triviales.

Nous allons maintenant donner quelques exemples importants de modules et d’espaces

vectoriels.

1.1.2 Exemples de module

Exemple 1.1.1 Pour tout anneau K et tout entier n > 1, on peut considérer [’ensemble

(517 """ 7€n) + (7717 """ 777n) = (51 + M eeeees 7511 + nn)
AEq, oo €)= (AEqy iy AE);



1.1. Modules sur un anneau

Le fait que l’axiome (M) et on vérifiera facilement, en utilisant les axiomes des anneaut,
les identités figurant dans l'axiome (M) des modules, par la suite, quand nous parlerons de
K™ comme d'un K -module a gauche, ce sera toujours du module ci-dessus qu’il s’agira,
pour n = 1 la construction précédente permet de regarder K Ilui-méme comme un K -
module & gauche (ce qui montre que les « scalaires» sont aussi des « vecteurs » ...), on
peut naturellement regarder aussi K™comme un K-module o droite; il suffit pour cela de

définir l'addition dans K™ comme ci-dessus, et de poser :

&y &) A = (E4A, .. JELA)

C’est le K-module a droite K™ qui intervient naturellement dans la théorie des équations
linéaires comme on le verra (mais il est clair, encore une fois, que la distinction est sans

intérét si K est commutatif !).

Exemple 1.1.2 Soient K un anneau, M un K-module a gauche (par exemple K lui-
meéme), et X un ensemble quelconque, désignons par E ’ensemble de toutes les applications
f: X — M; on va en faire un K-module & gauche, pour cela on doit définir la somme f+ g
de deux applications de X dans M, ce sera la fonction f(x)+ g(z), dont la valeur en chaque
x € X s’obtient en additionnant (dans M) les valeurs de f et g en x; on doil aussi
définir le produit \f d’unscalaire A € K et d'une f de X dans M , ce sera la fonction
Af(z), dont la valeur en chaque x € X s’obtient en multipliant par X la valeur de f en =z,
on notera que si M = K et si l'on prend X = {1,2,...,n}, une application f de X dans
M nlest autre qu’une suite (&, ...,&,) d’éléments de K a savoir§, = f(1),...,&, = f(n);

on retrouve alors le module K™ de ’exemple 1.1.1.

Exemple 1.1.3 Montrons que tout groupe commutatif G peut étre regardé comme un
Z-module a gauche, pour cela, on écrit G additivement, ce qui permet déja de définir
la somme de deux éléments de G et l'axiome (M) est alors trivialement vérifié, il reste a

définir le produit nx d’unn € Z et d’'un x € G, i.e, en posant

r+ ...+ x(nfacteurs) si n>1
nr = 0 st n=20

(—n)(—x) si n<-—1



1.2. Sous-modules, sous-espaces vectoriels

L’axiome (Ms) se réduit alors aux régles de calcul établies, si le groupe G  était écrit
multiplicativement, il faudrait bien entendu définir la « somme » de deux éléments x et y
de G comme étant xy, etle « produit » d'un x € G par un entier rationnel n comme étant
" ; il n’y a aucune différence avec ce qui précéde, si ce n'est dans les notations adoptées.
Enfin on peut facilement vérifier que on peut facilement vérifier que tout Z-module s obtient,
par le procédé ci-dessus, a partir d’un groupe additif .Cet exemple montre que la théorie des
modules contient, entre autres, celle des groupes commutatifs, ce qui n’est pas le cas de
la théorie des espaces vectoriels (et encore moins si possible de celle des espaces vectoriels

réels).

Exemple 1.1.4 Prenons K = R et formons l’ensemble M de toutes les applications (fonc-
tions réelles d’une variable réelle) qui sont continues partout, on démontre en Analyse que
si f et g sont deux telles fonctions, la fonction f+ g est elle aussi partout continue, donc
appartient o M ; et que si f € M, alors \f € M pour tout scalaire X € R (les fonctions
f+g et\f sont définies comme dans l'exemple 2 ci-dessus), il est immédiat de voir que
le triplet formé par l'ensemble M, lapplication (f,g) — f+¢g de M x M dans M, et
Uapplication (A, f) — Af de R x M dans M, est un espace vectoriel réel.

Cet exemple (qui est a lorigine de lintroduction des espaces vectoriels en Analyse) est
susceptible de nombreuses variantes; au lieu d’imposer aux fonctions f considérées d’étre
partout continues, on peut exiger qu’elles soient continues en un point donné, ou dérivables

en un point donné, ou qu’elles admettent partout une dérivée seconde continue, etc ...

1.2 Sous-modules, sous-espaces vectoriels

Soit M un module & gauche sur un anneau K, on appelle sous-module de M toute
partie M’ de M vérifiant les deux conditions que voici:
(i): M’ est un sous-groupe du groupe additif M.
(ii) : les relations = € M’ et A € K impliquent Az € M.
Pour vérifier qu'une partie M’ de Mest un sous-module, on doit vérifier que M’ est non
vide (pratiquement on vérifie que 0 € M’), et que 'on a Az + puy € M’ quels que soient

A€ Ketax,ye M, cette condition est évidemment nécessaire, inversement, supposons la



1.3. Module a droite et modules a gauche

vérifiée ; faisant © = 0 on obtient déja la condition (ii)ci-dessus ; pour obtenir la condition(i),
il suffit de faire A = 1, p = —1, et de remarquer que dans un module on a, —r = (—1)x

pour tout x € M
(eneffet : (—1)z+2 = (-1)z+ (+1)z = (-1 + 1)z = 0z = 0).

Un module M posséde toujours au moins deux sous-modules, a savoir M lui-méme, et
I’ensemble réduit au seul vecteur 0, soit M’ un sous-module d’un module M ; la condition
(i) ci-dessus permet déja de regarder M’ comme un groupe additif ; la condition (ii) permet
en outre de définir une application (A, z) +—— Az de K x M’ dans M’, et les identités qui
figurent dans 'axiome (M5) des modules, étant vérifiées dans M, le sont a fortiori dans M’,
par suite; on peut regarder tout sous-module M’ de M comme un K-module & gauche,

lorsque K est un corps, on dit sous-espace vectoriel au lieu de sous-module.

1.3 Module a droite et modules a gauche

Soit K un anneau, nous allons construire un nouvel anneau qu’on appelle 'opposé de
K, et qu’on désigne par la notation K°; comme on le montrera ensuite, les modules & droite
sur K ne sont autres que le module & gauche sur K°.

Pour construire K°, on doit se donner un ensemble, et deux lois de composition sur
cet ensemble, une «addition» et une «multiplication » par définition, ’ensemble K °sera
I’ensemble K (les anneaux K et K° ont donc les mémes éléments), et ’addition sur K° sera
l’addition sur K (la somme = + y de deux éléments de K a donc la méme valeur, qu’on
la calcule dans 'anneau K ou dans ’anneau K°), par contre, la multiplication dans K°,
au lieu d’étre la multiplication (z,y) — xy donnée sur K, sera application (z,y) — yx
autrement dit, si 'on désigne par xy le produit de deux éléments dans I'anneau K , et
par z % y leur produit dans ’anneau K°, on a la relation x x y = yx il est facile de voir
que 'ensemble K°(= K!) muni des deux opérations qu’on vient de définir, est un anneau;
par exemple la formule (x + y) * 2 = o % 2 + y * 2 se rameéne évidemment a la relation
z(x +y) = zx + zy dans 'anneau K il va de soit que, si K est un anneau commutatif,
I’anneau K° est identique a ’anneau K, la construction de K° n’a donc d’intérét que

dans le cas non commutatif, soit M un module a droite sur I'anneau K, définissons une
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application (A\,z) — A%z de K°x M dans M en posant A*x = xA pour tout x € M
et tout A € K alors le groupe additif M, muni de 'application qu’on vient de construire,
est un module & gauche sur 'anneau KG opposé & K, on a en effet:
Ax(z4y)=(x+yd=azA+yA=A*xz+ Axy,
A+p)xz=x(A+pu)=aX+zpu=A*xx+ px*u,
Ak (px) = (pxx)A = (zp)A = z(pA) = (uA) x x = (A* p) * 2,

et enfin [ x x = oI = I ce qui établit le résultat annoncé.

1.4 Le produit tensoriel

Nous abordons maintenant les applications multilinéaires et les théorémes principaux
concernant leur structure, il existe un module universel représentant les applications multi-
linéaires, appelé le produit tensoriel, il tire son nom de 'usage en géométrie différentielle,
ou il est appliqué aux espaces tangents et cotangents d’une variété, le produit tensoriel peut
étre congu comme permettant « étendre la base », autrement dit, de passer d’'un module
sur un anneau & un module sur une algébre sur cet anneau, cette « extension» peut aussi
impliquer une réduction modulo un idéal, car la chose essentielle est la donnée d’un homo-
morphisme d’anneaux f : A — B permettant de passer d’'un module sur A & un module
sur B, 'homomorphisme f peut étre une injection ou une projection canonique, avec

B = A/ J pour un idéal J, ou un composé des deux.

1.4.1 Définition de produit tensoriel

Soit R un anneau commutatif , si FEi,...,F, ,F sont des modules, nous noterons
L"(E, ..., E,; F) , le module des applications n-linéaires f : Ey x ... X E, — F.

Rappelons qu’'une application multilinéaire est une application qui est linéaire (R-
linéaire, plus précisément) en chaque variable les mots linéaires et homomorphisme sont ici
interchangeables sauf mention contraire, les modules, les homomorphismes, les applications
linéaires et multilinéaires se rapportent & ’anneau R, on peut considérer les applications
multilinéaires d’un ensemble fixé de modules Fi, ..., F,, comme des objets d’une catégorie

en effet, si les applications :
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fiEixX..xE,—F et

g:EF1x..xE,—(G

sont multilinéaires, on définit un morphisme f — g comme un homomorphisme

h: F — G rendant commutatif le diagramme :

I/ F
E1><...><En lh
g\ G

Un objet universel de cette catégorie est appelé un produit tensoriel des Fj, ..., E,
(sur R), nous allons maintenant prouver que les produits tensoriels existent et en construire
un de maniére naturelle par les principes généraux, on sait déja qu’un produit tensoriel est
déterminé de maniére unique, & unique isomorphisme pres, soit M le module libre engendré

par ’ensemble de tous les n-uplets (z1,...,x,)(z; € E;), donc engendré par l’ensemble

Eyox.ooooo.. x F,, soit N le sous-module engendré par tous les éléments de type
/ /
(1, ooy T+ Ty oo X)) — (X1, ey Ty oy ) — (T2 ooy Ty oo, T,
(X1, .o QT4 ey Ty) — A(T1y ey Ty oy Tp)

pour tous z; € E;, x; € E; et a € R, en composant 'injection canonique
Ei x..xFE, — M, del’ensemble générateur dans le module engendré, avec la projection

canonique M — M /N sur le module quotient, on obtient une application :
po:Ey x....x E, — M/N

nous affirmons que ¢ est multilinéaire et est un produit tensoriel, que ¢ soit multilinéaire

est évident, par sa construction méme, soit :

f:E1><.....><En—>G

une application multilinéaire. Par la définition du module libre engendré par Fy x.....x E,

il existe une application linéaire M — G rendant commutatif le diagramme:
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S F
Fi x..xE, !
N\ G

comme f est multilinéaire, I’application M — G induite s’annulle sur N, par la pro-

priété universelle des modules quotients, f se factorise ainsi par M/N et on obtient un

homomorphisme
fe: M/N — G

qui rend commutatif le diagramme:

¢/ M/N

Eix..xE, 1 fs

N\ G
comme 'image de ¢ engendre M/N, Dapplication induit f, est déterminée de fagon
unique , la preuve est ainsi compléte , le module M /N sera noté E; ® ....® E, ou aussi

R B

Nous avons ainsi construit un produit tensoriel spécifique dans la classe d’isomorphisme
des produits tensoriels et nous I’appelerons le produit tensoriel des Ey, ..., E, , pour x; € E;,
on pose:

(1,0 ) =101 R ... QT =71 QR ... Ar Tp

on a , pour tout i et pour tous z;,z; € E;, a € R,
T1R...0ar;®...0r, =a(r1 ®...Qx,) et

1R Q@+2)®.. 0, =(1T1Q..01,)+(11®..01,0...0x,)

Dans le cas de deux facteurs, E et F, tout élément de E ® F' peut s’écrire comme
une somme de termes r ® y, avec x € F et y € F, car ces termes engendrent £ ® F' et,

poura € R, a(x ®y) =ar ®y.

Proposition 1.4.1 Soient E et F des modules, il existe un unique isomorphisme

EFEQF—-FQF , telquex@yr—yQux, pourx € E etyec F .

10



1.4. Le produit tensoriel

Démonstration. L’application £ x F' — F ® E définie par (z,y) — y ® = est
bilinéaire et se factorise par le produit tensoriel F ® F', envoyant r ® y sur y ® xr comme
cette derniére application a un inverse (par symétrie), on obtient I'isomorphisme cherché le

produit tensoriel a diverses propriétés factorielles, supposons, tout d’abord que
fi:El—E(i=1,... ,n)
soit une famille d’applications linéaires, on obtient une application induite sur le produit
1f,: IE; — 11E;

si on compose IIf; avec 'application canonique dans le produit tensoriel , on obtient une
application induite , que 'on peut noter T'(f1,..., f,) rendant commutatif le diagramme:
Elx ...xE —FE ®...QF,

gl LT, fa)
Eix.. xE,—-FE®...QF,

On vérifie immédiatement que T est factorielle, & savoir que , pour des composées
fzogz(z = 17 SR ,’I’L)
Tavlicati linéai
applications linéaires, on a

T(fiogr,--s [nogn) =T(f1,.- ., fu)oT (g1, -, 9n)

ainsi que T'(Id, ..., Id) = Id, on remarque T'(f1, ..., f,) est 'unique application linéaire dont
I'image d’un élément

TR .. Rz, € B1®...QF,
est donnée par

.. @u— fi(r) @....Q fu(x)

on peut voir 7" comme une application

H?:l(Ez{aEi) - L(®?:1Ez{> R 1Ei)

1=

et le lecteur vérifiera que cette application est multilinéaire dans le cas de deux facteurs ,
ona (f,g)— T(f g) étant donnés des homomorphismes f : F' — F et ¢g1,90: F' — E,

on a

T(f,91+92) = T(f, 1) + T(f, 92)

11



1.4. Le produit tensoriel

T(fa agl) = aT(f> gl)

soient, en particulier, un module fixé F' et le foncteur 7 = 7 (de la catégorie des modules

dans elle-méme), tel que 7(F)=F ® E alors 7 induit 'application linéaire
T L(E', E) — L(r(E'), 7(E))

pour tout couple de modules E’ et E, par la formule 7(f)=T(Id, ). =

1.4.2 Propriété de base

La relation la plus fondamentale reliant applications linéaires , application bilinéaires et

produit tensoriel , est la suivante : pour trois modules FE , F' et G,
L(E,L(F.G) ~ [*(E, F;G) ~ L(E® F.G)

les isomorphismes en question admettent une interprétation naturelle.

(i) L*(E,F;G) — L(E,L(F,G),si f: EXF — G est bilinéaire et si x* € E Papplication
fo: F — G, telle que f,(y) = f(z,y), est linéaire de plus , Papplication z +— f, est
linéaire d’ou le résultat.

(i) L(E,L(F,G)) — L*(E,F;G) solent ¢ € L(E,L(F,G)) et f,: ExF — G
'application bilinéaire telle que f,(z,y) = ¢(x)(y) alors ¢ — f, est’application cherchée,
il est clair que les deux homomorphismes précédents sont mutuellement inverses, ce qui
prouve le premier isomorphisme de la formule.

(iii) L*(E,F;G) — L(E ® F,G) il s’agit de I'application f — f, qui & chaque
application bilinéaire f assoie 'application linéaire induite sur le produit tensoriel , cette
association est injective (car f, est déterminée de maniére unique par f ) et aussi surjective,
parce que toute application linéaire sur le produit tensoriel composée avec ’application

canonique E X F — E ® F, donne lieu & une application bilinéaire sur £ x F'.

Proposition 1.4.2 Soit £ = ®]_E; une somme directe, il existe isomorphisme

12
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Démonstration. On obtient cet isomorphisme par des considérations générales ab-
straites, pour F' fixé, on considére le foncteur 7: X — F® X on a déja vu que 7 est
linéaire notons m; les projections de FE sur FE; alors mom; = m; , mon; = 0sii # j
et .o m = Id, on applique le foncteur 7 et on voit que (m;) satisfait aux méme
relations ; il donne ainsi une décomposition en somme directe de 7(E) = F ® E noter que

(’/Ti) :Id®’/Tl |

1.5 Le produit extérieur

Le produit extérieur a des applications dans toutes les branches des mathématiques,
en géométrie différentielle, on considére le produit extérieur maximal de ’espace tangent
pour obtenir un fibré canonique sur une variété, des produits extérieurs intermédiaires sont
a lorigine des formes différentielles (sections de ces produits sur la variété) dans ce partie,
nous allons exposer les fondements algébriques de ces constructions pour une étude concise
de lopération des divers groupes d’automorphismes de formes bilinéaires sur des algébres

tensorielles et extérieures, avec bon nombre d’exemples classiques.

1.5.1 Définition et propriété de base

Considérons la catégorie des modules sur un anneau commutatif R, rappelons qu’une
application r-linéaire f : E” — F est dite alternée si f(x1,...,2,) =0 dés que z; = xj,
pour un couple d’indices i # j, soit a, le sous-module du produit tensoriel 77 (FE),
engendré par tous les éléments de type 71 ® ... ® x,, avec z; = x; pour une paire i # j,

on pose

A(E) = T"(E) /a,.

On obtient ainsi une application r-linéaire E" — A"(E) (dite canonique), par la com-
position

E" — T"(E) — T"(E)/a, = N"(E)

il est clair que ’application est alternée, de plus, elle est universelle pour les applications

r-linéaires alternées sur F, autrement dit, si f : E" — F  est une telle application, il
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1.5. Le produit extérieur

existe une unique application linéaire f, : A"(E) — F rendant commutatif le diagramme:

/o N(E)
B L f
N F

lapplication f, existe car on peut d’abord trouver une application T"(F) — F rendant

commutatif le diagramme:

/' T(E)
E" !
AN
cette application s’annulle sur a,., induisant ainsi f, 'image d’un élément (zq,... ,x,) € E"

par Papplication canonique dans A"(F) sera notée z; A ... A x,, c’est aussi l'image de
1 ® ... ® x, pour la projection canonique T"(E) — A"(E) de cette fagon, A" devient
un foncteur, de la catégorie des modules dans elle-méme soit, en effet, v : £ — F un

homomorphisme, pour x1,...,x, € F, I'application :

(21, ..., 2) = u(z) AL  Au(x,) € N (F)
est r—linéaire alternée, induisant un homomorphisme
A'(u) : A"(E) — A"(F)
il est clair que 'association u — A"(u) est factorielle, soit A(E) la somme directe
ANE) = Do N (E)

nous allons munir A(E) d’une structure de R-algebre graduée, appelée algébre extérieure de
E ou algébre de Grassmann, nous allons d’abord examiner la situation générale, pour des
anneaux gradués arbitraires, un idéal a de A est appelé idéal homogene et on peut définir
une structure graduée sur A/a, en effet, 'application bilinéaire A, x A, — A,,s envoie
a, X A, dans a,,s et aussi, A, X as dans a,,, en utilisant des représentants dans A, et

A, , on peut définir une application bilinéaire

Ar/ar X As/as - ArJrs/aJrJrs
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1.5. Le produit extérieur

donc aussi une application bilinéaire
Alax Ala— Ala

qui munit A/a d’une structure de R-algébre, appliquons ces résultats & T7(F) et aux
modules a,, définis plus haut si, pour ¢ # j, x; = z; dans un produit z; A ... Az, alors,

pour tous i, ...,Ys € F, on voit que :
TN NZANYL A N Y

est dans a,,; on a aussi un résultat analogue dans l'autre sens, la somme directe ®a,
est ainsi un idéal de T'(E) et on peut définir une structure de R-algebre sur T'(E)/a , le

produit sur les éléments homogénes est donné par la formule :

(Ao AN), (A e AYs)) B A AT AL A e A Ys.

On utilise le symbole A pour noter aussi le produit dans A(E), ce produit est appelé
produit extérieur (ou produit alterné) si z,y € F, alors z Ay = —y Az, comme on le voit
en développant (x+y)A(z+y) = 0, nous observons que est un foncteur de la catégorie des
modules dans celle des R-algebres graduées, pour chaque application linéaire f : £ — F on

obtient une application

A(f) : AN(E) — A(F)

telle que, pour z,...,z, € E,

AN Ao ANxe) = fle) A A fa)

de plus, A(f) est un homomorphisme de R-algébres graduées.

Exemple 1.5.1 Soit L un module libre de rang 1 sur R, le module dual
LY = Hompg(L, R)

est également libre, de méme rang, pour un entier positif m, on pose

L®fm _ (L\/)®m — L\/ ® ® Lv
—————

mfois
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1.5. Le produit extérieur

on définit ainsi le produit tensoriel d’une ligne avec elle-méme par des entiers négatifs.

Posons L®° = R il est facile de vérifier que, pour p,q € Z il existe un isomorphisme

canonique

LeP[R4 oy [2(P+a)

en particulier, st q¢ = —p, on obtient R a droite, soit maintenant E une suite exacte de
modules libres

EF:0—-FEy—~F —...— E,—0

le déterminant de cette suite est défini par

det(E) = @det(E;)®".
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Chapitre 2

Formes bilinéaires alternées

2.1 Formes alternées

2.1.1 Définition des formes alternées

Soit £ un espace vectoriel sur un corps K sur lequel on n’impose pas de conditions

supplémentaires , soit f une forme alternée sur E c’est-a-dire, une application bilinéaire
fiExXFE—K

telle que f(x,z) = 0, pour tout x € E , alors z.y = —y.x pour tous z,y € E, comme on
peut le voir en substituant (z +y) a z dans z* = 0.

On définit un plan hyperbolique (pour la forme alternée) comme un espace non dégénéré
de dimension 2, on sait qu’il existe un élément w non nul, tel que w? =0, si P est un
plan hyperbolique et si w € P, w # 0, il existe un élément non nul yde P tel que w.y # 0,
quitte & diviser y par une constante, on peut supposer que w.y = 1, on a ainsi y.w = —1 et

la matrice de la forme par rapport a la base (w,y) est :

0 1
-1 0

Le couple (w,y) est appelé base hyperbolique (pour le plan considéré), étant donnés un

espace bidimensionnel sur &, muni d’une forme bilinéaire, et un couple d’éléments (w,y) vérifiant
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2.1. Formes alternées

w=9y*=0, wy=1, yw= —1, on voit que la forme est alternée et que (w,y) définit
un plan hyperbolique.

Etant donnée une forme alternée f sur F, on dit que F (ou f) est hyperbolique si
E est somme orthogonale, plans hyperboliques, on dit que E (ou f) est totalement isotrope

si z.y = 0 pour tous x,y € F.

Théoréme 2.1.1 Soit f une forme alternée sur un espace vectoriel de dimension finie F
sur K, alors E est somme orthogonale de son noyau et d’un sous-espace hyperbolique, si f

est non dégénérée, alors E est un espace hyperbolique et sa dimension est un nombre pair.

Démonstration. Un espace complémentaire du noyau étant non dégénéré, nous pou-
vons nous ramener au cas ol Fest non dégénéré, soit w un élément non nul de F, il existe
y € E tel que wy # 0 et y # 0, le couple (w,y) est non dégénéré et définit un plan
hyperbolique P, on a ainsi F = P @ P+ , avec P+ non dégénéré la démonstration est

complétée par récurrence.

Corollaire 2.1.1 Toutes les formes alternées non dégénérées de dimension donnée sur un

corps K sont isométriques.

Démonstration. D’aprés le théoreme 2.1.1, il existe une base de E par rapport a

laquelle la matrice de la forme alternée est :

-1 0

-1 0

18



2.1. Formes alternées

pour la commodité de I’écriture, on réarrange les éléments de la base de la somme orthogo-

nale de plans hyperboliques de maniére a obtenirun matrice :

0 L. 0
—I, 0 0
0 0 O

est appelée la matrice alternée (ou antisymétrique) standard . m

Corollaire 2.1.2 Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur K, muni d’une forme
symétrique non dégénérée, notée (,), soit €0 wune forme alternée non dégénérée sur E,
il existe alors une décomposition en somme directe E = E; ® FEs et un automorphisme
symétrique de E (par rapport a (,)) tels que, si x,y € E et x = (x1,23) avec 1 € Ey et
xo € Fa, y = (y1,y2) avec y; € Ey et ys € Es, alors

Q(z,y) = (Az1,y2) — (Axa, y1).

Démonstration. Considérons une base de E pour laquelle la matrice de 2 est la
matrice antisymétrique standard, soit f la forme symétrique non dégénérée sur £ définie par
le produit scalaire par rapport a cette base, on a alors une décomposition en somme directe
des sous-espaces E; et Fy(correspondant respectivement aux n premiéres et n derniéres

coordonnées), telle que
Q(Qf,y) = f(x17y2) - f(anyl)

comme (, )est par hypothése non dégénérée, on peut trouer un automorphisme A ayant les

propriétés souhaitées et A est symétrique parce que f est symétrique. m

2.1.2 Le Pfaffien

Une matrice alternée est une matrice G telle que *G' = —G, dont les éléments diagonaux

sont égaux a 0, c’est la matrice d’une forme alternée, supposons G carrée d’ordre n avec
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2.1. Formes alternées

n pair considérons, pour commencer, un corps de caractéristique 0, il existe une matrice C'

non singuliére telle que la matrice ‘CGC soit:

0 I, 0
—-I, 0 0
0 0 0

ainsi det(C')?det(G) = 1 ou 0, selon que le noyau de la forme alternée est trivial ou non, dans
tous les cas, on voit que det(G) est un carré dans le corps de base.Plagons-nous maintenant
dans le cas des entiers Z , soient t;;(1 <i<j<mn), n(n—1)/2 éléments algébriquement
indépendants sur Q, tels que ¢; =0 pouri=1,...,n et t; = —t; pour @ > j, alors
la matrice T' = (t;;) est alternée et det(T") est ainsi un carré dans le corps Q(t), obtenu a

partir de Q par adjonction de tous les éléments ¢;;, cependant, det(7T") est un polyndme

Rl
de Zl]t], de I'unicité de la décomposition en facteurs dans Z[t], il s’ensuit que det(T') est
le carré d’un polynéme de Z[t| ; on peut donc écrire det(T) = P(t)?, le polynome P est
unique a un facteur =+ 1 pres, si nous substituons des valeurs aux ¢;; telles que la matrice

T devienne :
0 In/2

Iy 0

Nous voyons qu’il existe un unique polynéme P & coefficients entiers prenant la valeur
1 pour cet ensemble spécifique de valeurs de (t), on appelle P pfaffien d’ordre n et on le
note Pf.

Soit R un anneau commutatif, on a un homomorphisme Z[t] — R|[t] induit par 'unique
homomorphisme de Z dans R, I'image du pfaffien dans R[t] est un polynome a coefficients
dans R, que nous noterons toujours Pf, si G = (g;;) est une matrice alternée a éléments
dans R, on note Pf(G) la valeur de Pf(t) quand on substitue ces ¢;; aux t;; , comme le

déterminant commute avec les homomorphismes.

Théoréme 2.1.2 Soient R un anneau commutatif et G = (g;;) une matrice alternée, avec
gij € R, on a
det(G) = (Pf(G))*

de plus, si C' est une matrice carrée d’ordre n sur R, alors

Pf(CG'C) = det(C)Pf(G).
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2.1. Formes alternées

Démonstration. Le premier résultat a été démontré plus haut, le second sera établi si
on le démontre sur Z , soient wu;; (i,j = 1,...,n) des éléments algébriquement indépendants
sur Q, tels que w;; , t;; soient algébriquement indépendants sur Q, soit U la matrice (u;;),

on a

PfUT'U) = +det(U)Pf(T)

comme on peut le voir en prenant les carrés des deux membres, prenons des valeurs pour
U et T telles que U devienne la matrice unité et 7' la matrice antisymétrique standard, il
en résulte qu’on a le signe + a droite comme on peut substituer une matrice quelconque a

U et une matrice alternée a T, le théoréme est démontré. m

2.1.3 Le Théoréme de Witt

Nous revenons aux formes symétriques et nous supposons que le corps k est de carac-
téristique # 2.

Soit E un espace vectoriel sur £ , muni d’une forme symétrique. Rappelons que E est
un plan hyperbolique si la forme est non dégénérée, si E est de dimension 2 et s’il existe un
élément w # 0 dans Etel que w? = 0. Rappelons aussi que E est un espace hyperbolique
s’il est somme orthogonale de plans hyperboliques. On dit aussi que la forme sur E est
hyperbolique.

Soient F un plan hyperbolique et w un élément non nul de E tel que w?> =0. Siu € E
est tel que E = (w,u), alors w.w # 0, car sinon w serait un élément non nul du noyau. Soit

b € k tel que w.bu = bw.u = 1. On peut trouver a € k telque
(aw + bu)? = 2abw.u + b*u? =0

car cette équation est linéaire en a. En posant v = aw + bu, on a une base (w,v) de E telle

que
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2.1. Formes alternées

Observons que, réciproquement, un espace E ayant une base (w,u) satisfaisant a
w? =12 = 0 et w.v = lest non dégénéré et est ainsi un plan hyperbolique. Rappelons
qu'une telle base est appelée hyperbolique.

Une somme orthogonale d’espaces non dégénérés étant non dégénérée, un espace hyper-
bolique est non dégénéré. Notons qu’un espace hyperbolique est nécessairement de dimen-

sion paire.

Lemme 2.1.1 Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur k, muni d’une forme
symétrique non dégénérée g. Soient F un sous-espace, Fy 1le noyau de F et supposons
donnée une décomposition orthogonale F = Fy 1 U.

Si (w1, ... ,ws) est une base de Fy, il existe des éléments vy, ...,vs de E, orthogonaux &
U, tels que chaque couple (w;, v;) soit une base hyperbolique et engendre un plan hyperbolique

P; , donnant lieu a une décomposition orthogonale U 1L Py 1L ... 1 P,

Démonstration. Soit U; = (ws,...,w,) ® U.

Alors U; est strictement contenu dans Fy@U et par conséquent (FoU )+ est strictement
contenu dans Ui . Il existe donc un élément w; € Ut tel que g ¢ (Fo @ U)*.

On a wjy.u; # 0, d’'ou (wq,u;) est un plan hyperbolique P;. On a déja vu qu’il existe
v1 € P; tel que (wy,vq) soit une base hyperbolique. On a, en plus, la décomposition en
somme orthogonale F} = (wq,...,w,) L P, L U.

Il est alors clair que (ws, ..., ws) est le noyau de F; , d’ou le résultat, par récurrence.

Théoréme 2.1.3 Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur k et g une forme
symétrique non dégénérée sur E. Soient F et F'des sous-espaces de E et o: F — F’

une isométrie. Alors peut étre prolongée en une isométrie de E sur lui-méme.

[ |

Démonstration. Nous allons d’abord donner la démonstration dans le cas ou F' est
non dégénéré.

On peut écrire F = Fy 1L U, comme dans le lemme précédent, auquel cas oF = F' =
oFy L oU. Par ailleurs, oFy = Fjj est le noyau de F’. D’aprés le lemme, on peut étendre

Fet F' en des sommes orthogonales

UlLPL..LP, e oULP L..L P,
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2.1. Formes alternées

correspondant au choix d’une base dans Fj et de son image dans I} . On peut ainsi prolonger
0 en une isométrie sur ces espaces étendus, non dégénérés, ce qui compléte la premiére étape.
Soient donc F' et F’ non dégénérés ; nous allons procéder par récurrence.
On suppose tout d’abord que F’ = F, autrement dit, que o est une isométrie de F' sur
lui-méme. On peut prolonger o & F en laissant simplement tout élément de F* invariant.
Supposons ensuite dimF = dimF' =1 et F # F'Si F = (v) et F' = (v'), on a v? = v,
De plus, (v,v") est de dimension 2.
Si (v,v’) est non dégénéré, il existe une isométrie prolongeant o , qui envoie v sur v’ et
v’ sur v. On peut conclure la démonstration en invoquant I’étape précédente.

Si (v,v") est dégénéré, son noyau est de dimension 1. Soit w une base de ce noyau. Il

2 2

existe a,b € k tels que v' = av +bw. Alors v”> = a?v? et ainsi a = +1. En remplacant v’ par
—v" au besoin, on peut supposer que a = 1. En remplacant w par bw on peut supposer

que v =v+ w. Soit z = v+ ¢v'.0n applique le lemme 2.1.1 & 'espace
(w,2) = (w) L (2).

On peut trouver un élément y € E tel que y.z =0, y> =0 et w.y = 1.
L’espace (z,w,y) = (2) L (w,y) est non dégénéré, en tant que somme orthogonale de
(z) et du plan hyperbolique (w,y). Il a une isométrie telle que

2 2, W —W, Y — —Y.

1

1(z —w) par cette isométrie est v/ = $(z 4+ w). Ceci compléte la

L’image de v =
démonstration pour le cas envisagé.

On termine la démonstration par récurrence. Par 'existence d’une base orthogonale ,
tout sous-espace F' de dimension > 1 admet une décomposition en somme orthogonale de

sous-espaces de dimension inférieure. Si F' = F} L F5, avec dimFy, dimFy > 1,alors
ocF =ocF; 1L oFs.

Soit 01 = o | F} la restriction de ¢ a Fj . Par récurrence, on peut prolonger o; en
une isométrie o, : F — E.
On a alors 7, (F) = (01F;)* .Comme oF, est orthogonal & o} = o F}, on en déduit

que o Fy est contenu dans 7 (FY) . Soit 0y = o | Fy. Alors I'isométrie

09 F2 — 0'2F2 = O'F2
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se prolonge par récurrence en une isométrie 7, : Fi- — 71 (Fb).

Le couple (0q,75) donne une isométrie de Fy 1 Fi- = E sur lui-méme.

2.2 Multivecteurs

2.2.1 L’action gauche

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps commutatif K, la classifi-
cation des p- vecteurs est I’étude de P’action gauche du groupe linéaire GL(E) sur l'espace

vectoriel AP E définie par
Vf€GL(E), Yw e APE, fw=(Af)w), A¥'f: A\"E — A"E

définie par
AP f(my Ao Ao Aap) = f) f(22) ... . fy)

est un endomorphisme de AT E.

On appelle support de w et on note S,, le plus petit sous-espace F' de E tel que w € AP F;
sa dimension est le rang de w, noté r(w), le rang est invariant par I’action du groupe linéaire
GL(E) et par extension des scalaires, soit maintenant w € AP E* une forme p-linéaire : R,
le radical de w, est 'ensemble des = de E' tels que w (x,z9,...,2,) = 0 quels que soient
Tg,...,T, dans E, si R, = {0}, on dit que w est non dégénérée ou de rang maximal.

Un p-vecteur non nul w est décomposable s’il existe ...z, dans £ tel que w = zy...x,,

le support de w est le sous-espace vectoriel engendré par

L1y Ty 0 Sy = Vect{xy, ..., x,}.

Rappelons 'action de E*, dual de E, sur AF définie par :
i) de(1) =0
i) dp g = f
iii) df(ru) = —xds(u) + f(x)u pour xz€FE et ueAE.
dy est une anti dérivation de degré —1, nulle sur la sous-algebre A (kerf), de carré nul
et
fr—dy
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est une application linéaire, ainsi pour w € AT FE fixé,
fr—ds(w)

est une application linéaire de F* dans A”~'E dont le noyau est le sous-espace R, de E*;
son orthogonal I, dans E coincide avec le support de w, par dualité, cette anti dérivation

correspond & I’évaluation partielle z — w, ol
Wy (T2, ..., xp) = w(z, m0, ..., xp).
Si M est un module sur un anneau commutatif A,
AoM = oA M

possede un systéme de puissances divisées, si M est projectif de type fini de rang 2m, on
obtient une forme polynome (de degré m) ~,, : A2M* — A*™M* qui est le pfaffien : si
u € A2M*, u est non dégénérée si et seulement si +,,(u) engendre le A-module A*™M*, si

1= N
U=y | Toi1T2 OU {x1,...,Tor,...,x,} est une base de F,

Yelu) = E T2iy —1%24; ---L24),— 124y,

1< <. <ig

de sorte que rg(u) = 2k équivaut & y,(u) # 0 et ~,.,(u) = 0, les puissances di-
visées permettent d’étudier les sous-espaces vectoriels de A%FE, donc les algébres de lie
2-nilpotentes.

Eléments scindables

Soient F; et E, deux sous-espaces supplémentaires de F; AFE s’identifie &
Orb(AYE, @ APTFE,)

un élément w € APE est dit scindable s’il existe une décomposition £ = E; & E, telle
que w € B ® AP71Ey vu comme facteur direct de ATE, si dimFE; = r, on dit que w est
r-scindable, la scindabilité est une généralisation de la divisibilité; en effet w est divisible

si et seulement si w est 1-scindable, propriété qui ne dépend pas du corps de base car c’est
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2.2. Multivecteurs

équivalent a dire que l'application E — APT'E, 2 —— x w, n’est pas injective, notons
aussi que w 7r-scindable implique d,(w) = 0 car wg, = 0.

Soit w un élément r-scindable et {eq, ..., e, } une base de

r
El W= E €;U;
i=1

ot u; € AP71E,, les u; sont déterminés de facon unique par la base ey, ..., e, de E; car
u; = dex(w) ol ef € E* est définie par €] (e;) = ;5 et e; (Ez) = 0, alors w est déterminé par
le sous-espace vectoriel I de AP~!F, engendré par les u; ; en effet, si on change de base

dans Fj, et si la nouvelle base f; est donnée par

T
€i = E aij f;
Jj=1

r r r r
w=Y eui=>_ [ ayu)=> fiv,
1 j=1  j=1 j=1
les v; s’obtiennent donc & partir des w; par le changement de base contragredient de celui
qui fait passer de la base {f;} a la base {e;}, cela se voit aussi en utilisant I"isomorphisme
naturel entre Ey @ A" Ey et Hom (Ef, AT E,) : si ¢ est 'élément de Hom (Ef, AP71E,)
canoniquement associé a w, F' n’est autre que ¢(Ef) pour classifier les éléments r-
scindables de rang maximal dans AFE, il suffit donc d’étudier action de GL(E,) sur la
grassmannienne Gr, (AP _1E2) des sous-espaces vectoriels de dimension r de AP~1E,, c’est
ce qui est fait pour p = 3 et pour certaines valeurs du couple (r = dimFE;,n —r = dimFEs)
le cas ot n — r est pair est plus simple car on peut y utiliser les puissances divisées sous
la forme de pfaffiens.Remarquons qu’un méme p-vecteur peut étre scindable pour plusieurs

valeurs de ’entier 7.

2.2.2 Commutant

Un invariant a été introduit par B. Kahn , le commutant de w: si w € AP E*, on note

C(w) 'ensemble des endomorphismes

fEFE—FE
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tels que 'application

Wi (21,0, Tp) = W@, Tim1, [T, Ty, .o, Tp)

ne dépende pas de 4, on la note wy(zy,...,2,) et c’est clairement une forme p-linéaire

alternée.

2.3 Algeébre extérieure et groupes d’automorphismes

2.3.1 Généralités
Algébre extérieure d’un espace vectoriel

Soit E/ un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps commutatif K, dans
I’algeébre tensorielle ¥ (E) , désignons par D(E?) Iidéal engendré par les carrés des éléments

de E, et définissons ’algébre extérieure de F comme ’algébre - quotient graduée,
AP(E) = TP(E)/D(E?).

si a,b € AP(E) , on note I'opération du produit extérieur par a A b.

Dualité dans I’algébre extérieure

On exprime le dual de A”(FE) au moyen de E*, en effet: étant donné p formes linéaires
fi, fa, s fp € E¥ et p éléments x4, x, ..., x, € F, formons d’abord la matrice A du type

(p ,p) qui a pour termes
Ay = fi(z;)
on sait que tout déterminant est une fonction multilinéaire alternée de ces lignes et de ces

colonnes, par suite, étant donnée une liste [ de formes linéaires, |A| est une fonction

p-linéaire alternée de x4, x9, ..., T, puisque
(Il,l'g, ...,mp) — T A i) VANPIAN Tp
est une application universelle de ce type, il existe une application linéaire

t(fl,fQ, ....,fp> : AP(E) — K
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telle que :
(L(f1, for ooy Sl (@1, 05 s ) = [A] Aiy = filw))

chaque t(f1, f2, ...., f) est donc un élément de [AT(E)]*, puisque le déterminant |A| est une

fonction multilinéaire alternée de ses lignes, I’application

(fl; fg, ceeey fp) L t(fl, fg, ceeny fp)

est alternée et multilinéaire, comme

(fl, fg, -~-~>fp) — f1 A fg AN fp € AP(E*)

est universelle , il existe une application linéaire
Y AT(EY) — [AP(B)]

telle que:
VAN fo NN ) = (f S fo)

c-a-d

’Qb(fl/\ fg VANPIRAN fp)(arl/\$2/\.../\xp) = ’A|(1)

A ayant pour termes A; ; = f;(z;) pour i,j € p.

Théoréme 2.3.1 Si E un espace vectoriel de dimension finie n , sur un corps commutatif

K alors pour tout entier naturel p Uapplication linéaire 1 de (1) est un isomorphisme,
b AP(E) = AP (B))(2).

Démonstration. Prenons une base z7,29,.....,7, de E et la base duale fi, fa,...., f,
de F*; on a donc fi(z;) = 0;; pour 4,5 € n, AP(E*) a alors pour base 'ensemble des
fo = fau, Ao A fn,, pour toutes les listes strictement croissantes h : p — n, tandis que
AP (E) a pour base 'ensemble des zj, = g, A ...A xy, pour toutes les listes strictement
croissantes h : n — p  [Yf.](zx) = |A] A étant la matrice (p,p) qui a pour termes
Aij = fr,(zy;), étant donné un indice - ligne i de cette matrice , f,,(zx;), est nul sauf si il
y a donc une ligne de A qui s’annule & moins que chaque h; ne soit pas égal & un k; , cela

ne peut se produire que si les deux listes croissantes sont égales : k = h dans ce cas , A est
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la matrice unité du type (p, p), qui a pour déterminant 1, par suite [ f,,](x) est égal & zéro
ou un, suivant que h # k ou h = k cela établit que les éléments v f,, forment une base de
[AT(E)]* duale de la base xyde AT(FE) autrement dit , ¢ transforme une base A" (E*) en

une base de [AT(E)]*; c’est donc bien un isomorphisme. =

Proposition 2.3.1 Pour tout espace vectoriel E sur A, toute forme linéairet : A¥(E) — K

détermine une forme p- linéaire alternée h: E¥ — K par Uintermédiaire de
h(xy, e, ..., xp) = t(1, T2, ..., Tp)
l'application t — h est un isomorphisme

AP(E)]* = ALTp(E).

Puissance divisée

Théoréme 2.3.2 Un systéme de puissances divisées existe dans lidéal ®>1A**E [’algébre

extérieure E.

Ce résultat est bien connu dans le cas des corps , il admet une généralisation au cas d’un
anneau quelconque et d’'un module non nécessairement libre sous la forme suivante: soit M
un A-module, AM son algébre extérieure ; de puissances divisées existent dans l'idéal (la

sous - algebre commutative des éléments de ’algébre paire de I’algébre extérieur de E' )
D1 AP E
si M est projectif de type fini de rang 2m, on obtient une forme polynome ( de degré m )
Y, : A2M* — A2M*

qui est le pfaffien, si u € A2M*, u est non dégénérée si et seulement si Y,,(u) engendre, le

A-module A?™M*, si

-
u = E T2;—1T24
i=1
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ou {xy,...,Ta,..., 2T, } est une base de E

g X247 —1L24y ---L24;, —1L 24,
1<iy <...<ip,

de sorte que rg(u) = 2k, équivaut a

Yr(u) # 0, yrra(u) = 0.

Remarque 2.3.1 5i A est une Q- algébre commutative, les puissances divisées sont définies

par :

Remarque 2.3.2 Du fait de l’isomorphisme
APE* ~ AP (E)*

on emploiera le langage des formes alternées ou des p- vecteurs l’étude est consacrée au cas

p =3 et n=_8, sur un corps algébriquement clos, c’est-a-dire l'action de GLg(K) sur A3E.

Vecteur décomposable

Un p-vecteur non nul w est décomposable s’il existe x1, 29, ..., z, dans E tel que
w=x1 N2 N ...\ Ip
le support de w est le sous-espace vectoriel engendré par x; ,zs,...,z, , donc
Sw =< X1 , T, ey Tp >
dans ce cas dy(w) = dimS,, = p. Un trivecteur est somme de trivecteurs décomposables.

Lemme 2.3.1 Etant donnée qu’il existe un isomorphisme entre A3K* et A'K* | il y a pas

de trivecteurs de rang 4.

Preuve. Mettons, d’abord en évidence I’isomorphisme entre A3K* et A'K* | soient une

base de A'K* donnée par {e;, ez, e3,€4} , et une autre de A3K* donnée par

{wl = €1€2€3, W3 = €2€3€4, W3 = €1€364,W4 = 616264}
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2.3. Algébre extérieure et groupes d’automorphismes

et considérons f définie par : f: A'K* — ASK*

4 4 4
T = Zaiei — f(z) = f(Zoziei) = Zai w;
i=1 i=1 i=1

f tel qu’elle est définie,est linéaire bijective et donc c¢’est un isomorphisme , montrons
qu’il n’y a pas de trivecteurs de rang 4, du fait de 'isomorphisme f tout

élément de A3K* s’écrit sous la forme w = Zle Q; W; , soit w mnon nul, et étudions son
rang :

-si w=o;wi, a; #0 i€ 1,4, donc rg(w) =rg(w;) = 3.

-8t w=ow + w1 F# g, 1,7 € 1,4, comme dim(S,,NS,,) =2 Vi#j,

1,7 €1,4.

Donc 'écriture de w se raméne & un trivecteur décomposable donc rg(w) =3,  si
w= o; w; + QW + Wi

avec a; Z0, o #0, ap #0, i #j#k, 14,7,k € 1,4 on envisage quatre cas possibles

dans I’étude du rang de chaque trivecteur est identique , traitons par exemple ,le cas ot
W= @e1eae3 —+ (aesezey + (uze1€3€4
avec «a; # 0,14 € 1,3, on peut écrire ,
w= eg(arerey + ageqes + azeqer)

soit u = aqeq1es + agegen+ aizege; , comme
Uk
You) = o 0= rgu=2

es ¢ S, dou rg(w) = 3.

-Si w = ajereses fagesesey + azeresey +ageresey, avee o 0,0 € 1,4,

w = egez(are + ageq) — ereq(azes + ayey)

— L -1
w =y (ases + ages)es(are + ageq) — ay (ager + aseq)eq(ases + ages)
-1 -1
w = (azes + aqes)(oy es + oy eq)(aner + agey).
On en déduit que rg(w) = 3 car les vecteurs qui le composent, sont linéairement in-

dépendant, alors dans tout les cas rg(w) = 3, ainsi il n’y a pas de trivecteurs de rang 4.
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Groupe d’automorphismes

Le groupe des automorphismes de w , Aut(w) est le stabilisateur de w dans 'action
de GL(E) c’est a dire le sous-groupe de GL(F) des automorphismes de E, qui laissent

invariant:

Aut(w) ={f/f € GL(E) et \? f(w) =w} ={f/f € GL(E) et fw = w}.
I'orbite de w par GL(FE) est alors en bijection avec I’ensemble des classes a gauche

GL(FE)/Aut(w)

Invariant numérique d; (w)

On associe a un 3-vecteur (trivecteur) d’autre invariant numérique que son rang, soit

G1(FE) Despace projectif IP(FE) et considérons la projection :
P,: N°E — A*(E/a)
pour « € G1(FE) , on appelle w(a) l'image de w par P, et on pose:
dy(w) = info(rang(w(a)), a € Gi(E)

do(w) = rg(w) > di(w), di(w)

est invariant par laction de GL(E), mais il ne l'est pas par extension des scalaires.

Lemme 2.3.2 Soit E un espace vectoriel de dimension paire et w un trivecteur de rang

maximal, alors : di(w) # 0, en particulier si dimE = 8,d;(w) # 0 .

Preuve. On a d;(w) = inf,(rgw(a)), ou parcourt 'espace projectif I P(E) des droites
de F si dij(w) =0, il existe a« = Kz,z # 0 tel que w(a) = 0, soit E’ un supplémentaire
de Kz dans F : de £ = E' & Kx. Résulte

NE~NE ¢ (Kr® AE)

alors w = ur+ w’ et w(«) = 0 signifie que W’ est nul ; de plus S, = S, & Kz = E comme
w est de rang maximal, S, = E’ et E’est de dimension paire ce qui contredit 'hypothése

sur la dimension de . m
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Vecteur divisible

Soit w un trivecteur non nul, w est un trivecteur divisible s’il existe, un = € E/{0g}
et u € A’E, tel que
E=Kx®Ey et

w = rAu
Proposition 2.3.2 w est un vecteur divisible si et seulement si dq(w) = 0.
Preuve. Siw = 2Au = dy(w(Kz) =0, si
di(w) =0 = Ja € Gy/rg(w(a)) =0
d’ou w(a) = 0 donc si on prend o = kz on obtient : w = yAu ce qu'il fallait montrer. m

Remarque 2.3.3 Comme di(w) # 0 si w est de rang mazimal, alors on en déduit qu’il n’y

a pas de trivecteur de rang 8 divisible.

2.3.2 Parties stables

Lemme 2.3.3 Soit E un espace vectoriel sur le corps K et considérons la ferme bilinéaire

alternée par
iy, 2) = f(z,y,2), (y,2 € E)

et f une forme trilinéaire alternée ; alors l’ensemble
Ri={x € E/rgf* =2i} (0<2i<n)
est stable par Aut(w).

Lemme 2.3.4 L’ensemble R;(w) = {x € E/w(x) est de type w; } une une partie stable
pour Aut(w).

Preuve. Prenons £ =< z > @F’ | alors ws’écrit : w = zu+ w' avec
W' eNE | (dimE' =n—1) et w(z) = w'(z), comme z ¢ E' alors @ est de méme type

que @’ (z) dou w (f(z)) = A3f(@’)f(x) comme f est une application linéaire bijective ,
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elle transforme le trivecteur w’ & un trivecteur de méme type , c’est adire f(w’) est dans
l'orbite de w’ , par suite @w (f(x)) est de type w; d’ou f(z) € R;(w) et f(R;(w)) C R;(w),

en particulier Rg, et Rg2 sont des parties stables. m

Lemme 2.3.5 Soit E un espace vectoriel sur le corps K de dimension finie Vi,V deux
sous espaces de E différents et tel que dimV; = dimVy si f est un endomorphisme de E
qui laissent stable la réunion de Vi et Vo  c-a-d (f(Vi U VL) C Vi UV,) alors on a
(f(Vi)y cW)et (f(Vo) CV2) ou (f(Vi) CVa) et (f(V2) CVA).

Preuve. Comme on a f(V4)U f(V2) C V4 UV, on tire:
(f)ycMuve) ) (f)n(huls) = f()
(f(1Vz) € (N1 UV) (f(o) N (ViuVa) = f(Va)

. { (FOA) AVA) U (F(V) N T3) = (V)T

(f(2) N V) U (f(Vi) NVa) = f(Va)II

Or la réunion de deux sous espaces vectoriels est un sous espaces vectoriel si et seulement
si I'un est inclus dans l'autre ainsi

(fFM)nW) Cc (f()NVz) ou (f(Vi))NV) C (f(Vi)NWA)

et

(f(V2)n Vi) C (f(V2) N V2) ou (f(V2)NV2) C (f(V2) NVA)

on remplace dans I et Il on obtient:

fVi)nvi=f(i) ou f(Vi)nV, = f(W1)

fV)nVi = f(Va) ou f(V2) NV, = f(V2)

ce qui implique que:

(f(V1) €V ou f(11) C V) et (f(V2) Vi ou f(V2) C V3

on a quatre cas qui figurent

(f(Vi) c Vi et f(Va) C Vo) ou (f(Vi) CVa et f(V2) CVA)

(f() cVi et f(Vz) C Vi) ou (f(V1) CVa et f(V2) CV3)

les deux derniers cas sont impossibles car par exemple :

si (f(Vi) CVioet f(Va) C V)

comme dim f(V}) = dimVy et dimf(Va) = dimVs

dou f(Vi) =Viet f(Vo) =Vi= Vi =1V,

(f injective) ce qui est absurde car V; # V5. m
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Lemme 2.3.6 Soit \€ K ,uée K etdim,E =17

hau = €e1€2e3 + e1e466 + 36566 + Aegeses + ueaeses
hy = e1eae3 + e1e4e6 + Aeyeseq
alors hy, et hy sont des trivecteur rang 6 du type 6.1
Preuve. Soit f € GL(FE) définie par :
fler) = ei—ueg , fea) = ea—Aleq, flea) =ea—A"'e*,  fle) = e, Vi=3,56,7
fhaw = (e1 —ueg)(ea — XN leg)es + (e1 — ueg)(es — A 'es)es + ezeses+
ey — A tes)eses + u(ea — A teg)eses.
f-hau = ereses + ereqe6 + Aegeseg = hy
donc h), et équivalent a hy .
Montrons que hy est du type 6,1 , soit g € GL(FE) définie par:
gles)=es + X ey ,g(e;) = e; Vi#5.
ghy = erezes + ereqeq + Aeg(es + A ter)es
ghy = e1ese3 + e1e4€6 + Aegeses + ese5e6 + €461 €6.
ghy) = ejeses + Aegeses.

c’est un trivecteur du type 6,1. =
Lemme 2.3.7 Soit E un K-e-v de dimension 7 et un trivecteur donné par
W = e1€465 + e2e4€g + €36566 + Ueieae3 + Aegeseq

avec u,\ € K ;siu =0 ou \u = —4w est du type 6,2 et il est w du 6,1 dans les autres

cas.

Preuve. Siu =0, w = ejeqes + ese4e5 + €365 + Aegesee.

considérons f € GL(E) définie par : f(e3) = es — Aey, f(e;) = e;, Vi # 3.
A3 f(w) = ereqes + eaeqeq + (€3 — Aeg)eses + Aegeses -

A3 f(w) = ereqes + eseqeq + e3eseq

du type 6,2 , supposons que u # Og.

comme K est un corps algébriquement clos alors 1'équation 22 = u (1)
admet des solutions dans K, soit a une solution de (I) et considérons

f € GL(E) définie par :
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fles) = aeq, fle;)=ate;, 1=1,2, f(e;) =ae;, j=3,506,7 dou

A3 f(w) = atei(aeq)es + a tesaeseq + ezeses + ua2ereses + Aaegeses.

A3 f(w) = ereqes + exeqeq + e3e566 + €162€3 + Aaeqeses.

Si on pose \' = Aa, on remarque que ’étude du type trivecteur w (u # 0) revient a
I’étude du trivecteur w lorsque u =1

w = ereges + eaeqeq + ezeses + Negeses, N € K | soit g € GL(E),

définie par:

gler) = e1+aes, glez) = ez +yes, gles) =ez+Eeq

gles) = e+ Ber, gles) =es +dea,  glea) = es+mes

avec «o,& B,0,n,ye K, af#1, yo#1, &n#1

alors:
(1 —yB+ BE+ BN )ereqes + (B — 0 — BOE + & — BN d)erezes+

(n— Byn+ B —y+ BAn)ereses + (—on + Bn — 56 + 1 — BoNn)erezes

N f(w) =
+(a—y+&—Eya+ Negeses + (—ad + 1 — 60 — af — No)egeses+

L (4 an—yn—ay+ XNn)eseseg + (n — 6 — and + o — A'nd)eseseq
Supposons que la caractéristique de K est impaire et posons

y=0=a=0 et ﬁzy:—é*:%)\ alors:
Ag(w) = (1+ i/\/2)61€4€5 + e1e9e3 + ege4e6 + €16566.
si. M +4=0 danscecas A’g(w) est du type 6,2 car w est du type6, 2
si N2 = —4si N = 0,w = ejeqe5 + exe466 + e3€5€6 + €1e2€5.
On applique la transformationgavec 5 =0=y=1 et a=y=&=—1.
On obtient A3g(w) = 2(ejezes + exeqeq)  ainsi w est équivalent a 6,1
Supposons maintenant que la caractéristique de Kest paire et soit ¢ € K~
telque: a=0=y=0 et B =y=E&=n1.
d’ou A3g(w) = ejege3 + egeqeq + e3e5e6 + N egeses.
Si N =0k, westéquivalent a 6,2 etsi \ # 0g, w estéquivalent a 6,2 d’apreés le

lemme 2.3.4. =
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Chapitre 3

Classification des bivecteurs

Soit F un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif K, muni d’une

forme bilinéaire alternée .

3.1 Classification

Définition 3.1.1 On dit que E est un plan hyperbolique si dimE = 2 et ¢ est non
dégénérée.
Définition 3.1.2 Si E est somme orthogonale de plans hyperboliques, on dit que E est un

espace hyperbolique.

Théoréme 3.1.1 Soit E un K-espace vectoriel muni d’'une forme bilinéaire alternée .
Alors E est somme orthogonale du radical de ¢ et d’un sous-espace hyperbolique. Si ¢ est

non dégénérée, E est hyperbolique et de dimension paire.

Preuve. Soit {ey,...,e€p,...,e,} une base de E telle que {ey,...,e,} est une base du
radical de ¢ , posons By = Vect{eyi1,....,en}, alors E = R, & E; (il s’agit d’une somme
orthogonale car ¢(e;,e;) =0 pouri < p et j>p+1)etpp estnon dégénérée. Pour
x € By — {0} il existe y € E; — {0} tel que p(z,y) # 0, donc on peut choisir un élément
y de E; — {0} de sorte que ¢(z,y) = 1, ce qui montre que P = Vect{z,y} est un plan
hyperbolique ; par suite £y = P&+ P+, Comme ¢ pL est non dégénérée, la démonstration
se conclut par récurrence sur la dimension de F. Si ¢ est non dégénérée, £ = FE; est un

espace hyperbolique, donc de dimension paire. m
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Corollaire 3.1.1 Soit w un bivecteur de rang maximal de A*E : il existe une base {e1, ..., e, }

de E sorte que

k
w2262i,1€21 et 2k§n§2k—|—1 .
=1

Preuve. 1l suffit d’appliquer le théoréme précédent en considérant w comme une forme
bilinéaire alternée sur E* : E* = R, & E;.

Alors FE; est somme orthogonale de k plans hyperboliques P; : pour chacun d’eux, il
existe une base {x9;_1,x9} telle que w(xg;_1,22) = 1. On compléte alors {z1, ..., zor} en
une base {z1, ..., z,} de E*en prenant les z;,i > 2k, dans R,. La base {e1, ...., e, } cherchée
est la base duale de la base {z1,....,z,}.

D’aprés ce qui précéde, on conclut que si dimFE = n, A2E admet [5] + 1 orbites par
'action du groupe linéaire GL(FE). Dans une base (¢;), 1 <i < n ,de E un représentant de
chaque orbite est donné par Y " es_1ey ot 0 <m < [3].

Tout élément w de A2E est scindable : en effet w s’écrit Z;L egi_1€9; dans une base

convenable (e;) et il suffit de prendre
E1 = Vect{el, €3,... 76271—1} et E2 = Vect{eg, Ce 7€2m},w S E1 X EQ.
Notons enfin que pour tout bivecteur w, les invariants dj, (w)sont donnés par

di(w) = sup(0,r(w) — 2k).

3.2 Groupe symplectique

Dans ce qui suit on suppose que dimFE = 2m et ¢ non dégénérée. Dans le paragraphe
précédent on a montré 'existence d’une base (e;),1 < i < 2m, dans laquelle ¢ s’écrit
Yo €5 1es o cette base est dite "base symplectique".

Le groupe symplectique Sp(y) est le sous-groupe de GL(FE) automorphismes de E qui

laisse ¢ invariante :
Vi e Sp(e),e(f(@), f(y) = e(z,y).

Il est clair que f transforme toute base symplectique en une autre :
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o(f(eai-1), flea)) = pleai1,e0:) =1 et o(f(ex), f(er)) =0

si{k,l} n’est pas de la forme {2i — 1, 2i}.

Si {uq, ..., us,} est une base symplectique de E, on définit un élément f de Sp(yp) par
f(e;) =u; , 1 <i<2m. Donc Sp(p) est en bijection avec I’ensemble des bases symplectiques
de E. On note Spo,(K), le groupe Sp(p) ot ¢ est la forme bilinéaire alternée canonique

sur K?2m.
Proposition 3.2.1 Soit K = Fq , on a| Spa,(K) |= meHZ"bzl(q?k —1).

Preuve. Une base symplectique de E s’obtient en ajoutant a la paire {x,y} une base
symplectique de Pi-.Comme le nombre de bases symplectiques de Pj- est | Span, oK) |,
on a | Spon(K) |= hom | Spem—o(K) | oi hay, est le cardinal de 'ensemble des paires
hyperboliques de

E:H={(z,y) € E?/p(z,y) = 1}.

2m

Comme hy,, = (¢°™ — 1)¢*™! | le résultat s’obtient par récurrence sur m. =

Remarque 3.2.1 De ce qui précéde et de ’isomorphisme entre A" PE* et APE  on déduit
la classification des p-vecteurs dans APKP*2. Ainsi il existe [5] + 2 orbites dans APKP*2:
par exemple, dans A*K°, il y a 4 orbites dont des représentants respectifs sont donnés, dans

une base (e;), par 0, ejeaesey, eres(esey + exeq) et erea(eseq + eseq) + ezeqeses.

3.3 Propriétés des formes bilinéaires alternées

Dans ce paragraphe on va démontrer trois lemmes qui nous seront utiles dans la suite.

Lemme 3.3.1 Soit u € A2E* une forme bilinéaire alternée sur un espace vectoriel de di-
mension finie. Soit W un sous-espace de codimension k de E, W °son orthogonal dans
E* et w un k-vecteur non nul de A*W° C AE* : W est totalement isotrope pour u si et

seulement si uw = 0.
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Soient {fi,...., fr} une base de W° telle que w = fifs...fr , complétée en une base
{fi,... . fu} de E* et {e1,...,e,} la base duale de E : {egi1,...,e,} est une base de W.
Ecrivons u = 21§i<j§n a;j fi fj: ww =0 équivaut & a;; = 0 pour k < i < j. Comme

a;; = u(e;,ej), W est totalement isotrope pour wu.

Remarque 3.3.1 Si u et wsont des bivecteurs tels que S, C S, et (rg(u),rg(w)) = (4,2)
etuw =0:w=u2xy et u=axr+by, ot a,b, x,y € E*. Si par contre uw # 0, v4(u — \w)
est un polynome du premier degré en X\ et il existe A non nul tel que uw = \w +v avec
rg(v) =2:u= Axy+ab, a,b,x,y € E*.

Supposons maintenant que u est un bivecteur de rang 6, w un trivecteur de rang 3,
So C Sy, et uw=0: alors w=xyz etu = ax+ by + cz, ot a,b,c,x,yet z sont dans
E*.Si par contre uw # 0, la restriction de u a S, est de rang 2; il existe un bivecteur v
divisant w tel que uw=v+u; avecrguy =4: S, NS, estde dimension 1 et on peut
trouver une base {a,b,c,x,y,z} de E* telle que u=ab+ cx +yz et w=xyz. On conclut
donc que

*si u et w sont des bivecteurs tels que S, C S, et (rg(u),rg(w)) = (4,2) alors il existe

{a,z,b,y} wune base de S, telle que

st uw =0, w=u2ay et u=ax+by

st uw #0,w=uzy et u= Ary+ab

* si u est un bivecteur de rang 6, w un trivecteur de rang 3 tels que S, C S, alors il
existe {a,b,c,x,y, 2z} une base de S, telle que
st uw=0,w=u1ayz et u=ar+by+cz

st uw # 0, w=2xyz et u=ab+cx+yz

Lemme 3.3.2 Soit H un plan vectoriel dans A?K® non contenu dans A*E, pour tout

hyperplan E de K° . Alors H posséde une base de l'un des types suivants :
Uy = €162 Uy = e1ey + ezey
ou
Uy = €9€3 + €4€5 Uy = €163 + €465

ot {ei1,...,es} est une base convenable de K°.

Supposons d’abord que H contient un bivecteur u; de rang 2. Tout bivecteur us non

collinéaire & u; est de rang 4 car H C A%(S,, + Su,)-
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Alors S,, NS,, est une droite Kes et on peut écrire u; = ejeq, uy = egez + e4e5 d’olt
le premier type.
Supposons maintenant que tout élément non nul de H est de rang 4. Soit {u;, us} une

base de H : S,, N S,, =W est de dimension 3. Considérons ’application
7 A°W — A*S, @ A*S,,
qui & v associe le couple (vuy, vuy).Comme dimA?W = 3, kerm contient une droite
D = Kejey
de A%Sy : en effet 'hypothése rg (u;) =4 entraine que 1’application
mi N2W — A'S,,

définie par m;(v) = vu;, ¢ = 1,2, est surjective ; par suite dim(kermy Nkermy) =1 et
kerm Nkerm, est une droite D = Kejey de A2H : on peut écrire u; = e1x; +eqy; . Posons
T1 = ey Y1 = —e3 et Yo = es, on a alors T, = ), a; €;, a; € K. Par un changement de
base, on a u; = ejes +e3eq et uy = 61(@262 + CL3€3) + eqe5. Si as était nul, u;— asus serait
de rang 2 : par homothétie sur us et e;, on peut supposer as = 1 et en remplacant us par
Uy — anu1, on obtient la forme demandée.

Nous avons vu en 1, que la donnée d’un trivecteur scindable w revient & celle d’un sous-
espace vectoriel d'un espace A?FE : ainsi le lemme précédent donne deux classes de trivecteurs
2-scindables de rang 7. Les trivecteurs 2-scindables de rang 8 s’obtiennent par 1’étude des
sous-espaces de dimension 2 de A2K%. Nous supposons maintenant K algébriquement clos
et soit H un sous-espace vectoriel de dimension 2 de A2K° : choisissons un générateur

o de A°K® et {u;,us} une base de H .Tout élément de H s’écrit

u=zu; +yus . V(u) = flu)p

et f(u) est une fonction homogene de degré 3 de w . En fonction des composantes x et y de
u, f est donnée par un polyndéme homogene de degré 3 en les variables x et y. Effectuer
un changement de base dans H revient & effectuer, pour f, un changement de variables
linéaire, de sorte que f est un covariant pour H. A changement de variable linéaire pres, f

peut prendre les 4 formes suivantes : f =0, f est le cube d une forme linéaire sur H, f est
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le produit d’une forme linéaire par le carré d’une forme linéaire indépendante de la premiére

ou bien f est le produit de trois formes linéaires deux a deux linéairement indépendantes.

Cela signifie qu’en changeant éventuellement de base {uj,us} dans H, on a les quatre

possibilités suivantes :

f=0,f=2%f=2%% et f=azy(r+y). Remarquons que si

H C AV ou V est un hyperplan de K (on dit alors que H n’est pas de rang maximal),

v3(u) =0 quelque soit u dans H et donc f = 0. Nous ne considérons maintenant que des

sous-espaces H de rang maximal (le cas de rang 5 est le lemme précédent ; ceux de rang

3 ou4 sont faciles).

Lemme 3.3.3 A2KS admet siz types de sous-espaces vectoriels de dimension 2 et de rang

maximal donnés par une base {uy,us}:

H,
H,
Hj
Hy
H;
Hg

U] = e1€3 + €264 Ug = e1€5 + €26
Uy = €164 1+ €ge5 + €e3€¢ Uy = €169

Uy = e1e4 + ese5 + e3eq U = €163 + €364
Ul = €169 + €364 Ug = €1€3 + €566
U1 = €169 Uy = €364 + €x5eq
U] = e1€9 + e56eq U9 = €19 + €364

73 =0

V3 = 2’

V3 =

Vs = 2%y

Vs = 2%y

Vs = zy(z +y)

Dans le premier cas, soit {uy, us} une base quelconque de H: comme f = 0,

Y (ur) = 3 (ug) = uiy*(uz) = uey?(uy) = 0. Les rangs de u; et uy valent donc 2 ou 4;

si, par exemple rang u; = 2, la relation u;y?(us) = 0 implique S,,N Sy, # {0}, donc H qui

est contenu dans A?(S,, + S,,), n’est pas de rang maximal. Posons S; = S,.: dimS; = 4

et S; + Sy = K% donc S; NS, est de dimension 2. 11 existe une base {e;} de K° telle que

Y2 (uy) = ereseseq et Y2 (ug) = ejeseseq; S1 M Sy est le plan de base {ej, es}.

Si erequy # 0, up = Aejes +v ot rgu =2 et u1y*(uy) # 0; c’est donc que

e1equy; = eresis = 0. On peut donc écrire

Uy = e1T1 + ezl

Uy = €1T2 + €212

ce qui donne, & un changement de notations pres, le résultat annoncé.

Supposons maintenant f(z,y) = z3: il existe une base {uy, us} de H telle que v>(uy) # 0,

72(U1)U2

= u1y*(ug) = 73(uy) = 0. Le bivecteur wuy est unique a homothétie preés car

y3(u) = 0 implique x = 0. Si le rang de uy vaut 2, la seule relation & satisfaire est
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72(u1) .ug = 0; on peut donc écrire us = ejes et uy = Aejes +e1x + ey +v ou x,y et
v s’expriment en fonction des quatre derniers vecteurs d’une base {e;} de K¢ Quitte a
enlever & u; un multiple de us, on peut supposer A = 0 : la relation uyy?(u;) = 0 signifie
que v est derang 2. Comme v3(u1) = e;resyv # 0, en changeant les quatre derniers vecteurs
de la base {e;}, on obtient wu; = ejes + eseq + esep.

Si le rang de uy est 4, la relation u;v%(uz) = 0 a la signification suivante: SZQ est un
plan du dual de K° sur lequel la forme bilinéaire alternée u; est dégénérée. En effet sinon
uy est dégénérée. En effet sinon w; s’écrirait v+ o ot rgv =2, rgv' =4 et S, = S, et
on aurait u;y?(us) = vy%*(uz) # 0. Donc u; peut s’écrire ax + by + 2t ou {w,y, 2, t} est une
base de S, : v2(u1) = abyx +axzt+byzt. Comme usy est de rang 4, v2(uy) est proportionnel
a zyzt et ugy?(uy) = abyzrus. Il en résulte que xyus = 0 et up peut s’écrire xz’ + yt' ou
{z,y, 2/, t'} est une autre base de S,,. Comme zt = A\2"t” +xa +yS ou A est un scalaire
non nul et o et 3 deux vecteurs de S,,,, on remplace u; par A u; qui s’écrit

(A ta+a)r + (A o+ B)y + 2t'. On a donc bien une base{ul,u;} de H et une base
{e;} de K°®dans laquelle

Ul = e1e4 + eges +eseg et Uy = ejeq + esey

Supposons maintenant que f(z,y) = x?y = 0. On a une base {u;,us}de H telle que
YV (ur) = P(ug) = wy*(ug) = 0 et v*(ur)ug # 0. Le rang de u; est nécessairement
4; celui de uy vaut 2 ou 4. Sl vaut 2,~v%(u;)uz # 0 implique S,, N S,, = {0} et on
obtient u; = ejes +eseq et us = eseq. Sile rang de uq est 4, S, NSy, est un plan P de base
{a,b} : u; = ax+by+v oulesupport de v est contenu dans un supplémentaire de P dans
Sy, Comme *(usy) est divisible par ab, u;v?(uz) = vy?(uz) = 0 implique v = 0. Comme
V2 (uy)ug # 0, abuy # 0 et uy = ab+ cd; posant e; = a, ea =z, e3 =0, e4 =y, e5 = C et
eg = d on obtient les écritures de u; et us annoncées.

Supposons maintenant que f(z,y) = zy(z + y). Il existe alors une base {uy,us} de H
telle que 72 (u1) = ¥*(ug) = 0 et uyy?(uz) = upy?*(u1) # 0. L’intersection S,, NS, est un
plan P de K% et ~%(u1) = e1esezes, 2 (uz) = eseqeses ou {es, eq} est une base de P et
{e;} une base de K°®. Comme u;72(ug) # 0, ujeseq # 0, donc wu; = Aezeq + vy ol vy est de

rang 2; de la méme facon, on a uy = ezeq + vy avec rgvy = 2. De uyy?(uz) = usy?(uy), on
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3.3. Propriétés des formes bilinéaires alternées

déduit que A = p, qu’on peut prendre égal & 1; de méme en modifiant e; et ey, et eset eg,

on trouve la base annoncée.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous rappelons 1’essentiel des résultats connus sur la classification des
formes bilinéaires alternées de rang n.
Cette classification aide & classifier les sous-espaces vectoriels de dimension 2 de A2K®

et N2K6.
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