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Notation

Nous introduisons les notations et les définitions nécessaires qui sont utilisées par la suite.

H Espace de Hilbert.

X' Dual topologique de X.

BVP Probleme aux limites de second ordre.

LP(Q2) = {u : ) — R mesurable : |ul’ € Ll(Q)} avec 1 <p < oo.
lullze = (J lu(z)Pdz) .

L>*(Q) ={u:Q— R mesurable et 3C : |u(x)| < C p.p sur Q}.

|| w|| oo = inf{C : |u(z)| < C p.p sur Q}.

C(92) Espace des fonctions continues sur (2.

D(A) : Domaine de définition d’un opérateur borné A.

R(A) : Image de A qui est noté aussi par ImA.

(X, d) : Espace métrique .

<.,.> : Définit un produit scalaire.

L(X,Y) :Ensemble des applications linéaires continues.

— : On écrit X — Y pour signifier que X est inclus dans Y’

et que I'injection canonique de X dans Y est continue.
> : On écrit X —— Y pour signifier que X est inclus dans YV’

et que l'injection canonique de X dans Y est compacte.

p-p Presque partout.

O, F Dérivée directionnelle de F' dans la direction v.

dF Dérivée au sens de Fréchet qui est noté aussi par F".
daF Dérivée au sens de Gateaux.

EVP Principe variationnel d’Ekeland .

s.c.i Semi continue inférieur.

s.c.s Semi continue supérieur.

f.s.c.i Faiblement semi continue inférieur.



f.s.cs Faiblement semi continue supérieur .

D(J) Domaine de définition de J.
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Introduction générale

Un equation quasi-linéaire est un type d’equation différentielle, ot1 le coefficient de la déri-
vée d’ordre le plus elevé ne dépend pas de la dérivée de la fonction inconnue.
L’ambition de ce mémoire est I'étude de I'existence et la multiplicité de solutions positives pour
un probleme aux limite quasi-linéaire de second ordre.La preuve du resultat principal repose
sur le lemme du Col et le principe variationnel d’Ekeland .
Le principe de lemme du Col établit I’existence d"un point Col (point critique), I'intuition qui
sous-tend ce lemme se trouve dans le mot « Col » lui-méme. Supposons que I désigne l’altitude.
Il existe alors deux points bas : I'origine, car .J(0) = 0, et un autre point v ot J(v) < 0. Entre ces
deux points se situe une chaine de montagnes (a distance ||u|| = r de 1'origine) ou1 I’altitude est
élevée (plus grande que a > 0). Pour aller de I'origine a v en suivant un chemin g, il faut traver-
ser les montagnes, c’est-a-dire d’abord monter, puis redescendre. Comme .J est plus ou moins
réguliere, elle doit atteindre un point critique quelque part entre les deux. L'intuition suggere
que si un tel point se situe sur un chemin qui traverse les montagnes a l’altitude la plus basse,
ce sera presque toujours un point Col.
Dans ce travail, on présente deux version de lemme du Col(en dimension finie et en dimension
infinie). En outre, le principe variationnel d’Ekeland est un resultat tres important dans 1’opti-
misation pour les quatre derniere décnnies, calcul différentielle, ’analyse,..., etc.
Dans ces contextes,on présente quelques-uns des travaux dans I'article [2] qui utilisent le lemme
du Col et le principe variationnel d’Ekeland pour résoudre nos résultats.
Cette thése comprend trois chapitre :
Le premiére chapitre est préliminaires qui contient quelque utils de base dont on ferq fréquem-
ment usage par la suite. Nous avons dévisé le chapitre par trois section, le premier section
contient ces operateur sur les espaces de banach comme la continuité et la compacité, injection
continue et injection compact et les propriétés de semi-continuité de fonctionnelles. Nous avons
présenté dans la deuxiéme section la théorie de point critique.
Dans la troixiéme section nous avons donné un rappel sur 'espace L? et lemme de compacité.

Ensuit, Le deuxieme chapitre est les variantes de lemme du Col de la montagne qui contient



deux section, le premiére section le principe variationnel Ekeland (forme forte et forme faible )
et quelques corollaires.
Dans la deuxieme section nous avons présenté deux version de lemme du Col (en dimension
finie et en dimension infinie ).
En fin, on va présenter le travaille de 1'article [2], nous discutons 'existence et la multiplicité
des solutions positives pour un probléme aux limite quasi-linéaire du second ordre suivant
—u(z) + u(w) = M(@)|u(@)*u(@) + q(2) f (2, u(z)), @ € [0,+00),
u(0) = u(+o00) = 0,
Dans ce cas, nous avons trouvé que le résultat dit que sous les conditions suivantes sur les

fonctions £, g, f et les constantes suivantes :

(Ho) hetq:|[0,+00) — (0, +00) appartenir a L' (0, +o00) N L>°(0, +00);

(H,) 1l existe une fonction continuement différentiable et bornée
p:[0,4+00) — (0, +00) appartenir a L*(0, +00) N L>°(0, +o00) de telle sorte que les fonc-
tions %, I%, I%, #, #7 et p—}}g tous appartiennent a L'(0, +0);

(Hy) M = max(|[p||z2, ]| z2) < +oo0,

+o00 T r
Moy =l | | (a;)(/ﬁ)gdx < +o0
S PRV 70 |

pour tous r € {5,2,5 + 1} et toutes g € {¢, h} et

400 x 2
1 ds 1
M,:pgo/qx</—)dx < —,
0 0
ol la constante A satisfait
. U —2 A U ) = N
(Hs) ulgggr % =Ac(0,),) et UEIEOO % = B € (A, +00), olt ;4 est la premiere valeur

propre du probleme (3.2) qui est définie dans le lemme 3.3,
(Hy) Ll existe p > f+ 1 tel que
F(s) < %sf(s), pour tout [s| > 0, ott F(s) / F(t)dt.
0
Donc, u; la premiere solution faible de notre probleme, on utilisé le lemme du Col pour
la démonstration. us la deuxiéme solution faible de notre probléeme, on utilisé le principe

variationnel d’Ekeland pour la preuve.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, on donne quelques notions élémentaires qui sont nécessaire par la suite.

1.1 Les opérateurs sur les espaces de Banach

Soit X et Y, deux espaces de Banach normés.

Définition 1.1. (Opérateur linéaire borné)[17] Soit A un opérateur linéaire, tel que D(A) = X
et R(A) C Y. On dit que A est borng, s’il est borné sur la boule unité B(0,1). C’est-a-dire, si
I'ensemble

{Azl, [l <1}

est borné.

Conformément a cette définition, si A est borné, il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour
tout z avec ||z|| < 1, on a I'inégalité
|Az|| < c.

Théoréme 1.1. [17] A est borné, si est seulement si, il existe une constante c > 0, telle que
|Az| < cf|z|,

pour tout x € X.

Définition 1.2. (Espace dual)[16] L'ensemble des fonctionnelles linéaires continues définies sur
un espace vectoriel normé constitue un espace vectoriel. On 1’appelle dual de I'espace X et on
note X .

On munit X de la norme

Ifllx = sup [(f,2)], VfeX'

zeX,||z]|<1

X' muni de cette norme est un espace de Banach et on a I'inégalité
(Fa)l < Iflwllellx, VieX, VreX

3



1.1.1 Semi-continuité

Définition 1.3. 1. On dit qu’une fonctionnelle f : X — R est semi-continue inférieurement

(s.c.t) au point zy, si pour chaque suite (x,) C €, telle que z,, — x¢, on a

f(xo) < liminf f(z,).

n—oo

2. On dit que [ est semi-continue supérieurement (s.c.s.) au point z, si pour toute suite

(xn) C Q, telle que z,, — zp,0on a

f(zo) > limsup f(z,).

n—oo

Définition 1.4. On dit qu'une suite (z,,) € X converge faiblement vers z, si
pour tout f € X', (f,x,) — (f, ),
et on écrit z,, — x.

Proposition 1.1. [7] Soit (x,,) une suite de X. On a
1. Siz,, — x, alors x,, — x.
2. Six, — z, alors (x,) est bornée et ||z|| < liminf ||z,||.
n—o0

Proposition 1.2. [7] Lorsque X est de dimension finie, une suite (x,,) converge faiblement, si et seule-

ment si, elle converge fortement.

Définition 1.5. (Réfléxivité) Soit X un espace de Banach et soit i I'injection canonique de X
dans X". On dit que X est réflexif, sii(X) = X", ot X" est le bidual de X.

Définition 1.6. (Séparabilité) Soit (X, d) un espace métrique. On dit que X est séparable si X

admet une partie dénombrable et dense.

Théoréme 1.2. [7] Un espace de Banach X est réflexif, si et seulement si sa boule fermée est faiblement

compacte.

Corollaire 1.1. [7] Si X est un espace de Banach réflexif, alors toute suite bornée (x,) C X avec
||| < M contient une sous suite qui converge faiblement vers un élément x € X vérifiant ||z| < M.
1.1.2 Continuité et compacité des opérateurs

On va considérer des opérateurs 7' de X dans Y et on va donner une définition concernant
les propriétés de la continuité de 7.

La notion plus simple est la suivante



Définition 1.7. L'opérateur 7' : X — Y est dit continu en z, si pour toute suite (z,,) C X qui
converge vers z, T'(x,) converge vers T'(x).

T est dit continu sur €2 C X si T est continu en tout point = € 2.

Définition 1.8. Un opérateur 7' : X — Y est dit compact s’il est continu et a la propriété. Pour

toute suite (z,,) bornée dans X, la suite (7'(z,)) admet une sous suite convergente.

Définition 1.9. Soit (X, ||.||1) et (Y, ||.||2) deux espaces de Banach. Un opérateur 7" : X — Y est
dit completement continu s’il est continu et I'image de tout ensemble borné de X est relative-

ment compact dans Y.

1.1.3 Cas particulier (I'injection continu et compact)

L'injection définissent les relations qui existent entre différents espaces fonctionnels. Ils sont

tres importants dans 1’analyse moderne et les problemes aux limites.

Définition 1.10. Soient X et Y deux espaces de Banach. On dit que X est injecté dans Y et on
écrit X — Y, sipourtoutz € X onaz € Y et ||z|y < ¢|z]x, ol la constante c ne dépend pas
de z € X. On définit 'opérateur d’injection i : X — Y, qui nous permet de considérer le méme
élément x € X comme un élément de Y.

X — Y est équivalent a dire que l'opérateur d’injection 7 : X — Y est un opérateur linéaire
continu.

Si||z|ly < c||z||x, pour tout z € X alors ||i(z)]]y < csi|z]x < 1.

Définition 1.11. Si X — Y et 'opérateur d'injection ¢ : X — Y est un opérateur compact,
alors on dit que X est injecté de maniére compacte dans Y/, et on écrit X —<— Y. La compacité
de l'opérateur i : X — Y est équivalent a dire que tout sous-ensemble borné de X est un

sous-ensemble compact de Y.

1.1.4 Semi-continuité forte et faible

Définition 1.12. 1. On dit qu’une fonctionnelle f : X — R est semi-continue inférieure-

ment (s.c.7) au point xy, si pour chaque suite (x,) C €2, telle que z,, = 2y, on a

f(zo) < liminf f(z,).

n—oo

2. On dit que f est semi-continue supérieurement (s.c.s.) au point z, si pour toute suite

() C 1, telle que x, — xp, on a

f(xg) > limsup f(x,).

n—oo



Exemple 1.1. 1. Soit la fonctionnelle f : R — R définie par
-1 st <0
o) ={ §

1 six>0.
Alors f est semi-continue inférieurement (s.c.i.) a zp = 0 mais n’est pas semi-continue

supérieurement.
2. Soit la fonctionnelle f : R — R définie par
-1 siz <0
f(x)_{ 1 siz>0.
Alors f est semi-continue supérieurement (s.c.s.) a zop = 0 mais n’est pas semi-continue
inférieurement.

Définition 1.13. 1. Une fonctionnelle f : X — R est dite faiblement semi-continue infé-
rieurement (f.s.c.i.) au point z, si pour chaque suite (z,,) C € telle que z,, — =z, on

a
f(w0) < liminf £(z,).

n—oo
2. On dit que f est faiblement semi-continue supérieurement (f.s.c.s.) au point z, si pour

toute suite (z,,) C (2, telle que x,, — zo, on a

f(@o) = limsup f(zy).

n—oo
Exemple 1.2. Soit la fonctionnelle J définie sur un espace de Hilbert # comme suit
Ju— JJul?
alors J est faiblement semi-continue inférieure (f.s.c.i.). En effet, soit (u,,), telle que u,, — u, on
montre que
|u||? < liminf ||u,||?.
n—-+oo
Ona
ln —ul|* = (un —u,up — u)
= lunl® = 2(un, w) + [[ul* > 0,
et comme H = H et u,, — u, donc
Vu € H : (un,u) — (u,u) = |Jul|>.

Alors
[un]|® > [Jull?,  Vn €N,

il résulte que

|ul]* < lminf ||u,|]*.
o0

6



Remarque 1.1. 1. Il est facile de voir que si f est continue en x, alors f est (s.c.s.) et (s.c.q)

et inversement.

2. Si f est faiblement continue en x, alors f est (f.s.c.s.) et (f.s.c.i.) et inversement.

Définition 1.14. (La dérivée au sens de Fréchet) Soit u € U et F' : U — Y. On dit que F est

différentiable au point u s'il existe une application linéaire continue A € £(X,Y), telle que si on

considere
R(h) = F(u+h) — F(u) — A.h, pour h € X, petit.
Alors
R(h
ﬁ — 0 lorsque ||h|| — 0,

c’est-a-dire
Ve >0, 30 > 0 tel quesi ||h]|x <4, alors [|[R(h)|ly < el|h|x.

Si une telle application A € L(X,Y) existe, elle est forcément unique. On note par
A=dF(u).

Elle est appelée différentielle (au sens de Fréchet) de F' en u, ou encore application linéaire
tangente a F' en u. En 'absence de précision supplémentaire différentiable signifiera dans la

suite différentiable au sens de Fréchet.

Exemples 1.1. 1. Si F(u) = c¢. Alors F Fréchet différentiable et
dF(u) =0, Yu.

2.59Ae L(X,Y)A(u+h) — A(u) = A.h et donc dA(u) = A, Yu € X.
3. La fonctionnelle F' : H — R™ telle que

F(u) = glull? = {u, ),

est Fréchet différentiable et

dF (u)h = (u, h).

4. La fonctionnelle F': H — Rt

F(u) = 5 ull
est Fréchet différentiable pour u # 0 et
dF(u)h = L1
[l

On a ensuite toutes les propriétés classiques.

7



Proposition 1.3. [14]
i) Soit F et G deux applications de U vers Y. Si F' et G sont différentiables en u € U. Alors YV, p
réels \F' + nuG est différentiable en u, et
AAF + puG)(u) = MdF(u) + pdG(u).

ii) Soit X,Y et Z trois espaces de Banach, U un ouvert de X, et V un ouvertdeY. Soit ' : U — Y
et G:V — Z, telsque F(U) C V. Si F est différentiable en u et G est différentiable en v = F(u),
alors G o F est différentiable en u et

d(Go F)(u) = dG(v) odF(u), v= F(u),
c’est-a-dire
d(G o F)(u)h = dG(v)[dF (u)h).
La différentielle de G o F est donc la composition des applications linéaires continues dF'(u) et
dG(v), pour v = F(u).
Définition 1.15. (Dérivée directionnelle) Soit /' : U — Y, u € U. Soit v € X, v # 0. On appelle
dérivée directionnelle en u de F' dans la direction v, notée 0, F(u), la limite lorsqu’elle existe.

9, F(u) PI% F(u—i—tvt) — F(u)

La notion de dérivée directionnelle est donc une extension de la notion de dérivée partielle. Si
F est Fréchet différentiable, alors pour tout v € X la dérivée directionnelle dans la direction v
est donnée par

OpF(u) = dF (u)v.

En effet,
F(u+tv) = F(u) + dF(u)(tv) + R(tv).
Donc
F(u+ tvt) — F(u)  AF(u)) + R(ttv)y
R(tv)

- — 0, lorsquet — 0.

Définition 1.16. (Différentiabilité au sens de Gateaux) On dit que F' : U — Y est Gateaux
différentiable en u (G-différentiable en u), s’il existe une application linéaire continue A de X
vers Y, c’est-a-dire A € L(X,Y), telle que pour tout v € X, la dérivée directionnelle de F' en u

dans la direction v existe et est égale a A(v), c’est-a-dire

8F(u):limF(u+tU)_F(u)
b t

t—0

= A(v), t—0, Yve X.



On vérifie alors que, si une telle application A existe, elle est unique. On note
A =dgF(u).
Proposition 1.4. [14] Si F est Fréchet différentiable en u, elle est Gateaux différentiable en u et
OcF(u) = dF(u).
La réciproque est fausse en général, méme en dimension finie.

Exemple 1.3. Soit F': R* — R,

2y 2 .
F(x, Z/) _ { <x4+y2) y SZ. Y 7£ 0
0, sty = 0.

est G-différentiable a (0, 0), mais pas différenciable au sens de Frechet a (0, 0).
Remarque 1.2. La G-différentiabilité n'implique pas la continuité de F.

Exemple 1.4. Soit F': R* — R,

2

1, siy==zx
F(l’,y):{ 0 SZ'::Z#ZQ.

est G-différentiable a (0, 0), mais n’est pas continue a (0, 0), (alors que bien entendu la différen-
tiabilité au sens de Fréchet I'implique).
Tandis que, si on sait que F est C' au sens de Gateaux, alors F est Fréchet différentiable sur U

et les deux notions coincident et on a

Théoreme 1.3. [14] Soit F : U — Y une application G-différentiable (U ouvert de X). On suppose que

U'application v — dgF(v) est continue sur U. Alors F est Fréchet différentiable sur U et

dF(v) =dgF(v), YveU.

Démonstration - Soit r € (0, 1] tel que B,(u) C U. Puisque dgF : U — X' est continue a u,
pour chaque € > 0 il existe § € (0, 1] tel que

|daF (u+tv) —deF(u)|| <e pour ||v]| <9, |t| < 1. (1.1)
D’autre par, pour chaque v € B,(0) la fonction

t €[0,1] = (daF(u+tv),v),



est la dérivée de la fonction

Par conséquent
1

/(dGF(u +tv),v)dt = g(1) — g(0) = F(u+v) — F(u).

0
Donc

1
Flu+v) — F(u) — (doF(u / doF(u + 1) — daF(u), v)dt. (12)
0

Soit

/ (dgF(u+tv) —dgF(u),v)dt.
0

D’apres (1.1), pour tout v € B;(0), nous avons que

[R(u,0)]| < /IIdGF(U+tU)—dGF(U)IIIIUIIdt
< eloll.

Pour cette raison R(u,v) = o(||v]|) quand ||v|| — 0. Ensuite, (1.2) montre que dF'(u) est le dérivé

de Fréchet de F' a u. n

Remarque 1.3. En pratique, il est plus facile de vérifier la différentiabilité au sens de Gateaux.
Si on veut prouver que F est C?, il suffit donc de prouver qu’elle est Gateaux différentiable,

puis de vérifier que la différentiable d F' est continue.

1.2 Théorie des points critiques

Proposition 1.5. [14] Soit X un espace de Banach, et J une application de X vers R, soit w € X. On
suppose que
J(u) = inf J(v),

veX
c’est-a-dire
J(u) < J(v), Yv € X.

Alors, si J est Gateaux-différentiable en u, on a

10



Démonstration - Sous I'hypothése de ce proposition, supposons sans perte de généralité que
up est un point minimum (sinon considérons la fonction —J au lieu de J).

Comme u, € U et U est ouvert, il existe un nombre réel positif r tel que la boule ouverte B, (uy)
est contenu dans U.

Maintenant, soit h € X \ {0}. Alors, pour chaque ¢ tel que
1< e onas o+ th) 2 (o),
et ainsi par le Gateaux différentiabilité de .J a uy, nous avons

deJ(uo)(h) = lim %[J(uo +th) — J(ug)] > 0.

t—0t

Il s’ensuit également que dgJ(up)(—h) > 0, i.e., dgJ(ug)(h) < 0, par linéarité de deJ (uo).
Par conséquent d¢J(ug)(h) = 0, pour tout h € X en effet. Ainsi dgJ(up) = 0. n

Définition 1.17. Soit uy, € X. On dit que v est un minimum local pour J si il existe § > 0 tel
que
J(up) < J(v), Vv € B(ug,d), v # up.

On a alors

Proposition 1.6. [14] Soit uy € X, un minimum local de J. Alors si J est Gateaux différentiable en w,
alors
dgj(UO) = 0.

Définition 1.18. (Points critiques) Soit J une fonctionnelle différentiable de X vers R. Un point
u € X est dit critique pour J ssi
dJ(u) = 0.

Définition 1.19. (Valeures critiques) On appelle valeur critique, de la fonctionnelle J, de classe

C' définie sur X, un nombre ¢ € R, tel qu’il existe u € X, tel que

Théoreme 1.4. [16] Soit C' un ensemble convexe fermé de X, Banach réflexif.

Soit J : C'— R U {+4o00}. On suppose

i) J coercive et J # +o00, c’est-a-dire

lim J(u) = +o0.
l[uf| =400

11



i1) J (s.c.i) pour la convergence faible. Alors il existe u € C, tel que

J(u) = inf J(v) (< +00)
Side plus J est Giteaux-différentiable en u, alors deJ (u) = 0.

Définition 1.20. (Suite minimisante) Une suite minimisante d’une fonctionnelle J : X —

| — 00, +00] est une suite (x,,) telle que
L, Tlon) = ol @)
Théoreme 1.5. [14] Soit X un espace de Banach réflexif, et J une fonctionnelle définie sur X, telle que
1. Jest (f.s.ci),

2. la suite minimisante de J est bornée sur X,

alors J atteint son infimum sur X.

1.3 Espace de Lebesgue L”

Dans la suite, 2 désigne un ouvert de R muni de la mesure de Lebesgue dx.

Définition 1.21. Soit p € Ravec 1 < p < oo, on définit

LP(Q2) ={f: Q — R, mesurable et /|f(x)|pd:v < +o0}.
Q

1
Onnote || f||r» = ([, |f(z)|Pdz)? , et |.||L» est une norme.

Définition 1.22. On pose
L>*(Q) ={f:Q2— R, mesurableet3C : |f(z)] < C p.psur Q}.

On note
| fllzee = inf{C : |f(z)| < C, p.psur Q}.

Théoreme 1.6. (Théoreme de convergence dominée de Lebesgue)[7] Soit ( f,,) une suite de fonctions

de L. On suppose que

@ (fu(z)) = f(x) p.p. Sur Q.
(b) Il existe une fonction g € L*(Q), telle que pour chaque n, | f,,(z)| < g(z) p.p. Sur Q. Alors

feLl(Q) et ||fu— flo —0, n— oo

12



PP s 5 . 1 1 _
Théoréme 1.7. [7] L'espace LP est réflexif pour 1 < p < oo, et son dual est LY tel que - + - = 1.

Théoréme 1.8. (Inégalité de Cauchy-Schwarz)[7] Soit f et g € L*(2). Alors, nous avons que

Jisot< ([1e):( 1)

Théoreme 1.9. (Inégalité de Holder)[7] Soit 1 < p < +o00, on note q I'exposant conjugué, 110 +==1.

1
q
Suppose que f € LP(Q) et g € LI(2) avec 1 < p < +o0. Alors

(i) fg € LQ)et

1
q

@) 15l < (S19)" (f1a)" = 1l

Théoreme 1.10. (L'inégalité de Young)[7] Pour a,b > O et p,q > 1tel que . + . = 1,0na

1 |
ab < —aP + -b1.
p q

1.3.1 Lemme de compacité

Lemme 1.1. (C. Corduneanu)[1] Soit D C C,(]0, +0o0),R) un ensemble borné. Alors D est relative-
ment compact si les conditions suivantes sont vérifiées :

(a) D est équicontinu sur tout sous-intervalle compact de R*, i.e.
vV J C [0,+00) compact,Ve >0, 30 >0, Va,xs € J:
|z1 — 23] < d = |u(z1) — u(ze)| < e,Yue D,
(b) D est équiconvergent a +oc i.e.,
Ve>0,3T7 =T(eg) > 0 tel que

Va:x>T(e) = |u(x) — u(+o0)| < e, Yu e D.

13



CHAPITRE 2

VARIANTES LE LEMME DU COL DE LA
MONTAGNE

Dans cette chapitre, nous présenterons deux version de théoreme de Col (Lemme du Col),
a partir de Lemme du Col de dimension un qui aidera a comprendre la généralisation aux
dimensions supérieures. Nous introduirons également une condition de compacité connue sous
le nom de condition Palais-Smale, qui, comme nous le verrons, est nécessaire pour le Lemme
du Col (de dimension infinie) d’Ambrosetti et de Rabinowitz (voir [14] et [24]) .
Mais au début on vas donner le principe variationnel d’Ekeland et quelques ses corollaires,

parce que nous apportent la preuve de le Lemme du Col basée sur ce principe.

2.1 Principe variationnel d’Ekeland

Soit X un espace métrique complet et J : X — R une fonctionnelle semi-continu inférieur,
bornée inférieurement. Si (u,,),, est une suite minimisante, alors pour chaque ¢ > 0 il existe n,
tel que pour n > ny

J(uy,) < i%fJ‘FS.
On dit que u = u. est un e — minimiseur de J si
J(u) < i&f(]—i-e.
Le théoréme d’Ekeland considere I’existence des points e— minimiseur.

Théoreme 2.1. (Principe variationnel d’Ekeland, forme forte 1974)([11], [9])
Soit (X, d) un espace métrique complet et J : X — RU{+o0} une fonctionnelle semi-continu inférieut,
bornée inférieurement, et non identiquement égale a +oo ( J # +00).

Soit e > 0 et u = u. € X qui donne tel que
J(u) <infJ +e.
X

Alors, pour tout X\ > 0 il existe v = v, € X tel que
(@) J(v) < J(u),
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(b) d(u,v) < A, et
(c) J(v) < J(w) + $d(w,v), pour tout w € X \ {v}.

Nous présentons un théoreme et une corollaire dérivés de principe variationnel d’Ekeland.

Théoréme 2.2. (Principe variationnel d’Ekeland, forme faible 1979)[9]
Soit (X, d) est un espace métrique complet et soit J : X — R U {+o0} une fonctionnelle qui est semi-

continu inférieur, bornée inférieurement. Alors, pour tout € > 0, il existe u. € X qui satisfait
J(u.) < i&fJ+5,
et chaque fois w € X avec w # u,., alors

J(ue) < J(w) 4 ed(u.,w).

Démonstration - Nous montrons que il existe u. un e— minimiseur. Soit ¢ > 0 et on mettet
b e
g0 = min{=, "},
2
pour que 0 < e < lonacgg < . Alors par la propriété de I'infimum
Jug € X tel que J(uo) < infJ + &
Alors ug est un e2— minimiseur de J. Soit
Ko :=— > 1,
afin que on peut appliquer le théoreme 2.1 pour obtenir I'existence de certains u. € X tel que
J(u.) < J(w) + eirod(w, us), Yw # u..

Puisque kg := %, ona J(u.) < J(w) + god(w, u.), Yw # u,

et comme, ¢ < ¢, donc on obtient

J(u:) < J(w) + ed(w, u:), Yw # u..
Aussi, de théoréme 2.1, on a que

J(ue) < J(uo) < infJ + e < inf J + ¢,

ce qui implique que u. est un e— minimiseur de J. |
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Corollaire 2.1. ([6], [18])
Soit X est un espace de Banach J : X — R une fonctionnelle (s.c.i.), bornée inférieurement et Gateaux

différentiable. Alors, pour tout € > 0 et toute u. € X tel que
J(us) < inf J +¢,
X

il existe un point v dans X satisfaisant
(1) J(v) < J(ue),
(2) llv—uell < Ve, et
@) Tl < Ve

Démonstration - Les relations (1) et (2) sont évidemment les (a) et (b) dans principe varia-
tionnel d’Ekeland pour A = /e, tandis que pour (3), de la relation (¢) on a, pour tout w € X et

toutt > 0,

%[J(U) — J(v + tw)] < Ve||w].

Passant a la limite comme ¢ tend vers 0, nous obtenons cela pour chaque w dans X

—(J'(v), w) < VE[lwl.
Cela vaut aussi pour —w, alors
(/' (v), w)] < Velul,

et alors

Remarque 2.1. Les relations (1) et (3) signifie que nous avons obtenu un (presque minimiseur)

de J, qui est aussi un ( presque point critique ).

2.2 Lemme du Col de la Montagne

Nous commencons par énoncement un théoreme bien connu, a savoir celui de Rolle. qui le
présente un version de Lemme du Col (Mountain Pass Lemma) en dimension finie.
221 Lemme du Col en dimension finie

Théoréme 2.3. (Théoreme de Rolle) Soit f € C'([x1, x2]; R) avec x et x5 € R tel que x1 # xo. Alors

si f(x1) = f(xa), il existe au moins un élément x5 € (xq, x2) tel que
f/(l'g) = 0.
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Démonstration - Rappelons qu’en conséquence du théoréme de Heine-Borel, l'intervalle
fermé [xy, z5] dans R est compact, et puisque f est continue, donc elle atteint a la fois sa maxi-
mum et sa minimum par le théoreme des valeurs extrémes.

Maintenant, si f est constant dans [z, 23] avec f(x1) = f(z2), puis bien str f'(x3) = 0 pour tout
T € [z1; 2]

Ainsi, si f n’est pas constant dans [z}, z2], le théoreme des valeurs extrémes et la condition
f(z1) = f(x2), impliquent qu’au moins un des extrémes de f se produit dans un point intérieur

r3 € [x1; x2), donc x5 est un point critique de f. n

Théoréme 2.4. (Lemme du Col dans R) Soit x1 < x3 < x4 des nombre réels distinct et f € C*(R;R)

Si

f(xs) > max{f(21), f(z2)}. (2.1)

Alors, il existe un point critique  de f dans (x1, x2) tel que
%) =jmax j— inf s z )i 2.2
JE) Sl ik /(<) (2.2)

I' ={[a,b], telque a < x1 < x9 < b}.

FIGURE 2.1 - la position des z*, z, x5 et x3.

Démonstration - Si nous supposons que f(z;) < f(z2) (ou bien inversement ), alors le théo-

réme de la valeur moyenne implique que
dz* € [z1,23] telque f(z") = f(xq). (2.3)

Sinous appliquons maintenant le théoreme de Rolle et on utilisons le plus petit nombre z* qui
est satisfait la condition (2.3), nous serions garantis 1'existence d’'un maximum dans [z*, z5]. Il

résulte maintenant de (2.1) que

max f > max f > f(z3) > max{f(z1), f(z2),

[z1,22] [z*,22]
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et puisque [z, 2] € ', nous avons que

ma = inf max f(z).
[a:har}g(]f [a,b}ef‘xe[a,b]f( )

2.2.2 Suit et condition de Palais-Smale

Définition 2.1. [18] Soit F un espace Banach et J : E — R une fonctionnelle de classe C'. On
dit que J satisfait la condition de Palais-Smale, notée (P.5), s’il y a une suite (u,,) dans E telle
que

(J(u,)) bornée, et J'(u,) — 0,quand n — +oo (2.4)

admet une sous-suite convergente.

Toute suite satisfaisante (2.4) est appelée suite de Palais-Smale.

Définition 2.2. [18] Soit F un espace Banach et J une fonctionnelle de classe C*, et ¢ € R. On dit
que la fonctionnelle J satisfait a la condition (locale) de Palais-Smale au niveau ¢, notée (P.S).,

s’il y a une suite (u,,) dans E telle que
J(u,) — c,et  J'(u,) — 0, (2.5)
admet une sous-suite convergente.

Exemple 2.1. Dans R la fonctionnelle J : = +— 22, satisfait la condition de Palais-Smale en 0

tandis que J :  — e~%, ne la satisfait pas, car la suite définie par u,, = n vérifie lim e™ = 0 et
n—0o0

lim —ne " = 0 mais (u,) n"admet pas une sous-suite convergente.

n—oo

Remarque 2.2. La condition (P.S). est une condition de compacité sur la fonctionnelle .J, en ce

sens que 1'ensemble K. de points critiques de J au niveau c,
K.={ueFE:Ju)=c etJ(u)=0}
est compact.

Démonstration - De (P.S),, il s’ensuit que toute séquence (u,,) dans K. a une sous-suite
convergente, et par la continuité de J et J' (rappel de la définition 2.2 que J € C'(E,R)) tout
point d’accumulation d"une telle suite se situe également dans k..

Donc K, est compact. n

Exemples 2.1. 1. L'identité fonctionnelle sur E satisfait (P.S), ou K = ® est 'ensemble de

tous les points critiques de J dans F,
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2. La fonctionnelle J = 0 qui définie sur £ = R ne satisfait ni (P.S), ni (P.S),, et 'ensemble

K est1’espace entier,

3. La fonctionnelle J(u) = sin(u) qui définie sur £ = R satisfait (P.S). pour tous ¢ € R\

{—1,1} et K est un ensemble infini et non borné.
Théoréme 2.5. Soit J € C'(R",R) est une fonctionnelle coercitive, c’est-a-dire,

lim J(u) = 400,
llull—+oc

alors J satisfait (P.S).

Théoréme 2.6. (Lemme du Col dans R") Supposons J € C'(R™, R) est une fonctionnelle coercitive
et possede deux minima relatifs stricts distincts x; et x5. Alors J possede un troisieme point critique xs
distinct de x, et x4, caractérisé par

J(z3) = inf max J(x),

yel' zey
ou

I'={y CR", -~ compact et connecté(raccordé) x,, x> € v}.

2.2.3 Lemme du Col en dimension infinie

Lemme 2.1. (Lemme du Col)[14], [24]. Soit E un espace de Banach réel et J € C*(E,R) satisfait
(P.S). la condition de Palais-Smale au niveau c, avec J(0) = 0. Supposons que
(a) Il existe p > 0et o > 0 tels que J(u) > o pour tout u € E avec ||u|| = p;
(b) llexistee € E, ||e|]|p > ptel que J(e) < 0.
Alors J admet une valeur critique ¢ > «. De plus, c peut étre caractérisée par
On définit

I'={yeC0,1,E)| ~(0)=0,(1) =e}. (2.6)
Alors
¢ = Inf max J(y(t)) = a (2.7)

est une valeur critique de J(u).

Remarque 2.3. Géométriquement, lorsque £ = R? les hypotheses (a) et (b) signifient que 1'ori-

gine se situe dans une vallée entourée d"une montagne
I, ={(z,7(z)) e R*: z € R*}.

I doit donc exister un Col de montagne joignant (0,0) et (1,~v(1)) qui contient une valeur cri-

tique (voir figure en-dessous).
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FIGURE 2.2 — Col de la montagne entre "villages" (0, 0) et e; (1, ), qui illustration les conditions
géométriques (a) et (b) de Lemme 2.1.

R

’

Remarque 2.4. Notez que la condition (P.S) est essentielle dans le lemme 2.1 comme le montre

I'exemple suivant.

Exemple 2.2. La fonctionnelle J(z,y) = 2* 4+ (z + 1)%y? satisfait aux hypotheses (a) et (b) du

Lemme 2.1 mais ne satisfait pas a la condition (P.S) et son point critique unique est (0, 0).

Démonstration - Le point (0,0) est un minimum local strict et I'unique point critique. Si la
condition (P.S) est satisfaite, alors (P.5). avec ¢ > 0 défini par (2.7) est également satisfait. Soit

(2, yn) une suite telles que

lim <xi + (zn + 1)3yi> = ¢ 0,

n——+oo

lim <2xn + 3(zn + 1)2y2> =1, (2.8)
n—-+00

lim 2(x, + 1)y, = 0.
n—-+00

Supposons que 1iIJ£l (0, yn) = (Z,9) # (0,0). En passant a la limite de (2.8) on obtient

lim (jQ + (T + 1)352) =¢>0,

n—-+00
: = = 2-2\ _
(2434 77) =0
lim 2(z +1)%j = 0.

n—+o00
ce qui implique une contradiction. |
Pour la preuve du Lemme 2.1, nous donnons un nouveau démonstration basée sur principe

variationnel d’Ekeland.
Démonstration - Clairement, I' # () puisque 7(t) = te est dans I'. Alors nous supposons que

la condition géométrique

c¢> inf J(u) > max{v(0),v(1)}, (2.9

u€S(0,p)
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est satisfait pour tout
u€ S(o,p) ={ueE:|u-0]<p} (2.10)

Notez que J peut étre non bornée inférieurement mais nous exigeons seulement qu’il soit bor-
née inférieurement sur S(0; p) pour certains p > 0.
Sinous considérons I' de (2.6) comme un espace normé pour la topologie uniforme engendrée

par la norme

= )|, our v eI,
[]Ir tgl[%lv()l pour v

et définir

¢:I' — R comme ¢(v) = g[(?}f] J(y(t)).

ors, ¢ est semi-continue inférieurement comme une limite supérieure d’une famille de fonc-
Al t t f t limit d’ f lle de f

tions semi-continues inférieurements. Il est également bornée inférieurement, depuis
c> irI;f ¢(u) > max{.J(0), J(e)},

par conséquent, nous pouvons utiliser le principe variationnel d’Ekeland. c’est-a-dire que pour

chaque € > 0, il existe un chemin +. € I tel que
{ ¢(7:) <c+te, et, (2.11)
¢(7) = ¢(7:) — €llv — %llr, pour tout y €T
Soit
M(e) = {t € [0;1] : J(3(8)) = max J(7.(2))},

z€[0;1]

Alors, (2.11) implique qu’il existe un t. € M () tel que

1T (vt < e

La condition (PS). avec la suite de Palais-Smale z,, = 1 (¢1 ) fait ensuite le travail pour terminer

I'épreuve. n
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CHAPITRE 3

MULTIPLICITE DE SOLUTIONS POSITIVES
POUR UN PROBLEME AUX LIMITES
QUASI-LINEAIRE DE SECOND ORDRE

Dans ce chapitre, nous discutons l'existence et la multiplicité des solutions positives pour
une classe d’équations quasi-linéaires du second ordre. Pour obtenir nos résultats, nous utilise-
rons le lemme du Col et le principe variationnel d’Ekeland. et nous choisirons comme exemple

I'article qui a été publié par les auteurs D. Bouafia, T. Moussaoui et D. O'Regan en 2018 (voir

[2]).

3.1 Introduction

Notre objectif dans ce chapitre est d’obtenir au moins deux solutions positives au probleme
suivant

{ —u" +u = Ah(z)[ul’u+ q(z) f(u), x € (0,+00), (3.1)

u(0) = u(400) =0,
ou f € C(R,R), et sont des parametres réels avec 1 < 5 < 2et A > 0.
Au cours de ce chapitre, nous supposons que les hypotheéses suivantes sont satisfaites :

(Ho) hetq:|[0,+00) — (0,+00) appartenir & L'(0, +00) N L>(0, +00);

(H,) 1l existe une fonction continuement différentiable et bornée p : [0, +00) — (0, +00)
appartenir a L'(0, +oc) N L>(0, +00) de telle sorte que les fonctions ]%, ]%, I%, #, e,
et ]% tous appartiennent a L'(0, +0);

(Hy) M = max(|pl| 2, [|p']|2) < +o0,

400 x .
My = plle { [o( [ %)de] < +o0,

pour tous r € {3,2,5 + 1} et toutes g € {q,h} et

N[

+00 T
My = plie { [ ([ Z%W"] <
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ol la constante A satisfait

L fw) 2 o flu) <2 5 .
(Hs) ulirgh Tal A€ (0,),,)et UEIEOO TP B € (A\y,, +00), ol Ay, est la premiére valeur

propre du probleme (3.2) qui est définie dans le lemme 3.3,

(Hy) Nexiste p > B+ 1tel que
1 . A
F(s) < —sf(s), pourtout|s| >0, ol F(s) = /f(t)dt.
a 0
Nous présentons maintenant 1’espace de Hilbert H;(0,+00) qui convient a 1’étude de notre

probleme. Soit
H} (0, +00) = {u mesurable : u, v’ € L*(0,4+00), u(0) = u(+o0) = O},

muni de la norme

oo +o00 2
= [ w@pa+ [pa) |
0 0
et associé au produit scalaire
00 +00
(u,v) = /u’(x).v'(x)dx—i— /u(x)v(x)dm
0 0

On considere les espaces L (0, +00) qui sont définis par

+o0
Ly (0,+00) = {u : (0, +00) — R mesurable telle que / g(x)|u(z)|"dx < o0},
0

pour tous r € {3,2, 8+ 1} et toutes g € {h, ¢} équipé respectivement par les normes

“+00

lwllrg = / g(x)|u(x)|"dx

0

Soit I'espace C; [0, +-00) défini par

Cip[0, +00) = {u € C([0,400),R) : lim p(x)u(zx) existe}.

r—r-+00

La norme correspondante est définie par

[ulloo = sup p(@)lu(z)].
z€[0,+00)

Nous donnons maintenant quelques lemmes et corollaires nécessaires, qui sont utilisés ci-

dessous.
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Lemme 3.1. [12] H} (0, +00) s'injecte de maniere continue et compacte dans C) [0, +00), i.e.,

[ullocy < Mllull Vu € Hy(0,+00).

Démonstration - Etape 1 : On preuve Hj(0,+00) < C),[0,+0). En effet, pour toute u €

H;(0,+00), nous avons

paua)] = IpCrocyutroo) — sl =| [ (s
< |[ o]+ [ s
< +/Oop/Q(S)GZS 5 +/oou2(s)ds §
o +/oop2(s)ds 2 +/Oou’2(s)ds .

< vV2max([[p|| gz, [lpll ) |ull-

Par conséquent

lulloop < V2M .

Etape 2 : On preuve Hj(0,4+00) <> C),[0,+00). Soit D C Hy(0,+00) un ensemble borné.
Alors elle est borné dans C),[0, +00) d’apres le lemme 3.1. Soit R > 0 tel que pour toute u € D,
|lu|]| < R. Alors nous appliquerons le Lemme 1.1, on obtient :

(a) D est équicontinu sur sous-chaque intervalle compact de [0, +00). Soit u € D et x1,20 € J C

[0, +00) o1 J est un sous-intervalle compact, nous avons

[ oy s)as) =

z2

Ip(w1)u(zr) — pla)u(ze)| =

/ " (s)uls) + ¢ (s)p(s)ds

z2
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Ainsi, en utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons

(o) (J

L2 L2

[N

IN

Ip(z1)u(z1) — p(r2)u(s)|
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>
: s
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=
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’E\
)
S
IS
»
\_/
Nl
=
[\V]
©
IS
»
N——
N}
VO

quand |z; — x| — 0.
(b) D est équiconvergent a +o0o. Pour z € [0, +00) et u € D, en utilisant le fait que (pu)(4+o00) =0

(On dénote u(co) = 0 et p est bornée) et en utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

[ s

", 3 [ +oo 2
< VImax ( / p'Q(s)dS) ( / pQ(S)dS) lul

x T

< v2Rmax (700}9/2(5)053) a(jL/OOPQ(a‘?)OZS)é — 0,

T x

+0o0
/ P (s)u(s) + o (s)p(s)ds

|(pu)(x) = (pu)(+00)| =

S

quand z — +o0. n

Lemme 3.2. [3] ([0, +00) s'injecte de maniere continue dane L (0, +o0) pour tousr € {3,2, 8+ 1}
et toutes g € {h, q}.

Démonstration - Pour toute u € (,[0,+00), pour tous r € {3,2,3 + 1} et pour chaque g €
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{h,q},ona

lul, = / o) (2)dz

9(r) i
= p () |u|"(z)dx
| L5 @l @
0
[ o)
g\x g
< d :‘_ ro
< Jull, / Sdo = 2] el
1
Done, lull < Cillulp 00 G = 2] .

Corollaire 3.1. [3] H;(0,+00) s'injecte de maniere continue et compacte dans L(0,+o00) avec la

constante d’injection M, 4.

Soit ), , la premiére valeur propre du probleme

—u"(z) + u(z) = Ag(z)|u(x)|2u(z), x>0,
{ u(0) = u(4o00) =0, (3.2)
et notez
Xng = 1k M

we HIN{0} [|u]]r,g

Lemme 3.3. [3] La premiére valeur propre X, est positive et est atteint pour une fonction positive

U, € HE(0,+00) \ {0}, e,

lell _ (Bl

Arg = T
P werp\oy [ullvg gl

Démonstration - En utilisant la méme idée que dans [10], pour u € H} (0, +00), Soit
Ni(u) = [[ull et Na(u) = ullg,

et définir la fonctionnelle P : H;(0,400) \ {0} — R par

Alors,
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Soit u € H}(0,+00); donc pour x > 0,

o)l = | [us)as| = / (o) (5)

IN
—
S
=
:\
o}
=
Y
V2)
—
’E‘Q‘
|

< [supp(x)]g / u(s)ds

x>0

N3
Jr
8
N3

sl < [suppa)] oo | [ 2

Par conséquent, pour toute g € {h, ¢}, etsiz > 0,ona
x>0 )

donc
||u||ng = Mr,g”“”a (3.3)

qui donne
~+ ;. ]
.95

> > 0
weHI0} [|ullgr — Mg

Soit (u,) une suite de minimisante pour cette quantité. Nous savons alors que (|u,|) est une
suite de minimisante pour P, nous pouvons donc supposer que u,(z) > 0 pour z € [0, +00).
La fonction P est homogene de degré zéro, c’est-a-dire P(au) = P(u), pour chaque o € R.
Posons u,, = i, pour chaque n, on peut supposer que |[un |/, = 1. Notez que lim P(u,) =

n—-+o0o

in{{ }P(u) = )4, donc la suite (P(u,)) est bornée. De cela et du fait que P(u,) = ||u,|, on
uEH& 0

voit que (u,) est borné dans Hj. D’apres le lemme 3.1 et de la réflexivité et de la séparabilité de

Hg, il existe une sous-suite (u,, ) de (u,) de telle sorte que, quand k — +o0,

U, — u, dans Hy,
Up, = u, dans Cj,,.

Par conséquent u,, (r) — u(z) pour tout z € [0,+00). Par le lemme 3.2, (u,,) converge en
norme vers @ dans L. Dong, ||i|,, = 1 and u(x) > 0, pour z € [0, +00).Enfin, par la faiblement

semi-continuité inférieure de la norme, on obtient
P(@) = Ni(u) < lim i%f Ni(ty, ) = lim i%fP(unk) = Ay
Donc, @ € H} \ {0} and P(7) = \,,. ]
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3.2 Les résultats principaux d’existence

Nous définissons maintenant la fonction d’Euler-Lagrange associée au probléme (3.1). Soit
Jy o H} (0, +00) — R définie par

“+00 —+o00o

h(2)|ul|?(z)dx — / q(z)F(u)dx. (3.4)

0

Lo A
B = gl =3
0
Proposition 3.1. Supposons que les conditions (H,) — (Hs) sont satisfaites. Alors la fonctionnelle .J)
est continuement différentiable. La dérivée de Fréchet de J, admet la forme

+o0o +oo +o0o

(J\(u),v) = /u’(x)v'(:v)d:v—l— /u(az)v(az)dm—)\/h(:v)|u\ﬂ_2(x)u(x)v(x)dx
- [ a@ (), 5

0

pour toute v € HJ (0, +00).

Démonstration - Etape 1. J, est Gateaux-différentiable.

pour toute v € H}(0, +00), et pour tout ¢ > 0, nous avons

Ia(u+tv) — /|u+tv dz + = /|u—|—tv| da:——/ h(z)|u + tv|’dx

—/q( )F(u + tv) x——/|u|das /|u| dx

0
+oo

(x)]u\’gdx—l—/q(x)F(u)dx

0

42
B

O\Jr

“+oo

+o0o +o0o
t2 ap [ 2
5/|v!dm+t/uvdw+—/|v d:z:+t/uvdx
0 0

0
—+00

() [fu+ of? — Jul?] o~ / @) [F(ut 1) — F(u)]do

/|U| d:L’—i—t/u’U’dx—l— /|v2dx+t/uvdx
0 0

+o00 +o00

—tA / h(z)|u + t0v|’~2(u + thv)vdx — t / q(z) f(u + tbv)vdex,

0 0

N
A
B
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ou0 < 60 < 1,etpuis

—+00

+0o0
tv) — t
J(u+ Ut) Ix(u) _ §/|U’\2d:c+/ v'dr + — /\v| d:c—l—/uvdl‘
/ 0

—+00

—)\/h(x)|u—|—t90|6_2(u+t6’v)vdx— /q(w)f(u—l—t@v)vdx.

0 0
Soit ¢ — 0 et nous avons
+oo +oo +00 +o0
(Jy(u),v) = / u'v'dx + / uvdr — A / h(2)|ul’~2uvdx — / q(z) f(u)vdz,
0 0 0 0

pour toute v € H}(0, +00).

Etape 2. J} est continue.

Soit (u,) C Hy(0,4+00) avec u,, — u, quand n — +oo, donc il existe R > 0 tel que ||u,| < R

pour tout n € N. D’apres (H;), étant donné ¢ est suffisamment petit, il existe J, > d; > 0 tels

que
(A—¢)ls| < f(s) < (A+¢)|s|, pourtoutl < s < dy,

et
(B —¢)ls|” < f(s) < (B+¢)|s|’, pour tout s > s,

donc de (3.6) et (3.7), et puisque f(u) est continue sur [d;, 02}, il existe D; > 0 tel que

—Di+ (A—¢)|s| +(B—¢)|s|’ < f(s) < D1+ (A+e)|s| + (B +¢)|s|?,

pour tout s € (0,+00). Cela donne
A+ B+
€ 5 €|s|6+1

F(s) < Dy + 5 ° 5

, pour tout s € (0, +00),

et

A— B —
F(s) > =Dy + > Cs2 4 3 ©|s[fH, pour tout s € (0, +00),

o Dy = D;(d2 — 61). De plus, d’apres Lemme 3.1, (Hy) — (H;) et (3.8), on obtient

(O fun(@)] < (A+ (@) un(@)] + (B + )a@)un(@)]? + Digla)
< (A+e) swp |(pun)(a)| 1L
z€[0,+00) p(x)

H(B+e) swp |(pun) (@)L
z€[0,4+00) ( )

q()
pP(x)

+ Dig(x)

q()

— (449 n||oop]%+<3+s>n wll,

< (A+5)MR@+(B+€)(MR) ( ) + Dyq(z) € L*(0, +00),

p(x) P’ (z)
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et

() un ()7 Jun ()| < qla)|un (@)

= P @l
su U x A=l h<x>
< )@l
=
i (@)
< (MR)ﬁlp?_(f()x) € L'(0, +00).

Ensuite, a partir du théoreme de convergence dominé de Lebesgue, nous obtenons

“+o00 +oo

Jim [ @) fun(e))ds = [ o) () @)
0 0
et aussi
+oo +oo
liril /h($)|un|ﬁ_2(x)un(x)dx: /h(x)\u]ﬁ_2(:v)u(x)dx. (3.12)
n—-+0oo
0 0
par conséquent, nous avons
+oo +o0 +oo
(J\(up) — Jy(u),v) = /u'nv'dx—l— /unvdx—/\/h(x)\un|ﬁ_2unvdx
0 0 0
+00 +o00 +00
—/q(:p)f(un)vd:p— /u'v'dm— /uvdx
0 0 0
+oo +oo
—l—)\/h(m)|u|5_2uvdzx+/q(:v)f(u)vdas
0 0
+oo +o0
= /(u;—u’)v/dl’—i- /(un—u)vdx
0 0
+oo

- / h(a:)<|un|5’2un - |u\5’2u>vd:c

0
—+00

- / 1) (F(un) — f(u))ode, (3.13)

0

et d’apres (3.11), (3.12) et la continuité de f, passant a la limite dans (J(u,) — J3(u), v), quand

n — 400, nous obtenons que  J;(u,) — Ji(u), quand n — +oo. |
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Définition 3.1. On dit que u € H} (0, +00) est une solution faible du probleéme (3.1) si pour tout
v € H}(0,4+00), ona

+o00o 400 +o00 400
(Jy(u),v) = / u'v'dx + / uwvdr — A / h(z)|ul’~2uvdz — / q(x) f(u)vdz = 0.
0 0 0 0

Dans nos deux prochaines sections, nous prouverons le résultat principal de ce travail.

Théoreme 3.1. Supposons que (Hy) — (H,) sont satisfaites. Alors Il existe & > 0 tel que, pour tout

0 < A <&, le probleme (3.1) admet au moins deux solutions positives.

3.2.1 Existence d’une premiére solution

Lemme 3.4. Supposons que les hypotheses (Hy) — (Hy) sont satisfait. Alors, il existe & > 0 tel que,
pour 0 < X\ < &, la fonctionnelle J satisfait les conditions géométriques (a) et (b) dans le lemme 2.1,
ie.,

(a) Il existe p,ae > 0 tel que J\(u) > o quand ||u|| = p,

(b) lyaune € H(0,+00), |le]| > ptel que Jy(e) < 0.

Démonstration - (a). D’apres (Hy) — (Hs), (3.9) et en utilisant Corollaire 3.1, nous avons

+o0o +00
1 A
B = gl =3 [ h@lul)ds - [ a@F@ds
0 0
| Wi o
> gl =3 [ Bl @)z =D [ qfe)ds
0 0
Ave Bie [
_A+e 2, b+te B+1
3= [ a@lpas - S [ @l
0 0
> gl = MGl = Sl

(B+¢)
B+1 MEELllull™ = Dallgll o,
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et puis,

nw) = (3-S50, )l - Al
B agst il = Dl
> (5 (1 - (A4 20,) - G003, Jul
<§j-—1€) Mﬁﬁilth“HB] — Dsl|q| 1
>l [5 (1 - (A+9MZ,) — AR JullP — Kol

— K (3.14)

ou K| = 1M§h, Ky = (gj:f)Mngh, et K3 = Ds|q||1; ici € et D, sont donnés dans la preuve de

la proposition 3.1. Soit

g(t) = MK tP2 + KtP 1 pour t > 0.

Clairement,
g(t) = AK (B —2)tP 7 + Ky(B — )tP~2 pour t > 0.

De ¢'(ty) = 0,0ona

_ME(2- B)
T Ky(B-1)°
Alors
R
) = G wE

1

Ainsi, il existe 0 < & < [%(1 — (A + 5)M22’q>} T tel que

1
g(to) < 5(1 — (A+ 5)M22’q> pour tout 0 < X < &.
Par conséquent, en prenant p = ¢, et on choisit A € (0,&;) tel que

1
my = p* [—(1 —(A+ 6)M22,q> — MNK 1 pP 7% — Kgpﬂ_l] > Kj,

2
d’apres (3.14), nous avons que

Jy(u) > a >0 quand |jul| = p, (3.15)

ol & = my — K3. Donc (a) est prouvé.
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(b). Pour t > 0 assez grand, puis a partir de (3.10), on a

—+00

“+o0o
— 1,5, A — —
DTsa) = 50l = 5 [ We)bsaPdn = [ a@) PG50 )0
0
+o00

0
+oo

| — A — A—c¢ —
T ) L R e ol B W
0 0

—+00 —+00

t’BH/q(x)@6+17q]ﬁ“da:+D2/q(x)dx

0 0

(B—¢)
Br1

A
s
(B )

™ 1
_Wtﬁﬂ”%%q”gil,q + Dol

1/ — _ A

< (sl = (A= OFss10B0 ) 2 = SIBsirallyt?
2 7

(B )

71

(A-¢)

ﬂ”@ﬁ—&-l,q”?h - 2

1. — _
< §t2|\¢g+1,qll2 - t2||1/’6+1,q||§,q

— 1
||¢5+1,q|!§il,qt5“ + K.

Par suite J)(t¢ 5, ,) — —00, quand ¢ — +oc0. On choisit t; > 0 assez grand et e = t,¢,, ,. Par

conséquent, nous concluons que
Ja(e) <0 quand |le]| > p.

Donc (b) est prouvé. u
Dans une version du théoreme du Col sans la condition de Palais-Smale [24], il existe une suite

(u,) C Hy(0,400) de (P.S). pour J, qui satisfait (2.5), i.e.,
I(up) — ¢, et Ji(u,) — 0,

ou

— inf Ja((t
¢ = Inf max A(v(t)),

avec
T = {7 € C([0,1], Hy(0, +00)) : 4(0) =0, 4(1) = e},

ol e est donné dans le lemme 3.4.

Remarque 3.1. Puisque la suite (u;}) aussi satisfait (2.5) (voir [23]), nous supposons, sans perte

de généralité, que u, > 0, Vn € N.
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Lemme 3.5. Supposons que les hypotheses (Hy) — (Hy) sont vérifient. Alors, le niveau du Col c satisfait

2
~B+1 B-1
A 1 1
B+1,9
< - — — Ka:
‘ ((B—ﬁ)) (2 M)+ v

ici K est donné dans la preuve du lemme 3.4.

l'inégalité suivante

Démonstration - A partir de la preuve du lemme 3.4, on peut considérer y(t) = tt1¢ 4,4 ,, Ol

t1 > 0 est suffisamment grand pour que e = ¢114,, .. Ainsi, d’apres la définition de c,
¢ < max In(p11,4),

c’est-a-dire,
+oo

1, — A g— 4
e < max {52 MTsenall = 3 suallin = [ a@F W00z},

0
De (3.10), on a

(A-¢)

2 t2||Eﬂ+1,q”§,q

1 20177, 2 A BT, B
e < max {5 10pl ~ G Pannallsn

(B ) 18+l B+1
W [k alls 1 4 "‘KS}
1 2077, 2 (B ) B+1 B+1
< Iglg)x{gt ¥g114ll" = Wt P41, q||3+1,q} + K3,
et puis
=2
¢ Astig,e (B —¢) B=1 48+1 K3
= <max { 2 g 5 ]
[Bpr1gl3ng = 20 L 2 B+1 - 1951013110
Soit _2
Ag+1 (B—¢),~
Z(t) = %tQ = J B £ 1 ||¢ﬁ+1,q||g+i,qt6+l
Clairement,

—2
Zl@) = )‘/3’+1,qt (B — 5)||¢5+1 qH5+1,q

Puisque la fonction Z atteint son maximum a
1
—9 -1
)‘B-H q ]
(B — 5)||¢5+1 qHﬂ—i—Lq

Y

il s’ensuit que

~—B+1 B—1

A 1 1

B+1,q
< S N ¢
‘ ((B—a)) (2 5+1)+ &
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et donc, nous avons que

—B+1 331
A 1 1
B+1,q
< - — — K.
‘ QB—sﬂ (2 u)+ ’

Lemme 3.6. Il existe & > 0 tel que, pour 0 < \ < &, la suite de Palais-Smale (u,,) associée a la

fonctionnelle Jy satisfait

~B+1 B—1

A 22 AK3p
1' " 2 < 2 B+1,q M27ﬁ _3
wn sl <<B—a> FMa
Démonstration - Tout d’abord, notez que (u,,) est borné dans H; (0, +00). En effet, de (2.5), on
a

In(un) = ¢, et (J5(u,),u,) = 0 quand n — +oo.

On remarque que a partir de (3.5), nous avons que

—+00

/ 9(@) Fun)undz = Jun]® = Matall2 — (T4 (tr), ).

0
Utilisation du corollaire 3.1 et (H,), il découle de (2.5), on a cette inégalité

—+00

1 A
ce> D) = gl - Flwlf— [ o@F)ds
0

+oo
1 A 1
> Sl = Gl = [ @) run)unda
0
1 1 1 1 1
Z <___) un2_>\(___) unIB +_J/un7un
5~ ) el 5 = )l 2 (I un), wn)
el A QL 1
> (———) |2 — AMS (———> wn ||+ = (I3 (un), Un
A salg el + 2 (aun), )
1 1 1 1
> -+ 2 B (- _ = B
> (5= el = A5 (5 = )
1
Puisque J}(u,,) — 0, il existe Ny € N assez grand pour que
ve> (5= )l = AME, (5 — ) fuall® —0u(Dluall. ¥ > N (317)
c — — — | u,||* — — — — ) |upll” — oy, Unll, V1 . .
2 p PR\B ’
Cela implique que (u,,) C H} (0, +00) est bornée. Maintenant, nous pouvons écrire (3.17) comme
11 ) 5 /11 5
S < S . .
(5 = o)l < AME (5 = ) hul” + on (Ul ¢+ ¢ (3.18)
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En utilisant 1'inégalité de Young dans (3.18), nous obtenons

1 1 1 1 2 — 28
(-l < (5-3) [F52057 + DA hal?| + ou(lunl + e+

5op 2
(5= 2525+ 3 (3

‘o, (D)||un]| + c+ ¢,

et puis, nous avons que

(5-3) -5 (G- 2] Il = (5 - 1) 2520357 +ou(wlhunl + e+

1
fual” < |5

Dong,

lim sup [Juy |
n—-4o00

(VAN
L —
N —
/N
N —
|
==
N~
|
/N
N —
|
=
\/
VR
Sy S
| |+ +
—_ =
™ &
S~—
N——
|
L,
+
&
+
~
| =
|
=4
S~
[\
o |
o
o

B+ \ B .
( Asi1g Apr g s
(B=¢)

Puisque (u,) satisfaisant (2.5) est bornée dans Hj(0,+00) (voir Lemme 3.6), il existe u; €

H{ (0, +00) de telle sorte que, pour une sous-suite, nous avons que
u, — u; dans H; (0, +o0),

u, — uy dans Ly (0, +00),

pour tout r € {3,2, 8+ 1} pour toutes g € {h,q} et

un(x) = ui(z) p.p, dans (0, +00).

Dans le lemme suivant, nous obtenons des résultats de convergences concernant la suite (u,,) et

sa limite faible u;.
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Lemme 3.7. Les limites suivantes sont satisfaites

(©) TOfOOQ(-’B)If(un) = flun)lfun — u|dz = 0n(1),

+oo
(@) J @)l 2 = s P21 |l — 1] dr = 00 (1),
0

Démonstration - (c). D’apres (3.8) et en utilisant Corollaire 3.1, les lemmes 3.5, et 3.6, on ob-

tient
+o0 +oo
/q(iv)lf(un)—f(ul)||un—ulldx < /q(x)lf(un|lun—ul|dl“
0 0

+o0

i / 9(@) | () [t — 1]z

0
“+00

2D, / q(z)|u, — uy|dx +
0

IN

—+00

—+00

(A+£)/q(x)\unHun—ul]dx—l—(A—i-a)/q(:v)\ulﬂun—uﬂdx

0
—+00

0
“+00

+(B +¢) / q(2) |tn|P |, — w1 |da + (B +¢) / q(2)|u|® [uy, — uy |da

0

0

et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

+o0o +o0 +oo L

[ a@)l ) = fwn)llun ~wilde < 24( | aoyia)’ Tt )’
(A+2)( +/Ooq(ac)|un\2dx)é ( Tq(xﬂun i),
+(4+2)( 70q(x)|u1|2dx)5( 7(1@”% )’
+(B+2)( 70q(x)|un|ﬂdx> B"l( qu(x)wn _ u1|5d$>113
+B+ o) +/Ooq(93)|u1|5dx> I quun - wps)?
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Donc,

—+00

/ ()| f(un) = f(un)||up —wrlde < 2D:[lgq|| 1 |[un — wrll2q + (A =+ &)||unll2qllun — will24
0
-1
+(A+ &) |urlagllun — wllag + (B + &) lunl5 wn — willsg

—1
+(B + &)lluall 5, lun — 1|5
S Cl,EHUn - ulHZ,q + CZ,E”un - ul”[o’,q)

ou
1 1
Cl,s = 2(14 + €)M27q02 + 2D1HQHLI, CZ,E = 2(8 + 5)(M27h02)ﬁ_1 et

_ ML\ 5 2
C=2(g)" "+ M50 +
Alors selon (3.20) on a

—+00

[ @) = swlfun - wl]do = 0,(2).

0
(d). D’apres Corollaire 3.1, les lemmes 3.5, et 3.6, nous avons

“+o00 “+o00

/ h(x)‘|un|ﬁ_2un — P2 ||y, — wy|d < / h(2) |wn|P~up — uy|de
0 0

—+00

+/h(x)|u1|ﬂ_1|un—u1|dx
0
+00 +o00

< (fremarad ™ ( [rm-opa)
+o0 - )
+</h(a:)|u1|/3da:>ﬁ</h(x)|un_ul‘ﬁdx>a

< Nunllgn e = willgn + Nl e = willon

< 205]|upn — || g,

ot C3 = (Mg ,C?)%~1. Alors, selon (3.20), nous avons

—+00

/ (@) |l = s 2| Jun = 1| = 0,(1).
0
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Proposition 3.2. Supposons que f est une fonction satisfaisant (Hy) — (H,). Alors il existe une
constante & > 0 telle que, pour 0 < X\ < &, le probléme (3.1) a une solution positive u, satisfaisant
Jy (ul) > 0.

Démonstration - Soit u; la limite faible de la suite (u,) qui satisfait (2.5). Considérez ¢ =
min{¢;, &}, ot &g et & sont donnés dans les lemmes 3.4 et 3.6, respectivement. Nous prouverons

que u,, — uy dans H; (0, +00). D’apres (3.13), nous avons que

(T am) = Ty (1)t — wr) = / (u, — ) (ot — })dz + / (tn — 1) (e — 1)t

—+00

-\ / h(x)(|un|6_2un -1 |u1|5_2u1)(un — uy)dx
0
“+00

- / SR ) (B (i, 1)

0
Donc,

+oo
=]l < (T (n) = i (), un = un)| + A / h(x)‘lunlﬁ‘%n = lua] "y [ — wa|dz

0
+o0

[ @) Can)

0

Par conséquent, a partir du lemme 3.7 ci-dessus et en tenant compte du fait que J est continue

(voir Proposition 3.1), nous avons que

+oo +o0
|tn — us])* = / lul, — u}|*dx + / |y, — w1 |*dx = 0,(1).
0 0

Par conséquent,

n—-+o0o

+o0o +o0
lim / lu!, — v} [Pdx + / [y, — up|*dz | = 0.
0 0

c’est-a-dire, u,, — u; quand n — +oo dans H} (0, +00), i.e., (u,) satisfait la condition de Palais-

Smale . Maintenant, en appliquant le théoreme du Col, nous obtenons

Ji(u1) =0, et Jy(uy) = ¢ > 0.

39



3.2.2 Existence d’une seconde solution

Nous appliquons maintenant le principe variationnel d’Ekeland pour prouver l'existence

d’une solution faible uy qui est différente de la solution ;.
Lemme 3.8. Supposons que (Hy) — (H,) sont satisfait. Alors il existe une constante {3 > 0 telle que,

pour 0 < A < &, la fonctionnelle J, satisfaite la condition (P.S)4 avec d < 0.

Démonstration - Fixe d < 0 et suppose que (u,,) C Hy (0, +00) satisfait
Ji(uy) — d, et Jy(u,) = 0, quand n — +oo. (3.22)

On besoin montrer que (u,,) admet une sous-suite convergeant fortement dans H; (0, +0c). Pro-

cédez comme dans (3.18), et nous obtenons

1 1 1 1
(5= )l < 202 (5 = =Yl + o0 sl + .+ <.

Ainsi, pour une sous-suite, nous avons que

1 1 1 1
(5 ) msup a7 < A (5 = )] timsup o < d <0
2 M/ n—+oo 1 B 12 n——+o0

Par conséquent,

M§h<l — l) G 2
limsup [Jua||? < [ A2 22 ) < ()\Mgh> = (3.23)
n—+00 1 S :
(3-3)
On choisir
: 220
y o+l NEFT 2
&—M£FQ$@ ML
nous avons ¢a pour A < &,
~B+1 B—1
A 22 AKs3u
li W2 <2 [ S MZ? ilay 3.24
irgilopﬂu | <(B_€) MG oS (3.24)

D’apres (3.24) nous avons que (u,) est bornée dans H; (0, +00), et il existe u € Hy(0,+00) tel
que u, — u dans H}(0,+o0c). Maintenant, nous pouvons répéter les mémes arguments em-
ployés dans les preuves du Lemme 3.6 et de la proposition 3.2 pour conclure que u,, — u dans
Hi (0, +00). n

Proposition 3.3. Supposons que f est une fonction satisfaisant (Hy) — (Hy). Alors, il existe une
constante & > 0 telle que, pour 0 < X < g le probleme (3.1) a une solution positive uy satisfaisant
Iy (UQ) < 0.
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Démonstration - On considere 1'espace métrique complet
B,(0) == {u € Hy(0,+00) : [|u]| < p},

avec une métrique donnée par d(u, w) = |ju — w||. La fonctionnelle .J, est bornée inférieurement

sur B,(0), pour A < &, (voir Lemme 3.3). Notez que pour tout,

. 0 1 2\ \ 5
t < min { — , = ( — ) }
125l TGanllan 32,
(o1t au voisinage de 0), puis en utilisant (H3) dans (3.6), on obtient

—+00

— | - ) - _
Itgn) = sl — —tﬁnl%,h“g,h = [ q(@)F(tg,,)dx
2 5
0
(A—¢)
2

1 2017 2 A - B
< 575 |gnll” — Bt'g”w;a,huﬁ,h <
Y, A2
= SNl |1 = S5
2 BAg 7
_(AF 9)
2

t2 Haﬁ,hug,q

[ Ppnllzg <0, (3.25)
par (3.15). Alors, au vu de (3.25), on voit que

inf J(u) <0< inf J(u). (3.26)

u€B,(0) u€dB,(0)

Par conséquent, en appliquant le principe variationnel d’Ekeland dans B,(0), il existe une suite

de minimisation (u,),>; C B,(0) telle que
Jy(un) = d := inf {JA(u) Lu€ FP(O)}, (3.27)
1.€.
1
J(up) < inf J(u)+—, VYn>1,
u€B,(0) n
et pour chaque w € B,(0) avec w # u,,

1

Soit v € HE(0,+400). On consideére la suite w,, := u, + tv C B,(0), t pres de 0 (assez petite), et
pour tout n > 1. De (3.28), on obtient

L 0) = )] > =2l
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Dong, (J}(us),v) > —=||v|| et de méme, (J}(u,), (—v)) > —<|jv[|. Par suite
1
[(J3(un), )] < =||v|l, pour toute v € Hy(0, +00).
n

Par conséquent,

|73 (un) |l = 0, quand n — +oc. (3.29)

Fixe Z’ = min{&, &3} ot & et {3 sont donnés par les lemmes 3.4 et 3.8, respectivement. Alors
d’apres (3.27) et (3.29), il s’ensuit que (u,),>; est une suite (P.S), pour la fonctionnelle J, pour
tout 0 < A < . En utilisant le lemme 3.8 et la proposition 3.2, nous obtenons une sous-suite,

toujours notée (uy,),>1, qui converge fortement vers une fonction us € H; (0, +00). Dans ce cas

Maintenant, nous allons vérifier Jy(u2) < 0 pour compléter la preuve. Notez que l'utilisation
(H,) et (3.5), on obtient

1 o )
At 0u(1) = Jn(un) = 2 R(un)en = (5 = 7 )l

D
- AG-3) [ @l = [ (P = ) + 0,0

D’apres lemme de Fatou, nous concluons que

1 1
d = lim inf (Jk(un) . ;J/’\(un)un> > Jy(uz) = = I ()

n——+o00

Dongc,
J)\(UQ) =d<0.

Remarque 3.2. Si u est une solution non triviale au probleme (3.1), par la remarque 3.1, v > 0.

De plus, comme conséquence de (3.26) et J,(0) = 0, nous avons u > 0 dans (0, +00).

Preuve du théoréme 3.1 : Nous prenons ¢ := min{¢, 3 }, puis la preuve du Théoreme 3.1

découle directement des Propositions 3.2, 3.3, et la remarque 3.2. [

3.3 Exemple

Dans cette section, nous donnons un exemple pour illustrer nos résultats.
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Exemple 3.1. On considére le probleme

{ " 4w = M)l g(@) (), @ € [0,+00), (3:30)

u(0) = u(4+00) =0,
ou
1 N+ Dulf, silul <1;
@|U|+( 0q T Dlul?, siul <1;
-2 .
()\Z,q + 1)|U|B + 2]\}22,(17 s1 ‘U| Z 11

fu) =

q(z) = ﬁe*%‘” et h(z) = e~3%. On choisissez p(z) = e~ 1% et nous voyons que

qyv_ Y =e a4, v_ 1 o hov_ -2 4o _ 1 1pen
];(33) = 4—D2€ £ E(ﬂf) — 4—DQ€ " (z) = es?757%, ﬁ(@“) = 4_DQ€4 )
h 1 4 q 1 1
) = el7P3)7 ot m— ", 580 T
pﬂ(x) er s & e (z) iD,"
sont dans L'[0, +o0) pour tout 3 € (1,2). Notez que Xy, > ﬁq, et nous obtenons aussi que
V2 flo) _ 1 flw) _ 52
= A# lim S t. By= line——- = (k 1).
207 5Dy’ T ubor u] | 2MZ, A T = Vag 1)

Il est facile de voir que les conditions (H,) — (H4) sont satisfait. Ainsi, a partir du Théoreme 3.1,

(3.30) a au moins deux solutions positives pour chaque A € (0, §).

43



Conclusion

Dans ce travail, on a étudié le principe variationnel d’Ekeland et quelques théories et on

étudié un probleme aux limites d’ordre deux posés sur l'intervalle non borné [0, +o00) par des
méthodes variationnelles, le lemme du Col ainsi que le principe variationnel d’Ekeland (EVP).
Dans le premier chapitre, on a donné quelques outils de base, qui sont nécessaires pour ce
travail, comme la théorie des points critiques, la différentiabilité d"un opérateur dans 1’espace
de Banach et un lemme de compacité (C. Corduneanu).
Dans le deuxieme chapitre, notre objectif était de montrer le théoréme de Col (le lemme du Col),
nous ont présenter deux théoreme dérivés de ce Lemme, et aussi nous avons donner le principe
variationnel d’Ekeland. On a introduire également une condition de compacité connue sous le
nom de condition Palais-Smale.

En fin, on a étudié I'existence et la multiplicité de solutions pour le problemes aux limites,

—u" +u = M) |u’2u + q(x) f(u), x € (0,+00),
u(0) = u(+o00) =0,

ou f € C(R,R), et sont des parametres réels avec 1 < 5 < 2et A > 0.

Notre approche est variationnelle, nous avons utilisé le principe variationnel d’Ekeland et les

solutions sont obtenues comme des minimums ou des points critiques d"une certaine fonction-

nelle.

Nous prévoyons dans le futur d’essayer d’améliorer certains résultats de ce probleme.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons étudié un probleme aux limites de second ordre, sur un intervalle
non borné [0, +00), et ainsi que le principe variationnel d’Ekeland et lemme du Col . Notre
objectif dans cette étude était d’appliquer le principe de variationnel d’Ekeland et lemme du
Colde la montagnepour étudier I'existence et multiplicité de solutions pour un probleme aux

limites quasi-linéaire de second ordre suivant :

{ —u" 4w = M) ulP2u 4 q(z) f(u), =€ (0,+00),
u(0) = u(4o00) =0,

Lorsque nous avons utilisé la méthode variationnel, Il s’avere que la solution du probleme
consiste a définir les points minimum ou critiques d"une fonctionnel d’énergie. Mots clés : mé-

thode variationnelle, point critique, principe variationnel d’Ekeland, théoreme du Col de la

montagne, la condition de palais-smale, solution positive

W3 5 [0,+00), s9a2 e Ji2 L LA Wl e Yoe 2l Ly L2 550l oda 3

5 Y U TAE Gkl Ll ode e Gas OF a3 5l 54 T ki g 3 U1 T3S

A0 WO G, W e lad) s sgad) Wal Jold) 33 g semy Lbjl) A 5 & L
Bl

{ —u" +u = M) |ul’2u + q(x) f(u), x € (0,+00),
u(0) = u(+o00) =0,

A 53 31 e ALl g 3 il bl o Gy ) G b Geaai oo
B

L Y U TAS ) ) g cia ) i) g GBI b el ol
/ " o sl &1 ¢ (Palais — Smale) J\ - Y\

47



Abstract

In this memory, we have studied a second-order boundary value problem, on an unbounded
interval [0, +00), and as well as Ekeland’s variational principle and The mountainpasslemma .
Our objective in this study was to apply the variational principle of Ekeland and The mountain-
passlemmato study the existence and multiplicity of solutions for a second order quasi-linear
boundary problem of the following order :
{ —u" +u = Mo(2)u|*"2u + q() f(u), x € (0,+00),
u(0) = u(400) =0,

When we used the variational method, it turns out that the solution of the problem is to define
the minimum or critical points of an energy functional. Keywords :variational method, critical
point, Ekeland’s variational principle, mountain passtheorem, palais-smale condition, positive

solution .

48



