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Notation

Nous introduisons les notations et les définitions nécessaires qui sont utilisées par la suite.

H Espace de Hilbert.

X ′ Dual topologique de X .

BVP Problème aux limites de second ordre.

Lp(Ω) =
{
u : Ω→ R mesurable : |u|p ∈ L1(Ω)

}
avec 1 ≤ p <∞.

‖u‖Lp =
( ∫

Ω
|u(x)|pdx

) 1
p .

L∞(Ω) = {u : Ω→ R mesurable et ∃C : |u(x)| ≤ C p.p sur Ω}.
‖u‖L∞ = inf{C : |u(x)| ≤ C p.p sur Ω}.
C(Ω) Espace des fonctions continues sur Ω.

D(A) : Domaine de définition d’un opérateur borné A.

R(A) : Image de A qui est noté aussi par ImA.

(X, d) : Espace métrique .

< ., . > : Définit un produit scalaire.

L(X, Y ) : Ensemble des applications linéaires continues.

↪→ : On écrit X ↪→ Y pour signifier que X est inclus dans Y

et que l’injection canonique de X dans Y est continue.

↪→↪→ : On écrit X ↪→↪→ Y pour signifier que X est inclus dans Y

et que l’injection canonique de X dans Y est compacte.

p.p Presque partout.

∂vF Dérivée directionnelle de F dans la direction v.

dF Dérivée au sens de Fréchet qui est noté aussi par F ′.

dGF Dérivée au sens de Gâteaux.

EVP Principe variationnel d’Ekeland .

s.c.i Semi continue inférieur.

s.c.s Semi continue supérieur.

f.s.c.i Faiblement semi continue inférieur.

v



f.s.c.s Faiblement semi continue supérieur .

D(J) Domaine de définition de J .
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Introduction générale

Un equation quasi-linéaire est un type d’equation différentielle, où le coefficient de la déri-

vée d’ordre le plus elevé ne dépend pas de la dérivée de la fonction inconnue.

L’ambition de ce mémoire est l’étude de l’existence et la multiplicité de solutions positives pour

un problème aux limite quasi-linéaire de second ordre.La preuve du resultat principal repose

sur le lemme du Col et le principe variationnel d’Ekeland .

Le principe de lemme du Col établit l’existence d’un point Col (point critique), l’intuition qui

sous-tend ce lemme se trouve dans le mot « Col » lui-même. Supposons que I désigne l’altitude.

Il existe alors deux points bas : l’origine, car J(0) = 0, et un autre point v où J(v) ≤ 0. Entre ces

deux points se situe une chaîne de montagnes (à distance ‖u‖ = r de l’origine) où l’altitude est

élevée (plus grande que a > 0). Pour aller de l’origine à v en suivant un chemin g, il faut traver-

ser les montagnes, c’est-à-dire d’abord monter, puis redescendre. Comme J est plus ou moins

régulière, elle doit atteindre un point critique quelque part entre les deux. L’intuition suggère

que si un tel point se situe sur un chemin qui traverse les montagnes à l’altitude la plus basse,

ce sera presque toujours un point Col.

Dans ce travail, on présente deux version de lemme du Col(en dimension finie et en dimension

infinie). En outre, le principe variationnel d’Ekeland est un resultat très important dans l’opti-

misation pour les quatre dernière décnnies, calcul différentielle, l’analyse,..., etc.

Dans ces contextes,on présente quelques-uns des travaux dans l’article [2] qui utilisent le lemme

du Col et le principe variationnel d’Ekeland pour résoudre nos résultats.

Cette thèse comprend trois chapitre :

Le première chapitre est préliminaires qui contient quelque utils de base dont on ferq fréquem-

ment usage par la suite. Nous avons dévisé le chapitre par trois section, le premier section

contient ces operateur sur les espaces de banach comme la continuité et la compacité, injection

continue et injection compact et les propriétés de semi-continuité de fonctionnelles. Nous avons

présenté dans la deuxième section la théorie de point critique.

Dans la troixième section nous avons donné un rappel sur l’espace Lp et lemme de compacité.

Ensuit, Le deuxième chapitre est les variantes de lemme du Col de la montagne qui contient

1



deux section, le première section le principe variationnel Ekeland (forme forte et forme faible )

et quelques corollaires.

Dans la deuxième section nous avons présenté deux version de lemme du Col (en dimension

finie et en dimension infinie ).

En fin, on va présenter le travaille de l’article [2], nous discutons l’existence et la multiplicité

des solutions positives pour un problème aux limite quasi-linéaire du second ordre suivant{
−u′′(x) + u(x) = λh(x)|u(x)|β−2u(x) + q(x)f(x, u(x)), x ∈ [0,+∞),
u(0) = u(+∞) = 0,

Dans ce cas, nous avons trouvé que le résultat dit que sous les conditions suivantes sur les

fonctions h, q, f et les constantes suivantes :

(H0) h et q : [0,+∞) −→ (0,+∞) appartenir à L1(0,+∞) ∩ L∞(0,+∞) ;

(H1) Il existe une fonction continuement différentiable et bornée

p : [0,+∞) −→ (0,+∞) appartenir à L1(0,+∞) ∩ L∞(0,+∞) de telle sorte que les fonc-

tions q
p
, q
p2
, q
pβ
, q
pβ+1 ,

h
pβ−1 , et h

pβ
tous appartiennent à L1(0,+∞) ;

(H2) M = max(‖p‖L2 , ‖p′‖L2) < +∞,

Mr,g = ‖p‖
1
2∞

 +∞∫
0

g(x)
( x∫

0

ds

p(s)

) r
2
dx

 1
r

< +∞,

pour tous r ∈ {β, 2, β + 1} et toutes g ∈ {q, h} et

M2,q = ‖p‖
1
2∞

 +∞∫
0

q(x)
( x∫

0

ds

p(s)

)
dx

 1
2

<
1√
A
,

où la constante A satisfait

(H3) lim
u→0+

f(u)

|u|
= A ∈ (0, λ

2

2,q) et lim
u→+∞

f(u)

|u|β
= B ∈ (λ

2

2,q,+∞), où λ2,q est la première valeur

propre du problème (3.2) qui est définie dans le lemme 3.3,

(H4) Il existe µ > β + 1 tel que

F (s) ≤ 1

µ
sf(s), pour tout |s| > 0, où F (s) =

s∫
0

f(t)dt.

Donc, u1 la première solution faible de notre problème, on utilisé le lemme du Col pour

la démonstration. u2 la deuxième solution faible de notre problème, on utilisé le principe

variationnel d’Ekeland pour la preuve.
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CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES

Dans ce chapitre, on donne quelques notions élémentaires qui sont nécessaire par la suite.

1.1 Les opérateurs sur les espaces de Banach

Soit X et Y, deux espaces de Banach normés.

Définition 1.1. (Opérateur linéaire borné)[17] Soit A un opérateur linéaire, tel que D(A) = X

et R(A) ⊂ Y . On dit que A est borné, s’il est borné sur la boule unité B̄(0, 1). C’est-à-dire, si

l’ensemble

{‖Ax‖, ‖x‖ ≤ 1}

est borné.

Conformément à cette définition, si A est borné, il existe une constante c > 0 telle que, pour

tout x avec ‖x‖ ≤ 1, on a l’inégalité

‖Ax‖ ≤ c.

Théorème 1.1. [17] A est borné, si est seulement si, il existe une constante c > 0, telle que

‖Ax‖ ≤ c‖x‖,

pour tout x ∈ X .

Définition 1.2. (Espace dual)[16] L’ensemble des fonctionnelles linéaires continues définies sur

un espace vectoriel normé constitue un espace vectoriel. On l’appelle dual de l’espace X et on

note X ′ .

On munit X ′ de la norme

‖f‖X′ = sup
x∈X,‖x‖≤1

| 〈f, x〉 |, ∀f ∈ X ′ .

X
′ muni de cette norme est un espace de Banach et on a l’inégalité

|〈f, x〉| ≤ ‖f‖X′‖x‖X , ∀f ∈ X ′ , ∀x ∈ X.
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1.1.1 Semi-continuité

Définition 1.3. 1. On dit qu’une fonctionnelle f : X → R est semi-continue inférieurement

(s.c.i) au point x0, si pour chaque suite (xn) ⊂ Ω, telle que xn → x0, on a

f(x0) ≤ lim inf
n→∞

f(xn).

2. On dit que f est semi-continue supérieurement (s.c.s.) au point x0, si pour toute suite

(xn) ⊂ Ω, telle que xn → x0, on a

f(x0) ≥ lim sup
n→∞

f(xn).

Définition 1.4. On dit qu’une suite (xn) ∈ X converge faiblement vers x, si

pour tout f ∈ X ′ , 〈f, xn〉 −→ 〈f, x〉,

et on écrit xn ⇀ x.

Proposition 1.1. [7] Soit (xn) une suite de X. On a

1. Si xn −→ x, alors xn ⇀ x.

2. Si xn ⇀ x, alors (xn) est bornée et ‖x‖ ≤ lim inf
n→∞

‖xn‖.

Proposition 1.2. [7] Lorsque X est de dimension finie, une suite (xn) converge faiblement, si et seule-

ment si, elle converge fortement.

Définition 1.5. (Réfléxivité) Soit X un espace de Banach et soit i l’injection canonique de X

dans X ′′ . On dit que X est réflexif, si i(X) = X
′′
, où X ′′ est le bidual de X.

Définition 1.6. (Séparabilité) Soit (X, d) un espace métrique. On dit que X est séparable si X

admet une partie dénombrable et dense.

Théorème 1.2. [7] Un espace de Banach X est réflexif, si et seulement si sa boule fermée est faiblement

compacte.

Corollaire 1.1. [7] Si X est un espace de Banach réflexif, alors toute suite bornée (xn) ⊂ X avec

‖xn‖ ≤M contient une sous suite qui converge faiblement vers un élément x ∈ X vérifiant ‖x‖ ≤M.

1.1.2 Continuité et compacité des opérateurs

On va considérer des opérateurs T de X dans Y et on va donner une définition concernant

les propriétés de la continuité de T.

La notion plus simple est la suivante
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Définition 1.7. L’opérateur T : X → Y est dit continu en x, si pour toute suite (xn) ⊂ X qui

converge vers x, T (xn) converge vers T (x).

T est dit continu sur Ω ⊂ X si T est continu en tout point x ∈ Ω.

Définition 1.8. Un opérateur T : X → Y est dit compact s’il est continu et a la propriété. Pour

toute suite (xn) bornée dans X, la suite (T (xn)) admet une sous suite convergente.

Définition 1.9. Soit (X, ‖.‖1) et (Y, ‖.‖2) deux espaces de Banach. Un opérateur T : X → Y est

dit complètement continu s’il est continu et l’image de tout ensemble borné de X est relative-

ment compact dans Y.

1.1.3 Cas particulier (l’injection continu et compact)

L’injection définissent les relations qui existent entre différents espaces fonctionnels. Ils sont

très importants dans l’analyse moderne et les problèmes aux limites.

Définition 1.10. Soient X et Y deux espaces de Banach. On dit que X est injecté dans Y et on

écrit X ↪→ Y, si pour tout x ∈ X on a x ∈ Y et ‖x‖Y ≤ c‖x‖X , où la constante c ne dépend pas

de x ∈ X. On définit l’opérateur d’injection i : X → Y, qui nous permet de considérer le même

élément x ∈ X comme un élément de Y.

X ↪→ Y est équivalent à dire que l’opérateur d’injection i : X → Y est un opérateur linéaire

continu.

Si ‖x‖Y ≤ c‖x‖X , pour tout x ∈ X alors ‖i(x)‖Y ≤ c si ‖x‖X ≤ 1.

Définition 1.11. Si X ↪→ Y et l’opérateur d’injection i : X → Y est un opérateur compact,

alors on dit que X est injecté de manière compacte dans Y , et on écrit X ↪→↪→ Y. La compacité

de l’opérateur i : X → Y est équivalent à dire que tout sous-ensemble borné de X est un

sous-ensemble compact de Y.

1.1.4 Semi-continuité forte et faible

Définition 1.12. 1. On dit qu’une fonctionnelle f : X → R est semi-continue inférieure-

ment (s.c.i) au point x0, si pour chaque suite (xn) ⊂ Ω, telle que xn → x0, on a

f(x0) ≤ lim inf
n→∞

f(xn).

2. On dit que f est semi-continue supérieurement (s.c.s.) au point x0, si pour toute suite

(xn) ⊂ Ω, telle que xn → x0, on a

f(x0) ≥ lim sup
n→∞

f(xn).
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Exemple 1.1. 1. Soit la fonctionnelle f : R→ R définie par

f(x) =

{
−1 si x ≤ 0
1 si x > 0.

Alors f est semi-continue inférieurement (s.c.i.) à x0 = 0 mais n’est pas semi-continue

supérieurement.

2. Soit la fonctionnelle f : R→ R définie par

f(x) =

{
−1 si x < 0
1 si x ≥ 0.

Alors f est semi-continue supérieurement (s.c.s.) à x0 = 0 mais n’est pas semi-continue

inférieurement.

Définition 1.13. 1. Une fonctionnelle f : X → R est dite faiblement semi-continue infé-

rieurement (f.s.c.i.) au point x0, si pour chaque suite (xn) ⊂ Ω telle que xn ⇀ x0, on

a

f(x0) ≤ lim inf
n→∞

f(xn).

2. On dit que f est faiblement semi-continue supérieurement (f.s.c.s.) au point x0, si pour

toute suite (xn) ⊂ Ω, telle que xn ⇀ x0, on a

f(x0) ≥ lim sup
n→∞

f(xn).

Exemple 1.2. Soit la fonctionnelle J définie sur un espace de Hilbert H comme suit

J : u→ ‖u‖2,

alors J est faiblement semi-continue inférieure (f.s.c.i.). En effet, soit (un), telle que un ⇀ u, on

montre que

‖u‖2 ≤ lim inf
n→+∞

‖un‖2.

On a

‖un − u‖2 = (un − u, un − u)

= ‖un‖2 − 2(un, u) + ‖u‖2 ≥ 0,

et commeH′ = H et un ⇀ u, donc

∀u ∈ H : (un, u)→ (u, u) = ‖u‖2.

Alors

‖un‖2 ≥ ‖u‖2, ∀n ∈ N,

il résulte que

‖u‖2 ≤ lim inf
n→+∞

‖un‖2.

6



Remarque 1.1. 1. Il est facile de voir que si f est continue en x0, alors f est (s.c.s.) et (s.c.i)

et inversement.

2. Si f est faiblement continue en x0, alors f est (f.s.c.s.) et (f.s.c.i.) et inversement.

Définition 1.14. (La dérivée au sens de Fréchet) Soit u ∈ U et F : U → Y. On dit que F est

différentiable au point u s’il existe une application linéaire continue A ∈ L(X, Y ), telle que si on

considère

R(h) = F (u+ h)− F (u)− A.h, pour h ∈ X, petit.

Alors
R(h)

‖h‖
→ 0 lorsque ‖h‖ → 0,

c’est-à-dire

∀ε > 0, ∃δ > 0 tel que si ‖h‖X ≤ δ, alors ‖R(h)‖Y ≤ ε‖h‖X .

Si une telle application A ∈ L(X, Y ) existe, elle est forcément unique. On note par

A = dF (u).

Elle est appelée différentielle (au sens de Fréchet) de F en u, ou encore application linéaire

tangente à F en u. En l’absence de précision supplémentaire différentiable signifiera dans la

suite différentiable au sens de Fréchet.

Exemples 1.1. 1. Si F (u) = c. Alors F Fréchet différentiable et

dF (u) = 0, ∀u.

2. Si A ∈ L(X, Y ) A(u+ h)− A(u) = A.h et donc dA(u) = A, ∀u ∈ X.

3. La fonctionnelle F : H → R+ telle que

F (u) =
1

2
‖u‖2 = 〈u, u〉,

est Fréchet différentiable et

dF (u)h = 〈u, h〉.

4. La fonctionnelle F : H → R+

F (u) =
1

2
‖u‖,

est Fréchet différentiable pour u 6= 0 et

dF (u)h =
〈u, h〉
‖u‖

.

On a ensuite toutes les propriétés classiques.
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Proposition 1.3. [14]

i) Soit F et G deux applications de U vers Y . Si F et G sont différentiables en u ∈ U. Alors ∀λ, µ
réels λF + µG est différentiable en u, et

d(λF + µG)(u) = λdF (u) + µdG(u).

ii) Soit X, Y et Z trois espaces de Banach, U un ouvert de X, et V un ouvert de Y . Soit F : U → Y

etG : V → Z, tels que F (U) ⊂ V. Si F est différentiable en u etG est différentiable en v = F (u),

alors G ◦ F est différentiable en u et

d(G ◦ F )(u) = dG(v) ◦ dF (u), v = F (u),

c’est-à-dire

d(G ◦ F )(u)h = dG(v)[dF (u)h].

La différentielle de G ◦ F est donc la composition des applications linéaires continues dF (u) et

dG(v), pour v = F (u).

Définition 1.15. (Dérivée directionnelle) Soit F : U → Y, u ∈ U. Soit v ∈ X, v 6= 0. On appelle

dérivée directionnelle en u de F dans la direction v, notée ∂vF (u), la limite lorsqu’elle existe.

∂vF (u) = lim
t→0

F (u+ tv)− F (u)

t
.

La notion de dérivée directionnelle est donc une extension de la notion de dérivée partielle. Si

F est Fréchet différentiable, alors pour tout v ∈ X la dérivée directionnelle dans la direction v

est donnée par

∂vF (u) = dF (u)v.

En effet,

F (u+ tv) = F (u) + dF (u)(tv) +R(tv).

Donc
F (u+ tv)− F (u)

t
= dF (u)(v) +

R(tv)

t
,

R(tv)

t
→ 0, lorsque t→ 0.

Définition 1.16. (Différentiabilité au sens de Gâteaux) On dit que F : U → Y est Gâteaux

différentiable en u (G-différentiable en u), s’il existe une application linéaire continue A de X

vers Y, c’est-à-dire A ∈ L(X, Y ), telle que pour tout v ∈ X, la dérivée directionnelle de F en u

dans la direction v existe et est égale à A(v), c’est-à-dire

∂vF (u) = lim
t→0

F (u+ tv)− F (u)

t
= A(v), t→ 0, ∀v ∈ X.
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On vérifie alors que, si une telle application A existe, elle est unique. On note

A = dGF (u).

Proposition 1.4. [14] Si F est Fréchet différentiable en u, elle est Gâteaux différentiable en u et

∂GF (u) = dF (u).

La réciproque est fausse en général, même en dimension finie.

Exemple 1.3. Soit F : R2 → R,

F (x, y) =

{ (
x2y
x4+y2

)2

, si y 6= 0

0, si y = 0.

est G-différentiable à (0, 0), mais pas différenciable au sens de Frechet à (0, 0).

Remarque 1.2. La G-différentiabilité n’implique pas la continuité de F.

Exemple 1.4. Soit F : R2 → R,

F (x, y) =

{
1, si y = x2

0, si y 6= x2.

est G-différentiable à (0, 0), mais n’est pas continue à (0, 0), (alors que bien entendu la différen-

tiabilité au sens de Fréchet l’implique).

Tandis que, si on sait que F est C1 au sens de Gâteaux, alors F est Fréchet différentiable sur U

et les deux notions coïncident et on a

Théorème 1.3. [14] Soit F : U → Y une application G-différentiable (U ouvert de X). On suppose que

l’application v 7→ dGF (v) est continue sur U. Alors F est Fréchet différentiable sur U et

dF (v) = dGF (v), ∀v ∈ U.

Démonstration - Soit r ∈ (0, 1] tel que Br(u) ⊂ U . Puisque dGF : U → X
′ est continue à u,

pour chaque ε > 0 il existe δ ∈ (0, 1] tel que

‖dGF (u+ tv)− dGF (u)‖ < ε pour ‖v‖ < δ, |t| < 1. (1.1)

D’autre par, pour chaque v ∈ Br(0) la fonction

t ∈ [0, 1] 7→ (dGF (u+ tv), v),
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est la dérivée de la fonction

g(t) = F (u+ tv) t ∈ [0, 1].

Par conséquent
1∫

0

(dGF (u+ tv), v)dt = g(1)− g(0) = F (u+ v)− F (u).

Donc

F (u+ v)− F (u)− (dGF (u), v) =

1∫
0

(dGF (u+ tv)− dGF (u), v)dt. (1.2)

Soit

R(u, v) =

1∫
0

(dGF (u+ tv)− dGF (u), v)dt.

D’après (1.1), pour tout v ∈ Bδ(0), nous avons que

‖R(u, v)‖ ≤
1∫

0

‖dGF (u+ tv)− dGF (u)‖‖v‖dt

≤ ε‖v‖.

Pour cette raisonR(u, v) = o(‖v‖) quand ‖v‖ → 0. Ensuite, (1.2) montre que dGF (u) est le dérivé

de Fréchet de F à u.

Remarque 1.3. En pratique, il est plus facile de vérifier la différentiabilité au sens de Gâteaux.

Si on veut prouver que F est C1, il suffit donc de prouver qu’elle est Gâteaux différentiable,

puis de vérifier que la différentiable dGF est continue.

1.2 Théorie des points critiques

Proposition 1.5. [14] Soit X un espace de Banach, et J une application de X vers R, soit u ∈ X. On

suppose que

J(u) = inf
v∈X

J(v),

c’est-à-dire

J(u) ≤ J(v), ∀v ∈ X.

Alors, si J est Gâteaux-différentiable en u, on a

dGJ(u) = 0.
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Démonstration - Sous l’hypothèse de ce proposition, supposons sans perte de généralité que

u0 est un point minimum (sinon considérons la fonction −J au lieu de J).

Comme u0 ∈ U et U est ouvert, il existe un nombre réel positif r tel que la boule ouverte Br(u0)

est contenu dans U.

Maintenant, soit h ∈ X \ {0}. Alors, pour chaque t tel que

|t| ≤ r

‖h‖
, on a, J(u0 + th) ≥ J(u0),

et ainsi par le Gâteaux différentiabilité de J à u0, nous avons

dGJ(u0)(h) = lim
t→0+

1

t
[J(u0 + th)− J(u0)] ≥ 0.

Il s’ensuit également que dGJ(u0)(−h) ≥ 0, i.e., dGJ(u0)(h) ≤ 0, par linéarité de dGJ(u0).

Par conséquent dGJ(u0)(h) = 0, pour tout h ∈ X en effet. Ainsi dGJ(u0) = 0.

Définition 1.17. Soit u0 ∈ X. On dit que u0 est un minimum local pour J si il existe δ > 0 tel

que

J(u0) ≤ J(v), ∀v ∈ B(u0, δ), v 6= u0.

On a alors

Proposition 1.6. [14] Soit u0 ∈ X, un minimum local de J. Alors si J est Gâteaux différentiable en u0,

alors

dGJ(u0) = 0.

Définition 1.18. (Points critiques) Soit J une fonctionnelle différentiable deX vers R. Un point

u ∈ X est dit critique pour J ssi

dJ(u) = 0.

Définition 1.19. (Valeures critiques) On appelle valeur critique, de la fonctionnelle J , de classe

C1 définie sur X , un nombre c ∈ R, tel qu’il existe u ∈ X , tel que

J(u) = c, dJ(u) = 0.

Théorème 1.4. [16] Soit C un ensemble convexe fermé de X , Banach réflexif.

Soit J : C → R ∪ {+∞}. On suppose

i) J coercive et J 6= +∞, c’est-à-dire

lim
‖u‖→+∞

J(u) = +∞.
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ii) J (s.c.i) pour la convergence faible. Alors il existe u ∈ C, tel que

J(u) = inf
v∈C

J(v) (< +∞).

Si de plus J est Gâteaux-différentiable en u, alors dGJ(u) = 0.

Définition 1.20. (Suite minimisante) Une suite minimisante d’une fonctionnelle J : X −→
]−∞,+∞] est une suite (xn) telle que

lim
n−→+∞

J(xn) = inf
x∈X

J(x)

Théorème 1.5. [14] Soit X un espace de Banach réflexif, et J une fonctionnelle définie sur X , telle que

1. J est (f.s.c.i),

2. la suite minimisante de J est bornée sur X,

alors J atteint son infimum sur X .

1.3 Espace de Lebesgue Lp

Dans la suite, Ω désigne un ouvert de RN muni de la mesure de Lebesgue dx.

Définition 1.21. Soit p ∈ R avec 1 ≤ p <∞, on définit

Lp(Ω) = {f : Ω→ R, mesurable et
∫
Ω

|f(x)|pdx < +∞}.

On note ‖f‖Lp =
(∫

Ω
|f(x)|pdx

) 1
p , et ‖.‖Lp est une norme.

Définition 1.22. On pose

L∞(Ω) = {f : Ω→ R, mesurable et ∃C : |f(x)| ≤ C p.p sur Ω}.

On note

‖f‖L∞ = inf{C : |f(x)| ≤ C, p.p sur Ω}.

Théorème 1.6. (Théorème de convergence dominée de Lebesgue)[7] Soit (fn) une suite de fonctions

de L1. On suppose que

(a) (fn(x))→ f(x) p.p. Sur Ω.

(b) Il existe une fonction g ∈ L1(Ω), telle que pour chaque n, |fn(x)| ≤ g(x) p.p. Sur Ω. Alors

f ∈ L1(Ω) et ‖fn − f‖L1 → 0, n→∞.
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Théorème 1.7. [7] L’espace Lp est réflexif pour 1 < p <∞, et son dual est Lq tel que 1
p

+ 1
q

= 1.

Théorème 1.8. (Inégalité de Cauchy-Schwarz)[7] Soit f et g ∈ L2(Ω). Alors, nous avons que∫
Ω

|fg| ≤
(∫

Ω

|f |2
) 1

2
(∫

Ω

|g|2
) 1

2
.

Théorème 1.9. (Inégalité de Hölder)[7] Soit 1 ≤ p ≤ +∞, on note q l’exposant conjugué, 1
p

+ 1
q

= 1.

Suppose que f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lq(Ω) avec 1 ≤ p ≤ +∞. Alors

(i) fg ∈ L1(Ω) et

(ii)
∫
Ω

|fg| ≤
( ∫

Ω

|f |p
) 1
p
( ∫

Ω

|g|q
) 1
q

= ‖f‖p‖g‖q.

Théorème 1.10. (L’inégalité de Young)[7] Pour a, b ≥ 0 et p, q > 1 tel que 1
p

+ 1
q

= 1, on a

ab ≤ 1

p
ap +

1

q
bq.

1.3.1 Lemme de compacité

Lemme 1.1. (C. Corduneanu)[1] Soit D ⊂ Cl([0,+∞),R) un ensemble borné. Alors D est relative-

ment compact si les conditions suivantes sont vérifiées :

(a) D est équicontinu sur tout sous-intervalle compact de R+, i.e.

∀ J ⊂ [0,+∞) compact,∀ ε > 0, ∃ δ > 0, ∀ x1, x2 ∈ J :

|x1 − x2| < δ =⇒ |u(x1)− u(x2)| ≤ ε,∀ u ∈ D,

(b) D est équiconvergent à +∞ i.e.,

∀ ε > 0,∃ T = T (ε) > 0 tel que

∀ x : x ≥ T (ε) =⇒ |u(x)− u(+∞)| ≤ ε, ∀u ∈ D.

13



CHAPITRE 2

VARIANTES LE LEMME DU COL DE LA
MONTAGNE

Dans cette chapitre, nous présenterons deux version de théorème de Col (Lemme du Col),

à partir de Lemme du Col de dimension un qui aidera à comprendre la généralisation aux

dimensions supérieures. Nous introduirons également une condition de compacité connue sous

le nom de condition Palais-Smale, qui, comme nous le verrons, est nécessaire pour le Lemme

du Col (de dimension infinie) d’Ambrosetti et de Rabinowitz (voir [14] et [24]) .

Mais au début on vas donner le principe variationnel d’Ekeland et quelques ses corollaires,

parce que nous apportent la preuve de le Lemme du Col basée sur ce principe.

2.1 Principe variationnel d’Ekeland

Soit X un espace métrique complet et J : X −→ R une fonctionnelle semi-continu inférieur,

bornée inférieurement. Si (un)n est une suite minimisante, alors pour chaque ε > 0 il existe n0

tel que pour n > n0

J(un) ≤ inf
X
J + ε.

On dit que u = uε est un ε−minimiseur de J si

J(u) ≤ inf
X
J + ε.

Le théorème d’Ekeland considère l’existence des points ε−minimiseur.

Théorème 2.1. (Principe variationnel d’Ekeland, forme forte 1974)([11], [9])

Soit (X, d) un espace métrique complet et J : X −→ R∪{+∞} une fonctionnelle semi-continu inférieur,

bornée inférieurement, et non identiquement égale à +∞ ( J 6≡ +∞).

Soit ε > 0 et u = uε ∈ X qui donne tel que

J(u) ≤ inf
X
J + ε.

Alors, pour tout λ > 0 il existe v = vε ∈ X tel que

(a) J(v) ≤ J(u),
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(b) d(u, v) ≤ λ, et

(c) J(v) < J(w) + ε
λ
d(w, v), pour tout w ∈ X \ {v}.

Nous présentons un théorème et une corollaire dérivés de principe variationnel d’Ekeland.

Théorème 2.2. (Principe variationnel d’Ekeland, forme faible 1979)[9]

Soit (X, d) est un espace métrique complet et soit J : X → R ∪ {+∞} une fonctionnelle qui est semi-

continu inférieur, bornée inférieurement. Alors, pour tout ε > 0, il existe uε ∈ X qui satisfait

J(uε) ≤ inf
X
J + ε,

et chaque fois w ∈ X avec w 6= uε, alors

J(uε) < J(w) + εd(uε, w).

Démonstration - Nous montrons que il existe uε un ε−minimiseur. Soit ε > 0 et on mettet

ε0 = min{1

2
, ε2},

pour que 0 < ε < 1 on a ε0 ≤ ε. Alors par la propriété de l’infimum

∃u0 ∈ X tel que J(u0) < inf
X
J + ε2

0.

Alors u0 est un ε2
0−minimiseur de J. Soit

κ0 :=
1

ε0

> 1,

afin que on peut appliquer le théorème 2.1 pour obtenir l’existence de certains uε ∈ X tel que

J(uε) < J(w) + ε2
0κ0d(w, uε), ∀w 6= uε.

Puisque κ0 := 1
ε0
, on a J(uε) < J(w) + ε0d(w, uε), ∀w 6= uε,

et comme, ε0 < ε, donc on obtient

J(uε) < J(w) + εd(w, uε), ∀w 6= uε.

Aussi, de théorème 2.1, on a que

J(uε) ≤ J(u0) < inf
X
J + ε2

0 < inf
X
J + ε,

ce qui implique que uε est un ε−minimiseur de J.
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Corollaire 2.1. ([6], [18])

Soit X est un espace de Banach J : X → R une fonctionnelle (s.c.i.), bornée inférieurement et Gâteaux

différentiable. Alors, pour tout ε > 0 et toute uε ∈ X tel que

J(uε) ≤ inf
X
J + ε,

il existe un point v dans X satisfaisant

(1) J(v) ≤ J(uε),

(2) ‖v − uε‖ ≤
√
ε , et

(3) ‖J ′(v)‖ ≤
√
ε.

Démonstration - Les relations (1) et (2) sont évidemment les (a) et (b) dans principe varia-

tionnel d’Ekeland pour λ =
√
ε, tandis que pour (3), de la relation (c) on a, pour tout w ∈ X et

tout t > 0,
1

t
[J(v)− J(v + tw)] ≤

√
ε‖w‖.

Passant à la limite comme t tend vers 0, nous obtenons cela pour chaque w dans X

−〈J ′(v), w〉 ≤
√
ε‖w‖.

Cela vaut aussi pour −w, alors

|〈J ′(v), w〉| ≤
√
ε‖w‖,

et alors

‖J ′(v)‖ ≤ sup
‖w‖=1

|〈J ′(v), w〉| ≤
√
ε.

Remarque 2.1. Les relations (1) et (3) signifie que nous avons obtenu un (presque minimiseur)

de J, qui est aussi un ( presque point critique ).

2.2 Lemme du Col de la Montagne

Nous commençons par énoncement un théorème bien connu, à savoir celui de Rolle. qui le

présente un version de Lemme du Col (Mountain Pass Lemma) en dimension finie.

2.2.1 Lemme du Col en dimension finie

Théorème 2.3. (Théoreme de Rolle) Soit f ∈ C1([x1, x2];R) avec x1 et x2 ∈ R tel que x1 6= x2. Alors

si f(x1) = f(x2), il existe au moins un élément x3 ∈ (x1, x2) tel que

f ′(x3) = 0.
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Démonstration - Rappelons qu’en conséquence du théorème de Heine-Borel, l’intervalle

fermé [x1, x2] dans R est compact, et puisque f est continue, donc elle atteint à la fois sa maxi-

mum et sa minimum par le théorème des valeurs extrêmes.

Maintenant, si f est constant dans [x1, x2] avec f(x1) = f(x2), puis bien sûr f ′(x3) = 0 pour tout

x ∈ [x1;x2].

Ainsi, si f n’est pas constant dans [x1, x2], le théorème des valeurs extrêmes et la condition

f(x1) = f(x2), impliquent qu’au moins un des extrêmes de f se produit dans un point intérieur

x3 ∈ [x1;x2], donc x3 est un point critique de f.

Théorème 2.4. (Lemme du Col dans R) Soit x1 < x3 < x2 des nombre réels distinct et f ∈ C1(R;R)

si

f(x3) > max{f(x1), f(x2)}. (2.1)

Alors, il existe un point critique x̂ de f dans (x1, x2) tel que

f(x̂) = max
[x1,x2]

f = inf
[a,b]∈Γ

max
x∈[a,b]

f(x), (2.2)

où

Γ = {[a, b], tel que a < x1 < x2 < b}.

FIGURE 2.1 – la position des x∗, x1, x2 et x3.

Démonstration - Si nous supposons que f(x1) ≤ f(x2) (ou bien inversement ), alors le théo-

rème de la valeur moyenne implique que

∃x∗ ∈ [x1, x3] tel que f(x∗) = f(x2). (2.3)

Si nous appliquons maintenant le théorème de Rolle et on utilisons le plus petit nombre x∗ qui

est satisfait la condition (2.3), nous serions garantis l’existence d’un maximum dans [x∗, x2]. Il

résulte maintenant de (2.1) que

max
[x1,x2]

f ≥ max
[x∗,x2]

f ≥ f(x3) > max{f(x1), f(x2),

17



et puisque [x1, x2] ∈ Γ, nous avons que

max
[x1,x2]

f = inf
[a,b]∈Γ

max
x∈[a,b]

f(x).

2.2.2 Suit et condition de Palais-Smale

Définition 2.1. [18] Soit E un espace Banach et J : E → R une fonctionnelle de classe C1. On

dit que J satisfait la condition de Palais-Smale, notée (P.S), s’il y a une suite (un) dans E telle

que

(J(un)) bornée, et J ′(un)→ 0,quand n→ +∞ (2.4)

admet une sous-suite convergente.

Toute suite satisfaisante (2.4) est appelée suite de Palais-Smale.

Définition 2.2. [18] SoitE un espace Banach et J une fonctionnelle de classe C1, et c ∈ R. On dit

que la fonctionnelle J satisfait à la condition (locale) de Palais-Smale au niveau c, notée (P.S)c,

s’il y a une suite (un) dans E telle que

J(un)→ c, et J ′(un)→ 0, (2.5)

admet une sous-suite convergente.

Exemple 2.1. Dans R la fonctionnelle J : x 7→ x2, satisfait la condition de Palais-Smale en 0

tandis que J : x 7→ e−x, ne la satisfait pas, car la suite définie par un = n vérifie lim
n→∞

e−n = 0 et

lim
n→∞

−ne−n = 0 mais (un) n’admet pas une sous-suite convergente.

Remarque 2.2. La condition (P.S)c est une condition de compacité sur la fonctionnelle J , en ce

sens que l’ensemble Kc de points critiques de J au niveau c,

Kc = {u ∈ E : J(u) = c et J ′(u) = 0}

est compact.

Démonstration - De (P.S)c, il s’ensuit que toute séquence (um) dans Kc a une sous-suite

convergente, et par la continuité de J et J ′ (rappel de la définition 2.2 que J ∈ C1(E,R)) tout

point d’accumulation d’une telle suite se situe également dans Kc.

Donc Kc est compact.

Exemples 2.1. 1. L’identité fonctionnelle sur E satisfait (P.S), où K = Φ est l’ensemble de

tous les points critiques de J dans E,

18



2. La fonctionnelle J ≡ 0 qui définie sur E = R ne satisfait ni (P.S)0 ni (P.S)c, et l’ensemble

K est l’espace entier,

3. La fonctionnelle J(u) = sin(u) qui définie sur E = R satisfait (P.S)c pour tous c ∈ R \
{−1, 1} et K est un ensemble infini et non borné.

Théorème 2.5. Soit J ∈ C1(Rn,R) est une fonctionnelle coercitive, c’est-à-dire,

lim
‖u‖→+∞

J(u) = +∞,

alors J satisfait (P.S).

Théorème 2.6. (Lemme du Col dans Rn) Supposons J ∈ C1(Rn,R) est une fonctionnelle coercitive

et possède deux minima relatifs stricts distincts x1 et x2. Alors J possède un troisième point critique x3

distinct de x1 et x2, caractérisé par

J(x3) = inf
γ∈Γ

max
x∈γ

J(x),

où

Γ = {γ ⊂ Rn, γ compact et connecté(raccordé) x1, x2 ∈ γ}.

2.2.3 Lemme du Col en dimension infinie

Lemme 2.1. (Lemme du Col)[14], [24]. Soit E un espace de Banach réel et J ∈ C1(E,R) satisfait

(P.S)c la condition de Palais-Smale au niveau c, avec J(0) = 0. Supposons que

(a) Il existe ρ > 0 et α > 0 tels que J(u) ≥ α pour tout u ∈ E avec ‖u‖ = ρ ;

(b) Il existe e ∈ E, ‖e‖E > ρ tel que J(e) < 0.

Alors J admet une valeur critique c ≥ α. De plus, c peut être caractérisée par

On définit

Γ = {γ ∈ C1([0, 1], E) | γ(0) = 0, γ(1) = e}. (2.6)

Alors

c = inf
γ∈Γ

max
0≤t≤1

J(γ(t)) ≥ α (2.7)

est une valeur critique de J(u).

Remarque 2.3. Géométriquement, lorsque E = R2 les hypothèses (a) et (b) signifient que l’ori-

gine se situe dans une vallée entourée d’une montagne

Γγ = {(x, γ(x)) ∈ R3 : x ∈ R2}.

Il doit donc exister un Col de montagne joignant (0, 0) et (1, γ(1)) qui contient une valeur cri-

tique (voir figure en-dessous).
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FIGURE 2.2 – Col de la montagne entre "villages" e0(0, 0) et e1(1, e), qui illustration les conditions
géométriques (a) et (b) de Lemme 2.1.

Remarque 2.4. Notez que la condition (P.S) est essentielle dans le lemme 2.1 comme le montre

l’exemple suivant.

Exemple 2.2. La fonctionnelle J(x, y) = x2 + (x + 1)3y2 satisfait aux hypothèses (a) et (b) du

Lemme 2.1 mais ne satisfait pas à la condition (P.S) et son point critique unique est (0, 0).

Démonstration - Le point (0, 0) est un minimum local strict et l’unique point critique. Si la

condition (P.S) est satisfaite, alors (P.S)c avec c > 0 défini par (2.7) est également satisfait. Soit

(xn, yn) une suite telles que
lim

n→+∞

(
x2
n + (xn + 1)3y2

n

)
= c > 0,

lim
n→+∞

(
2xn + 3(xn + 1)2y2

n

)
= 0,

lim
n→+∞

2(xn + 1)3yn = 0.

(2.8)

Supposons que lim
n→+∞

(xn, yn) = (x̄, ȳ) 6= (0, 0). En passant à la limite de (2.8) on obtient
lim

n→+∞

(
x̄2 + (x̄+ 1)3ȳ2

)
= c > 0,

lim
n→+∞

(
2x̄+ 3(x̄+ 1)2ȳ2

)
= 0,

lim
n→+∞

2(x̄+ 1)3ȳ = 0.

ce qui implique une contradiction.

Pour la preuve du Lemme 2.1, nous donnons un nouveau démonstration basée sur principe

variationnel d’Ekeland.

Démonstration - Clairement, Γ 6= ∅ puisque γ(t) = te est dans Γ. Alors nous supposons que

la condition géométrique

c > inf
u∈S(o,ρ)

J(u) > max{γ(0), γ(1)}, (2.9)
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est satisfait pour tout

u ∈ S(o, ρ) = {u ∈ E : ‖u− 0‖ < ρ}. (2.10)

Notez que J peut être non bornée inférieurement mais nous exigeons seulement qu’il soit bor-

née inférieurement sur S(0; ρ) pour certains ρ > 0.

Si nous considérons Γ de (2.6) comme un espace normé pour la topologie uniforme engendrée

par la norme

‖γ‖Γ = max
t∈[0;1]

|γ(t)|, pour γ ∈ Γ,

et définir

φ : Γ −→ R comme φ(γ) = max
t∈[0,1]

J(γ(t)).

Alors, φ est semi-continue inférieurement comme une limite supérieure d’une famille de fonc-

tions semi-continues inférieurements. Il est également bornée inférieurement, depuis

c > inf
Γ
φ(u) > max{J(0), J(e)},

par conséquent, nous pouvons utiliser le principe variationnel d’Ekeland. c’est-à-dire que pour

chaque ε > 0, il existe un chemin γε ∈ Γ tel que{
φ(γε) ≤ c+ ε, et,
φ(γ) ≥ φ(γε)− ε‖γ − γε‖Γ, pour tout γ ∈ Γ.

(2.11)

Soit

M(ε) := {t ∈ [0; 1] : J(γε(t)) = max
x∈[0;1]

J(γε(x))},

Alors, (2.11) implique qu’il existe un tε ∈M(ε) tel que

‖J ′(γε(tε))‖ ≤ ε.

La condition (PS)c avec la suite de Palais-Smale xn = γ 1
n
(t 1

n
) fait ensuite le travail pour terminer

l’épreuve.
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CHAPITRE 3

MULTIPLICITÉ DE SOLUTIONS POSITIVES
POUR UN PROBLÈME AUX LIMITES

QUASI-LINÉAIRE DE SECOND ORDRE

Dans ce chapitre, nous discutons l’existence et la multiplicité des solutions positives pour

une classe d’équations quasi-linéaires du second ordre. Pour obtenir nos résultats, nous utilise-

rons le lemme du Col et le principe variationnel d’Ekeland. et nous choisirons comme exemple

l’article qui a été publié par les auteurs D. Bouafia, T. Moussaoui et D. O’Regan en 2018 (voir

[2]).

3.1 Introduction

Notre objectif dans ce chapitre est d’obtenir au moins deux solutions positives au problème

suivant {
−u′′ + u = λh(x)|u|β−2u+ q(x)f(u), x ∈ (0,+∞),
u(0) = u(+∞) = 0,

(3.1)

où f ∈ C(R,R), et sont des paramètres réels avec 1 < β < 2 et λ > 0.

Au cours de ce chapitre, nous supposons que les hypothèses suivantes sont satisfaites :

(H0) h et q : [0,+∞) −→ (0,+∞) appartenir à L1(0,+∞) ∩ L∞(0,+∞) ;

(H1) Il existe une fonction continuement différentiable et bornée p : [0,+∞) −→ (0,+∞)

appartenir à L1(0,+∞) ∩ L∞(0,+∞) de telle sorte que les fonctions q
p
, q
p2
, q
pβ
, q
pβ+1 ,

h
pβ−1 ,

et h
pβ

tous appartiennent à L1(0,+∞) ;

(H2) M = max(‖p‖L2 , ‖p′‖L2) < +∞,

Mr,g = ‖p‖
1
2∞

 +∞∫
0

g(x)
( x∫

0

ds

p(s)

) r
2
dx

 1
r

< +∞,

pour tous r ∈ {β, 2, β + 1} et toutes g ∈ {q, h} et

M2,q = ‖p‖
1
2∞

 +∞∫
0

q(x)
( x∫

0

ds

p(s)

)
dx

 1
2

<
1√
A
,
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où la constante A satisfait

(H3) lim
u→0+

f(u)

|u|
= A ∈ (0, λ

2

2,q) et lim
u→+∞

f(u)

|u|β
= B ∈ (λ

2

2,q,+∞), où λ2,q est la première valeur

propre du problème (3.2) qui est définie dans le lemme 3.3,

(H4) Il existe µ > β + 1 tel que

F (s) ≤ 1

µ
sf(s), pour tout |s| > 0, où F (s) =

s∫
0

f(t)dt.

Nous présentons maintenant l’espace de Hilbert H1
0 (0,+∞) qui convient à l’étude de notre

problème. Soit

H1
0 (0,+∞) =

{
u mesurable : u, u′ ∈ L2(0,+∞), u(0) = u(+∞) = 0

}
,

muni de la norme

‖u‖ =

 +∞∫
0

|u′(x)|2dx+

+∞∫
0

|u(x)|2dx

 1
2

,

et associé au produit scalaire

(u, v) =

+∞∫
0

u′(x).v′(x)dx+

+∞∫
0

u(x).v(x)dx.

On considère les espaces Lrg(0,+∞) qui sont définis par

Lrg(0,+∞) = {u : (0,+∞)→ R mesurable telle que

+∞∫
0

g(x)|u(x)|rdx < +∞},

pour tous r ∈ {β, 2, β + 1} et toutes g ∈ {h, q} équipé respectivement par les normes

‖u‖r,g =

 +∞∫
0

g(x)|u(x)|rdx

 1
r

.

Soit l’espace Cl,p[0,+∞) défini par

Cl,p[0,+∞) = {u ∈ C([0,+∞),R) : lim
x→+∞

p(x)u(x) existe}.

La norme correspondante est définie par

‖u‖∞,p = sup
x∈[0,+∞)

p(x)|u(x)|.

Nous donnons maintenant quelques lemmes et corollaires nécessaires, qui sont utilisés ci-

dessous.
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Lemme 3.1. [12] H1
0 (0,+∞) s’injecte de manière continue et compacte dans Cl,p[0,+∞), i.e.,

‖u‖∞,p ≤M‖u‖ ∀u ∈ H1
0 (0,+∞).

Démonstration - Etape 1 : On preuve H1
0 (0,+∞) ↪→ Cl,p[0,+∞). En effet, pour toute u ∈

H1
0 (0,+∞), nous avons

|p(x)u(x)| = |p(+∞)u(+∞)− p(x)u(x)| =
∣∣∣∣∫ +∞

x

(pu)′(s)ds

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∫ +∞

x

p′(s)u(s)ds

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ +∞

x

p(s)u′(s)ds

∣∣∣∣
≤

 +∞∫
0

p′2(s)ds

 1
2
 +∞∫

0

u2(s)ds

 1
2

+

 +∞∫
0

p2(s)ds

 1
2
 +∞∫

0

u′2(s)ds

 1
2

≤
√

2 max(‖p′‖L2 , ‖p‖L2)‖u‖.

Par conséquent

‖u‖∞,p ≤
√

2M‖u‖.

Etape 2 : On preuve H1
0 (0,+∞) ↪→↪→ Cl,p[0,+∞). Soit D ⊂ H1

0 (0,+∞) un ensemble borné.

Alors elle est borné dans Cl,p[0,+∞) d’après le lemme 3.1. Soit R > 0 tel que pour toute u ∈ D,
‖u‖ ≤ R. Alors nous appliquerons le Lemme 1.1, on obtient :

(a) D est équicontinu sur sous-chaque intervalle compact de [0,+∞). Soit u ∈ D et x1, x2 ∈ J ⊂
[0,+∞) où J est un sous-intervalle compact, nous avons

|p(x1)u(x1)− p(x2)u(x2)| =

∣∣∣∣∫ x1

x2

(pu)′(s)ds

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ x1

x2

p′(s)u(s) + u′(s)p(s)ds

∣∣∣∣
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Ainsi, en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons

|p(x1)u(x1)− p(x2)u(x2)| ≤

 x1∫
x2

p′2(s)ds

 1
2
 x1∫
x2

u2(s)ds

 1
2

+

 x1∫
x2

p2(s)ds

 1
2
 x1∫
x2

u′2(s)ds

 1
2

≤
√

2 max


 x1∫
x2

p′2(s)ds

 1
2

,

 x1∫
x2

p2(s)ds

 1
2

 ‖u‖
≤
√

2Rmax


 x1∫
x2

p′2(s)ds

 1
2

,

 x1∫
x2

p2(s)ds

 1
2

 −→ 0,

quand |x1 − x2| → 0.

(b) D est équiconvergent à +∞. Pour x ∈ [0,+∞) et u ∈ D, en utilisant le fait que (pu)(+∞) = 0

(On dénote u(∞) = 0 et p est bornée) et en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

|(pu)(x)− (pu)(+∞)| =

∣∣∣∣∫ +∞

x

(pu)′(s)ds

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ +∞

x

p′(s)u(s) + u′(s)p(s)ds

∣∣∣∣
≤
√

2 max


 +∞∫

x

p′2(s)ds

 1
2

,

 +∞∫
x

p2(s)ds

 1
2

 ‖u‖
≤
√

2Rmax


 +∞∫

x

p′2(s)ds

 1
2

,

 +∞∫
x

p2(s)ds

 1
2

 −→ 0,

quand x→ +∞.

Lemme 3.2. [3] Cl,p[0,+∞) s’injecte de manière continue dane Lrg(0,+∞) pour tous r ∈ {β, 2, β+ 1}
et toutes g ∈ {h, q}.

Démonstration - Pour toute u ∈ Cl,p[0,+∞), pour tous r ∈ {β, 2, β + 1} et pour chaque g ∈
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{h, q}, on a

‖u‖rg,r =

+∞∫
0

g(x)|u|r(x)dx

=

+∞∫
0

g(x)

pr(x)
pr(x)|u|r(x)dx

≤ ‖u‖r∞,p

+∞∫
0

g(x)

pr(x)
dx =

∥∥∥ g
pr

∥∥∥
L1
‖u‖r∞,p.

Donc, ‖u‖g,r ≤ C1‖u‖∞,p, où C1 =
∥∥∥ g
pr

∥∥∥ 1
r

L1
.

Corollaire 3.1. [3] H1
0 (0,+∞) s’injecte de manière continue et compacte dans Lrg(0,+∞) avec la

constante d’injection Mr,g.

Soit λr,g la première valeur propre du problème{
−u′′(x) + u(x) = λg(x)|u(x)|r−2u(x), x > 0,
u(0) = u(+∞) = 0,

(3.2)

et notez

λr,g = inf
u∈H1

0\{0}

‖u‖
‖u‖r,g

·

Lemme 3.3. [3] La première valeur propre λr,g est positive et est atteint pour une fonction positive

ψr,g ∈ H1
0 (0,+∞) \ {0}, i.e.,

λr,g := inf
u∈H1

0\{0}

‖u‖
‖u‖r,g

=
‖ψr,g‖
‖ψr,g‖r,g

·

Démonstration - En utilisant la même idée que dans [10], pour u ∈ H1
0 (0,+∞), Soit

N1(u) = ‖u‖ et N2(u) = ‖u‖r,g,

et définir la fonctionnelle P : H1
0 (0,+∞) \ {0} → R par

P (u) =
N1(u)

N2(u)
.

Alors,

λr,g = inf
u∈H1

0\{0}
P (u).
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Soit u ∈ H1
0 (0,+∞) ; donc pour x > 0,

|u(x)|r =

∣∣∣∣∣∣
x∫

0

u′(s)ds

∣∣∣∣∣∣
r

=

∣∣∣∣∣∣
x∫

0

√
p(s)u′(s)

1√
p(s)

ds

∣∣∣∣∣∣
r

≤

 x∫
0

p(s)u′2(s)ds

 r
2
 x∫

0

ds

p(s)

 r
2

≤
[

sup
x≥0

p(x)
] r

2

 +∞∫
0

u′2(s)ds

 r
2
 x∫

0

ds

p(s)

 r
2

.

Par conséquent, pour toute g ∈ {h, q}, et si x > 0, on a

g(x)|u(x)|r ≤
[

sup
x≥0

p(x)
] r+1

2
g(x)

 x∫
0

ds

p(s)

 r
2
 +∞∫

0

u′2(s)ds

 r
2

,

donc

‖u‖r,g ≤Mr,g‖u‖, (3.3)

qui donne

λr,g = inf
u∈H1

0\{0}

‖u‖
‖u‖g,r

≥ 1

Mr,g

> 0·

Soit (un) une suite de minimisante pour cette quantité. Nous savons alors que (|un|) est une

suite de minimisante pour P , nous pouvons donc supposer que un(x) ≥ 0 pour x ∈ [0,+∞).

La fonction P est homogène de degré zéro, c’est-à-dire P (αu) = P (u), pour chaque α ∈ R.

Posons ũn = un
‖u‖r,g , pour chaque n, on peut supposer que ‖un‖r,g = 1. Notez que lim

n→+∞
P (un) =

inf
u∈H1

0\{0}
P (u) = λr,g, donc la suite (P (un)) est bornée. De cela et du fait que P (un) = ‖un‖, on

voit que (un) est borné dans H1
0 . D’après le lemme 3.1 et de la réflexivité et de la séparabilité de

H1
0 , il existe une sous-suite (unk) de (un) de telle sorte que, quand k → +∞,{

unk ⇀ u, dans H1
0 ,

unk → u, dans Cl,p.

Par conséquent unk(x) → u(x) pour tout x ∈ [0,+∞). Par le lemme 3.2, (unk) converge en

norme vers u dans Lrg. Donc, ‖u‖r,g = 1 and u(x) ≥ 0, pour x ∈ [0,+∞).Enfin, par la faiblement

semi-continuité inférieure de la norme, on obtient

P (u) = N1(u) ≤ lim inf
k
N1(unk) = lim inf

k
P (unk) = λr,g.

Donc, u ∈ H1
0 \ {0} and P (u) = λr,g.
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3.2 Les résultats principaux d’existence

Nous définissons maintenant la fonction d’Euler-Lagrange associée au problème (3.1). Soit

Jλ : H1
0 (0,+∞)→ R définie par

Jλ(u) =
1

2
‖u‖2 − λ

β

+∞∫
0

h(x)|u|β(x)dx−
+∞∫
0

q(x)F (u)dx. (3.4)

Proposition 3.1. Supposons que les conditions (H0) − (H3) sont satisfaites. Alors la fonctionnelle Jλ
est continuement différentiable. La dérivée de Fréchet de Jλ admet la forme

〈J ′λ(u), v〉 =

+∞∫
0

u′(x)v′(x)dx+

+∞∫
0

u(x)v(x)dx− λ
+∞∫
0

h(x)|u|β−2(x)u(x)v(x)dx

−
+∞∫
0

q(x)f(u)v(x)dx, (3.5)

pour toute v ∈ H1
0 (0,+∞).

Démonstration - Etape 1. Jλ est Gâteaux-différentiable.

pour toute v ∈ H1
0 (0,+∞), et pour tout t > 0, nous avons

Jλ(u+ tv)− Jλ(u) =
1

2

+∞∫
0

|(u+ tv)′|2dx+
1

2

+∞∫
0

|u+ tv|2dx− λ

β

+∞∫
0

h(x)|u+ tv|βdx

−
+∞∫
0

q(x)F (u+ tv)dx− 1

2

+∞∫
0

|u′|2dx− 1

2

+∞∫
0

|u|2dx

+
λ

β

+∞∫
0

h(x)|u|βdx+

+∞∫
0

q(x)F (u)dx

=
t2

2

+∞∫
0

|v′|2dx+ t

+∞∫
0

u′v′dx+
t2

2

+∞∫
0

|v|2dx+ t

+∞∫
0

uvdx

−λ
β

+∞∫
0

h(x)
[
|u+ tv|β − |u|β

]
dx−

+∞∫
0

q(x)
[
F (u+ tv)− F (u)

]
dx

=
t2

2

+∞∫
0

|v′|2dx+ t

+∞∫
0

u′v′dx+
t2

2

+∞∫
0

|v|2dx+ t

+∞∫
0

uvdx

−tλ
+∞∫
0

h(x)|u+ tθv|β−2(u+ tθv)vdx− t
+∞∫
0

q(x)f(u+ tθv)vdx,
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où 0 < θ < 1, et puis

Jλ(u+ tv)− Jλ(u)

t
=

t

2

+∞∫
0

|v′|2dx+

+∞∫
0

u′v′dx+
t

2

+∞∫
0

|v|2dx+

+∞∫
0

uvdx

−λ
+∞∫
0

h(x)|u+ tθv|β−2(u+ tθv)vdx−
+∞∫
0

q(x)f(u+ tθv)vdx.

Soit t→ 0 et nous avons

〈J ′λ(u), v〉 =

+∞∫
0

u′v′dx+

+∞∫
0

uvdx− λ
+∞∫
0

h(x)|u|β−2uvdx−
+∞∫
0

q(x)f(u)vdx,

pour toute v ∈ H1
0 (0,+∞).

Etape 2. J ′λ est continue.

Soit (un) ⊂ H1
0 (0,+∞) avec un → u, quand n → +∞, donc il existe R > 0 tel que ‖un‖ ≤ R

pour tout n ∈ N. D’après (H3), étant donné ε est suffisamment petit, il existe δ2 > δ1 > 0 tels

que

(A− ε)|s| < f(s) < (A+ ε)|s|, pour tout 0 < s < δ1, (3.6)

et

(B − ε)|s|β < f(s) < (B + ε)|s|β, pour tout s > δ2, (3.7)

donc de (3.6) et (3.7), et puisque f(u) est continue sur [δ1, δ2], il existe D1 > 0 tel que

−D1 + (A− ε)|s|+ (B − ε)|s|β < f(s) < D1 + (A+ ε)|s|+ (B + ε)|s|β, (3.8)

pour tout s ∈ (0,+∞). Cela donne

F (s) ≤ D2 +
A+ ε

2
s2 +

B + ε

β
|s|β+1, pour tout s ∈ (0,+∞), (3.9)

et

F (s) ≥ −D2 +
A− ε

2
s2 +

B − ε
β
|s|β+1, pour tout s ∈ (0,+∞), (3.10)

où D2 = D1(δ2 − δ1). De plus, d’après Lemme 3.1, (H0)− (H1) et (3.8), on obtient

q(x)|f(un(x))| ≤ (A+ ε)q(x)|un(x)|+ (B + ε)q(x)|un(x)|β +D1q(x)

≤ (A+ ε) sup
x∈[0,+∞)

|(pun)(x)|q(x)

p(x)

+(B + ε) sup
x∈[0,+∞)

|(pun)(x)|β q(x)

pβ(x)
+D1q(x)

= (A+ ε)‖un‖∞,p
q(x)

p(x)
+ (B + ε)‖un‖β∞,p

q(x)

pβ(x)
+D1q(x)

≤ (A+ ε)MR
q(x)

p(x)
+ (B + ε)(MR)β

q(x)

pβ(x)
+D1q(x) ∈ L1(0,+∞),
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et ∣∣∣q(x)|un(x)|β−2|un(x)
∣∣∣ ≤ q(x)|un(x)|β−1

= pβ−1(x)|un(x)|β−1 h(x)

pβ−1(x)

≤ sup
x∈[0,+∞)

|(pun)(x)|β−1 h(x)

pβ−1(x)

= ‖un‖β−1
∞,p

h(x)

pβ−1(x)

≤ (MR)β−1 h(x)

pβ−1(x)
∈ L1(0,+∞).

Ensuite, à partir du théorème de convergence dominé de Lebesgue, nous obtenons

lim
n→+∞

+∞∫
0

q(x)f(un(x))dx =

+∞∫
0

q(x)f(u(x))dx, (3.11)

et aussi

lim
n→+∞

+∞∫
0

h(x)|un|β−2(x)un(x)dx =

+∞∫
0

h(x)|u|β−2(x)u(x)dx. (3.12)

par conséquent, nous avons

〈J ′λ(un)− J ′λ(u), v〉 =

+∞∫
0

u′nv
′dx+

+∞∫
0

unvdx− λ
+∞∫
0

h(x)|un|β−2unvdx

−
+∞∫
0

q(x)f(un)vdx−
+∞∫
0

u′v′dx−
+∞∫
0

uvdx

+λ

+∞∫
0

h(x)|u|β−2uvdx+

+∞∫
0

q(x)f(u)vdx

=

+∞∫
0

(u′n − u′)v′dx+

+∞∫
0

(un − u)vdx

−λ
+∞∫
0

h(x)
(
|un|β−2un − |u|β−2u

)
vdx

−
+∞∫
0

q(x)(f(un)− f(u))vdx, (3.13)

et d’après (3.11), (3.12) et la continuité de f, passant à la limite dans 〈J ′λ(un) − J ′λ(u), v〉, quand

n→ +∞, nous obtenons que J ′λ(un)→ J ′λ(u), quand n→ +∞.
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Définition 3.1. On dit que u ∈ H1
0 (0,+∞) est une solution faible du problème (3.1) si pour tout

v ∈ H1
0 (0,+∞), on a

〈J ′λ(u), v〉 =

+∞∫
0

u′v′dx+

+∞∫
0

uvdx− λ
+∞∫
0

h(x)|u|β−2uvdx−
+∞∫
0

q(x)f(u)vdx = 0.

Dans nos deux prochaines sections, nous prouverons le résultat principal de ce travail.

Théorème 3.1. Supposons que (H0) − (H4) sont satisfaites. Alors Il existe ξ > 0 tel que, pour tout

0 < λ < ξ, le problème (3.1) admet au moins deux solutions positives.

3.2.1 Existence d’une première solution

Lemme 3.4. Supposons que les hypothèses (H0) − (H4) sont satisfait. Alors, il existe ξ1 > 0 tel que,

pour 0 < λ ≤ ξ1, la fonctionnelle Jλ satisfait les conditions géométriques (a) et (b) dans le lemme 2.1,

i.e.,

(a) Il existe ρ, α > 0 tel que Jλ(u) ≥ α quand ‖u‖ = ρ,

(b) Il y a un e ∈ H1
0 (0,+∞), ‖e‖ > ρ tel que Jλ(e) < 0.

Démonstration - (a). D’après (H0)− (H3), (3.9) et en utilisant Corollaire 3.1, nous avons

Jλ(u) =
1

2
‖u‖2 − λ

β

+∞∫
0

h(x)|u|β(x)dx−
+∞∫
0

q(x)F (u)dx

≥ 1

2
‖u‖2 − λ

β

+∞∫
0

h(x)|u|β(x)dx−D2

+∞∫
0

q(x)dx

−A+ ε

2

+∞∫
0

q(x)|u|2dx− B + ε

β + 1

+∞∫
0

q(x)|u|β+1dx

≥ 1

2
‖u‖2 − λ

β
Mβ

β,h‖u‖
β − (A+ ε)

2
M2

2,q‖u‖2

−(B + ε)

β + 1
Mβ+1

β+1,h‖u‖
β+1 −D2‖q‖L1 ,
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et puis,

Jλ(u) ≥
(1

2
− (A+ ε)

2
M2

2,q

)
‖u‖2 − λ

β
Mβ

β,h‖u‖
β

−(B + ε)

β + 1
Mβ+1

β+1,h‖u‖
β+1 −D2‖q‖L1

≥ ‖u‖2
[1

2

(
1− (A+ ε)M2

2,q

)
− λ

β
Mβ

β,h‖u‖
β−1

−(B + ε)

β + 1
Mβ+1

β+1,h‖u‖
β
]
−D2‖q‖L1

≥ ‖u‖2
[1

2

(
1− (A+ ε)M2

2,q

)
− λK1‖u‖β−1 −K2‖u‖β

]
−K3 (3.14)

où K1 = 1
β
Mβ

β,h, K2 = (B+ε)
β+1

Mβ+1
β+1,h, et K3 = D2‖q‖L1 ; ici ε et D2 sont donnés dans la preuve de

la proposition 3.1. Soit

g(t) = λK1t
β−2 +K2t

β−1 pour t ≥ 0.

Clairement,

g′(t) = λK1(β − 2)tβ−3 +K2(β − 1)tβ−2 pour t ≥ 0.

De g′(t0) = 0, on a

t0 =
λK1(2− β)

K2(β − 1)
.

Alors

g(t0) =
2λβ−1Kβ−1

1

(β − 1)Kβ−2
2

.

Ainsi, il existe 0 < ξ1 <
[

(β−1)K2

4K1

(
1− (A+ ε)M2

2,q

)] 1
β−1

, tel que

g(t0) <
1

2

(
1− (A+ ε)M2

2,q

)
pour tout 0 < λ ≤ ξ1.

Par conséquent, en prenant ρ = t0, et on choisit λ ∈ (0, ξ1) tel que

m0 = ρ2
[1

2

(
1− (A+ ε)M2

2,q

)
− λK1ρ

β−2 −K2ρ
β−1
]
> K3,

d’après (3.14), nous avons que

Jλ(u) ≥ α > 0 quand ‖u‖ = ρ, (3.15)

où α = m0 −K3. Donc (a) est prouvé.
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(b). Pour t > 0 assez grand, puis à partir de (3.10), on a

Jλ(tψβ+1,q) =
1

2
t2‖ψβ+1,q‖2 − λ

β
tβ

+∞∫
0

h(x)|ψβ+1,q|βdx−
+∞∫
0

q(x)F (tψβ+1,q)dx

≤ 1

2
t2‖ψβ+1,q‖2 − λ

β
tβ

+∞∫
0

h(x)|ψβ+1,q|βdx−
(A− ε)

2
t2

+∞∫
0

q(x)|ψβ+1,q|2dx

−(B − ε)
β + 1

tβ+1

+∞∫
0

q(x)|ψβ+1,q|β+1dx+D2

+∞∫
0

q(x)dx

≤ 1

2
t2‖ψβ+1,q‖2 − λ

β
tβ‖ψβ+1,q‖

β
β,h −

(A− ε)
2

t2‖ψβ+1,q‖2
2,q

−(B − ε)
β + 1

tβ+1‖ψβ+1,q‖
β+1
β+1,q +D2‖q‖L1

≤ 1

2

(
‖ψβ+1,q‖2 − (A− ε)‖ψβ+1,q‖2

2,q

)
t2 − λ

β
‖ψβ+1,q‖

β
β,ht

β

−(B − ε)
β + 1

‖ψβ+1,q‖
β+1
β+1,qt

β+1 +K3.

Par suite Jλ(tψβ+1,q) → −∞, quand t → +∞. On choisit t1 > 0 assez grand et e = t1ψβ+1,q. Par

conséquent, nous concluons que

Jλ(e) < 0 quand ‖e‖ > ρ.

Donc (b) est prouvé.

Dans une version du théorème du Col sans la condition de Palais-Smale [24], il existe une suite

(un) ⊂ H1
0 (0,+∞) de (P.S)c pour Jλ qui satisfait (2.5), i.e.,

Jλ(un)→ c, et J ′λ(un)→ 0,

où

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Jλ(γ(t)),

avec

Γ = {γ ∈ C([0, 1], H1
0 (0,+∞)) : γ(0) = 0, γ(1) = e},

où e est donné dans le lemme 3.4.

Remarque 3.1. Puisque la suite (u+
n ) aussi satisfait (2.5) (voir [23]), nous supposons, sans perte

de généralité, que un ≥ 0, ∀n ∈ N.
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Lemme 3.5. Supposons que les hypothèses (H0)− (H4) sont vérifient. Alors, le niveau du Col c satisfait

l’inégalité suivante

c <

(
λ
β+1

β+1,q

(B − ε)

) 2
β−1 (

1

2
− 1

µ

)
+K3;

ici K3 est donné dans la preuve du lemme 3.4.

Démonstration - A partir de la preuve du lemme 3.4, on peut considérer γ(t) = tt1ψβ+1,q, où

t1 > 0 est suffisamment grand pour que e = t1ψβ+1,q. Ainsi, d’après la définition de c,

c ≤ max
t≥0

Jλ(tψβ+1,q),

c’est-à-dire,

c ≤ max
t≥0

{1

2
t2‖ψβ+1,q‖2 − λ

β
tβ‖ψβ+1,q‖

β
β,h −

+∞∫
0

q(x)F (tψβ+1,q)dx
}
.

De (3.10), on a

c ≤ max
t≥0

{1

2
t2‖ψβ+1,q‖2 − λ

β
tβ‖ψβ+1,q‖

β
β,h −

(A− ε)
2

t2‖ψβ+1,q‖2
2,q

−(B − ε)
β + 1

tβ+1‖ψβ+1,q‖
β+1
β+1,q +K3

}
≤ max

t≥0

{1

2
t2‖ψβ+1,q‖2 − (B − ε)

β + 1
tβ+1‖ψβ+1,q‖

β+1
β+1,q

}
+K3,

et puis

c

‖ψβ+1,q‖2
β+1,q

≤ max
t≥0

{λ2

β+1,q

2
t2 − (B − ε)

β + 1
‖ψβ+1,q‖

β−1
β+1,qt

β+1
}

+
K3

‖ψβ+1,q‖2
β+1,q

.

Soit

Z(t) =
λ

2

β+1,q

2
t2 − (B − ε)

β + 1
‖ψβ+1,q‖

β−1
β+1,qt

β+1.

Clairement,

Z ′(t) = λ
2

β+1,qt− (B − ε)‖ψβ+1,q‖
β−1
β+1,qt

β.

Puisque la fonction Z atteint son maximum à

t =

[
λ

2

β+1,q

(B − ε)‖ψβ+1,q‖
β−1
β+1,q

] 1
β−1

,

il s’ensuit que

c <

(
λ
β+1

β+1,q

(B − ε)

) 2
β−1 (

1

2
− 1

β + 1

)
+K3,
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et donc, nous avons que

c <

(
λ
β+1

β+1,q

(B − ε)

) 2
β−1 (

1

2
− 1

µ

)
+K3.

Lemme 3.6. Il existe ξ2 > 0 tel que, pour 0 < λ < ξ2, la suite de Palais-Smale (un) associée à la

fonctionnelle Jλ satisfait

lim sup
n→+∞

‖un‖2 < 2

(
λ
β+1

β+1,q

(B − ε)

) 2
β−1

+M
2β
2−β
β,h +

4K3µ

µ− 2
.

Démonstration - Tout d’abord, notez que (un) est borné dans H1
0 (0,+∞). En effet, de (2.5), on

a

Jλ(un)→ c, et 〈J ′λ(un), un〉 → 0 quand n→ +∞.

On remarque que à partir de (3.5), nous avons que

+∞∫
0

q(x)f(un)undx = ‖un‖2 − λ‖un‖ββ,h − 〈J
′
λ(un), un〉.

Utilisation du corollaire 3.1 et (H4), il découle de (2.5), on a cette inégalité

c+ ε > Jλ(un) =
1

2
‖un‖2 − λ

β
‖un‖ββ,h −

+∞∫
0

q(x)F (un)dx

≥ 1

2
‖un‖2 − λ

β
‖un‖ββ,h −

1

µ

+∞∫
0

q(x)f(un)undx

≥
(1

2
− 1

µ

)
‖un‖2 − λ

( 1

β
− 1

µ

)
‖un‖ββ,h +

1

µ
〈J ′λ(un), un〉

≥
(1

2
− 1

µ

)
‖un‖2 − λMβ

β,h

( 1

β
− 1

µ

)
‖un‖β +

1

µ
〈J ′λ(un), un〉

≥
(1

2
− 1

µ

)
‖un‖2 − λMβ

β,h

( 1

β
− 1

µ

)
‖un‖β

− 1

µ
‖J ′λ(un)‖‖un‖. (3.16)

Puisque J ′λ(un)→ 0, il existe N0 ∈ N assez grand pour que

c+ ε >
(1

2
− 1

µ

)
‖un‖2 − λMβ

β,h

( 1

β
− 1

µ

)
‖un‖β − on(1)‖un‖, ∀ n > N0. (3.17)

Cela implique que (un) ⊂ H1
0 (0,+∞) est bornée. Maintenant, nous pouvons écrire (3.17) comme(1

2
− 1

µ

)
‖un‖2 ≤ λMβ

β,h

( 1

β
− 1

µ

)
‖un‖β + on(1)‖un‖+ c+ ε. (3.18)
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En utilisant l’inégalité de Young dans (3.18), nous obtenons(1

2
− 1

µ

)
‖un‖2 ≤

( 1

β
− 1

µ

)[2− β
2

M
2β
2−β
β,h +

β

2
λ

2
β ‖un‖2

]
+ on(1)‖un‖+ c+ ε

≤
( 1

β
− 1

µ

)2− β
2

M
2β
2−β
β,h +

β

2
λ

2
β

( 1

β
− 1

µ

)
‖un‖2

+on(1)‖un‖+ c+ ε,

et puis, nous avons que[(1

2
− 1

µ

)
− β

2
λ

2
β

( 1

β
− 1

µ

)]
‖un‖2 ≤

( 1

β
− 1

µ

)2− β
2

M
2β
2−β
β,h + on(1)‖un‖+ c+ ε.

On choisir 0 < λ ≤ ξ2 =

 ( 1
2
− 1
µ

)
β

(
1
β
− 1
µ

)
β
2

, puis en utilisant le lemme 3.5, nous concluons que

‖un‖2 ≤
[

1

2

(1

2
− 1

µ

)]−1

×

(1

2
− 1

µ

)( λ
β+1

β+1,q

(B − ε)

) 2
β−1

+K3 +
( 1

β
− 1

µ

)2− β
2

M
2β
2−β
β,h + on(1)‖un‖+ ε

 .
Donc,

lim sup
n→+∞

‖un‖2 ≤
[

1

2

(1

2
− 1

µ

)]−1
(1

2
− 1

µ

)( λ
β+1

β+1,q

(B − ε)

) 2
β−1

+K3 +
( 1

β
− 1

µ

)2− β
2

M
2β
2−β
β,h


< 2

(
λ
β+1

β+1,q

(B − ε)

) 2
β−1

+M
2β
2−β
β,h +

4K3µ

µ− 2
.

Puisque (un) satisfaisant (2.5) est bornée dans H1
0 (0,+∞) (voir Lemme 3.6), il existe u1 ∈

H1
0 (0,+∞) de telle sorte que, pour une sous-suite, nous avons que

un ⇀ u1 dans H1
0 (0,+∞), (3.19)

un → u1 dans Lrg(0,+∞), (3.20)

pour tout r ∈ {β, 2, β + 1} pour toutes g ∈ {h, q} et

un(x)→ u1(x) p.p, dans (0,+∞). (3.21)

Dans le lemme suivant, nous obtenons des résultats de convergences concernant la suite (un) et

sa limite faible u1.
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Lemme 3.7. Les limites suivantes sont satisfaites

(c)
+∞∫
0

q(x)|f(un)− f(u1)||un − u1|dx = on(1),

(d)
+∞∫
0

h(x)
∣∣∣|un|β−2un − |u1|β−2u1

∣∣∣|un − u1|dx = on(1).

Démonstration - (c). D’après (3.8) et en utilisant Corollaire 3.1, les lemmes 3.5, et 3.6, on ob-

tient

+∞∫
0

q(x)|f(un)− f(u1)||un − u1|dx ≤
+∞∫
0

q(x)|f(un||un − u1|dx

+

+∞∫
0

q(x)|f(u1)||un − u1|dx

≤ 2D1

+∞∫
0

q(x)|un − u1|dx+

(A+ ε)

+∞∫
0

q(x)|un||un − u1|dx+ (A+ ε)

+∞∫
0

q(x)|u1||un − u1|dx

+(B + ε)

+∞∫
0

q(x)|un|β|un − u1|dx+ (B + ε)

+∞∫
0

q(x)|u1|β|un − u1|dx

et en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

+∞∫
0

q(x)|f(un)− f(u1)||un − u1|dx ≤ 2D1

( +∞∫
0

q(x)dx
) 1

2
( +∞∫

0

q(x)|un − u1|2dx
) 1

2
+

(A+ ε)
( +∞∫

0

q(x)|un|2dx
) 1

2
( +∞∫

0

q(x)|un − u1|2dx
) 1

2

+(A+ ε)
( +∞∫

0

q(x)|u1|2dx
) 1

2
( +∞∫

0

q(x)|un − u1|2dx
) 1

2

+(B + ε)
( +∞∫

0

q(x)|un|βdx
)β−1

β
( +∞∫

0

q(x)|un − u1|βdx
) 1
β

+(B + ε)
( +∞∫

0

q(x)|u1|βdx
)β−1

β
( +∞∫

0

q(x)|un − u1|βdx
) 1
β
.
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Donc,

+∞∫
0

q(x)|f(un)− f(u1)||un − u1|dx ≤ 2D1‖q‖L1‖un − u1‖2,q + (A+ ε)‖un‖2,q‖un − u1‖2,q

+(A+ ε)‖u1‖2,q‖un − u1‖2,q + (B + ε)‖un‖β−1
β,q ‖un − u1‖β,q

+(B + ε)‖u1‖β−1
β,q ‖un − u1‖β,q

≤ C1,ε‖un − u1‖2,q + C2,ε‖un − u1‖β,q,

où

C1,ε = 2(A+ ε)M2,qC
1
2 + 2D1‖q‖L1 , C2,ε = 2(B + ε)(M2,hC

1
2 )β−1 et

C = 2
(
λ
β+1
β+1,q

(B−ε)

) 2
β−1

+M
2β
2−β
β,h + 4K3µ

µ−2
.

Alors selon (3.20) on a

+∞∫
0

[
q(x)|f(un)− f(u1)||un − u1|

]
dx = on(1).

(d). D’après Corollaire 3.1, les lemmes 3.5, et 3.6, nous avons

+∞∫
0

h(x)
∣∣∣|un|β−2un − |u1|β−2u1

∣∣∣|un − u1|dx ≤
+∞∫
0

h(x)|un|β−1|un − u1|dx

+

+∞∫
0

h(x)|u1|β−1|un − u1|dx

≤
( +∞∫

0

h(x)|un|βdx
)β−1

β
( +∞∫

0

h(x)|un − u1|βdx
) 1
β

+
( +∞∫

0

h(x)|u1|βdx
)β−1

β
( +∞∫

0

h(x)|un − u1|βdx
) 1
β

≤ ‖un‖β−1
β,h ‖un − u1‖β,h + ‖u1‖β−1

β,h ‖un − u1‖β,h

≤ 2C3‖un − u1‖β,h,

où C3 = (Mβ,hC
1
2 )β−1. Alors, selon (3.20), nous avons

+∞∫
0

h(x)
∣∣∣|un|β−2un − |u1|β−2u1

∣∣∣|un − u1|dx = on(1).
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Proposition 3.2. Supposons que f est une fonction satisfaisant (H0) − (H4). Alors il existe une

constante ξ > 0 telle que, pour 0 < λ < ξ, le problème (3.1) a une solution positive u1 satisfaisant

Jλ(u1) > 0.

Démonstration - Soit u1 la limite faible de la suite (un) qui satisfait (2.5). Considérez ξ =

min{ξ1, ξ2}, où ξ1 et ξ2 sont donnés dans les lemmes 3.4 et 3.6, respectivement. Nous prouverons

que un → u1 dans H1
0 (0,+∞). D’après (3.13), nous avons que

〈J ′λ(un)− J ′λ(u1), un − u1〉 =

+∞∫
0

(u′n − u′1)(u′n − u′1)dx+

+∞∫
0

(un − u1)(un − u1)dx

−λ
+∞∫
0

h(x)(|un|β−2un − |u1|β−2u1)(un − u1)dx

−
+∞∫
0

q(x)(f(un)− f(u1))(un − u1)dx.

Donc,

‖un − u1‖2 ≤ |〈J ′λ(un)− J ′λ(u1), un − u1〉|+ λ

+∞∫
0

h(x)
∣∣∣|un|β−2un − |u1|β−2u1

∣∣∣|un − u1|dx

+

+∞∫
0

q(x)|f(un)− f(u1)||un − u1|dx.

Par conséquent, à partir du lemme 3.7 ci-dessus et en tenant compte du fait que J ′λ est continue

(voir Proposition 3.1), nous avons que

‖un − u1‖2 =

+∞∫
0

|u′n − u′1|2dx+

+∞∫
0

|un − u1|2dx = on(1).

Par conséquent,

lim
n→+∞

 +∞∫
0

|u′n − u′1|2dx+

+∞∫
0

|un − u1|2dx

 = 0.

c’est-à-dire, un → u1 quand n → +∞ dans H1
0 (0,+∞), i.e., (un) satisfait la condition de Palais-

Smale . Maintenant, en appliquant le théorème du Col, nous obtenons

J ′λ(u1) = 0, et Jλ(u1) = c > 0.
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3.2.2 Existence d’une seconde solution

Nous appliquons maintenant le principe variationnel d’Ekeland pour prouver l’existence

d’une solution faible u2 qui est différente de la solution u1.

Lemme 3.8. Supposons que (H0) − (H4) sont satisfait. Alors il existe une constante ξ3 > 0 telle que,

pour 0 < λ < ξ3, la fonctionnelle Jλ satisfaite la condition (P.S)d avec d < 0.

Démonstration - Fixe d < 0 et suppose que (un) ⊂ H1
0 (0,+∞) satisfait

Jλ(un)→ d, et J ′λ(un)→ 0, quand n→ +∞. (3.22)

On besoin montrer que (un) admet une sous-suite convergeant fortement dans H1
0 (0,+∞). Pro-

cédez comme dans (3.18), et nous obtenons(1

2
− 1

µ

)
‖un‖2 ≤ λMβ

β,h

( 1

β
− 1

µ

)
‖un‖β + on(1)‖un‖+ d+ ε.

Ainsi, pour une sous-suite, nous avons que[(1

2
− 1

µ

)
lim sup
n→+∞

‖un‖2−β − λMβ
β,h

( 1

β
− 1

µ

)]
lim sup
n→+∞

‖un‖β ≤ d < 0.

Par conséquent,

lim sup
n→+∞

‖un‖2 ≤

λMβ
β,h

(
1
β
− 1

µ

)
(

1
2
− 1

µ

)


2
2−β

<
(
λMβ

β,h

) 2
2−β

. (3.23)

On choisir

ξ3 = M−β
β,h

[
2

(
λ
β+1
β+1,q

(B−ε)

) 2
β−1

+M
2β
2−β
β,h + 4K3µ

µ−2

] 2−β
2

,

nous avons ça pour λ < ξ3,

lim sup
n→+∞

‖un‖2 < 2

(
λ
β+1

β+1,q

(B − ε)

) 2
β−1

+M
2β
2−β
β,h +

4K3µ

µ− 2
. (3.24)

D’après (3.24) nous avons que (un) est bornée dans H1
0 (0,+∞), et il existe u ∈ H1

0 (0,+∞) tel

que un ⇀ u dans H1
0 (0,+∞). Maintenant, nous pouvons répéter les mêmes arguments em-

ployés dans les preuves du Lemme 3.6 et de la proposition 3.2 pour conclure que un → u dans

H1
0 (0,+∞).

Proposition 3.3. Supposons que f est une fonction satisfaisant (H0) − (H4). Alors, il existe une

constante ξ̂ > 0 telle que, pour 0 < λ < ξ̂, le problème (3.1) a une solution positive u2 satisfaisant

Jλ(u2) < 0.
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Démonstration - On considère l’espace métrique complet

Bρ(0) := {u ∈ H1
0 (0,+∞) : ‖u‖ ≤ ρ},

avec une métrique donnée par d(u,w) = ‖u−w‖. La fonctionnelle Jλ est bornée inférieurement

sur Bρ(0), pour λ < ξ1, (voir Lemme 3.3). Notez que pour tout,

t < min
{ δ1

‖ψβ,h‖
,

1

‖ψβ,h‖β,h

( 2λ

βλ
2

β,h

) 1
2−β
}

(où t au voisinage de 0), puis en utilisant (H3) dans (3.6), on obtient

Jλ(tψβ,h) =
1

2
t2‖ψβ,h‖2 − λ

β
tβ‖ψβ,h‖

β
β,h −

+∞∫
0

q(x)F (tψβ,h)dx

≤ 1

2
t2‖ψβ,h‖2 − λ

β
tβ‖ψβ,h‖

β
β,h −

(A− ε)
2

t2‖ψβ,h‖2
2,q

=
1

2
t2‖ψβ,h‖2

[
1− 2λtβ−2

βλ
2

β,h

‖ψβ,h‖
β−2
β,h

]
−(A− ε)

2
t2‖ψβ,h‖2

2,q < 0, (3.25)

par (3.15). Alors, au vu de (3.25), on voit que

inf
u∈Bρ(0)

J(u) < 0 < inf
u∈∂Bρ(0)

J(u). (3.26)

Par conséquent, en appliquant le principe variationnel d’Ekeland dans Bρ(0), il existe une suite

de minimisation (un)n≥1 ⊂ Bρ(0) telle que

Jλ(un)→ d := inf
{
Jλ(u) : u ∈ Bρ(0)

}
, (3.27)

i.e.

J(un) ≤ inf
u∈Bρ(0)

J(u) +
1

n
, ∀n ≥ 1,

et pour chaque w ∈ Bρ(0) avec w 6= un,

Jλ(w)− Jλ(un) +
1

n
‖un − w‖ > 0. (3.28)

Soit v ∈ H1
0 (0,+∞). On considère la suite wn := un + tv ⊂ Bρ(0), t près de 0 (assez petite), et

pour tout n ≥ 1. De (3.28), on obtient

1

t
[Jλ(un + tv)− Jλ(un)] > − 1

n
‖v‖.
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Donc, 〈J ′λ(un), v〉 ≥ − 1
n
‖v‖ et de même, 〈J ′λ(un), (−v)〉 ≥ − 1

n
‖v‖. Par suite

|〈J ′λ(un), v〉| < 1

n
‖v‖, pour toute v ∈ H1

0 (0,+∞).

Par conséquent,

‖J ′λ(un)‖ → 0, quand n→ +∞. (3.29)

Fixe ξ̂ := min{ξ1, ξ3} où ξ1 et ξ3 sont donnés par les lemmes 3.4 et 3.8, respectivement. Alors

d’après (3.27) et (3.29), il s’ensuit que (un)n≥1 est une suite (P.S)d pour la fonctionnelle Jλ pour

tout 0 < λ < ξ̂. En utilisant le lemme 3.8 et la proposition 3.2, nous obtenons une sous-suite,

toujours notée (un)n≥1, qui converge fortement vers une fonction u2 ∈ H1
0 (0,+∞). Dans ce cas

J ′λ(u2) = 0.

Maintenant, nous allons vérifier Jλ(u2) < 0 pour compléter la preuve. Notez que l’utilisation

(H4) et (3.5), on obtient

d+ on(1) = Jλ(un)− 1

µ
J ′λ(un)un =

(1

2
− 1

µ

)
‖un‖2

− λ
( 1

β
− 1

µ

) +∞∫
0

h(x)‖un‖β −
+∞∫
0

(
F (un)− 1

µ
f(un)un

)
+ on(1).

D’après lemme de Fatou, nous concluons que

d = lim inf
n→+∞

(
Jλ(un)− 1

µ
J ′λ(un)un

)
≥ Jλ(u2)− 1

µ
J ′λ(u2)u2.

Donc,

Jλ(u2) = d < 0.

Remarque 3.2. Si u est une solution non triviale au problème (3.1), par la remarque 3.1, u ≥ 0.

De plus, comme conséquence de (3.26) et Jλ(0) = 0, nous avons u > 0 dans (0,+∞).

Preuve du théorème 3.1 : Nous prenons ξ := min{ξ, ξ̂}, puis la preuve du Théorème 3.1

découle directement des Propositions 3.2, 3.3, et la remarque 3.2. �

3.3 Exemple

Dans cette section, nous donnons un exemple pour illustrer nos résultats.
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Exemple 3.1. On considère le problème{
−u′′ + u = λh(x)|u|β−2u+ q(x)f(u), x ∈ [0,+∞),
u(0) = u(+∞) = 0,

(3.30)

où

f(u) =


1

2M2
2,q
|u|+ (λ

2

2,q + 1)|u|β, si |u| ≤ 1 ;

(λ
2

2,q + 1)|u|β + 1
2M2

2,q
, si |u| ≥ 1,

q(x) = 1
4D2

e−
3
2
x et h(x) = e−

4
3
x. On choisissez p(x) = e−

1
4
x et nous voyons que

q

p
(x) =

1

4D2

e
−5
4
x,

q

p2
(x) =

1

4D2

e−x,
h

pβ−1
(x) = e

1
4

(β− 19
3

)x,
q

pβ
(x) =

1

4D2

e
1
4

(β−6)x,

h

pβ
(x) = e( 1

4
β− 4

3
)x, et

q

pβ+1
(x) =

1

4D2

e
1
4

(β−5)x

sont dans L1[0,+∞) pour tout β ∈ (1, 2). Notez que λ2,q >
1

M2,q
, et nous obtenons aussi que

M2,q =

√
2√

15D2

, A := lim
u→0+

f(u)

|u|
=

1

2M2
2,q

et B := lim
u→+∞

f(u)

|u|β
= (λ

2

2,q + 1).

Il est facile de voir que les conditions (H0)− (H4) sont satisfait. Ainsi, à partir du Théorème 3.1,

(3.30) a au moins deux solutions positives pour chaque λ ∈ (0, ξ).
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Conclusion

Dans ce travail, on a étudié le principe variationnel d’Ekeland et quelques théories et on

étudié un problème aux limites d’ordre deux posés sur l’intervalle non borné [0,+∞) par des

méthodes variationnelles, le lemme du Col ainsi que le principe variationnel d’Ekeland (EVP).

Dans le premier chapitre, on a donné quelques outils de base, qui sont nécessaires pour ce

travail, comme la théorie des points critiques, la différentiabilité d’un opérateur dans l’espace

de Banach et un lemme de compacité (C. Corduneanu).

Dans le deuxième chapitre, notre objectif était de montrer le théorème de Col (le lemme du Col),

nous ont présenter deux théorème dérivés de ce Lemme, et aussi nous avons donner le principe

variationnel d’Ekeland. On a introduire également une condition de compacité connue sous le

nom de condition Palais-Smale.

En fin, on a étudié l’existence et la multiplicité de solutions pour le problèmes aux limites,

{
−u′′ + u = λh(x)|u|β−2u+ q(x)f(u), x ∈ (0,+∞),
u(0) = u(+∞) = 0,

où f ∈ C(R,R), et sont des paramètres réels avec 1 < β < 2 et λ > 0.

Notre approche est variationnelle, nous avons utilisé le principe variationnel d’Ekeland et les

solutions sont obtenues comme des minimums ou des points critiques d’une certaine fonction-

nelle.

Nous prévoyons dans le futur d’essayer d’améliorer certains résultats de ce problème.
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Résumé
Dans ce mémoire, nous avons étudié un problème aux limites de second ordre, sur un intervalle

non borné [0,+∞), et ainsi que le principe variationnel d’Ekeland et lemme du Col . Notre

objectif dans cette étude était d’appliquer le principe de variationnel d’Ekeland et lemme du

Colde la montagnepour étudier l’existence et multiplicité de solutions pour un problème aux

limites quasi-linéaire de second ordre suivant :{
−u′′ + u = λh(x)|u|β−2u+ q(x)f(u), x ∈ (0,+∞),
u(0) = u(+∞) = 0,

Lorsque nous avons utilisé la méthode variationnel, Il s’avère que la solution du problème

consiste à définir les points minimum ou critiques d’une fonctionnel d’énergie. Mots clés : mé-

thode variationnelle, point critique, principe variationnel d’Ekeland, théorème du Col de la

montagne, la condition de palais-smale, solution positive
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Abstract
In this memory, we have studied a second-order boundary value problem, on an unbounded

interval [0,+∞), and as well as Ekeland’s variational principle and The mountainpasslemma .

Our objective in this study was to apply the variational principle of Ekeland and The mountain-

passlemmato study the existence and multiplicity of solutions for a second order quasi-linear

boundary problem of the following order :{
−u′′ + u = λh(x)|u|β−2u+ q(x)f(u), x ∈ (0,+∞),
u(0) = u(+∞) = 0,

When we used the variational method, it turns out that the solution of the problem is to define

the minimum or critical points of an energy functional. Keywords :variational method, critical

point, Ekeland’s variational principle, mountain passtheorem, palais-smale condition, positive

solution .
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