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Introduction

La théorie d�opérateurs p-sommant due à Pitesch en 1967, et qui permit peu après

Lindenstrauss et Pe÷czyński de mettre en exergue l�importence du Théorème de Gro-

thendieck, qui, bien que démontré au milieu des années 50 n�avait jusque là pas été bien

compris. Au début des années 80, la théorie des idéaux d�opérateurs, comme il a été

présenté par Pietsch et principalement dans [Pie80]. Plusieurs de ces idéaux d�opérateurs

sont étudiés, parmi lesquelles on trouve l�idéal �p;q;r des opérateurs linéaires (p; q; r)-

sommants.

On dit qu�un opérateur linéaire T 2 L (X;Y ) est (p; q; r)-sommant s�il existe une constante

positive C, telle que pour tout (xi)1�i�n � X et tout (y�i )1�i�n � Y �, on a

(hT (xi) ; y�i i)1�i�n

p � C 

(xi)1�i�n

q:w 

(y�i )1�i�n

r:w
avec 1

p
� 1

q
+ 1

r
:

Si r = 1; on a le concept d�opérateur (p; q)-sommant est due à Mitiagin-Pe÷czyński

[MP66].

L�espace �p;q;r des opérateurs (p; q; r)-sommant est un quasi-Banach idéal muni de la

quasi norme �(p;q;r) (T ) = inf c: �(p;q;r) possède de bonnes propriétés tel que, le théorème

de Domination de Pietsch , le théorème d�inclusion,..ext.

Dans [Pie83] Pietsch a proposé une approche multilinéaire à la théorie des opérateurs

absolument sommants et, plus généralement, à la théorie des idéaux d�opérateur. Motivés

par l�importence de cette théorie, plusieurs auteurs ont développé et étudié plusieurs

concepts relatifs à la sommabilité. Très récemment, D. Achour [Ach11] introduit la notion

des opérateurs m-linéaires (p; q; r)-sommants.

Pour cela l�objectif de ce travail est de nous donner une étude approfondie de cette

classe d�opérateurs

Ce travail est divisé en trois chapitres.

Dans le Chapitre Préliminaires, nous donnons rapidement les dé�nitions de suites

sommables et faiblement sommables. Nous donnons quelques informations sur les notions
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de type et cotype. Nous terminons ce chapitre par la dé�nition d�un multi-idéal avec des

exemples.

Dans le Chapitre 2, après avoir donné la dé�nition et signalé la proprité d�ideal

possédée par l�espace des opérateurs m-linéaires (p; q1; :::qm; r)-sommants, nous prou-

vons le Théorème de Domination de Pietsch. Il s�ensuit facilement que : Si (r =1) ou�
r =1; 1

p
= 1

q1
+ � � �+ 1

qm

�
ou (r =1; q1 = � � � = qm = p) ; l�espace des opérateurs m-

linéaires (p; q; r)-sommants est coincide avec l�espace des opérateursm-linéaires (p; q1; :::qm)-

sommants introduite par Pitesch dans [Pie83]. Finalement, nous obtenir certaines inclu-

sions entre les di¤érentes classes étudiées dans le présent document.

Nous donnons dans le Chapitre 3, quelques résultats, prouvés à l�origine d�une autre

façon, mais que l�on obtient facilement à l�aide de propriétés des opérateurs (p; q; r)-

sommants : le théorème du Théorème de Defant-Voigt [BP07] et le Théorème de Grothe-

nieck [BPS11]..
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Chapitre 1

Préliminaires

Nous donnons rapidement les dé�nitions de suites sommables et faiblement som-

mables. Nous donnons quelques informations sur les notions de type et cotype. Nous

terminons ce chapitre par la dé�nition d�un multi-idéal avec des exemples.

1.1 Dé�nitions

Soient n un entier, X un espace de Banach et 1 � p,p� � +1 (où p� est appelé

l�indice conjugué de p i.e.,1
p
+ 1

p� = 1).

On désingne par lp (ou lp(K)) l�espaces des suites scalaires (�i) telles que
1P
i=1

j�ijp < +1.

C�est un espace de Banach pour la norme

k(�i)kp = (
1P
i=1

j�ijp)
1
p <1:

L�espace l1 est l�espace des suites scalaires (�i) bornées, normées par

k(�i)k1 = sup
i
j�ij :

L�espace l1 est complet pour cette norme.L�espace c0 est l�espace des suites scalaires (�i)

telles que lim
i�!+1

�i = 0.c�est un sous espace fermé de l1, donc un espace de Banach.

Dé�nition 1.1.1
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Une suites (xn) ( resp. (xi)1�i�n ) dans X est absolument p-sommables si la suite scalaire

(kxnk)n ( resp.(kxik)1�i�n ) est dans lp:

On note `p(X) ( resp. `np (X) ) l�espace des suites (xn)n ( resp. (xi)1�i�n ) dans X abso-

lument p-sommables, muni de la norme

k(xn)k`p(X) = k(xn)kp = (

1X
n=1

kxnkp)
1
p <1 ; 1 � p <1

= sup
n
kxnk ; p =1

(resp.



(xi)1�i�n

`np (X) = 

(xi)1�i�n

p = (
nP
i=1

kxikp)
1
p ; 1 � p <1

= sup
1�i�n

kxik ; p =1
).

Dé�nition 1.1.2

Une suites (xn) ( resp. (xi)1�i�n ) dans X est faiblement p-sommables si la suite scalaire

(x� (xn)) ( resp. (x� (xi)1�i�n ) est dans lp pour tout x
� 2 X�:

On note `p:w(X) ( resp. `np:w(X) ) l�espace des suites (xi) ( resp. (xi)1�i�n ) dans X

faiblement p-sommables. L�espace l!p (X) est un espace normé et la norme est donnée par

k(xi)k`p:w(X) = k(xi)kp;! = sup

(
(
1X
n=1

jx� (xn)jp)
1
p : x� 2 BX�

)
<1 ; 1 � p <1

= sup
n
fsup fjx� (xn)j : x� 2 BX�gg ; p =1

Proposition 1.1.3

(a) si 1 � p <1 on a `np (X) � `np:w(X) et de plus

(xi)1�i�n

`np;w(X) �


(xi)1�i�n

`np (X) .

(b) si p =1 on a `1;w(X) = `1(X) et



(xi)1�i�n

`n1;w(X)
=



(xi)1�i�n

`n1(X) .
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Cas particuiliare

(a) (voir ([DJT95])) On sait que `p;w(X) = `p(X) pour tout 1 � p <1 si et seulement

si dimX est �ni.

(c) si 1 � p <1 on a `p;w(X) = L (`p�; X) isometriqument: �
(d) si p = 1 on a `1;w(X) = L (c0; X) isometriqument.

Lemme 1.1.4. Soit 1 � p <1 , alors pour tout x = (xi) 2 `p on a

kxkp = k(xi)kp = sup

8<:
�����
1X
i=1

xiyi

����� :
 1X
i=1

jyijp�
! 1

p�

� 1

9=;
Lemme 1.1.5. Pour 1 < p <1, '1; :::; 'n 2 X�; on a

(
nP
i=1

k'ik
p�)

1
p� = sup

����� nP
i=1

h'i; xii
���� ; nP
i=1

kxikp � 1
�
:

Preuve.

Si
nP
i=1

kxikp � 1, on a :���� nP
i=1

h'i; xii
���� � nP

i=1

k'ik kxik � (
nP
i=1

k'ik
p�)

1
p� (

nP
i=1

kxikp)
1
p � (

nP
i=1

k'ik
p�)

1
p� :

Fixons d�autre part �1; :::; �n � 0; avec
nP
i=1

�pi = 1 et (
nP
i=1

k'ik
p�)

1
p� =

nP
i=1

�i k'ik. Etant

donné � > 0; soit u1; :::; un 2 X; de norme 1; tels que 'i(ui) � 0; et k'ik � 'i(ui) + �:

Posons vi = �iui: Nous voyons que :

(
nP
i=1

k'ik
p�)

1
p� =

nP
i=1

�i k'ik �
nP
i=1

�i'i(ui) + �
nP
i=1

�i

=

���� nP
i=1

'i(vi)

����+ � nP
i=1

�i

� sup

����� nP
i=1

'i(xi)

���� ; nP
i=1

kxikp � 1
�
+ �

nP
i=1

�i;

d�où le résultat, en faisant tendre � vers 0:

Proposition 1.1.6. [Muj08, lemme 1.1 ] Soit 1 � p <1 et (y�i )1�i�n 2 `np;w (Y �)
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(y�i )1�i�n

`np;w = sup
'2BY ��

 
nX
i=1

j' (y�i )j
p

! 1
P

= sup
y2BY



(y�i (y))1�i�n

p (1.1)

Preuve.



(y�i )1�i�n

`np;w = sup
'2BY ��

 
nX
i=1

j' (y�i )j
p

! 1
P

= sup
'2BY ��

sup
k�ikp�1

�����
nX
i=1

�i' (y
�
i )

�����
= sup

k�ikp�1







nX
i=1

�iy
�
i







Y �

= sup
k�ikp�1

sup
y2BY

�����
nX
i=1

�i hy�i ; yi
�����

= sup
y2BY

 
nX
i=1

jhy�i ; yij
p

! 1
p

= sup
y2BY



(y�i (y))1�i�n

p : �
1.2 Type et cotype

Dans ce paragraphe, nous introduirons une classe d�espaces, que nous appellerons

espaces de type p et de cotype q, avec quelques propriétés générales, et nous donnerons

quelques exemples.

Soit rn (t) les variables aléatoires de Rademacher. Elles sont dé�nies comme suit : pour

chaque n dans N

rn : [0; 1] �! f�1;+1g

t 7�! rn(t) = sgn sin 2
nt�:

ou
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rn (t) =

8<: (�1)k k
2n
< t < k+1

2n

0 t = k
2n
; 1

où k = 0; 1; :::; 2n � 1.

Inégalité de Kahane : Si 0 < p; q < 1 , alors il existe une constant positive Kp;q

telle que  
1R
0







nX
i=1

ri (t)xi







q

dt

! 1
q

� Kp;q

 
1R
0







nX
i=1

ri (t)xi







p

dt

! 1
p

Passons maintenant aux notions de type et ctype.

Dé�nition 1.2.1. Soit X un espace de Banach.

i) On dit que X est de type p (1 � p � 2), s�il existe une constante C � 1 telle que :0@ 1R
0







nX
i=1

ri (t)xi







2

dt

1A 1
2

� C
 

nX
i=1

kxikp
! 1

p

pour tous x1; :::; xn 2 X, (ri)1�i�1 étant fonctions de Rademacher. La meilleure constante

C s�appelle la constante de type p de X; et se note Tp (X) :

ii) On dit que X est de cotype q (2 � q � +1) s�il existe une constante C � 1 telle que :

 
nX
i=1

kxikq
! 1

q

� C

0@ 1R
0







nX
i=1

ri (t)xi







2

dt

1A 1
2

pour tous x1; :::; xn 2 X. La meilleure constante C s�appelle la constante de cotype q de

X; et se note Cq (X) :

Si q =1 on remplace

 
nX
i=1

kxikq
! 1

q

par max fkxik ; 1 � i � ng.

Exemple 1.2.2

1- Tout espace est trivialement de type 1; c�est simplement l�inégalité triangulaire, et de

cotype 1, parce que
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0@ 1R
0







nX
i=1

ri (t)xi







2

dt

1A 1
2

� max fkxik ; 1 � i � ng

2- Tout espace de Hilbert est à la fois de type 2 et de cotype 2: Parce que, si X est

isomorphe à un espace de Hilbert H, on a

1
C

 
nX
i=1

kxik2
! 1

2

�

0@ 1R
0







nX
i=1

ri (t)xi







2

dt

1A 1
2

� C
 

nX
i=1

kxik2
! 1

2

.

3- Si 1 � p � 2; lp est de type p et de cotype 2.

4- Si 2 � q � 1; lp est de type 2 et de cotype q.

Théorème 1.2.3 [DJT95]

Le dual X� d�un espace de Banach X de type p (1 < p � 2) est de cotype p�. De plus

Cp� (X
�) � Tp (X) :

C�est vrai aussi pour p = 1, mais c�est sans intéret. La preuve est basée sur le Lemme

1.1.5.

Preuve.

Soit '1; :::; 'n 2 X�, et soit x1; :::; xn 2 X, tels que
nP
i=1

kxikp � 1: Observons d�abord que,

par l�orthogonalité des variables de Radmacher, indépendantes, on a :

���� nP
i=1

h'i; xii
���� =

���� 1R
0

�
nP
i=1

ri (t)'i;
nP
i=1

ri (t)xi

�
dt

����
�

0@ 1R
0







nX
i=1

ri (t)'i







2

dt

1A 1
2
0@ 1R

0







nX
i=1

ri (t)xi







2

dt

1A 1
2

� Tp (X)

 
nX
i=1

kxikp
! 1

p

0@ 1R
0







nX
i=1

ri (t)'i







2

dt

1A 1
2

� Tp (X)

0@ 1R
0







nX
i=1

ri (t)'i







2

dt

1A 1
2

;
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et le lemme 1.1.5 implique alors

(
nP
i=1

k'ik
p�)

1
p� � Tp (X)

0@ 1R
0







nX
i=1

ri (t)'i







2

dt

1A 1
2

ce qui achève la preuve.

Remarque 1.2.4

Notons tout de suite que le cotype ne se dualise pas aussi bien : on verra, en e¤et, que

X = l1 est de cotype 2, mais X = l1 n�est pas de type 2, et n�a meme aucun type p > 1:

Pour dualiser le cotype, on a besoin d�une propriété supplémentaire pour X (K-convexe).

1.3 Idéal multilinéaire

Dé�nition 1.3.1. Soient m 2 N , X1; : : : ; Xm et Y des espaces des Banach . Un

operateur T de X1 � : : :�Xm dans Y est dit multilin�eaire si pour tout j = 1; : : : ;m et

pour tout suites �nie �i (i = 1; : : : ; n) on a

T

�
x1; : : : ;

nP
i=1

�ix
j
i ; : : : x

m

�
=

nP
i=1

�iT
�
x1; : : : ; xji ; : : : x

m
�

autrement dit, T est multilinéaire si les opérateurs

xj 2 Xj 7! T (x1; : : : ; xj; : : : xm) 2 Y

sont linéaires

En particulier ,on dit que T est bilinéaire si m = 2, T est trilinéaire si m = 3 et forme

linéaire si Y = |:

Observons que si T est multilinéaire on a

T (�1x
1; : : : ; �mx

m) = �1 � � ��mT (x1; : : : ; xm)

Proposition 1.3.2. (Multilinéaire borné) Soit T un opérateur multilinéaire de X1�

: : :�Xm dans Y ,Munissons X1 � : : :�Xm de la norme
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kxk := max
1�j�m

kxjkXj

les condition suivantes sont équivalentes ;

(a) T est continu ;

(b) T est continu au point (0; : : : ; 0) ;

(c) kT (x1; : : : ; xm)k est borné sur le produit des boules-unité kx1k � 1; : : : kxmk � 1; il

existe M 2 R+ telle que

8 (x1; : : : ; xm) 2 X1 � : : :�Xm; kT (x1; : : : ; xm)k �M kx1k � � � kxmk :

Dans ce cas , on dit que T est borné et on pose kTk = sup
kxk�1

kT (x)k ; ou kxk :=

max
1�j�m

kxjkXj :

Notation On notera F(X1; : : : ; Xm;Y ) l�ensemble de tous les applications de
mQ
i=1

Xj

dans Y, L (X1; : : : ; Xm;Y ) l�ensemble de tous les applications multilinéaires et on note

L (X1; : : : ; Xm;Y ) l�ensemble de tous les opérateurs multilinéaires continus de
mQ
i=1

Xj dans

Y .

Si X1 = : : : = Xm = X on note

L (X1; : : : ; Xm;Y ) = L (
mX;Y ) ;L (X1; : : : ; Xm;Y ) = L (mX;Y ) :

Si X1 = : : : = Xm = X et Y = K on note

L (mX;Y ) = L (mX) ;

L (mX;Y ) = L (mX) :

Si m = 1; Y = K alors

L (X;K) = L (X) = X�(le dual algébrique),

L (X;K) = L (X) = X�(le dual topologique).
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Proposition 1.3.3. Soit Y un espace de Banach , l�espace vectoriel L (mX;Y )

(1 � j � m) est un espace de Banach muni de la norme kTk telle que

kTk = sup
kxjk

Xj
�1
kT (x1; : : : ; xm)k

= sup
kxjk6=0

kT(x1;:::;xm)k
kx1k���kxmk

= inf fk : kT (x1; : : : ; xm)k � k kx1k � � � kxmkg

Preuve

Il est claire que kTk est une norme sur l�espace L (mX;Y ) . Soit (Tk)k2N une suite de

Cauchy dans L (mX;Y ).

Alors pour tout (x1; : : : xm) 2 Xm on a



Tk �x1; : : : xm�� Tn �x1; : : : xm�

 � kT � Tk

x1

 � � � kxmk (1.2)

et par conséquent (Tk (x1; : : : xm)) k est une suite de Cauchy dans Y ,

Aussi Y est complet, la limite suivante est existe

lim
k!1

Tk
�
x1; : : : xm

�
= T

�
x1; : : : xm

�
(1.3)

En outre , parce-que (Tk)k2N est une suite de Cauchy dans L (mX;Y ) , il existe une

constante C > 0 , telle que kTkk � C pour tout k , Alors il résulte également de (1.3)

que kTk � C , et donc continu .

Finalement, il résulte kTk � Tk ! 0 oú k !1: �
Dé�nition 1.3.4. (opérateur de rang �ni) Un opérateur T multilinéaire continu de

X1 � : : :�Xm dans Y est de rang �ni s�il est somme �ni d�operateur de la forme

T = Ty
mj=1x�j = x
�
1 
 � � � 
 x�m 
 y

12



T : X1 � : : :�Xm �! Y

(x1; : : : ; xm) �! x�1 
 � � � 
 x�m 
 y (x1; : : : ; xm)

= x�1 (x
1) � � �x�m (xm) y

où x�j 2 Xj (1 � j � m) et y 2 Y:

L�espace des opérateurs multilinéaire de rang �ni sera noté Lf (X1; : : : ; Xm;Y ) :

Dé�nition 1.3.5 [Pie83] (idéal des opérateurs multilinéaire). Un idéal des opérateurs

multilinéaire (ou multi-idéal)M est un classe d�opérateur multilinéaire borné telle que

pour tout X1; : : : ; Xmet Y des espaces de Banach on a :

(a) L�ensembleM (X1 � � � � �Xm;Y ) est un sous espace de L (X1; : : : ; Xm;Y ) qui contient

Lf (X1; : : : ; Xm;Y ) :

(b) Propriété d�idéal :si T 2 M (X1 � � � � �Xm;Y ) ; uj (Ej;Xj) et v 2 (Y ;F ) alors

v � T � (u1; : : : ; um) 2M (E1; : : : ; Em;F )

E1 � � � �� Em ! F

u1

??y um

??y x?? v
X1 � � � �� Xm ! Y

De plus , si k:kM :M 7�! R+ satisfait :

(i) (M (X1 � � � � �Xm;Y ) ; k:kM) est un Banach

(ii) kAm : Km 7�! K;Am (x1; : : : ; xm) = x1 � � �xmkM = 1

(iii) kv � T � (u1; :::; um)kM � kvk
mQ
j=1

kujk kTkM :

alors (M (X1 � � � � �Xm;Y ) ; k:kM) s�appelle Banach multi-idéal.

Exemple 1.3.6

Les opérateurs multilinéaires compacts K (X1; :::; Xm;Y ) ; ( i.e., les m-linéaires qui en-

voient tout ensemble borné sur un ensemble relativement compact) et les opérateurs

multilinéaires de rang �nis Lf (X1; :::; Xm;Y ) sont des idéaux multilinéaires.
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Chapitre 2

L�idéal des opérateur multilinéaire

(p; q1; : : : ; qm; r)�sommant

Dans ce chapitre, on s�intéresse à la classe des opérateurs (p; q1; : : : ; qm; r)-sommants

introduit par Achour en 2011 comme généralisation des opérateurs linéaires (p; q; r)-

sommants [Pie80].

2.1 Dé�nitions et propriétés

Dé�nition 2.1.1. Soit 0 < p; q1; : : : ; qm; r � 1; tel que 1
p
� 1

q1
+ � � � + 1

qm
+ 1

r
.

Un opérateur m-linéaire T 2 L (X1; :::; Xm;Y ) est absolment (p; q1; : : : ; qm; r)-sommant

(ou (p; q1; : : : ; qm; r)-sommant ), s�il existe une constante positive, tel que pour tout�
xji
�
1�i�n � X

j (1 � j � m) et tout (y�i )1�i�n � Y �, on a




�
T �x1i ; : : : ; xmi � ; y�i ��1�i�n


p � C mQ
j=1




�xji�1�i�n


qj :w 

(y�i )1�i�n

r:w (2.1)

La classe des opérateurs m-linéaires (p; q1; : : : ; qm; r)-sommants de X1 � � � � �Xm dans
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Y , notée Las:(p;q1;:::;qm;r) (X1; :::; Xm;Y ) ; et par

�(p;q1;:::;qm;r) (T ) = inf fC veri� (2.1)g

Si q1 = ::: = qm = q, on remplace as; (p; q1; :::; qm) par as; (p; q; r):

Remarque 2.1.2. Il est claire que la norme (p; q1; : : : ; qm; r)-sommants domine la

norme d�opérateurs m-linéaires :

kTk � �(p;q1;:::;qm;r) (T ) (2.2)

Proposition 2.1.3. Si 1
p
> 1

q1
+ � � � + 1

qm
+ 1

r
, T 2 Las:(p;q1;:::;qm;r) (X1; :::; Xm;Y )

entraïne T = 0:

Preuve.

On suppose que q1 = ::: = qm = q;. Alors

1
p
> 1

q
+ � � �+ 1

q
+ 1

r
) 1

p
> q+mr

qr
:

Soit (�i)i 2 l qr
q+mr

�lp , x1 2 X1; : : : ; x
m 2 Xm et y� 2 Y � tel que hT (x1; : : : ; xm) ; y�i 6=

0:

Comme T est (p; q; : : : ; q; r)-sommant,on a

jhT (x1; : : : ; xm) ; y�ij
�

nP
i=1

j�ijp
� 1

p

= jhT (x1; : : : ; xm) ; y�ij
�

nP
i=1

�����( qr
q+mr

)( 1
r
+m

q
)

i

����p� 1
p

=

�
nP
i=1

�����( qr
q+mr

) 1
r

i

�
T

�
�
( qr
q+mr

) 1
q

i x1; : : : ; �
( qr
q+mr

) 1
q

i xm
�
; y�
�����p� 1

p

� �(p;q1;:::;qm;r) (T )
mQ
j=1







�
�
( qr
q+mr

) 1
q

i xj
�
1�i�n







q:w







�
�
( qr
q+mr

) 1
r

i y�
�
1�i�n







r:w

Hahn-Banach
= �(p;q1;:::;qm;r) (T ) ky�k kx1k���kxmk�

mQ
j=1

�
nP
i=1

�����( qr
q+mr

) 1
q

i

����q� 1
q

�
�

nP
i=1

�����( qr
q+mr

) 1
r

i

����r� 1
r

= �(p;q1;:::;qm;r) (T ) ky�k kx1k � � � kxmk �
mQ
j=1

�
nP
i=1

����( qr
q+mr

)

i

���� 1
q

�
�

nP
i=1

����( qr
q+mr

)

i

���� 1
r
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= �(p;q1;:::;qm;r) (T ) ky�k kx1k � � � kxmk �
�

nP
i=1

����( qr
q+mr

)

i

���� 1
r
+m

q

ce qui entrain

jhT (x1; : : : ; xm) ; y�ij
�

nP
i=1

j�ijp
� 1

p

� �(p;q1;:::;qm;r) (T ) ky�k kx1k � � � kxmk �
�

nP
i=1

����( qr
q+mr

)

i

���� 1
r
+m

q

:

Quand m tend vers l�in�ni et comme (�i)2 l qr
q+mr

; on trouve

� 1P
i=1

j�ijp
� 1

p

<1:

Contradiction , car (�i)i =2 lp �
Proposition 2.1.4.

�
Las:(p;q1;:::;qm;r) (X1; :::; Xm;Y ) ; �(p;q1;:::;qm;r)

�
est un espace de Ba-

nach pour p � 1.

Preuve.

(a) Las:(p;q1;:::;qm;r) (X1; :::; Xm;Y ) est un espace vectoriel normé ?

(i) Soient T; S 2 Las:(p;q1;:::;qm;r) (X1; :::; Xm;Y ) ; soit
�
xji
�
1�i�n � Xj (1 � j � m) et

(y�i )1�i�n � Y �, d�après l�inégalité de Minkowski, on a




�
(T + S) �x1i ; : : : ; xmi � ; y�i ��1�i�n


p
=




�
T �x1i ; : : : ; xmi � ; y�i �+ 
S �x1i ; : : : ; xmi � ; y�i ��1�i�n


p
�




�
T �x1i ; : : : ; xmi � ; y�i ��1�i�n


p + 


�
S �x1i ; : : : ; xmi � ; y�i ��1�i�n


p
�

�
�(p;q1;:::;qm;r) (T ) + �(p;q1;:::;qm;r) (S)

� mQ
j=1




�xji�1�i�n


qj :w 

(y�i )1�i�n

r:w :
Donc T + S 2 Las:(p;q1;:::;qm;r) (X1; :::; Xm;Y )

et

�(p;q1;:::;qm;r) (T + S) � �(p;q1;:::;qm;r) (T ) + �(p;q1;:::;qm;r) (S) :

(ii) Soit � 2 |; T 2 Las:(p;q1;:::;qm;r) (X1; :::; Xm;Y )
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�
�T �x1i ; : : : ; xmi � ; y�i ��1�i�n


p =





�DT �� 1
mx1i ; : : : ; �

1
mxmi

�
; y�i

E�
1�i�n






p

� �(p;q1;:::;qm;r) (T )
mQ
j=1





�� 1
mxji

�
1�i�n






qj :w



(y�i )1�i�n

r:w
� �(p;q1;:::;qm;r) (T )

mQ
j=1

���� 1
m

��� 


�xji�1�i�n


qj :w 

(y�i )1�i�n

r:w
� j�j�(p;q1;:::;qm;r) (T )

mQ
j=1




�xji�1�i�n


qj :w 

(y�i )1�i�n

r:w :
Donc �T 2 Las:(p;q1;:::;qm;r) (X1; :::; Xm;Y ) et �(p;q1;:::;qm;r) (�T ) � j�j�(p;q1;:::;qm;r) (T ) :

D�autre part

�(p;q1;:::;qm;r) (T ) = �(p;q1;:::;qm;r)

�
1

�
(�T )

�
� 1

j�j�(p;q1;:::;qm;r) (�T ) ;

ce qui implique j�j �(p;q1;:::;qm;r) (T ) � �(p;q1;:::;qm;r) (�T ) :

D�où

�(p;q1;:::;qm;r) (�T ) = j�j�(p;q1;:::;qm;r) (T ) :

(iii) D�après la Remarque (2.1.2), kTk � �(p;q1;:::;qm;r) (T ) = 0, kTk = 0, T = 0:

(b) Las:(p;q1;:::;qm;r) (X1; :::; Xm;Y ) est un Banach ?

Soit (Tn)n2N une suites de Cauchy dans Las:(p;q1;:::;qm;r) (X1; :::; Xm;Y ) ; D�après (2.2) on a

kTn � Tmk � �(p;q1;:::;qm;r) (Tn � Tm) ;donc (Tn) est une suites de Cauchy dans L (X1; :::; Xm;Y ),

alors converge vers une limite T 2 L (X1; :::; Xm;Y )
�
i:e:; kTn � Tk �! 0

n

�
:

8" > 0;9n0 2 N;8k; k0 2 N;8k > k0 > n0 : kTk � Tk0k � �(p;q1;:::;qm;r) (Tn � Tm) � ":

Pour tout n 2 N (pour k � n0 �xé). On a 8k0 > n0 :

(h(Tk � T ) (x1i ; : : : ; xmi ) ; y�i i)1�i�N

p = ( nP
i=1

limk0 jh(Tk � Tk0) (x1i ; :::; xmi ) ; y�i ij
p
)
1
p

= limk0

nP
i=1

jh(Tk � Tk0) (x1i ; :::; xmi ) ; y�i ij
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� lim
k0
�(p;q1;:::;qm;r) (Tk � Tk0)

mQ
j=1




�xji�1�i�n


qj :w 

(y�i )1�i�n

r:w
� "

mQ
j=1




�xji�1�i�n


qj :w 

(y�i )1�i�n

r:w
D�où �(p;q1;:::;qm;r) (Tk � T ) � ": Ceci montre que T 2 Las:(p;q1;:::;qm;r) (X1; :::; Xm;Y ) et

�(p;q1;:::;qm;r)(Tk � T )! 0. �

Les deux proposition suivantes monter que l�espace
�
Las:(p;q1;:::;qm;r) (X1; :::; Xm;Y ) ; �(p;q1;:::;qm;r)

�
est un de Banach multi-idéal.

Proposition 2.1.5. Tout opérateurs m-linéaires de rang �ni est (p; q1; : : : ; qm; r)-

sommant.

Preuve.

Il su¢ t de montrer la propriété pour les opérateurs de rang un de la forme T = x�1
 :::


x�n 
 y : (x1; :::; xm) 7�! x�1 (x
1) :::x�m (x

m) y (T comme une somme d�opérateurs de rang

un des opérateurs en tant que membre de l�espace vectoriel Las:(p;q1;:::;qm;r)).

On a




�
T �x1i ; : : : ; xmi � ; y�i ��1�i�n


p
=




�
x�1 �x1i � � � �x�m (xmi ) y; y�i ��1�i�n


p
�

mQ
j=1




(x�j �xji�1�i�n)


qj � 

(y�i (y))1�i�n

r
�

mQ
j=1



x�j




�xji�1�i�n


qj:w � kyk

(y�i )1�i�n

r:w
�

mQ
j=1



x�j

 kyk mQ
j=1




�xji�1�i�n


qj:w 

(y�i )1�i�n

r:w
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donc T 2 Las:(p;q1;:::;qm;r) (X1; :::; Xm;Y ) et

�(p;q1;:::;qm;r) (T ) =
mQ
j=1



x�j

 kyk
car kyk

mQ
j=1



x�j

 = kTk � �(p;q1;:::;qm;r) (T ) : La démonstration est achevée �

Proposition 2.1.6. (Propriété d�idéal) Si T 2 Las:(p;q1;:::;qm;r) (X1; :::; Xm;Y ) ; uj 2

L (Ej;Xj) et w 2 L (Y ;Z). Alors w � T � (u1; : : : ; um) 2 Las:(p;q1;:::;qm;r) (E1; :::; Em;Z) et

�(p;q1;:::;qm;r) (w � T � (u1; : : : ; um)) � kwk �(p;q1;:::;qm;r) (T )
mQ
j=1

kujk :

Preuve. Soient T 2 Las:(p;q1;:::;qm;r) (X1; :::; Xm;Y ) , u 2 L (Ej;Xj) et w 2 L (Y ;Z)

Soit
�
eji
�
1�i�n � Ej et (z

�
i )1�i�n � F �; on a

(
nP
i=1

jhw � T (u1 (e1i ) ; :::; um (emi )) ; z�i ij
p
)
1
p

= (
nP
i=1

jhT (u1 (e1i ) ; :::; um (emi )) ; w� (z�i )ij
p
)
1
p

� �(p;q1;:::;qm;r) (T ) (T )
mQ
j=1

( sup
��j2BX�j
1�j�m

nP
i=1

��
uj �eji� ; ��j���qj) 1qj sup
y2BY

khw� (z�i ) ; yikr

� �(p;q1;:::;qm;r) (T )
mQ
j=1

( sup
��j2BX�j
1�j�m

nP
i=1

��
eji ; u�j(��j)���p) 1p sup
y2BY

khz�i ; w(y)ikr

� �(p;q1;:::;qm;r) (T )
mQ
j=1

( sup
��j2BX�j

nP
i=1



u�j(��j)

 �����eji ; u�j (�
�
j )

ku�j (��j )k

�����qj) sup
y2BY

kw(y)k



(Dz�i ; w(y)

kw(y)k

E
)i





r

� �(p;q1;:::;qm;r) (T ) kwk
mQ
j=1



u�j

 mQ
j=1

sup
'j2BE�

j

(
nP
i=1

��
eji ; 'j���p) 1p sup
�2BZ

khz�i ; �ikr

= kwk �(p;q1;:::;qm;r) (T )
mQ
j=1

kujk
mQ
j=1




�eji�1�i�n


qj:w 

(z�i )1�i�n

r:w
Donc w � T � (u1; :::; um) 2 Las:(p;q1;:::;qm;r) (E1; :::; Em;Z) et

�(p;q1;:::;qm;r)(w � T � (u1; :::; um)) � kwk �(p;q1;:::;qm;r) (T )
mQ
j=1

kujk �:

Proposition 2.1.7. [Ach11] (Théorème d�inclusion).

Soient
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1 � p1 � p2;

1 � tj � sj (1 � j � m)

1 � r1 � r2

tels que
1

t1
+ � � �+ 1

tj
+
1

r1
� 1

p1
� 1

s1
+ � � �+ 1

sj
+
1

r2
� 1

p2
:

Alors

Las:(p1;t1;:::;tm;r1) (X1; :::; Xm;Y ) � Las:(p2;s1;:::;sm;r2) (X1; :::; Xm;Y ) :

Preuve.

Soient p�; r et p; tels que

1
p�

= 1
r
� 1

p

1
q1
+ � � �+ 1

qm
=

�
1
t1
+ � � �+ 1

tm

�
�
�
1
s1
+ � � �+ 1

sm

�
1
r
= 1

r1
� 1

r2

1
p
= 1

q1
+ � � �+ 1

qm
+ 1

r
:

Alors p� � p
�
1
p�
� 1

p

�
:

Soit T 2 Las:(p1;t1;:::;tm;r1) (X1; :::; Xm;Y ) ; pour �1; : : : ; �n � 0;
�
xji
�
1�i�n � X

j (1 � j � m)

et (y�i )1�i�n � Y �, l�inégalité de Hölder donne
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��i 
T �x1i ; : : : ; xmi � ; y�i ��1�i�n


p2
=

�
nP
i=1

�����T �� p
q1
i x

1
i ; :::; �

p
qm
i xmi

�
; �

p
r
i y

�
i

�����p2� 1
p2

�
�

nP
i=1

�����T �� p
q1
i x

1
i ; :::; �

p
qm
i xmi

�
; �

p
r
i y

�
i

�����p1� 1
p1

� �(p1;t1;:::;tm;r1) (T )
mQ
j=1







�
�

p
qj

i x
j
i

�
1�i�n







tj :w





�� p
r
i y

�
i

�
1�i�n






r1:w

� �(p1;t1;:::;tm;r1) (T )
mQ
j=1




�xji�1�i�n


sj :w






�
�

p
qj

i

�
1�i�n







qj

�


(y�i )1�i�n

r2:w





�� p
r
i

�
1�i�n






r

� �(p1;t1;:::;tm;r1) (T )
mQ
j=1




�xji�1�i�n


sj :w 

(y�i )1�i�n

r2:w 

(�i)1�i�n

p
� �(p1;t1;:::;tm;r1) (T )

mQ
j=1




�xji�1�i�n


sj :w 

(y�i )1�i�n

r2:w 

(�i)1�i�n

p0 :
Comme �1; : : : ; �n sont arbitraires, on obtient




�
T �x1i ; : : : ; xmi � ; y�i ��1�i�n


p2 � �(p1;t1;:::;tm;r1) (T ) mQ
j=1




�xji�1�i�n


sj :w 

(y�i )1�i�n

r2:w :
Donc T 2 Las:(p2;s1;:::;sm;r2) (X1; :::; Xm;Y ) et

�(p2;s1;:::;sm;r2) (T ) � �(p1;t1;:::;tm;r1) (T ) :

2.2 Théorème de Domination de Pitesch

Le théorème de domination de Pietsch joue un rôle central dans la théorie des opéra-

teurs linéaires absolument sommants (pour plus de détails voir [Pie80, DJT95, DF92]).
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La dernière décennie a connu la naissance de di¤érents types du théorème de domination

aux cas non linéaire (voir par exemple [BPS10, PS..,PS11]).

Dans [PSS11] Pellegrino, Santos et Seoane-Sepúlveda, ont introduit le Théorème de

Domination général de Pietsch.

Soit X1; � � � ; Xm; Y et E1; � � � ; Ek ensemble arbitraires non-vide , H ensemble des opéra-

teurs de X1 � � � � �Xm dans Y .

Soit K1; ::; Kt espaces topologie compact , G1; � � � ; Gt sont des espaces de Banach et on

suppose que les opérateurs suivantes8<: Rj : Kj � E1 � � � � � Ek �Gj ! [0;+1) ; j = 1; � � � ; t

S : H� E1 � � � � � Ek �G1 � � � � �Gt ! [0;+1)
véri�é :

(1) pour tout xl 2 El et b 2 Gj, telle que (j; l) 2 f1; � � � ; tg � f1; � � � ; kg l�opérateur

(Rj)x1;��� ;xk;b : Kj ! [0;+1) de�ni par (Rj)x1;��� ;xk;b('j) = Rj('j; x
1; � � � ; xk; b) est

continu.

(2) les inégalité suivantes :8<: Rj('j; x
1; � � � ; xk; �jbj) � �jRj('j; x1; � � � ; xk; bj)

S(f; x1; � � � ; xk; �1b1; � � � ; �tbt) � �1 � � ��tS(f; x1; � � � ; xk; b1; � � � ; bt)
pour tout 'j 2 Kj; x

l 2 El ( telle que l 2 f1; � � � ; kg); 0 � �j; �j � 1; bj 2 Gj avec

j = 1; � � � ; t et f 2 H:

Dé�nition 2.3.1. Si 0 < p1; � � � ; pt; q <1, telle que 1
p
= 1

p1
+ � � �+ 1

pt
, un opérateur

f : X1 � � � � � Xm �! Y dans H est R1; � � � ; Rt-S-abstract (p1; � � � ; pt)-sommant, s�il

existe une constante positive C, telle que pour tout (xsi )1�i�n � Es (1 � s � k) et tout�
bji
�
1�i�n � (1 � j � t) on a

 
nX
i=1

S(f; x1i ; � � � ; xki ; b1i ; � � � ; bti)p
! 1

p

� C
tY
j=1

sup
'2Kj

 
nX
i=1

Rj('j; x
1
i ; � � � ; xki ; b

j
i )
pj

! 1
pj

Théorème 2.3.2.[PSS11] Un opérateur f 2 H est R1; � � � ; Rt-S-abstract ( p1; � � � ; pt)-

sommant ,si et seulement s�il existe un constant positive c et une probabilité de Radon
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�j sur Kj on a

S(f; x1; � � � ; xk; b1; � � � ; bt) � C
tY
j=1

 Z
Kj

Rj('j; x
1; � � � ; xk; bj)pjd�j

! 1
pj

telle que, pour tout xl 2 El; l 2 f1; � � � ; kg et bj 2 Gj ( j = 1; � � � ; t) :

Dé�nition 2.3.3. Soit 0 < p; q1; : : : ; qm; r � 1; telle que 1
p
= 1

q1
+ � � �+ 1

qm
+ 1

r
. Un

opérateur m-linéaire T 2 L (X1; :::; Xm;Y ) est (q1; : : : ; qm; r)-dominé si on a l�identi�ca-

tion isométrique

Ld:(q1;:::;qm;r) (X1; :::; Xm;Y ) = Las:(p;q1;:::;qm;r) (X1; :::; Xm;Y )

Pour la démonstration de ce théorème, nous avons appliqué le Théorème de Domina-

tion général de Pietsch.

Théorème 2.3.4. [Ach11] (Théorème de domination de Pietsch)

Soit 0 < p; q1; : : : ; qm; r � 1; telle que 1
p
= 1

q1
+ � � � + 1

qm
+ 1

r
. Un opérateur m-linéaire

T 2 L (X1; :::; Xm;Y ) est (q1; : : : ; qm; r)-dominé,si et seulement s�il existe une constant

positive C et des probabilité de Radon �j sur BX�
j
(1 � j � m) et �m+1 sur BY �� ;telle

que pour tout bj 2 Xj et y� 2 Y � on a

��
T �b1; : : : ; bm� ; y���� (2.3)

� C
mY
j=1

0@Z
BX�

j

��
bj; 'j���qj d�j
1A 1

qj �Z
BY ��

��
 y�; 'm+1���r d�m+1� 1
r

:

Preuve.

() Résulte immédiatement de l�inégalité de Hölder.

)) En choisissant les paramètres
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8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

t = m+ 1

Gj = Xj; j = 1; � � � ;m et Gm+1 = Y �

Ei = |; i = 1; � � � ; k

Kj = BX�
j
; j = 1; � � � ;m et Km+1 = BY ��

H = L (X1; � � � ; Xm;Y )

pt = qt; t = 1; � � � ;m et pm+1 = r

S(T; x1; � � � ; xm; b1; � � � ; bm; y�) = jhT (b1; � � � ; bm) ; y�ij

Rj('j; x
1; � � � ; xm; bj) =

��
bj; 'j��� ; j = 1; � � � ;m
Rm+1('m+1; x

1; � � � ; xm; y�) =
��
'm+1; y���� :

On peut facilement conclure que T : X1� :::�Xm �! Y est (q1; : : : ; qm; r)�dominé ,si et

seulement si T est (R1; � � � ; Rm+1)-S-abstract (q1; � � � ; qt)-sommant. D�après le Théorème

3.2, T est (R1; � � � ; Rm+1)-S-abstract (q1; � � � ; qt)-sommant, si et seulement s�il existe une

constant positive C et des mesures de probabilites �j sur Kj (1 � j � m+ 1) ;telle que

S(T; x1; � � � ; xm; b1; � � � ; bm; y�)

� C
mY
j=1

 Z
Kj

Rj('j; x
1; � � � ; xm; bj)qjd�j

! 1
qj

� �
�Z

Km+1

Rm+1('m+1; x
1; � � � ; xm; y�)rd�m+1

� 1
r

;

c�est-à-dire,

��
T �b1; : : : ; bm� ; y����
� C

mY
j=1

0@Z
BX�

j

��
bj; 'j���qj d�j
1A 1

qj �Z
BY ��

��
 y�; 'm+1���r d�m+1� 1
r

:

Ainsi on obtient 2.3. �
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Corrolaire 2.2.5. Si r1 � r2 et qj � sj (1 � j � m) ; on a

Ld:(q1;:::;qm;r1) (X1; :::; Xm;Y ) � Ld:(s1;:::;sm;r2) (X1; :::; Xm;Y ) :

2.3 Relations entre di¤érentes classes de sommabili-

tés

Nous allons obtenir certaines inclusions entre les di¤érentes classes étudiées dans le

présent document.

On présente maintenant la relation entre la classe des opérateurs (p; q1; : : : ; qm; r)-

sommant et la classe des opérateurs (p; q1; : : : ; qm)-sommants inroduit par Pitesch [Pie83].

Avant ceci, on donne la dé�nition des opérateurs (p; q1; : : : ; qm)-sommants.

Dé�nition 2.3.1

Soient 0 < p; q1; : : : ; qm � 1; avec 1
p
� 1

q1
+ � � � + 1

qm
. Un opérateur m-linéaire T 2

L (X1; :::; Xm;Y ) est absolment (p; q1; : : : ; qm)-sommant s�il existe une constante positive

C telle que, pour tous xj1; :::; x
j
n 2 Xj; (1 � j � m), on a




�T �x1i ; : : : ; xmi ��1�i�n


p � C mQ
j=1




�xji�1�i�n


qj :w (2.4)

pour tout n 2 N; et i = 1; :::; n:

La classe des opérateurs m-linéaires (p; q1; : : : ; qm)-sommant de X1 � ::: � Xm dans Y ,

notée Las:(p;q1;:::;qm) (X1; :::; Xm;Y ), et on note

kTkas;(p;q1;:::;qm) = inf fC véri�ant l�inégalité (2.4)g :

Si q1 = ::: = qm = q, on remplace d; (p; q1; :::; qm) par d; (p; q): Si p = q on remplace

d; (p; q) par d; p:
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Soit T 2 L(X1; :::; Xm;Y ). On dit que T est p-dominé s�il est absolement (
p
m
; p)-sommant.

On note Ld:p (X1; :::; Xm;Y ) l�espace des opérateurs m-linéaires p-dominé.

Cas particulier. Si 1
p
= 1

q1
+ � � � + 1

qm
, on dit que l�opérateur T est (q1; : : : ; qm)-

dominé (voir [Gei84],[Mat93]), on note Ld:(q1;:::;qm) (X1; :::; Xm;Y ) l�espace des opérateurs

m-linéaire (q1; : : : ; qm)-dominé.

Proposition 2.3.2. Pour tout X1; :::; Xm et Y des espaces de Banach et r > 0, on

a

Las:(p;q1;:::;qm) (X1; :::; Xm;Y ) � Las:(p;q1;:::;qm;r) (X1; :::; Xm;Y ) (2.5)

Preuve.

Soit T 2 Las:(p;q1;:::;qm) (X1; :::; Xm;Y ) ;pour tout
�
xji
�
1�i�n � Xj (1 � j � m) et tout

(y�i )1�i�n � Y �, on a



(hT (x1i ; : : : ; xmi ) ; y�i i)1�i�n

p �


(T (x1i ; : : : ; xmi ))1�i�n

p 

(y�i )1�i�n

1

� kTkas;(p;q1;:::;qm)
mQ
j=1




�xji�1�i�n


qj :w 

(y�i )1�i�n

w;1
� kTkas;(p;q1;:::;qm)C

mQ
j=1




�xji�1�i�n


qj :w 

(y�i )1�i�n

w;r
Ce qu�implique T 2 Las:(p;q1;:::;qm;r) (X1; :::; Xm;Y ) pour tout r positive �

Corollaire 2.3.3

Si (r =1) ou
�
r =1; 1

p
= 1

q1
+ � � �+ 1

qm

�
ou (r =1; q1 = � � � = qm = p) dans (2.1) on

trouve la classe des opérateurs m-linéaires (p; q1; : : : ; qm)-sommants, i.e.,

Las;(p;q1;:::;qm;1) (X1; :::; Xm;Y ) = Las;(p;q1;:::;qm) (X1; :::; Xm;Y ) (2.6)

Preuve.

D�après 2.5, on a
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Las:(p;q1;:::;qm) (X1; :::; Xm;Y ) � Las:(p;q1;:::;qm;1) (X1; :::; Xm;Y )

Il su¢ t de montrer la deuxième inclusion, on considère T 2 Las:(p;q1;:::;qm;1) (X1; :::; Xm;Y ) ;

alors




�T �x1i ; : : : ; xmi ��1�i�n


p
=

 
nP
i=1

sup
y�i 2BY �

��
T �x1i ; :::; xmi � ; y�i ���p
! 1

p

= sup
y�i 2BY �

�
nP
i=1

��
T �x1i ; :::; xmi � ; y�i ���p�
� �(p;q1;:::;qm;r)(T )

mQ
j=1




�xji�1�i�n


qj :w :
Pour tout

�
xji
�
1�i�n � X

j (1 � j � m) et tout (y�i )1�i�n � Y �:D�où T 2 Las:(p;q1;:::;qm) (X1; :::; Xm;Y ) :

Proposition 2.3.4

(1) Les opérateurs m-linéaires � (p; q)-sommant sont (p; q1; : : : ; qm; r)-sommant.

Un opérateur m�linéaire est � (p; q)-sommant (voir [Muj08]) telle que 1 � q � p; s�il

existe une constant positive C � 0; et pour tout
�
xji
�
1�i�n � Xj (1 � j � m) et tout

(y�i )1�i�n � Y �, on a




�
T �x1i ; : : : ; xmi � ; y�i ��1�i�n


p � C
0BB@ sup
xj�2BX�

j
y2BY

;

nP
i=1

��x1� �x1i � � � �xm� (xmi ) y�i (y)��q
1CCA

1
q

(2.7)

la classe des opérateurs multilinéaire � (p; q)-sommant de X1 � : : : � Xm dans Y noté

L�(p;q) (X1; :::; Xm;Y ) est un espace de Banach muni de la norme

kTk
�(p;q)

= inf fC veri� (2.7)g
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Si p = q on note � (p; q) par � (p) :

Maintant, soit T 2 L�(p;q) (X1; :::; Xm;Y ) :si 1q �
1
q1
+ � � �+ 1

qm
+ 1

r
on a




�
T �x1i ; : : : ; xmi � ; y�i ��1�i�n


p
� kTk

�(p;q)

0@ sup
xj�2BX�

j
;y2BY

nP
i=1

��x1� �x1i � � � �xm� (xmi ) y�i (y)��q
1A 1

q

� kTk
�(p;q)

sup
xj�2BX�

j

mQ
j=1

�
nP
i=1

��
xj�; xji���qj� 1
qj

sup
y2BY

ky�i (y)kr

� kTk
�(p;q)

mQ
j=1




�xji�1�i�n


qj :w ky�i kr:w (
,
daprès (1.1) )

donc T 2 Las:(p;q1;:::;qm;r) (X1; :::; Xm;Y ) et �(p;q1;:::;qm;r) (T ) � kTk�(p;q) :

(2) Les opérateurs m-linéaires nuclear sont (p; q1; : : : ; qm; r)-sommant.

Un opérateur m-linéaire T est nuclear (voir [Mat93]); s�il existe des suites
�
�ji
�
1�i�1 �

X�
j ;et (yi)1�i�1 � Y telle que pour tout xj 2 Xj on a

T
�
x1; : : : ; xm

�
=

1P
i=1

�1i
�
x1
�
� � ��mi (xm) yi;

on utilise (l�exemple 4.2 dans [Muj08]) Si T est nuclear, Alors T est � (p)�sommant et
,
daprès la Proposition précédant (1), on obtient T 2 Las:(p;q1;:::;qm;r) (X1; :::; Xm;Y ) :
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Chapitre 3

Applications

Dans ce chapitre, nous donnons quelques résultats, prouvés à l�origine d�une autre

façon, mais que l�on obtient facilement à l�aide de propriétés des opérateurs (p; q; r)-

sommants : le théorème du Théorème de Defant-Voigt [BP07] et le Théorème de Grothe-

nieck [BPS11].

3.1 Théorème de Defant-Voigt

Théorème de Defant-Voigt [AM89] : Tout forme m-linéaire est une forme m-

linéaire (1; 1)-sommant; i.e.,

L (X1; : : : ; Xm;K) = Las(1;1) (X1; : : : ; Xm;K) : (3.1)

Nous allons voir une autre version du théorème de Defant-Voigt, pour les opérateurs

(p; q1; : : : ; qm; r)-sommant.

Théorème 3.1.1 [BP07, Theorem 3.1] ; Soit A 2 L (X1; : : : ; Xm;Y ). S�il existe

(1 � k � m) et C > 0 telle que l�opérateur s-linéaire (s = m� k)

Ax1:::xk (xk+1; : : : ; xm) := A (x1; : : : ; xm)

est (p; q1; : : : ; qs; r)-sommant pour chaque x1 2 X1; : : : ; xk 2 Xk et
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�(p;q1;:::;qs;r) (Ax1:::xk) � C kAk kx1k � � � kxkk :

Alors A est (p; 1; : : : ; 1| {z }
k fois

; q1; : : : ; qs; r)-sommant et

�(p;1;:::;1;q1;:::;qs;r) (A) � C kAk :

Corollaire 3.1.2. Si

L (X1; : : : ; Xs;Y ) = Las(p;q1;:::;qs;r) (X1; : : : ; Xm;Y ) :

Alors

L (X1; : : : ; Xm;Y ) = Las(p;q1;:::;qm;1;:::;1;r) (X1; : : : ; Xm;Y )

pour tout Xs+1; : : : ; Xm des espaces de Banach .

En particulier

L (X1; : : : ; Xm;K) = Las(p;p;1;:::;1;r) (X1; : : : ; Xm;K) (3.2)

pour tout p � 1 et X1; : : : ; Xm des espace de Banach et pour r > 0:

Preuve.

L�opérateur

id : Las(p;q1;:::;qs;r) (X1; : : : ; Xs;Y ) �! L (X1; : : : ; Xs;Y )

est continue, le théorème des applications ouverts a¢ rme qu�il existe une constant positive

C telle que

�(p;q1;:::;qs;r) (T ) � C kTk

et d�après le théorème précédant, on obtient

L (X1; : : : ; Xm;Y ) = Las(p;q1;:::;qs;1;:::;1;r) (X1; : : : ; Xm;Y ).
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En choisissant r =1 dans (3.2) et en utilisant (2.6) nous avons :

Corollaire 3.1.3. Si X1; : : : ; Xm des espace de Banach et pour r > 0 on a

L (X1; : : : ; Xm;K) = Las(p;p;1;:::;1) (X1; : : : ; Xm;K)

pour tout p � 1.

Pourp = 1 on retrouve le théorème de l�Defant-Voigt. Comme une conséquence de (2.5)

et le Théorème de Defant-Voigt, nous avons

L (X1; : : : ; Xm;K) = Las(1;1;r) (X1; : : : ; Xm;K)

Preuve.

L (X1; : : : ; Xm;K) = Las(p;q1;:::;qm;1;:::;1;1) (X1; : : : ; Xm;K) (r =1; 3.2)

= Las(p;q1;:::;qm;1;:::;1) (X1; : : : ; Xm;K) (d�après 2.6)

= Las(p;q;1;:::;1) (X1; : : : ; Xm;K) (q1 = � � � = qm = q)

= Las(p;p;1;:::;1) (X1; : : : ; Xm;K) (q = p)

= Las(1;1;1;:::;1) (X1; : : : ; Xm;K) (p = 1)

� Las(1;1;r) (X1; : : : ; Xm;K) (d�après 2.5)

� L (X1; : : : ; Xm;K)

3.2 Théorème de Grothendieck

Ce théorème est en fait la reformulation, par Lindenstrauss et Pleczynski, en termes

d�opérateurs p-sommants, de l�inégalité de Grothendieck.

Théorème de Grothendieck : Tout opérateur linéaire continu de `1 dans `2est

absolument (1; 1)-sommants., i.e.,

Las(1;1) (`1; `2) = L (`1; `2)

Extension de Bernardino [Ber11] :
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Las( 2
n+1

;1;:::;1) (`1; : : : ; `1; `2) = L (`1; : : : ; `1; `2) ; (3.3)

On peut donner la version multilinéair du théorème de Grothendieck aux opérateurs

(p; q1; : : : ; qm; r)-sommant [BPS11]. Pour la preuve, nous aurons besoin le lemme suivant :

Lemme 3.2.1 [BPS11]. Si Y est un espace de Banach de type p� et

1
s
= 1

p
+ 1

q

alors

Las(q;q1;:::;qm) (X1; : : : ; Xm;Y ) � Las(s;q1;:::;qm;1) (X1; : : : ; Xm;Y ) :

Preuve. Soient T 2 Las(q;q1;:::;qm) (X1; : : : ; Xm;Y ) ; (y
�
i )1�i�n 2 `n1:w (Y �) et

�
xji
�
1�i�n 2

`nqj :w (Xj). Comme Y � est de cotype p (D�après le Théorème 1.2.3), on a�
nP
i=1

jhT (x1i ; : : : ; xmi ) ; y�i ij
s

� 1
s

�
�

nP
i=1

(kT (x1i ; : : : ; xmi )k ky�i k)
s

� 1
s

�
� 1P
i=1

ky�i k
p

� 1
p
� 1P
i=1

kT (x1i ; : : : ; xmi )k
q

� 1
q

� Cp (Y
�) kTkas;(q;q1;:::;qm)

0@ 1R
0







nX
i=1

ri (t) y
�
i







2

dt

1A 1
2
mQ
j=1




�xji�1�i�n


qj :w
� Cp (Y

�)K1:2 kTkas;(q;q1;:::;qm)

0@ 1R
0







nX
i=1

ri (t) y
�
i







1

dt

1A mQ
j=1




�xji�1�i�n


qj :w
� Cp ( Y

�)K1:2 kTkas;(q;q1;:::;qm)max







nX
i=1

ri (t) y
�
i







� Cp (Y

�)K1:2 kTkas;(q;q1;:::;qm) k(y
�
i )k1:w

mQ
j=1




�xji�1�i�n


qj :w � 1
Ce qui achève la démonstration �
Proposition 3.2.2. Si m est entier positive et
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1

t
=
1

p
+
1

r

alors

Las(p;q1;:::;qm) (X1; : : : ; Xm;K) � Las(t;q1;:::;qm;r) (X1; : : : ; Xm;K)

pour X1; : : :,Xm des espaces de Banach et r > 0:

Preuve.

Soient T 2 Las(p;q1;:::;qm) (X1; : : : ; Xm;K), on a�
nP
i=1

jhT (x1i ; : : : ; xmi ) ; y�i ij
t

� 1
t

�
�

nP
i=1

(kT (x1i ; : : : ; xmi )k ky�i k)
t

� 1
t

�
� 1P
i=1

ky�i k
r

� 1
r
� 1P
i=1

kT (x1i ; : : : ; xmi )k
p

� 1
p

� kTkas;(p;q1;:::;qm) k(y
�
i )kr

mQ
j=1




�xji�1�i�n


qj :w
� kTkas;(p;q1;:::;qm) k(y

�
i )kr:w

mQ
j=1




�xji�1�i�n


qj :w
Ce qui achève la démonstration �
Corollaire 3.2.3. Pour r = 1 on a

Las(1;1) (X1; : : : ; Xm;K) � Las( 12 ;1;1) (X1; : : : ; Xm;K)

et, par conséquent, à partir (3.1)

L (X1; : : : ; Xm;K) = Las( 12 ;1;1) (X1; : : : ; Xm;K)

Proposition 3.2.4. Pour r > 0 on a

L (`1; : : : ; `1; `2) = Las( 2
n+1

;1;:::;1;r) (`1; : : : ; `1; `2)
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Preuve. Par (3.3) et (2.5) �
Pour r = 1 , le théorème qui suite est le principal résultat

Théorème 3.2.5. [BPS11] (Théorème de Grothenieck) Si T 2 L (`1; : : : ; `1; `2) ,

alors T est
�

2
m+2

; 1; : : : ; 1; 1
�
-sommant.

Preuve.

D�après (3.3), on a T 2 Las( 2
n+1

;1;:::;1) (`1; : : : ; `1; `2) :

Comme `2 est de type 2 et

1
2=n+2

= 1
2
+ 1

2=n+1

Par le lemme précédent

Las( 2
n+1

;1;:::;1) (`1; : : : ; `1; `2) � Las( 2
n+2

;1;:::;1;1) (`1; : : : ; `1; `2)

ce qui termine la preuve �
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