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Introduction

La théorie d’opérateurs p-sommant due a Pitesch en 1967, et qui permit peu apres
Lindenstrauss et Pelczyniski de mettre en exergue I'importence du Théoréme de Gro-
thendieck, qui, bien que démontré au milieu des années 50 n’avait jusque la pas été bien
compris. Au début des années 80, la théorie des idéaux d’opérateurs, comme il a été
présenté par Pietsch et principalement dans [Pie80]. Plusieurs de ces idéaux d’opérateurs
sont étudiés, parmi lesquelles on trouve l'idéal 1I,,, des opérateurs linéaires (p,q,r)-
sommants.

On dit qu’un opérateur linéaire T € £ (X;Y") est (p; ¢; )-sommant s’il existe une constante

positive C, telle que pour tout (z;),.;.,, C X et tout (y;);,.,, CY™*, on a

H(<T () ,y3‘>)1§i§an <C H<‘Ti)1SiSan,w H@?)ls@'Sanw

avec = < = +

Q=
3 =

D =

Si r = 00, on a le concept d’opérateur (p; q)-sommant est due & Mitiagin-Pelczynski
IMP66].

L’espace 11, des opérateurs (p;q;r)-sommant est un quasi-Banach idéal muni de la
quasi norme 7 (. (1) = inf ¢. I, posseéde de bonnes propriétés tel que, le théoréme
de Domination de Pietsch , le théoréme d’inclusion,..ext.

Dans [Pie83] Pietsch a proposé une approche multilinéaire a la théorie des opérateurs
absolument sommants et, plus généralement, a la théorie des idéaux d’opérateur. Motivés
par I'importence de cette théorie, plusieurs auteurs ont développé et étudié plusieurs
concepts relatifs & la sommabilité. Trés récemment, D. Achour [Achl1] introduit la notion
des opérateurs m-linéaires (p, g, r)-sommants.

Pour cela 'objectif de ce travail est de nous donner une étude approfondie de cette
classe d’opérateurs

Ce travail est divisé en trois chapitres.

Dans le Chapitre Préliminaires, nous donnons rapidement les définitions de suites

sommables et faiblement sommables. Nous donnons quelques informations sur les notions
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de type et cotype. Nous terminons ce chapitre par la définition d’un multi-idéal avec des
exemples.

Dans le Chapitre 2, aprés avoir donné la définition et signalé la proprité d’ideal
possédée par l'espace des opérateurs m-linéaires (p;q, ...qm; 7)-sommants, nous prou-
vons le Théoréme de Domination de Pietsch. Il s’ensuit facilement que : Si (r = 00) ou
(r = oo,% = qil —I—---—i—#) ou (r=o00,q1 =+ =¢qm =p), 'espace des opérateurs m-
linéaires (p, ¢, r)-sommants est coincide avec I'espace des opérateurs m-linéaires (p; g1, -..qm )-
sommants introduite par Pitesch dans [Pie83]. Finalement, nous obtenir certaines inclu-
sions entre les différentes classes étudiées dans le présent document.

Nous donnons dans le Chapitre 3, quelques résultats, prouvés a l'origine d’une autre
fagon, mais que l'on obtient facilement a 1’aide de propriétés des opérateurs (p;q;r)-

sommants : le théoréme du Théoréme de Defant-Voigt [BP07] et le Théoréme de Grothe-
nieck [BPS11]..



Chapitre 1
Préliminaires

Nous donnons rapidement les définitions de suites sommables et faiblement som-
mables. Nous donnons quelques informations sur les notions de type et cotype. Nous

terminons ce chapitre par la définition d’un multi-idéal avec des exemples.

1.1 Définitions

Soient n un entier, X un espace de Banach et 1 < pp* < 400 (ou p* est appelé
I'indice conjugué de p i.e.,}l7 + z% =1).
On désingne par [, (ou l,(K)) Pespaces des suites scalaires ();) telles que Y |\;|” < 4o00.
=1

(2
C’est un espace de Banach pour la norme

100, = (5 )P < oo

i=1

L’espace [, est 'espace des suites scalaires (\;) bornées, normées par

A0l = sup il

L’espace [, est complet pour cette norme.L’espace ¢q est 'espace des suites scalaires (\;)

telles que lim A; = 0.c’est un sous espace fermé de [, donc un espace de Banach.

11— 400

Définition 1.1.1



Une suites (z,,) (resp. (7;),<,, ) dans X est absolument p-sommables si la suite scalaire
([zal)n (resp.(l[zil]),<ic, ) est dans i,
On note £,(X) ( resp. £;(X) ) I'espace des suites (z,), ( resp. (zi);<;, ) dans X abso-

lument p-sommables, muni de la norme

- 1
@),y = @)l = Q_ lzal”)? <00 ,1<p<oo
n=1
= sup [z =00
(resp.
n » 1
l@)icicullyy = I@EDcicall, = (Zlail?P 1 <p<oo
= sup || p=oco
1<i<n

Définition 1.1.2
Une suites (z,,) ( resp. (7;),<;<, ) dans X est faiblement p-sommables si la suite scalaire
(z* (x,)) (resp. (z* (7:),<,, ) st dans [, pour tout z* € X*.

On note £,,,(X) ( resp. £}, (X) ) l'espace des suites (z;) ( resp. (¥;),;, ) dans X

faiblement p-sommables. L’espace [} (X) est un espace normé et la norme est donnée par

o0 1 .
Iy ) = @l = sup {(Z 2* ()P 50 € BX*} <o 1<p<oc
n=1
= sup{sup{|z* (z,)|: z* € Bx+}} ,p = 00

Proposition 1.1.3
(a) si 1 <p<ooonaly(X)Cl, (X) etdeplus

H(xi)lgignue;w(x) = H('wi)lgiﬁang(X) :
(b) sip =00 0n a lo,(X) = lo(X) et
H<xi)1§iSnHz&yw(x) - H(xi)lszén (X))



Cas particuiliare
(a) (voir ([DJT95])) On sait que ¢,.,(X) = ¢,(X) pour tout 1 < p < oo si et seulement
si dim X est fini.
(c)sil<p<oo onaly,(X)=L(~l. X) isometriqument. B

(d)sip=1onaf,(X)=L(c,X) isometriqument.

Lemme 1.1.4. Soit 1 < p < oo , alors pour tout = = (z;) € £, on a

[, = [IGza)ll, = sup

. \F

: Z vl <1
i=1

Lemme 1.1.5. Pour 1 < p < 00, ¢y,...,, € X*, on a

Sllalr <1}

> (i)

=1

G- Il ) —sup{

Preuve.

n
Si 3 [lzill" <1, ona:
=1

n

Z (i, Ti)

1=1

SN
5

ik

1
e

<z |2:]7)7 < (2 o l7")7

n

Fixons d’autre part Ay, ..., A, > 0, avec Z)\p =1 et (Z e I )PL > i llil|- Etant

=

1
donné € > 0, soit uy, ..., u, € X, de norme 1 tels que @Z(u,) >0, et ||o; |l < ¢;(u;) + €.

< 2 lledllllzall < (2 fles

Posons v; = A\;u;. Nous voyons que :

1
>

(Z sl = 2 Ailleill < 2 i) + €A

= ;gpz(vz) —l—e;)\i
< sup{ () ;znxinpg}ﬂzxi,
=1 =1 =1

d’ou le résultat, en faisant tendre € vers 0.

Proposition 1.1.6. [Muj08, lemme 1.1] Soit 1 < p <00 et (y;),<ic, € Ly (Y)
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=

H<3/f)1§i§angyw = sup (Z!@(%ﬂp) Iyselgp H(Z/f(y))lgigan (1.1)

Preuve.

1

n P

[ (Zwmp)
ch ()

=1

Z iy}

—  sup sup Z i (y},y)

||CM1|| <lyEBy i—1

= sup (me )é

YyEBy =1

= sup sup
</3€BY**Ha1II <1

= sup
flevill,<1

Y *

= sup ||(?J;k (y))1§iS”Hp' .
yEBy

1.2 Type et cotype

Dans ce paragraphe, nous introduirons une classe d’espaces, que nous appellerons
espaces de type p et de cotype q, avec quelques propriétés générales, et nous donnerons
quelques exemples.

Soit r, (t) les variables aléatoires de Rademacher. Elles sont définies comme suit : pour

chaque n dans N
rn: [0,1] — {-1,41}
t — 1, (t) = sgnsin 2"tr.

ou



k kK k+1
0 t==1

ons

ot k=0,1,..,2" — 1.

Inégalité de Kahane : Si 0 < p,q < oo , alors il existe une constant positive K, ,

1 7 7 1 P v
( { dt) < K,, ( { dt)

Passons maintenant aux notions de type et ctype.
i) On dit que X est de type p (1 < p < 2), §'il existe une constante C' > 1 telle que :

telle que

n

i=1

n

i=1

Définition 1.2.1. Soit X un espace de Banach.

n 2

=1

1

J

0

3 . 1
dt | <C (Z ||xi||p>
=1

pour tous x1, ..., &, € X, (75), <i<oo Etant fonctions de Rademacher. La meilleure constante
C' s’appelle la constante de type p de X, et se note T, (X).
ii) On dit que X est de cotype q (2 < q¢ < 4+00) §'il existe une constante C' > 1 telle que :

1
1 2 2

n q 1 n
(Zuxiuq) <C| LD rit)a)| dt
i=1 0] i=1

pour tous zq, ..., x, € X. La meilleure constante C' s’appelle la constante de cotype g de

X, et se note C,, (X).

i=1

n q
Si ¢ = oo on remplace (Z ||xz||q> par maz {||z;]| ;1 < i <n}.
Exemple 1.2.2

1- Tout espace est trivialement de type 1, c’est simplement I'inégalité triangulaire, et de

cotype oo, parce que



NG

n 2

=1

dt | > mazx{||x];1<i<n}

Z

2- Tout espace de Hilbert est a la fois de type 2 et de cotype 2. Parce que, si X est

isomorphe a un espace de Hilbert H, on a

N|=

n 2

=1

1

n 3
i=1 0

3-5i1<p<2, I, estdetypep et de cotype 2.

1
2

at] <C (ZII%IV)
1=1

4- 512 < g < o0, [, est de type 2 et de cotype q.
Théoréme 1.2.3 [DJT95]
Le dual X* d’un espace de Banach X de type p (1 < p < 2) est de cotype p*. De plus

Cpe (X7) < T, (X))

C’est vrai aussi pour p = 1, mais c’est sans intéret. La preuve est basée sur le Lemme
1.1.5.
Preuve.
Soit py, ..., ¢, € X*, et soit x1, ..., x, € X, tels que i ||z;||” < 1. Observons d’abord que,
i=1

par 'orthogonalité des variables de Radmacher, indépendantes, on a :

n 1 n n
(ona| = f<Z?”z(t)%Zm(t)%>dt
i=1 0 \i=1 i=1
Ll n 9 3 Ll n 2 3
< |J i (t) ;|| dt i ri (t) z;|| dt
0 =1 0 =1
1 2 %
n » 1 n
< T,(X) (ZH%H”) bf ri () ;|| dt
=1 =1
1 n 2 %
0 ||5=




et le lemme 1.1.5 implique alors

(SIS

2

dt

n

Zri(t)%'

i=1

G- lel)F <7, (%) f

ce qui achéve la preuve.

Remarque 1.2.4
Notons tout de suite que le cotype ne se dualise pas aussi bien : on verra, en effet, que
X =1; est de cotype 2, mais X = [, n’est pas de type 2, et n’a meme aucun type p > 1.

Pour dualiser le cotype, on a besoin d’une propriété supplémentaire pour X (K-convexe).

1.3 1Idéal multilinéaire

Définition 1.3.1. Soient m € N | X;,..., X,, et Y des espaces des Banach . Un
operateur 7' de X; x ... x X, dans Y est dit multilinéaire si pour tout j =1,...,m et

pour tout suites finie \; (i =1,...,n) on a
n . n .
T (xl,...,Z)\ixg,...xm> =S NT (24, ... 2, ...a™)
i=1 i=1
autrement dit, 7" est multilinéaire si les opérateurs
e X; =T, . 20,...a™)eY

sont linéaires
En particulier ,on dit que T est bilinéaire si m = 2, T est trilinéaire si m = 3 et forme
linéaire si Y = k.

Observons que si T est multilinéaire on a
T (Mt p2™) = A - N T (2. a™)

Proposition 1.3.2. (Multilinéaire borné) Soit T' un opérateur multilinéaire de X, X

oo X X, dans Y ,Munissons X1 X ... x X,, de la norme

10



o j
] o= max [l

les condition suivantes sont équivalentes ;

(a) T est continu;

(b) T est continu au point (0,...,0);

(c) |IT (2, ..., 2™)| est borné sur le produit des boules-unité ||z!]| < 1,...|[z™| < 1,1l

existe M € Rt telle que

Vil . oo™ e Xy x oo x X [|T (2h, o a™)|| < M |2t - ||l=™) .
Dans ce cas , on dit que T est borné et on pose |T|| = sup |7 (z)], ou |z| :=
llzll<1
J

gax |27y, -

Notation On notera F(X;,...,X,,;Y) I'ensemble de tous les applications de [] X;

i=1
dans Y, L (Xy,...,X,,;Y) Pensemble de tous les applications multilinéaires et on note
L(Xy,...,X,;Y) ensemble de tous les opérateurs multilinéaires continus de [[ X; dans
i=1
Y.
Si Xy =...=X,, =X on note
L(Xy,...,. XmY)=L("X;Y), L(Xy,...,.X;;Y)=L("X;Y).

SiX;=...=X,,=X etY =K on note

L("X:Y)=L("X),

L("X:Y)=L("X).

Sim=1,Y =K alors

L(X;K) = L(X)= X"(le dual algébrique),

L(X;K) = L(X)= X"(le dual topologique).

11



Proposition 1.3.3. Soit Y un espace de Banach , l'espace vectoriel L("X;Y)

(1 <j <m) est un espace de Banach muni de la norme ||T|| telle que

T = sup [T (2',....2™)|
)|
T(zt,...,x™
= SUP TRTm
23 |20

— inf (kT (e < k2t )

Preuve
Il est claire que ||T’|| est une norme sur I'espace £ (" X;Y) . Soit (T}),cy une suite de
Cauchy dans £ ("X;Y).

Alors pour tout (z!,...2™) € X™ on a
T (2, ...2™) = T, (2, ..a™) || <\ T =T ||| - - - [|l=™]] (1.2)

et par conséquent (T (z',...2™)) x est une suite de Cauchy dans Y,
Aussi Y est complet, la limite suivante est existe

Lm Ty, (z',...2™) =T («',...2™) (1.3)

k—o0

En outre , parce-que (T}),oy est une suite de Cauchy dans £(™X;Y) , il existe une
constante C' > 0 , telle que [|T}|| < C pour tout k , Alors il résulte également de (1.3)
que | T|| < C', et donc continu .
Finalement, il résulte |7, —T'|| - 0 oi k — oco. W

Définition 1.3.4. (opérateur de rang fini) Un opérateur T' multilinéaire continu de

Xy x...x X, dans Y est de rang fini s’il est somme fini d’operateur de la forme

12



onrj; € X;(1<j<m)etyecY.

L’espace des opérateurs multilinéaire de rang fini sera noté Ly (Xy,...,X;Y).

Définition 1.3.5 [Pie83] (idéal des opérateurs multilinéaire). Un idéal des opérateurs
multilinéaire (ou multi-idéal) M est un classe d’opérateur multilinéaire borné telle que
pour tout Xi,..., X,,et Y des espaces de Banach on a :

(a) L’ensemble M (X7 x -+ x X,,,; V) est un sous espace de £ (X1, ..., X,,;Y) qui contient
Lr(Xy,....Xm;Y).

(b) Propriété d’idéal :si T € M (X1 x - x X Y),u; (E;; X;) et v € (Y F) alors
voT o(uy,...,un) € M(EL,...,En F)

Ey X-ox B, —

u) wml T

X1 X X Xm —

De plus , si [|.|| \, : M +—— R* satisfait :
(i) (M (X1 x - x X;n;Y), |-l o) est un Banach
(ii) [[A™ : K™ — K; A™ (21, .o a™) = 2 x|y, = 1
1) 100 7 0 o, )L < o 1 s T -
alors (M (Xq x -+ x X3 Y) ||| () s’appelle Banach multi-idéal.
Exemple 1.3.6
Les opérateurs multilinéaires compacts IC (X7, ..., X,,;Y), ( i.e., les m-linéaires qui en-
voient tout ensemble borné sur un ensemble relativement compact) et les opérateurs

multilinéaires de rang finis £7(X1, ..., X;,,; Y) sont des idéaux multilinéaires.

13



Chapitre 2

L’idéal des opérateur multilinéaire

(p;q1,-- -, qm; ) —sommant

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la classe des opérateurs (p; 1, .. ., ¢m; 7)-sSommants
introduit par Achour en 2011 comme généralisation des opérateurs linéaires (p;q;r)-

sommants [Pie80].

2.1 Définitions et propriétés

Définition 2.1.1. Soit 0 < p,q1,...,qm,r < 00, tel que i < L4444l

- @1 qm r

Un opérateur m-linéaire T' € L (X, ..., X;; Y') est absolment (p; g1, ..., ¢n; r)-sommant

(ou (p;qu,--.,qm;7)-sommant ), s’il existe une constante positive, tel que pour tout

(23

i)lgign C X7 (1 <j<m)et tout (7)., CY* ona

m

<CTI H (‘Tg)lgign

, H(y:)lﬁiﬁnur.w (2.1)
7j=1

[CCACREEEONTs -

La classe des opérateurs m-linéaires (p;qi, ..., ¢m;7)-sommants de X; x - - - x X, dans

14



Y, notée Las.(psqr,....qmsr) (X1, s Xm3; Y) , et par
T(sqr,gmsr) (1) = inf {C verifi (2.1)}

Si g1 = ... = g = ¢, on remplace as, (p; qi, ..., gm) Par as, (p; ¢; 7).

Remarque 2.1.2. 1l est claire que la norme (p;qi, ..., gn;7)-sommants domine la

norme d’opérateurs m-linéaires :
1T < T (sgn,eigmiry (T) (2.2)

Proposition 2.1.3. Si % > qil + -+ qu + %, T € Laspigr,gmr) (X1, 0y X3 Y)
entraine T = 0.
Preuve.

On suppose que ¢; = ... = ¢, = q,. Alors

Ty 111 gbmr
>lypplyplols o

D=

Soit ()i €l_ar_—1,,2' € X1,...,2™ € X, et y* € Y* tel que (T (2%,...,2™) ,y*) #

q+mr

Comme T est (p;q,...,q;r sommant ,o1l a
(T (.. (zm@

n p %

>(2 )

qr ( qr )1
q+mr (T , q+mT ey q+mr

T 1
1<i<n

qr
q+m'r (r+%)

= [T (z,...,a™),y")]

m *

l
q+m'r 'r
1<i<n

< T (psgr,egmir) (1) T1

j=1

1 rw 1
Hahn-Banach * m mr l a = ( q:;”)% "\
L w%%mmmmwnwnn( q*q)(;%ﬁ )
1 . 1
* 1 m q+m'r) 1 " (qf:nr) "
— T Ol 2 - Tz - 1T (55 ]! (o

j=1 \i=1

15



qr
(Fmr)

;

— T (D) 7 2] - - - o] - (z

i=1

ce qui entrain

(T (2,...,2™) ,y*)| (ié\ai!”);

3=

m
n +q

< Toigregoir) (D) LI 2™ (Z

=1

(s
q+mr
@

)

Quand m tend vers I'infini et comme (a;)€ [_s_, on trouve
q+mr

. 1
P
(Z |ai\p) < 00.
i=1

Contradiction , car (o;); ¢ {, W
Proposition 2.1.4. (£QS~(p§q17-~-,Qm§7’) (X1, X3 Y) s T qm;r)) est un espace de Ba-
nach pour p > 1.
Preuve.
(a) Las.(pigr,.qmir) (X1, ..., X3 Y') est un espace vectoriel normé ?
(i) Soient T,S € Laspgr,..qmir) (X1, -0, X3 Y), soit (£5)1<i<n C X'(1<j<m) et

(Y7 )1<i<n C Y™, d’aprés I'inégalité de Minkowski, on a

(<(T—|—S) (le,,xzn) ,yf>)1§i§n ,

= (T (@) )+ (S o) )i

S [CCACE R o) W [ ((CIC RIS NSy

< (”(p;ql ~~~~~ gmsr) (T) + T (wigr,gmir) (S))H ($z)1§i§n q.wH(y:)gignHr,w'
;

j=1

Donc T+ S € ﬁas.(p;q17_“7qm;r) (Xl, vees Xons Y)
et
T (psqu e sqmiT) (T +5) < T (p;q1,e. sqmsT) (T) + T (p;q1,e. sqmsT) (S).

(11) Soit a € kaT € ‘Cas.(p;ql,..‘,qm;r) (X1> Y Xm; Y)

16



H (<O‘T (le7 e ’xzn) ’y:>)1§i§n »

= H(<T<arzaﬁ,...,a}nxr>,y;>> ,
1<i<n
1
G
1<i<n i

1
am

p

S Mg qm,r< )

|| (U h<i<n ||r.w
w

> T(psqu,ee.,gmir)

il

H 1<i<n H (y;)léiSnHT.w

.:13

S ‘al 77(1);111 ::::: qm;T) (T> (xj)lglgn ¢ H(yz )1§i§nHr'w .

7=1

Donc aT" € Las.(pigr,....qmir) (X1 0y Xins YY) €t Tipgn o gmir) (@) < || Tipigy o qmir) (1) -
D’autre part

1
T (p;q1,....qmsT) (1) = T (psqu,e.,qmsT) <a (ozT))

ce qui implique || T (p3q1yees@mir) (T) < T (D3q1yeees@misT) (o).
D’ou
T (D31 - GmsT) (aT) = |af T (D3q1 e gmisT) (7).

(iii) D’apres la Remarque (2.1.2), ||T|| < Tpgr,gmir) (1) =06 |[T|| =0 T =0.
(b) Las.(pigrrsgmir) (X1, -y Xin; YY) est un Banach 7
Soit (7},),,cy une suites de Cauchy dans Lo (pig,.....qmi) (X1, -, X3 YY), D’apres (2.2) on a
T — Tl < Tipigu,.oosgmir) (Tn — Ti) ;donc (T},) est une suites de Cauchy dans £ (X7, ..., X;,; V),
alors converge vers une limite 7" € £ (X1, ..., X3 Y) (z’.e., T, — T — 0) .

Ve > 0,dng € N,Vl{?,k, e N,Vk > k' >ng: ||Tk — Tk/” < T (i1 s @miT) (Tn — Tm) <e
Pour tout n € N (pour k > ng fixé). On a V&' > ng :
H(((Tk - T) (le’ L] ) yz>)1<z<NH Z hmk’ |<(Tk - Tk’) (lev 7‘73?1) 7y;<>|p);

i=1

17



< Em7T(pgr,gmir) (T — Tir) Hl H(mi)gzgn
]:

k' g H(y;)lgignnw
J
(mi)lgign 0

m

ell

j=1

y H@:)lgignHw

IA

Dot T (pigr,..qmir) (T = T) < €. Ceci montre que T' € Los.(pigy,....qmir) (X150 X3 Y) et
T(psqay..., qm;r)<Tk =T)—0. u

Les deux proposition suivantes monter que 1’espace (‘Cas.(p;q1,...,qm;7') (X1, X3 Y) s T, qm;r))
est un de Banach multi-idéal.

Proposition 2.1.5. Tout opérateurs m-linéaires de rang fini est (p;qi, ..., qm;7)-
sommant.

Preuve.
11 suffit de montrer la propriété pour les opérateurs de rang un de la forme 7' = 27 ® ... ®

*

@y (2t . 2™) — 2t (2b) .2k, (z™) y (T comme une somme d’opérateurs de rang

un des opérateurs en tant que membre de 'espace vectoriel Lo (pig:....qmir))-

On a

1 e ,ZET) 7y;>)1§z‘§n P
a2y, y:>)1§i§n »

(x;‘ (xj)1<z<n)
qj

—~ —~
/&\ 7~
54
—
—
5 B
S -
~—

N
—3

@ @) rziznll,

7=1
S 1;[ l<7,<n G ' HyH H(y:)lgzgnHrw
< 15 ol 1 H Nzl

18



donc T' € Las (pigr,..qmir) (X1, -0y X3 Y) et

T(psar ..., qm;r) H ‘

car

) (T') . La démonstration est achevée W

j:
Proposition 2.1.6. (Propriété d’idéal) Si T € Las (pigr,....qmir) (X1, -0y X3 Y) s u; €
L(E;; X;) etwe L(Y;Z). Alors woT o (uy, ..., Un) € Las.(pqr,gmir) (E1s ooy By Z) et

3

T (p3qayeeesGmiT) (woTo(uy,... um)) <|w| T (psqt,e.sGmisr) (T) HUJH

7j=1

Preuve. Soient T' € Los.(pigr,...qmir) (X1, s X3 Y) s u € L(Ej; X;) et we L(Y;2)

Soit (e ) C Ejet (2]),cic, CF*, 0na

1<i<n

< Tpigreogmir) (1) (T) TT( sup Z\(ug Z),€§>\qj)7js€113p [{w* (7)), »)l,
Yyeby

j=1 S*GBXH—

1<]<m
m Pl .
S W(Pélh ~~~~~ qm;T) (T) H sup Z |< z’ j >| )p sup H<Zzaw(y)>”r
7j=1 f EBX*Z yEBy
1<]<m
- o wen \|Y
< T () 1 N (et )| s bl (o ],
j=1¢&; EBX*Z yEBy
< T psgrsogmir) (1) 0] H |uz]] H sup Z (el 0,)[)? sup 1(z5, ),

J* QOJ E* =1

= HwHﬂ'(pm ,,,,, qmir) ( )H HUJH H ( )1<'L<n

Donc w o T o (uy, ..., um) € Las.(pig1,-amir) (Bry oy Em; Z) et

H (Z:>1§i§n“r.w
qj.w

T (it egmsr) (W O T 0 (U, ooy um ) < W] T (pign,sgmir) () Hl I m
‘7:

Proposition 2.1.7. [Achll] (Théoréme d”inclusion).

Soient
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1< 71 < T

tels que

1 1 1 1 1 1 1 1

— + +—-—F———<—+ +—4+— = —

t t; ™ p1 S S; T2 P2
Alors

‘Cas.(pl;tl,...,tm;rl) (Xla sy Xma Y) - ['as.(pg;sl,‘..,sm;rg) (Xla ) Xma Y) .
Preuve.

Soient p., 7 et p, tels que

i - 1_1
Po T p
1 1 _ (1 1) _ (1 1
oot L= (t1+ +tm> (81+ +Sm)
T _ 1 _ 1
r T ro
1o 1411
p - Q1+ dm r’

Alors p, <p (pi > %) )
Soit T' € 'Cas.(pl;tl,...,tm;rl) (le ---va; Y) , pour )\17 LR >‘n Z 07 <x3> i<n C Xj (]- S ] S m)

et (¥;)1<i<, C Y, l'inégalité de Holder donne
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| @) ) |

b P P
<T ()\i‘“ x%, ey AT xzm) S A y:‘>
p

1
P2) P2
1

m ﬁ . P
T ok
< Tustrytmirn) (1) I1 (/\i] l"i) H (Ai yi)
j=1 1<i<n||y 4 lsisn|l, w
m . 2
< T (p1staseetmiry) (T) H H (l’g)1<i<n (/\iq])
Jj=1 - NS 1<i<n g
% ya
m .
< Trstrtmir) (1) jl;ll (Ig)lﬁiﬁn s “<yf)1szgn“r2.w H()‘i>1§z'5an
m .
< Tprstatmirn) () jl;[l H (‘rg)lgiﬁn o H(yé‘hgign!\m.w H()‘i)léiﬁano'
Comme A1, ..., )\, sont arbitraires, on obtient

H (y:)lgign”

S5.W

(xf) 1<i<n

[CCa G W75 ]

ro.w

< T (pysta,eeestmsry) (T) Hl
]:

Donc T € Las. (pyssr,...smira) (X150 X3 Y) et

T (p2;81,..sSmiT2) (T) < T(pastarenstmir) (T) :

2.2 Théoréme de Domination de Pitesch

Le théoréeme de domination de Pietsch joue un role central dans la théorie des opéra-

teurs linéaires absolument sommants (pour plus de détails voir [Pie80, DJT95, DF92]).
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La derniére décennie a connu la naissance de différents types du théoréme de domination
aux cas non linéaire (voir par exemple [BPS10, PS..,PS11]).
Dans [PSS11] Pellegrino, Santos et Seoane-Sepilveda, ont introduit le Théoréme de
Domination général de Pietsch.
Soit Xy,---,X,,,Y et Fy,--- , E, ensemble arbitraires non-vide , H ensemble des opéra-
teurs de X; x --- x X,,, dans Y.
Soit K7, .., K; espaces topologie compact , G, --- ,G; sont des espaces de Banach et on
suppose que les opérateurs suivantes
Ri:K;x Ey X+ X E, xGj — [0,400) ,j=1,---,t
S:HXE; XX E,xGy x--x Gy —[0,400)
vérifié :
(1) pour tout z! € Fj et b € Gj, telle que (j,1) € {1,--- ,t} x {1,--- , k} I'opérateur
(RBy)as,o i+ Ky = [0,400) defini par (Bp)ur . wosl;) = By, .abb) est
continu.
(2) les inégalité suivantes :
Rj(cpj7:v1, ook njbj) <n;iRj(p;, a2k YY)
S(f,at, - xk aqbt - agbt) > a0 S(fat, - 2k b bY)
pour tout ¢, € K;, ' € B (telle que | € {1,---,k}),0 < N0 < 1,V € G; avec
j=1,---,tet fEeH.
Définition 2.3.1. Si 0 < py,--- ,pt, q < 00, telle que % = p% +- 4 pit, un opérateur
f: Xy x--x X, — Y dans H est Ry, -, R;-S-abstract (pi,---,p;)-sommant, s’il
existe une constante positive C, telle que pour tout (77),,.,, C Es (1 < s < k) et tout

(bz)lgignc(lgjgt) on a

n % t n p%-
(Zs<f7leaaxfabzl7abz)p) SCY]‘_[ sup <ZRJ((pj,‘T},"',$f,bg)pj>
i=1 j=1 i=1

i—1 PELK;

Théoréme 2.3.2.[PSS11| Un opérateur f € H est Ry,--- , R-S-abstract (p1,--- ,pi)-

sommant ,si et seulement s’il existe un constant positive ¢ et une probabilité de Radon
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p; sur Kj; on a

1

t o
S(f,l’l,"' 7xk7b17"' 7bt) < CH (/K Rj(QOj,(L’l,"' Jxk7bj)pjdﬂj>
=1\

telle que, pour tout x' € E;, 1€ {1,--- [k} et ¥ € G; (j=1,---,1).
Définition 2.3.3. Soit 0 < p,q1, ..., qm,r < 00, telle que % = qu + -+ q% + % Un
opérateur m-linéaire T € L (X7, ..., X;;Y) est (¢, - . ., ¢m; 7)-dominé si on a l'identifica-

tion isométrique

'Cd.(ql,...,qm;r) (Xla ) Xma Y) = 'Cas.(p;ql,‘..,qm;r) (Xla sy Xm7 Y)

Pour la démonstration de ce théoréme, nous avons appliqué le Théoréeme de Domina-
tion général de Pietsch.

Théoréme 2.3.4. [Achll] (Théoréme de domination de Pietsch)
Soit 0 < p,q1,...,qm, T < 00, telle que % = q% + o+ qim + % Un opérateur m-linéaire
T e L(Xy,.... X0 Y) est (qi,...,qm;7)-dominé,si et seulement s’il existe une constant

positive C' et des probabilité de Radon pi; sur BX; (1<j<m) et p, , sur By,telle

que pour tout b € X; et y* €Y* on a

(T (b, ..., 0™),y")

< o[\ [ 10 an
i=1 \/Bx»

J

(2.3)

1

5

1
</ ‘< y*7¢m+1>‘rdlu’m+l>
By**

Preuve.
<) Résulte immédiatement de 'inégalité de Holder.

=) En choisissant les parameétres
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(

t=m+1

Gi=X;,j=1,--- met Gpy1 =Y~
E,=ki=1---k

Kj:BX;,jzl,--- ,m et K11 = By«
H=L(X1, -, Xm;Y)

pe=qnt=1-- met ppi1 =1

S(T,at, - 2™ bt 0 y") = (T (0, ,0™) ,y)|
Rj(pj,at - a™ b)) = ij,gpj>|,j:1,--- ,m

Rm+1(§0m+173717” ’ 7xmuy*> = |<§0m+17y*> .

\
On peut facilement conclure que T : X; X ... X X, — Y est (q1, ..., qm;7) —dominé si et
seulement si T" est (Ry, - -+ , Ry41)-S-abstract (g1, - - - , ¢)-sommant. D’apres le Théoréme
3.2, T est (Ry,--+ , Ryp1)-S-abstract (qq, - - - , ¢;)-sommant, si et seulement s’il existe une

constant positive C' et des mesures de probabilites 1; sur Kj (1 <j<m+1),telle que

1
- X (/ Rm-i-l((pm—&-hxla"' 7xmay*)rdlum+1> )
Km+1

c’est-a-dire,

(T (b",....0™) ")

I [ 10 el a
j=1 \ 7 Bxr

1

5

</ ’< y*7<lpm+l>‘rd,um+1>r .
By xx

Ainsi on obtient 2.3. H
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Corrolaire 2.2.5. Sir; < et ¢; <s;(1<j<m),ona

Ed.(ql,...,qm;rl) (Xla (XS} Xma Y) C £d.(51,...7sm;r2) (le sy Xma Y) .

2.3 Relations entre différentes classes de sommabili-
tés

Nous allons obtenir certaines inclusions entre les différentes classes étudiées dans le

présent document.

On présente maintenant la relation entre la classe des opérateurs (p;qi, ..., qm;7)-
sommant et la classe des opérateurs (p; qi, . . ., ¢, )-sommants inroduit par Pitesch [Pie83].
Avant ceci, on donne la définition des opérateurs (p;qi, .. ., ¢, )-sommants.

Définition 2.3.1

Soient 0 < p,q1,...,qm < 00, avec i < qil + 4+ qim. Un opérateur m-linéaire T €

L(X1,..., X, Y) est absolment (p;qi, . .., gn)-sommant s’il existe une constante positive

C telle que, pour tous 7, ...,2J € X;, (1 <j<m), ona

1 m A j
H(T (xi, » L ))1gz‘§n <C H H(ajg)lgign _ (2.4)
7=1 q;-w
pour tout n € Njet i =1,...,n.
La classe des opérateurs m-linéaires (p;qi, ..., ¢mn)-sommant de X; x ... x X, dans Y,
notée Lo (pigr,....qm) (X1, -, Xm; Y), et on note
1T a5 (pigr .. gy = Inf {C vérifiant inégalité (2.4)} .
Si¢q = ... = qn = q, on remplace d, (p;q,...,qn) par d,(p,q). Si p = g on remplace

d, (p, q) par d,p.
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Soit T' € L(X1, ..., X Y). On dit que T' est p-dominé s’il est absolement (£; p)-sommant.
On note L4, (X1, ..., X;n;Y) Pespace des opérateurs m-linéaires p-dominé.

Cas particulier. Si 1 = qil + -+ L, on dit que lopérateur T est (qi, ..., qm)-

p gm”’
dominé (voir [Gei84],[Mat93]), on note L (q,,....qm) (X1, -, Xm; Y) Pespace des opérateurs
m-linéaire (qi, . . ., ¢, )-dominé.

Proposition 2.3.2. Pour tout Xi,...,X,, et Y des espaces de Banach et r > 0, on

Eas.(p;ql,._,,qm) (Xl, ceey Xm; Y) C Eas.(p;ql,...,qm;r) (Xl, ceey Xm; Y) (25)

Preuve.

Soit T € Las.(pigr,.gm) (X1, -, Xin3 Y) ,pour tout (xj

i)1§ign C X7(1<j<m) et tout

(¥7)1<icn C Y, 0n a

H(<T (1’@17 co ) 7y§;*>)1gigan < H(T ("'U’L17 e 7x;n))1§i§an H(yik)gignHoo

m .
< ”THasv(p;qh---,qm) ]1;[1 (xg)lsz‘gn 4w H(y;)léignuwm
m .
S ||T|‘as,(p;q1,...,qm) le;ll H (xg>1§i§n @ w || (y:)lgign”wm

Ce qu'implique T € Los. (pigr,....qmsr) (X1 ., Xim3 Y') pour tout 7 positive W

Corollaire 2.3.3

Si (r =00) ou (r:oo,ézqiljt---—i—qim) ou (r=00,q; =+ = qmn = p) dans (2.1) on
trouve la classe des opérateurs m-linéaires (p; qi, . .., ¢, )-sommants, i.e.,
Las (pigr.amioo) (X1, s X3 V) = Las(pigr,eeam) (X1, X Y) (2.6)
Preuve.

D’aprés 2.5, on a
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'Cas.(p;ql,...,qm) (Xla sy Xma Y) C Las.(p;qh...,qm;oo) (X17 ceey Xm7 Y)

Il suffit de montrer la deuxiéme inclusion, on considére T € Los (pigr.....qmio0) (X15 ooy X3 Y)

alors

hSAl

= (Z sup [(T (x},....a}") ,y;) p)
i=1y EBy=

= s (STl )l
=1

y; EBy*
qj-w

m

T (pigrreamir) (1) H H (:L’f) 1<i<n

J=1

IN

Pour tout (xf) C X7 (1 <j<m)ettout (y;k)lgign cY* . DouT € Laosmsgr,qm) (X1, s X3 Y)

1<i<n

Proposition 2.3.4
(1) Les opérateurs m-linéaires 7 (p; ¢)-sommant sont (p; g1, . . ., ¢y; r)-sommant.
Un opérateur m—linéaire est 7 (p; ¢)-sommant (voir [Muj08]) telle que 1 < ¢ < p, §'il

existe une constant positive C' > 0, et pour tout (x{) C X7 (1<j<m) et tout

1<i<n

(y?)lgign - Y*7 on a

<c| swp X @E)am @) @

@I*EByx, i=1
J

R |

yEBy

la classe des opérateurs multilinéaire 7 (p; ¢)-sommant de X; x ... x X,, dans Y noté

Lr(piq) (X1, ..., X3 Y') est un espace de Banach muni de la norme
HTHT(M) = inf {C verifi (2.7)}
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Si p = ¢ on note 7 (p; q) par 7 (p).

Maintant, soit 7' € L, (.q) (X1, ..., Xpn; Y) si % <ty lg Lona

S

I7] sup Z\wl*( i)™ @)y ()]

7(pia) $]*€BX*,y€By =

1

* j i\ Y
< Ml 520 H(ZIW, Z>|J) sup [y (o)l
zite yeBy
= HH Disical|, o 19l (dapres (1.1) )
j-

T(p q)

donc T € Las.(pigr,...gmir) (X5 -0; X3 YY) €6 Tipigy gy (T) < ”T“T(p;q) .
(2) Les opérateurs m-linéaires nuclear sont (p;qi, ..., Gmn;r)-sommant.
Un opérateur m-linéaire T" est nuclear (voir [Mat93]), s’il existe des suites (o )1 Cicoo

X7et (Yi)1<icoo C Y telle que pour tout 27 € X; on a

T (z!,...,2a™) = ia% (') - (&™) i,
=1

on utilise (I’exemple 4.2 dans [Muj08]) Si T" est nuclear, Alors T est 7 (p) —sommant et
d’apres la Proposition précédant (1), on obtient 7" € Lo (pigr,....qmir) (X1, -0y X3 Y) .
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Chapitre 3

Applications

Dans ce chapitre, nous donnons quelques résultats, prouvés & l'origine d’'une autre
fagon, mais que l'on obtient facilement a I’aide de propriétés des opérateurs (p;q;r)-
sommants : le théoréme du Théoréme de Defant-Voigt [BP07] et le Théoréme de Grothe-
nieck [BPS11].

3.1 Théoréme de Defant-Voigt

Théoréme de Defant-Voigt [AM89] : Tout forme m-linéaire est une forme m-

linéaire (1;1)-sommant, i.e.,
L(Xy,..., Xm; K) = Las(151) (X1, X K) . (3.1)

Nous allons voir une autre version du théoréme de Defant-Voigt, pour les opérateurs
(P;q1s - - - 5 @ T)-sOmmant.
Théoréme 3.1.1 [BP07, Theorem 3.1]; Soit A € L(X1,...,X,,;Y). S’il existe
(1 <k<m)etC>0 telle que 'opérateur s-linéaire (s =m — k)
Apy oz (Thsr, o ) = A2, .., Ti)
est (p;qi, - --,qs;r)-sommant pour chaque 1 € X1, ...,z € Xy et
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T(iar,—aeir) (Awray) < ClLA[ ]l ]

Alors A est (p;1,...,1,q1,...,qs;7)-sommant et
——

k fois

T (pide gy engsir) (A) < CIA]
Corollaire 3.1.2. Si
L(X1,...,X3Y) = Laspigr,qer) (X150, X3 Y)
Alors
L (Xla ooy X Y) = 'Cas(p;ql,...,qm,l,...,l;r) (Xl, D, % Y)

pour tout X,,q,...,X,, des espaces de Banach .

En particulier
£ (Xl, ce 7Xm, K) == £as(p;p,1,...,1;7") (Xl, ce ,Xm, K) (32)

pour tout p > 1 et Xq,...,X,, des espace de Banach et pour r» > 0.
Preuve.

L’opérateur
id : Eas(p;ql,...,qs;r) (Xl, Ce ,Xs; Y) — L (Xl, ce ,Xs; Y)

est continue, le théoréme des applications ouverts affirme qu’il existe une constant positive

C telle que
T (psqr,easir) (I) < C T
et d’aprés le théoréme précédant, on obtient
L (Xla cee aXm7 Y) - 'Cas(p;ql7...,q5,1,...,1;r) (Xh cee 7Xma Y)
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En choisissant 7 = oo dans (3.2) et en utilisant (2.6) nous avons :

Corollaire 3.1.3. Si X1,...,X,, des espace de Banach et pour » > 0 on a
L(X1,..., Xp K) = Lasppa,...1) (X1, ..., X K)

pour tout p > 1.
Pourp = 1 on retrouve le théoréeme de I’'Defant-Voigt. Comme une conséquence de (2.5)

et le Théoréeme de Defant-Voigt, nous avons

,C (Xl, e ,Xm, K) == ‘Cas(l;ln“) (Xl, NN ,Xm,K)

Preuve.
L(X1, 0, X K) = Lasigrogmt,1i00) (X1, - Xo; K) - (1 =00, 3.2)
= Loaspigs,gm,t) (X1, X3 K) (d’apres 2.6)
Lasipsgpn,) (Xis - X K) (1= =gn=0q)
Lasip,t,...1) (X1, X K) (¢ =p)
= Lasn1,..1) (X1, -, Xin; K) (p=1)
C Lasism) (Xl, ooy X K) (d’apres 2.5)

C£<X1,...,Xm;K)

3.2 Théoréme de Grothendieck

Ce théoreme est en fait la reformulation, par Lindenstrauss et Pleczynski, en termes
d’opérateurs p-sommants, de I'inégalité de Grothendieck.
Théoréme de Grothendieck : Tout opérateur linéaire continu de ¢; dans /sest

absolument (1, 1)-sommants., i.e.,

Las(l;l) (617 62) =L (61’ £2)

Extension de Bernardino [Berl]] :
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Eas(i;l 77777 1) (61,...,61;62) :ﬁ(gl,...,fl;gg), (33)

On peut donner la version multilinéair du théoréeme de Grothendieck aux opérateurs
(p;q1s - - -y Gm; 7)-sommant [BPS11]. Pour la preuve, nous aurons besoin le lemme suivant :

Lemme 3.2.1 [BPS11]. Si Y est un espace de Banach de type p* et

11,1
s= g
alors
'Cas(q;ql ..... gm) (Xh s 7Xma Y) C £as(s;q1 ..... qm;l) (Xla SR 7Xm7 Y) .
Preuve. Soient T € Eas(q;ql ..... qm) (Xla s 7Xm7 Y) ) (y?>1§i§n S g?w (Y*) et (xg)1<i<n <

Uy, (X;). Comme Y™ est de cotype p (D’aprés le Théoréme 1.2.3), on a

K

(1)

< (S0rehally)
= 1 1
< (Sher) (St anr)
. 2\ 3
S OP(Y*)||T||as,(q;q1,...,qm) f Zri (t)y;k dt Hl (Ig)l<i<n q
0 |[i=1 = T
1
1 n m )
< GO K2l s oy | 227 O vt | TT ) i,
i=1 = 3w
< CP ( Y*) K1~2 HTHas,(q;ql,...,qm) max Z Ti (t) y;k
=1
< OO K 1T o 100 TL | )i 00
]:

qj-w

Ce qui achéve la démonstration W

Proposition 3.2.2. Si m est entier positive et
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alors

£as(p;Q1 ----- Q7n) (Xl’ Tt 7Xm’ K) C £a8(t;q1 ,,,,, Q7n;7') (Xl, . o 7Xm, K)

pour Xq,...,X,, des espaces de Banach et r > 0.
Preuve.

Soient T' € Las(pigr,...qm) (X1, ..., Xim; K), on a

1

(Siww amant) < (Sara i)

o=

=1 ,
1

o0 r o0 P
< (z I ) (z HT(a:;,...,xmup)

= 1= m '
S 4 R [c7 311Ny 1G5 IO

j=1 = —="llgjw

<

1T o o 16 e TT | )i,
j:

qj.-w

Ce qui achéve la démonstration W

Corollaire 3.2.3. Pourr =1on a
Lastiny) (X1, X K) € Loy (X, X K)
et, par conséquent, a partir (3.1)
L(Xy,...,. X K) = £as(%;1;1) (X1,..., Xm; K)

Proposition 3.2.4. Pour » > 0 on a

as

E(gl,...,gl;gz) :[, (7
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Preuve. Par (3.3) et (2.5) W

Pour r =1, le théoréeme qui suite est le principal résultat

Théoréme 3.2.5. [BPS11] (Théoréme de Grothenieck) Si T € L ({1,

alors T est (quLZ’ 1,...,1; 1) -sommant.

Preuve.
D’aprés (3.3),ona T € £as(i;1 77777 1) (1, ... 05 05) .
Comme /5 est de type 2 et

11 1
2/n+2 2 + 2/n+1

Par le lemme précédent

1) (61, .. ,61;62) C ‘Cas(

n+2’

ce qui termine la preuve W
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