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Introduction

Il s’agit d’une étude dans la théorie de Sobolev, elle concerne principalement les espaces
de type de Besov et de type de Lizorkin-Triebel qui généralisent les espaces de Besov et
de Lizorkin-Triebel habituels.

Ce travail est consacré a I’étude de deux types d’opérateurs définis sur les espaces
de type de Besov et de type de Lizorkin-Triebel, le premier est 'opérateur non linéaire
de composition T¢(g) := fog avec f : R — R, le deuxiéme est I'opérateur pseudo-
différentiel (linéaire) : Ag(x) := (27r)_”/ Lo (x, £)g(€)dE, (noté plutard A := o(z, D))
pour certaines conditions vérifiées par le symbole o(z, §).

Pour l'opérateur de composition, nous disposons d’une riche littérature pour les cas
des espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel au moins en dimension n = 1 en comparant
avec les cas des espaces de type Besov et de type Lizorkin-Triebel, nous citons par exemple
les travaux de Bourdaud [4], Bourdaud, Moussai et Sickel [8, 0], Runst et Sickel [26].

Pour les cas des opérateurs pseudo-différentiels, 1a aussi on a une treés riche littérature,
en particulier les travaux de Mitivier [I7], Moussai [19] et Yabuta [31].

Revenons a notre manuscrit. Il se compose de quatre chapitres et une annexe que nous

allons les retracer comme suit :

Le premier chapitre est consacré au rappel de quelques préliminaires, tels que des
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inégalités classiques, la décomposition de Littlewood-Paley, la fonction maximale, les es-
paces de Besov et de Lizorkin-Triebel ... . Notons que nous allons donner uniquement des
propriétés, des lemmes, et des propositions utiles pour nos résultats.

Dans le deuxiéme chapitre, nous allons étudier I'opérateur de composition 7% sur
I'intersection de quelques espaces fonctionnels. Ce phénomene a été étudié par plusieurs
auteurs comme par exemple en [21] et [35, Théoreme 5.2], les auteurs de ce dernier ont
prouvé que l'opérateur Ty est borné de C(R") N A7 (R") dans lui méme pour certaines
conditions vérifiées par les parametres s, p, q, 7 et la fonction f. Notons que dans notre
preuve nous allons utiliser la para-linéarisation et une estimation, connue dans le cas
générale par “un lemme de presque-orthogonalité". La méthode de para-linéarisation a
été introduite par Y. Meyer [18] ot il I’a utilisé pour linéariser des problémes en EDP non
linéaires, voir aussi [17] et [I, Lemme 2.62].

Le troisieme chapitre est encore consacré a I'étude de I'opérateur de composition T’
sur les espaces By7(RR). Nous allons montrer que Ty est borné de BV, | N By7(R) dans
By7(R) en utilisant des caractérisations de I'espace B;7(R) par les différences.

Dans le quatrieme chapitre, nous nous intéressons a 1’étude des opérateurs pseudo-
différentiels dont le but d’établir la continuité des opérateurs appartenant a la classe
OP/'5(w, €, p, N) sur AsH#7(R™) “AS7(R™) désigne I'espace de type de Besov ou I'espace
de type de Lizorkin-Triebel", ot w est un module de continuité et Q : RT — RT est une

fonction vérifiant les conditions suivantes :

S {w<2—k)9(2k)}q < 0,

k>0

Q(u)du < cyw.

ul/—‘,—l tv

t
(Vv > 0,3c, > 0),t > 1:>/
1
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Nous allons alors dans ce chapitre, généraliser un résultat de continuité di a Moussai [20]
en affaiblissants les hypotheses.
Pour la commodité du lecteur, nous allons dans un dernier chapitre écrit sous forme

d’une annexe, prouver quelques théoremes et corollaires du chapitre 2.



Etude sur certains espaces fonctionnels Mohamed Saadi

Notation

e Pour a € R, on note a, := maz(a,0).

e C(R"™) désigne 'espace des fonctions continues sur R".

o supp f={x€R": f(x)# 0} est le support de la fonction f.

e Pour a = (ay, ag, ..., ) € N on note

la] =01 +as+...+a, et D f:f( ):m.

e C*R") ={feCR"):D*f € C(R"),a € Ny}

e D(R")={f e C®R") :supp f est compact}.

e S(R™) est I'espace de Schwartz et S’(R™) son dual.

e On définit le produit de convolution de deux fonctions par fxg(x) = flz—y)g(y)dy.

R"

e Pour 0 < p < oo on définit les espaces de Lebesgue L, (R™) par les f mesurables telles que
1

111y = (1 fllp = </ !f(l’)lpd»%) <008 0<p<ooet|flloc:= sup ess|f(z)] <
R" 2ER™
0.

e Pour f € L;(R"), on définit la transformée de Fourier de f par

F()&) = f() = / e f(x)dx, et la transformée de Fourier inverse de f par

< 1 )
F ) (x) = f(z) := @) / e f(€)dE, elles sont étendus a S’(R™) de la maniére
,/T n
usuelle.
1/q
o (y(Z) := < (ai)iez C C: ||aille,z) = (Z |ai|q> <00 psil<g<oo.
€7

o ((Z) := {(ai)iez C C:]aillro(zy == sup|a;| < oo}.

i€Z
e C cy,cy.... désignent des constantes positives, leurs valeurs peuvent varier d’une ligne a
une autre.

1 1
e Pour 1 < p < oo, on note p’ le nombre réel tel que —+— =1 (p’ est I'exposant conjugué
p p
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de p).

e Pour un espace E des fonctions définies de R" dans C, on définit E"¢ par
E" = {f: fo € E,Vo € DR")}.

o P, = {x ER": 2 <y < (v +1)27F =1, ...nve L ke Z} désigne le cube
dyadique de longueur de coté 2% et de coin 27 *v.

e B(x,r) désigne la boule ouverte de centre z € R™ et de rayon r > 0.

o W1 (R") désigne I'espace de Sobolev des fonctions bornées et Lipchitziennes définies sur
R™.

e Pour 2 C R", |Q] est la mesure de Lebesgue de €.

o A)7(R") désigne l'espace de type de Besov B;7(R") ou l'espace de type de Lizorkin-
Triebel F7T(R™).

e Pour une fonction arbitraire f définie sur R™, on note les opérateurs de différence par

AL f(z) = Anf(z) = flx+h) — f(z) et AMTf:=AL(ANf) MeNz,heR"



Chapitre 1 I

Préliminaires

Ce chapitre contient des rappels nécessaires pour la suite, tel que des inégalités clas-
siques, la décomposition de Littlewood-Paley, la fonction maximale... . Pour les détailles
nous référons par exemple aux [16], 26, 29 30] pour les cas des espaces de Besov et de
Lizorkin-Triebel, et aux [12} 14], 32] B3] 34, [35] pour les cas des espaces de type de Besov

et de type de Lizorkin-Triebel.

1.1 Inégalités classiques

Proposition 1.1 (Inégalité de Bernstein) Soient 0 < p < ¢ < o0 et a € Nf, il existe une
constante ¢ > 0 telle que pour toute f € L,(R™) avec supp F(f) C {x € R : |z| < M},
on a

1F @ < eMlettnlomnia) f),.

Proposition 1.2 Soient0 < a < 1,0 < ¢ < 0o et J € Z. Alors, pour toute suite {€;};>,
1/q
a termes positifs vérifiant <Zj2J+ 5?) < 00, on G
k! i\ 9\ 1/ L\ Ve 1/q
(X (X)) + (X (X)) <e(X=)
k>Jy =0 k>Jy =k Jj=Jy

En plus de ces deux assertions, nous utiliserons les inégalités de Holder, Minkowski et

Young.

10
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1.2 La décomposition de Littlewood-Paley

Nous allons rappeler la construction de la décomposition de Littlewood-Paley d’une
fonction appartenant a S’(R™). Soit p une fonction de D(R") telle que p(§) = 1 pour [¢| <
1,0 <p(§) <1sil<I[¢]<3/2etp(§) =0 pour[§| >3/2. On pose v(§) := p(&) — p(26),
alors 7y est dans D(R™ \ {0}), portée par la couronne compact 1/2 < || < 3/2 et on a

Y a2 =1 (Ve R"\{0}),

JEZ

et

O +> 727 =1 (¥eR").

j>1

On définit les opérateurs pseudo-différentiels S; et @), par :

Sif =p27D)f,j=0,1,... et Qpf =72 "D)f, k=12, ...

On note aussi Qg := Sp. On peut montrer que pour tout N € Ny, il existe une constante

¢ > 0 et un entier M € Ny, tels que

1Q; fllp < 27 sup sup (1 + |z))M| ¥ (x)],
la|<N zeR”

pour toute f € S(R") et tout j € Ny. Donc on a la proposition suivante :

Proposition 1.3 Pour toute f € S(R") (resp. S'(R™)) nous avons

F=Sif+ > Quf (¥j€Ny), dans S(R") (resp. S'(R")). (1.1)

k>j+1

La formule (|1.1)) est appelée la série de Littlewood-Paley correspondante & la fonction f.

Prenons j = 0, nous avons f = ZQkf dans S(R™) (resp. S'(R™)).

k>0

Remarque 1.4 Pour tous k € N, j € Ny et f € S'(R") on a

supp Quf € {€ € R 271 <[] <21} et supp 5,7 C {€ € B : || < 271},

11
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1.3 Inégalités maximales

La fonction maximale est un outil important pour caractériser certains espaces fonc-
tionnels. Nous allons rappeler quelques propriétés de cette fonction, et nous référons aux
[15], 25 27].

Définition 1.5 Pour toute fonction f localement intégrable, on définit la fonction maxi-

male par

1 n
wﬁwmzwpﬁﬁgﬂ[¥ﬂvwww (z €RY).

r>0

Proposition 1.6 Soit 1 < p < co. Il existe une constante ¢ = c(n,p) > 0 telle que pour

tout cube QQ C R™ et toute fonction g localement intégrable, on ait

IMyllz, @ < cllgllz,@-

Preuve. Voir [25, Théoréme 9]. m

Proposition 1.7 I existe une constante ¢ > 0, telle que pour toute g € §'(R™) on ait

Qrg(z) < cMg(z) (Vo € R",Vk € N).
Preuve. On écrit Qrg(x) = I1(x) + Ir(x), ou

he=2n [ FE e ey

et
I(z) := 2k F vk (x — dy.
(z) =2 Ac—mzﬂ Y2z —y))g(y)dy

Il est clair qu’ on a

[L(2)] < | F Ml Mg(z) (Y2 €R").

12
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Pour l'estimation de |I3(x)|, nous avons

Lx)] <27y

F (2 @ = y)gly)|dy

420 2—k+£§|$_y|§27k+2+1
—(n+1)
< 012’“"2/ <1+2’“Ix—y|> l9(y)|dy
>0 27k g —y| <2kt
QZn
<y okt / 9(y)|dy
e AL

< ezMg(x) Zezo 27 < caMg(z),

ce qui termine la preuve. m

1.4 Cubes dyadiques

Soient v := (vy, vy, ..., 1) € Z" et k € Z, le cube dyadique de longueur de coté 27% est

la partie de R™ définie par

Py ={reR":v; <2%z; <vj+1,j=1,2,..,n}.

Proposition 1.8 Pour tout k € Z, on a R" = U Py, .
vEL™

Preuve. Pour tout = = (21, 23, ..., z,) € R" et k € Z, nous avons
2F[x;] < 2%a; < 26([w5] + 1), (5 = 1,...,n). (1.2)

Pour k fixé, [z;] est le seul entier vérifiant (L.2]), autrement dit chaque point = € R™ est

contenu dans un est un seul cube dyadique de longueur de coté 27%. m

13
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Proposition 1.9 Soit 0 < p < oo. Il existe une constante ¢ > 0 telle que

sup [¥(2)] < 2" sup (¢, (P,
xepk,u [LGZ”

pour toute i € S'(R™) vérifiant suprZ C{eeR: | <2M1) tous k € Z,v € Z™ et
r e R™

Preuve. D’apres [16, p. 782, (2.11)] on a

sup [0(a)] <2 (S 1+l [ etlag)

xepkyl' WEZL™ Pk,u+,u

donc le fait que 3 ;. (1+ [p])™" " < oo donne l'estimation voulue. m

1.5 Les espaces A;7(R")

On commence par les définitions et quelques propriétés des espaces de Besov, de

Lizorkin-Triebel, de type de Besov et de type de Lizorkin-Triebel.

1.5.1 Définitions et quelques propriétés

Définition 1.10 Soient s € R et 0 < p,q < co. L'espace de Besov noté B, (R") est
Uensemble de toutes les f € S'(R™), telles que || f]

Bqu(Rn) < 00 0U

1/q
- (z wu@jfug) |

Jj=0

in

avec les modifications usuelles si p = 00 ou ¢ = 0.

Définition 1.11 Soient s € R, 0 < p < 00 et 0 < g < 00. L’espace de Lizorkin-Triebel
noté I (R™) est l'ensemble de toutes les f € S'(R"), telles que ||f]

[1£]

9

) 1= H (Cevi@sen)”

p

avec la modification usuelle si ¢ = oo.

14
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Définition 1.12 Soient 0 < p,q < oo et s,7 € R. L’espace de type de Besov noté
By7(R") est l'ensemble des f € S'(R"), telles que || f]

By (Re) < 00 0l

1/q

a/p
BT (Rny i= SUp SUp onk Z 2874 {/ |ij(x)|pdx} ,
Pk,l/

ez verr J>ky

in

avec la modification usuelle pour p = 0o (q = o0).

Définition 1.13 Soient s € R,0 < p < 00,0 < ¢ < o0 et 7 > 0. Lespace de type de
Lizorkin- Triebel noté F7(R") est l'ensemble des f € S'(R") telle que || f]

(3 29, 01) "

JZky

R (Rr) < 00

I.f1

FoT (Rn) S= SUD SUp onrk
P kez

)
vezLr Lp(Pk,u)

avec la modification usuelle si ¢ = oco.

Remarque 1.14 Les espaces B; (R"), BoT(R™), F5 (R") et F;7(R™) sont des quasi-
Banach pour 0 <p <1 ou0<q<1 etde Banach pour p,q > 1.

Remarque 1.15 Les espaces B; (R"), F; (R"), B>7(R™) et F57(R") sont indépendants
du choix de la fonction p, si on choisit une autre fonction avec les mémes propriétés que
p on obtient des quasi-normes équivalentes a celles qui sont définies par p.

Exemple Soit > 0. Soit p, une fonction telle que p,.(§) = 0si [£| > 3r/2 et p.(§) =1
si |€] <. On pose v,(€) := pr(€§) — pr(2€) qui est porté par I'ensemble /2 < [£] < 3r/2.
Soient S,x = p,(27¥D) (k = 0,1,...), Qr; = %(277D) (j = 1,2,...) et Q0 := Sro.

Alors pour toute g € S(R™) (rep. S’(R™)) nous avons

g= Z Qrj9  dans S(R") (resp. 8'(R")).

Jj=0

De plus si nous remplagons @Q); par @,; (j=0, 1, ...) dans les définitions de ||.|

By (R™), 5 (R"), By7(R") et F7(R") respectivement.

Bj ,(R"),

Fs &), ||llBgr@ny et [|.|g7@n) nous obtenons des quasi-normes équivalentes dans

Proposition 1.16 Soient 0 < p,q < oo et 7,5 € R (0 < p < 0o pour le cas de Lizorkin-
Triebel).

15
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(i) SiT <0 alors Ay7(R") = {0}.
(ii) AZO(R™) = A5 (R™).

(iii) Si (t1>1/pet0<qg<o0)ou (T=1/p et g = o0) alors

S8, T ny __ s+nt—(n n
Ap,q(R )_ Boopo ( /p)(R ) (13)

Preuve. Voir [35, p. 22, p. 39] et [34, théoréme 2, p. 560]. m

;i‘gg—(n/m (Rn>

Nous rappelons que B est I'espace de Holder.

1.5.2 Inclusions

Définition 1.17 Soient (X, ||.||x), (Y,||.|ly) deuz espaces quasi-Banach. On dit que X
s’injecte dans 'Y et on écrit X — Y, si X CY et ||flly < ||fl|x,Vf € X.

Exemple Si 0 < p < ¢ < oo alors (,(Z) — (,(Z).
Rappelons la définition de 'espace de type de Lebesgue :

Définition 1.18 Soient 0 < p < o0 et 0 < 7 < oo, l'espace Ly (R™) est 'ensemble des

fonctions mesurables f telles que

£l g@m) := sup sup 2°7%|| fllL,p, ) < 00
ke{Z\N} vez™

Remarque 1.19 57 on considere l’ensemble T' des fonctions f telles que

sup sup 2”7k||f||Lp(pk,u) < 00, alors T = {0}.
keN vez™

Proposition 1.20 Soient s e R,0 <7 <00 et 0 < p,q <00, avec p < oo dans le cas de

Lizorkin-Triebel.

1. Soient e > 0 et 0 < q1,q2 < 0. Alors

AsT (R™) — Ast (R™)  si q1 < qo,

D,q1
At (RY) o Ay (RY),
B;::nin(p,q) (Rn) — I Ii’qT (Rn) = B;:;wﬂf(p,Q) (Rn)

2. Soient 0 < pg < p; <00 et —00 < 81 < 89 < 00. Alors
n n

BsoT(R™) < BSUT(R™) si s — — = 81 — —.

Ppo,q P1,9
Po P1

16
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3. Soient 0 < pg < p1 <00,0<q,r <00 et —00 < 81 <89 < 0. Alors

S0,T n S1,T n ; n_ n
Foor(RY) — Fybr(R™) si so—p—o—sl—p—l.

4. Si1<p<ooalors ByJ(R") — F)7(R") < £7(R").
5. Soient 0 < p; < py <00 (pg < 00 pour le cas de Lizorkin-Triebel). Alors

sl L

Apg ™ T (RY) = ATT (R™).

P1,9

Preuve. Voir [11],35] m

17



Premiere partie

L’opérateur de composition
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Chapitre 2

La composition dans ’'intersection

avec Ay o(R")

On s’intéresse ici a 1'étude de 'opérateur de composition Ty : g — f o g, pour
f R — R donnée, sur I'espace d’intersection avec A°7(R"). Dans toute la suite de ce
chapitre, nous fixons une fonction p € C*°(R), telle que p(z) := 1 sur [—1,1] et p(z) :=0
en dehors de [—2, 2], on pose ¢, (x) := @(x/t) pour tout t > 0 et tout x € R. Si g € Lo (R")
et t > ||g]| alors

fog="feiog

cette formule va nous aider a simplifier les calculs. Il est aussi important de rappeler qu’on
peut majorer |f o g(z)| par ||f|«|g(x)], Vo € R", dés que f € Lo(R) et f(0) = 0, voir

les détails un peu plus loin.

2.1 Enoncé des résultats

2.1.1 Reésultats déja obtenus

Nous rappelons les résultats de Moussai [21] concernant les espaces de Besov et de

Lizorkin-Triebel :

19
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Théoréme 2.1 Soient 1 < p,g < oo et 0 < s # 1. Soit f : R — R une fonction
mesurable telle que f(0) =0 et f € Bg’;fé(R)loc.

(i) Sis <1, alors Ty est borné de WL (R") N B (R") dans B (R").
(ii) Si s> 1, alors Ty est borné de B3, ,(R") N By (R") dans B; (R").

Théoréme 2.2 Soient 1 <p<oo,1 <qg< o0 et0<sz#1. Soit f:R— R une fonction
mesurable telle que f(0) =0 et f € Bg’;fé(R)loc.

(i) Sis <1, alors Ty est borné de WL(R") N F3 (R") dans F; (R").
(ii) Si s> 1, alors Ty est borné de B3, ,(R™) N F; (R™) dans F; (R").

Dans notre article [24], nous avons étendu le Théoréme [2.1{aux espaces By7(R™). Nous

avons le résultat suivant :

Théoreme 2.3 ([24]) Soient 0 < p,qg < o0, (n/p—n)y < s# 1 et 0 <7 < 1/p. Soit
f: R — R une fonction mesurable telle que f(0) =0 et f € Bf;;(R)loc.

(i) Sis <1, alors Ty est borné de WL (R") N Bs7(R") dans BT (R™).

(ii) Si s> 1, alors Ty est borné de B3, ,(R") N By7(R") dans By, 7(R™).

2.1.2 Reésultats récents

Nous allons étendre le Théoreme 2.2 aux espaces F,7(R™) sous certaines conditions
en démontrant le théoreme suivant :

Théoréeme 2.4 Soient 0 < p < 00,0 < g < o0, (n/min(p,q) —n)y <s#1et0 <7<
1/p. Soit f : R — R une fonction mesurable telle que f(0) =0 et f € BQ;(R)ZOC.

(i) Sis <1, alors Ty est borné de WL (R") N F57(R™) dans F37(R™).
(ii) Si s> 1, alors Ty est borné de B, ,(R") N Fy7(R") dans Fy7(R").

Les Théoremes [2.3| et [2.4sont pour 0 < 7 < 1/p, cependant le cas 7 > 1/p sera couvert
par les deux théoremes suivants :

Théoréme 2.5 Soient 0 < p,q < oco,7 > 1/p. Soit s € R tel que 0 < s+nt —n/p # 1.
Soit f : R — R une fonction mesurable telle que f(0) =0 et f € Biig.f*"/p(R)loc.
(i) Sis+nt—n/p <1, alors Ty est borné de W1 (R™) dans By7(R").
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(ii) Sis+nt—n/p>1, alors Ty est borné de By7(R") dans lui méme.

Preuve. Il suffit d’appliquer (1.3)) et [21, Proposition 3.1]. m

Théoréme 2.6 Soient 0 < p < 00,0 < ¢ < 00,7 > 1/p. Soit s € R tel que 0 < s+ nr1 —
n/p # 1. Soit f : R — R une fonction mesurable telle que f(0) =0 et f € Bijﬂ..f‘”/p(R)loc.
(i) Sis+nt—n/p <1, alors Ty est borné de W (R") dans F;7(R").
(ii) Si s+nT—mn/p>1, alors Ty est borné de F7(R") dans lui méme.

Preuve. La méme preuve du Théoreme 2.5 m

2.2 La para-linéarisation

L’opérateur T est non linéaire sauf si f est linéaire, la méthode de para-linéarisation
nous permet d’écrire un opérateur non linéaire sous forme de somme d’une séries d’opé-
rateurs linéaires. Dans l'introduction nous avons expliqué que cette méthode est di a Y.

Meyer [18], voir aussi [I7, p. 105] et [I, Lemme 2.62].

Proposition 2.7 Soit s > 0. Pour toute g € B3, (R") et toute fonction f : R — R
telle que f(0) =0 et f' € L'(R) on a

fog=rfoSug+Y (foSig—roSig). (2.1)
>0

Preuve. L'injection B3, (R") — Lo (R") assure que g € Loo(R™). Soit £ > max(1, [|g]|o),

donc ||f © glloo = ||f ¢t © gl|co POUr > ||g]|co. Comme f(0) = 0 on peut écrire

1f o gllee = Ifer 0 g — for(0)|]o,

donc

1/ 0 glloe < 11(F2) llso 1900
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d’ott 'appartenance de f o g a Lo (R").

Maintenant, on montre que
lim foSjg=fog dans L(R").
Jj—00

Onag=5S;9+ Z Qrg, donc pour tout x € R”
k=j+1

< 3 22 Qug] |

k=j+1

> Qugle)

k=j+1

l9(x) — Sjg(z)| =

Par I'inégalité de Holder( pour 0 < ¢ < 1 on utilise I'injection ¢, < ¢), on obtient

l9(z) — Sjg(z)] < c27¥]|g]

Bgqu(]Rn)?

donc
lim S;g=g.
Jj—ro0

Il existe une constante ¢ telle que |[.5;9||s < ¢[|g]|oo, Pour t > max(1, ||g||c0, c1]|9||s) On 2

|fog(z) = foSig(x)] =|fpiog(x)— foroS;g(x)|

< [1(fer)llsolg (@) = Sjg()].

Prenons la limite des deux membres, nous obtenons lim foS;g= fog.
j—00

On a
foSog+ (foSig—foSyg)+ (foSwg—foSig)+..(foSjy1g—foS;g)+...=foy,

donc (2.1)) est vérifiée. m

Pour plus de simplification nous définissons les opérateurs R; par

Ro(f,g) := /0 fo(2S09)dz, 22

Ry(f.g) = / fo(Sig +2Qig)dz (5> 1),
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Proposition 2.8 Soit f : R — R telle que f € C'(R) et f(0) = 0. Alors pour toute

g € S'(R") et tout x € R", la série Z Ri(f',9)(x)Qjg(x) converge, et on a
j=0

fog=> Ri(f,9)Q)9.

320

Preuve. Effectuons le changement de variable y = zSyg(x), nous obtenons

Sog(x)
Ro(f'..9)(x)Sog(x) = / y)dy.
donc
Ro(f", 9)(1)Sog(x) = f 0 Sog(2).

De méme, le changement de variable y = 5;_19(z) + 2Q;g(x) nous donne

B (7, 9)0)Quae) = [ jjj(m%m 7 (w)dy,
d’on
Ry ) () Qug(x) = £ o (S5-19(x) + Qug(e)) — f 0 S 19(a).
On a
Sj19(x) + Qjg(x) = Sjg(w),
donc

R;(f',9)Qjg(x) = foSjg(x) = foSjaglx) (Vji=1),
finalement, la formule (2.1]) donne
f 0g= Z R](f/ag)Q]ga
j=0
ce qui termine la démonstration. m
La preuve des résultats principaux de ce chapitre se base sur le fait que T est borné sur

I’espace ngq(R”). Dans la proposition suivante nous rappelons une propriété de compo-

sition dans B, ,(R").
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Proposition 2.9 Soient0 < s# 1 et0 < g < oo. Soit f : R — R une fonction mesurable
appartenant & BS_ (R)ioe-

(i) Sis <1, alors Ty est borné de WL (R") dans B3, ,(R").

(ii) Si s> 1, alors Ty est borné de B, ,(R") dans lui meéme.
De plus, il existe une fonction continue croissante ¢ : R™ — RT qui dépend seulement de
n,q et s, telle que, pour toute fonction f, et toute g dans les différents espaces dans (i),

(ii), on a

1T (9B &) < I feellBe ,@@Ulgllwi@n) st 0<s<1,

et
1T (9)l|Bs, ;&) < I feellBs, ,@@(ll9llBs, ,@m) sl s> 1,

avec t > max(1,||g|lc)-

Preuve. Voir [6, 21, 24]. m

Comme conséquence de la Proposition nous avons la proposition suivante :

Proposition 2.10 Soient 0 < s # 1,0 < p < 00 et 0 < ¢ < o0. Soient f : R — R une
fonction mesurable appartenant a ng,;(R)zOc et g une fonction telle que g € WL (R™) pour
s <1(g € By, ,(R") sis>1). Alors la suite (R;(f',g))j>0 est uniformément bornée dans
B3, (R™). De plus, il existe une fonction continue croissante ¢ : R™ — R qui dépend

seulement de n,q et s, telle que

(R (f", Dlls, &) < aill fellps m@(callgllwy@ny) st 0<s <1, (2.3)

et

I(R;(f", 9)]

avec t > max(1, ||g]|s)-

By &) < allfedlss ®elealglzs @) s s>1, (2.4)

Preuve. Voir [24]. m

Les estimations (2.3)—(2.4) jouent un role important dans ce chapitre.

2.3 Estimations de base

On commence par une estimation de type de Nikol’skij.
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Proposition 2.11 Soient 0 < p < 00,0 < g < 00, s > (n/min(p,q) —n)y et T > 0. Soit
b > 0. Soit (u;j);>0 une suite dans S'(R"™) telle que
e ; est portée par la boule |§] < b2,

(3 o)

VELE

< 00.

e A :=sup sup 2""F
LP(Pk,V)

ke€Z velZ™

Alors la série E u; converge dans S'(R™) vers une limite notée u qui vérifie ||ul
Jj=0
cA, ou la constante ¢ ne dépend que den,s,T,p,q etb.

Py () S

Preuve. Voir [35, p. 151]. m
Comme nous 'avons dit auparavant, la preuve du Théoreme est basée sur une esti-
mation, connue dans le cas général par “lemme de presque-orthogonalité".

Proposition 2.12 Soient 0 < p < 00,0 < g < 00, s > (n/min(p,q) —n)y et 0 < 7 <
1/p. Soient b > 0, (m;);>0 une suite de fonctions appartenant a B3, ,(R") et (f;)j=0 une
suite dans S'(R™) telle que

° ]?J est portée par la boule |€] < 027,

(S evison)”

e A :=sup sup 2" < 0.
keZ veln ik, Lp(Pg,v)
Alors, on a
H E m; f; o < cAsup |[myllps, &),
>0 p,q( ) 7>0

ot la constante ¢ ne depend que de n,p,q,s, T et b.

Preuve. D’apres la Proposition pour tout j € Ny, nous pouvons écrire

m; = S;m; + Z Qem; dans S'(R"),

>5+1

ce qui permettera d’obtenir la décomposition suivante Z m;f; = g1 + g2, ol

Jj=0
/—1

g1 ‘= Z ijjmj et g ‘= Z Z ijgmj.
=20 =1 j=0

Estimation de g;. La fonction fj/S]Ej est portée par la boule [¢] < (b+ 3/2)27, donc
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par la Proposition [2.11, nous avons

1/q

(> @1sSmie))

J>k+

7(&ny < €SUD Sup onTk
keZ vern

||91 Lp(PIc,U).

Par I'inégalité de Young ||Sjm;le < cf|mjlloe (V5 > 0), et I'injection B3, (R") < Lo (R™)

car (s > 0), nous obtenons

(Zeson)”

g1l per mny < CSUP HS M| o sUP sSUP 27
keZ velZn >k Lp(Pk,u)
i>ky
ntk sJ q la
< esup oyl sup sup 27| (132 (2715,0))7)
keZ veZn P Lp(Pr,v)

< cAsupHm]HBs (Rn)-

Estimation de g5. Le support de la fonction F (Zf;é fjQem;) est contenu dans la boule

€] < (b/2 + 3/2)2° avec £ > 1. Donc la Proposition m permet d’obtenir

2m—k

(2.5)

g2l 7 FoT (R) < csup sup

kEZ veL™

Z (§ 28£q|ijzmj(')|>q) .

(>1+ky =0

Lp(Pe)
Nous allons maintenant estimer [|gs||s7(zn) en plusieurs étapes selon les valeurs de p et
q.

Lecas p > 1et ¢ > 1. On commence par appliquer I'inégalité de Minkowski dans la

partie droite de (2.5)). Il vient alors

S (X @m0

9o W < ¢y sup sup 2"7F
H Foig (R™) keZ vezn >0 £>j+1 Lp(P,w)
1/q
< ¢y sup sup 2" ( 2°MQemy; go> (- ) .
supsup 27| 32 (30 12 @emyl) U],

J20  £>j+1

Nous écrivons la somme E comme étant la somme de deux termes ( E + E >
>0 j<ky  j>ki+l
et nous utilisons le fait que la suite (m;); est borné de dans B3  (R™), nous obtenons
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I'estimation suivante :

921l £ s @& (A1 + Ag) (2.6)

¢ (RY) =
Jj=

Ay :=sup sup onrk et A, :=sup sup ontk

> 150

me

keZ vernr P Lp(Pg,v) keZ verr Lo(Pe)
Par 'inégalité de Holder nous avons
A, = supsup 2VF 275 253f ‘
keZ veZn ; | | Lp(Pr,v)
JZR+
1/q
< sup sup 2"7* ( 2594 ) ( 1259 f; (- >
keZ vern >Z >Z ! Lp(Pi,y)
ik ik
< cA. (2.7)
Passons a I'estimation du terme As. Par I'inégalité élémentaire suivante :
p 1/p _kn/p
([ (X 1h@)d) " <27 3 )il
ka” ]§k+ ]§k+
nous obtenons
&<MW”WZMM (28)
7=0

Maintenant, nous allons estimer || f;||oo. On pose ¢; := 2"¢(27(-)) et r~! := max(2, b/2).

Alors f; = f; * ¢; et nous avons

Gi@l = | [ eile = )ity
< Z/|% )i (ry)ldy
HEL™
< r <sup sup |f;(rz) Z/ |pj(x —ry)|dy. (2.9)
vEL™ zEP} ,,
PEL™
Par définition de r (0 < r < 1/2), il est clair que :

y € Bju=rye€ Py, (2.10)
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ot (ru) := ([rpa), ..., [rin)) € Z". En effectuant le changement de variable w := ry dans
la derniére intégrale de (12.9)), nous obtenons

> [ et = [ o - wlde = 1ol

(ru)ezn P, (rp)

Nous avons alors

i (@) < [l Sup. sup [fi(rz)] - (Vj =20,V € R"). (2.11)

" z€P; .,

Nous allons utiliser la Proposition (avec ¢ := f;(r(-))), puisque ]/“;(rfl(-)) est portée

par la boule |£] < rb27 < 271 il vient

sup | fj(rz)] < 27/ sup 1F5Cr D 22 0)-

2€P;,

En tenant compte de la formule (2.10) nous avons

1fi(rC 2,y = 1fillE,py )
S Sup,uEZ” ||f]||Lp(Pk,u)
Par conséquent on a

sup |f;(rz)] < c2In/p sup ”f]HLp (2.12)

2€P; HEZL™

Dans un autre sens, en utilisant la définition de A, un calcul simple donne

1 fillL, Py < 277079 A (Vj >0, Vv e Z"). (2.13)

Revenons a lestimation de A,. Il suffit maintenant de combiner (2.12)), (2.13) et (2.11))

pour obtenir

If;(z)| < 2O/ (¥j >0, Vo € RY).
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Comme 0 <7 < 1/pet s> 0, de I'inégalité (2.8) nous avons

k+
Ay < ClASup2kn(7'—1/p)22_jn(7'—1/p)2_5j
B kez -
7=0
< 01A<1_|_Sup2k’n(7' 1/p) 22 gn(t— 1/p)2 5]> <02A (214)
k>1

7=0
Finalement, en remplacant (2.7 et (2.14) dans (2.6)) nous obtenons I'estimation voulue,

i.e.

g2l 5.7 ey J(B)-

Jj=

Le cas (p < 1) ou (¢ < 1). Nous allons utiliser I'inégalité élémentaire suivante

1/q)d
I(Z 1)
>0 ' j>0
pour toute suite de fonctions (hj);sen, intégrables sur Py, (voir I'annexe).

Nous partons de (2.5 et nous appliquons ([2.15)), on a

Lp(Pi) = Z H(ZVWI )

>0

d = min(p,q), (2.15)

Pku)

q\ 1/q)d
lgollr gy < csup sup 27973 H( 3 2%, Qemy () ) (2.16)
keZ vezn =0 S Lp(Pr,v)
Dela nous distinguons deux cas d = q et d = p.
Le cas d = q(i.e. ¢ <1 <pougqg<p<1). L'inégalité (2.16) devient
a\ /419 1/q
92|l 7, Forre)y < Csup sup 2’”]‘“(2 H( QSéqungj(-) ) ) :
kEZ veZn >0 it Lp(Py,.)
1/q
< csupsup 27 (2| (X t2e@umsle) Msol) )
keZ velZ™ Lp(Pr,w)

>0 £>j+1

ce qui implique

”92 F

ntk Ha
® < csup sup 2 ( R”)”fJHLp P,”))

kEZ vezn

7>0

1/q
o (B") sup sup 2 Tk(Z HfJHLp Pk,,)) '

7>0
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Nous décomposons a nouveau la somme a droite, ce qui donne

||gg n) S csupjzo ||m]| Bgo,q(R")(AS —|— A4>, (217)
oll
.y
1/q 1/q
Agi=supsup 27 (DAl ,) et Ac=supsup 2 (S IGm)
keZ verr ) keZ verr =
JZR+ J=
Soit — := — — — > 0. Par I'inégalité de Holder nous avons
r P g
1/q e\ /T s 1/p
(Z0slm) < (2 2) (X 2Wil,m.,) - @19)
Jjzk+ JZ>ky JZky

, 1/p
Nous allons majorer < Z 2Sm||fj||§p(Pk V)) . En utilisant I'injection ¢,(Ng) — £,(Ny),

Jj2k4
on a
s 1/p o 1/p
(X 2715l ) = |22 2750F)
JZk+ JZk+ P
. 1/q
<[ (X renor) |, .
J2ky PR
Cette derniere estimation et I'inégalité (2.18)) impliquent
As < cA. (2.19)

Pour Ay, en utilisant les mémes calculs comme dans I'estimation de A,, nous arrivons a

k+
A4 < CASukan(T 1/p) 22—jqn7 1/p)2 5qj
N keZ
7=0
k
< CA(l + sup 9kn(r—1/p) Z 2—JWZ(T—1/:D)2—S¢IJ> < CA. (2'20)
k>1

J=0

Enfin, Les estimations (2.17)), (2.19) et (2.20) nous donnent

1921l 5 mmy < CASUPHmJHBS (R™)-
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Le cas d =p.(i.e. p< 1 < goup < q<1). De l'inégalité (2.16) nous avons

q) 1/qp >1/p
Lo(Pe))

Comme dans le cas précedent, nous arrivons a la decomposition suivante

ny < CSUp sup 2"Tk( H(
o < esup sup 27 2

274 f3Qem; (+)

92|
0>54+1

ol
ntk 1/p ntk & 1/p
Asi=supsup 27 (D0 Gl p) et Asi=supsup 27 (S IAIE )
kEZ veZn . keZ verzn
214k Jj=0

Les estimations de As et Ag sont similaires a celles de A; et As, respectivement, avec

1 1
quelques modifications techniques. En effet, par I'inégalité de Holder (ici — := — — = > 0),
r p g
nous avons
p e —sjp|9si p
A= (X W) = (X emesor)”
A p\Lk,v Lp(Pk ,,)
J21+ky 14k ,
< (X ) (S wmor)” (¥k € 2)
. E ,
- ! Lp(Prs)

J>1+ky 14k

donc As < cA. Pour Ag, comme dans (2.14) nous obtenons

1/p
Ag < 01A<1 + sup okn(rp—1) ZQ glrp=1)9-= 5”’) < cyA.

k>1 o

Ce qui termine la démonstration de la Proposition [2.12| m

Pour 'espace B;:;(R”) nous avons aussi un lemme de presque-orthogonalité prouvé dans
[24], nous lui rappelons dans la proposition suivante :

Proposition 2.13 Soient 0 < p,q < 00, s > (n/p—n); et 0 < 7 < 1/p. Soient b > 0,
(mj)j>0 une suite de fonctions appartenant a BS, (R™) et (f;)j>0 une suite dans S'(R™)
telle que

o J/”; est portée par la boule |€] < b27,
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, 1/q
e A :=sup sup 2"Tk( Z (28]||fj||Lp(Pk,u))q> < 00

keZ vezn =l
Alors, on a

H > mif

320

< cAsup |[myl| sy, , @),
720

Byplq(R™)

ot la constante ¢ ne depend que de n,p,q,s, T et b.

2.4 Preuve du Théoréeme ﬂ

Soit g une fonction telle que g € W (R") N F37(R"), s < 1 ( pour s > 1 la fonction
g est prise dans l'espace B3, (R") N F7(R™)). Nous allons utiliser les notations de la

Proposition 2.8, rappelons que

feog=Y Ri(f,9)Q)9. (2:21)

Jj=0
Les opérateurs S; et (); sont uniformément bornés dans L., (R"), donc il existe deux

constantes c; et ¢y telles que

1S0gllee < crllglloo et [1Sj-19 + 2Qj9lle < c2llglloe (V2 €[0,1], 5 =1,2,...).
Pour t > max(1, ¢1]/9|c0s €2/ 9]|s0), o1 &
R;(f',9) = Ri(euf', 9),
donc par la formule nous obtenons
fog=>Y Ri(eif9)Qs9 (2.22)
Jj=0

Par la Proposition et la formule (2.22) nous avons

||Tf(9>||F,f;g(Rn) < Slilg ||Rj(<Ptf,;9)HBgo,q(R)||9||F;;g(Rn)-
J=Z
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Dong, par la Proposition [2.10| nous obtenons les estimations suivantes

1T7(g)|

rren < clf'edlss @eCllglwy@ollgllmg @y (s <),

et

175 (9)]

ey < cllf'edls ,@olelglss, gl @y (s> 1),

avec t > max(1,||g|lc). On termine la preuve par I'inégalité

pour tout ¢ > 0, ce qui nous donne

175 (9)]

rrren) < clfedl primolclglwe @) gl mr @ (s <1),

et

177(9)]

For®e) < cl| forl Bgig(m)¢(0||g||Bgo,q(R"))H9| F57 (R) (s>1).

2.5 Quelques cas particuliers

Dans ce paragraphe, nous allons donner quelques corollaires qui résultent du Théoremes

2.3 et [2.4] leurs preuves sont dans I’annexe.

Corollaire 2.14 Soient s,p,q et T comme dans le Théoréme avec s non entier. Soit
f : R — R une fonction mesurable telle que f(0) =0 et fU) € L'R™)(j = 1,2,..., [s]+2).

e Sis <1, alors Ty est borné de W (R") N By7(R™) dans Bgy(R™).
e Sis>1, alors Ty est borné de B, (R™) N By7(R™) dans By7(R™).

Corollaire 2.15 Soient s,p,q et 7 comme dans le Corollaire avec s —[s] > 1/p. Soit

f R = R une fonction mesurable tell que f(0) =0 et f € B;;Z(R)loc.
e Sis <1, alors Ty est borné de W (R") N By7(R™) dans Bgy(R™).
e Sis>1, alors Ty est borné de B, (R™) N By7(R™) dans By7(R™).
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Corollaire 2.16 Soient s,p,q et T comme dans le Théoréme avec s non entier. Soit
f : R — R une fonction mesurable tell que f(0) =0 et fU) € LR, (j = 1,2,..., [s]+2).
e Sis <1, alors Ty est borné de WL (R") N F37(R™) dans FJ7(R™).
e Sis>1, alors Ty est borné de B, (R™) N F37(R™) dans F;77 (R™).

Corollaire 2.17 Soient s, p,q et T comme dans le Corollaire[2.16 avec s—[s] > 1/p. Soit
f R — R une fonction mesurable tell que f(0) =0 et f € F;;Z(R)loc.

e Sis <1, alors Ty est borné de WL (R") N F37(R™) dans F7(R™).

e Sis>1, alors Ty est borné de B, (R™) N 57 (R™) dans F;;7(R™)

Corollaire 2.18 Soient 0 < py < p < 00,0 < qo,q < o0, (n/min(p,q) —n)y < s #
1,50 > 5,0<7<1/petsy—n/py=s—n/p. Soit f:R — R une fonction mesurable
telle que f(0) =0 et f € B2 (R)ioc.

o Sis <1, alors Ty est borné de Wi (R") N Fsor (R™) dans F37(R™).

e Sis>1, alors Ty est borné de B3, (R™) N Fyor (R™) dans F57 (R™).

Po,90

Corollaire 2.19 Soient 0 < p <py<00,0< ¢ <q<00,0<70<7<1/p,70—1/p0 =
T—1/p et (n/min(p,q) —n); < s # 1. Soit f: R — R une fonction mesurable telle que
£0) =0 et f € BB

e Sis <1, alors Ty est borné de WL (R") N Fm (R™) dans Fy7(R™).

Po,q0
e Sis>1, alors Ty est borné de B, , (R") N F (R™) dans Fi7(R™).

Corollaire 2.20 Soient 0 < pg < p < 00,0 < o < ¢ < 00,(n/p—n)y < s # 1,5 >
$,0<7<1/petsy—n/py=s—mn/p. Soit f:R — R une fonction mesurable telle que
£(0) =0 et € B R

e Sis <1, alors Ty est borné de W (R") N Bsor (R™) dans By (R™).

e Sis>1, alors Ty est borné de BS_ , (R™") N B:7 (R") dans By (R™).

Po,q0

Corollaire 2.21 Soient 0 < p < py < 00,0< g < qg<00,0< 79 <7<1/p,(n/p—
n)y <s#1lettg—1/pp=1—1/p. Soit f : R — R une fonction mesurable telle que
f(0) =0 et f € BSTL(R) ..

0,q

e Sis <1, alors Ty est borné de W (R") N By (R™) dans By (R™).

Po,90

e Sis>1, alors Ty est borné de By, (R") N By (R™) dans BT (R™).

00,490 Po,q0
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2.6 Le cas limite s =1

Dans ce paragraphe, on s'intéresse au cas s = 1. On désigne par W7 (R")(m = 1,2, ...)
I'espace de Sobolev homogene des f € S’(R") telle que f(® € Lo, (R™) pour tout |a| =
munit de la semi-norme | f{lyiym = 37 q 12 |1/ lloo-

Proposition 2.22 Soit 0 < ¢ < 0o. Si f : R — R une fonction appartenant a (WL (R) N
BL ,(R))ioc, alors Ty est borné de WL (R™) N BL (R™) dans BL, ,(R™). De plus, il existe

une constante ¢ = c(n,q) > 0 telle qu’ on ait

1T (g )||B1 SR < C||f90tHW1 R)NBL, ,(R) (1+ ||g||Wgo(R")ﬂBgo’q(Rn)>
pour toutes les fonctions f et toutes les fonctions g € WL(R") N Bl (R") avec t >

max(L, [|g/[ec)-

Preuve. Voir [0, 24]. m

Proposition 2.23 Soit f : R — R une fonction telle que f € Bl ,(R)oc. Soient 1 < q <
0o ete >0, siu € BI(R") alors fou € B, (R"). De plus, il existe une constante

c=c(n,q) > 0 telle que

1/(1
£ o ullsy o < elferlny o (1+ Tl + Ul ).

avec t > max(1, ||u/|co)-

Preuve. Voir [21]. m
En utilisant les Propositions [2.2212.23|nous trouvons les assertions suivantes, leurs preuves
sont similaires & celles des Théoremes (voir I'annexe).

Théoreme 2.24 Soient 0 < ¢,p < oo, (n/p—n)y < s =1e 0 < 7 < 1/p. Soit
f R = R une fonction mesurable telle que f(0) =0 et f € (W2 (R) N B2, ,(R))oc, alors
Ty est borné de WL(R") N BY, (R") N BLI(R™) dans BLT(R™).

35



Etude sur certains espaces fonctionnels Mohamed Saadi

Théoréme 2.25 Soient 0 < ¢ < 00,0 < p < o0, (n/min(p,q) —n);y < s = 1 et
0 <7 < 1/p. Soit f : R — R une fonction mesurable telle que f(0) = 0 et f €
(W2 (R)NBZ, ,(R))i0c, alors Ty est borné de WL (R")NBL (R")NFLT(R™) dans FLT(R™).

Théoréme 2.26 Soient 0 < p,q < oo, (n/p—n)y <s=1,e>0et0<7<1/p. Soit
f : R — R une fonction mesurable telle que f(0) =0 et f € ng(R)loc, alors Ty est borné
de BIX:(R") N BY7(R") dans By (R™).

Théoreme 2.27 Soient 0 < ¢ < 00,0 < p < 00, (n/min(p,q) —n); < s= 1,6 >0 et
0 <7 <1/p. Soit f: R — R une fonction mesurable telle que f(0) =0 et f € B2 ,(R)ioc,
alors Ty est borné de BII:(R™) N F):7(R™) dans F):7(R™).

2.7 Le cas de 'opérateur para-produit

Définition 2.28 Pour toutes g,u € S(R™) nous définissons le para-produit par

(g, u) =) (85-29)(Qu)- (2.23)

Jj=2
Proposition 2.29 (i) Si0 < p,g <00, s> (n/p—n)y et 0 <7 < 1/p, alors
Uapplication (g,u) — 7(g,u) est bilinéaire continue de Loo(R"™) x By7(R™) dans
By (®").

(ii) Si0 < g < 00,0 <p < o0, s> (n/min(p,q) —n); et 0 < 7 < 1/p, alors
Vapplication (g,u) — m(g,u) est bilinéaire continue de Loo(R™) x F57(R™) dans
Eor(R™).

Preuve. Il est clair que 7(.,.) est bilinéaire. On fixe gy € L (R™), alors les Proposi-
tions et assurent que l'opérateur u — 7(go,u) est continu de B;7(R") dans
Byr(R") et de F:7(R™) dans F;7(R™). De méme, pour ug fixé dans By7(R"), lopérateur
g — 7(g,up) est continu de Lo (R") dans By7(R") et pour ug fixé dans F5:7(R"), I'opé-

rateur u — (g, up) est continu de Lo, (R") dans F;7(R™). Comme Lo (R"), By 7(R") et

FyT(R™) sont des espaces de Fréchet, la preuve se termine par [28, Corollaire, p. 354]. m
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Proposition 2.30 Sis >0, g € L(R") et u € B, (R"), alors la série (2.23) converge

géométriquement.

Preuve. Ceci résulte de 'inégalité ||(S;—2u)(Q;9) s < 277%(|glocllulls, ,&n), Vi € Z. m

Définition 2.31 On définit l'opérateur de composition modulo le para-produit par la for-
mule :
Tr(u) :=Tp(u) — m(Tpu, u).

Dans la suite de ce paragraphe, nous allons étudier I'opérateur T} dans I'ntersection
avec Aj7(R™).

Théoreme 2.32 Soient 0 < p < 00,0 < ¢ < o0, (n/min(p,q) —n); < s # 1 et
0<7<1/p. Soit f: R — R une fonction mesurable telle que f(0) =0 et f € Bg;fé(R)loc.
(i) Sis <1, alors /T\; est borné de W1 (R™) N 37 (R"™) dans F7(R™).
(i) Si s> 1, alors i’; est borné de B3, (R") N F7(R") dans F7(R").

Preuve. D’apres la formule (2.1)) et les notations (2.2)), on a
Ty(u) = F(So) =35m0 F(Sja10) = F(Sj) = ¥jnp Sia(f/()(Qsu)
= Ra(f', w)Quu+ 32,50 (R (f, u) = Sj—af' (1)) (Qju)
= Yo By 0)Qju,

oll
Ry =Ry
et
R;(f,u) == R;(f,u) — S;a(Tyu).
Il n’est pas difficile de prouver que les opérateurs EJ( f’,u) sont uniformément bornés dans

B, ,(R™), en effet

1R;(f,u)]

B3, &) < ([ B;(f' )]

Bgo q(R™) T 1Sj-2(Typru)| Bgo’q(Rn)%
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donc par la Proposition et le fait que les opérateurs R;(f’,u) et S; sont uniformément
bornés dans Bj_ (R™) nous arrivons a la conclusion voulue.

Finalement, on a

ﬁ(u) = [(Sou) + Z E;(fly u)Qju,

Jj=1

donc

£(Sow)

|75

S, T S C( S, T > )
Fplq (R™) Fplq (R™)

on termine la preuve par la Proposition 2.12] m

Fi () ; ’ !

Théoreme 2.33 Soient 0 < p,q < oo, (n/p—n)y < s # 1et 0 < 7 < 1/p. Soit

f: R = R une fonction mesurable telle que f(0) =0 et f € B5I1(R)ioc.

(i) Sis <1, alors izest borné de W1 (R™) N By7(R™) dans B3 (R™).
(ii) Si s> 1, alors Ty est borné de B, ,(R") N By7(R") dans By 7 (R™).

Preuve. Il suffit de raisonner comme dans la preuve du Théomeme en remplacant

la Proposition par [ ]
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Chapitre 3

Un calcul fonctionnel en dimension

une

Ce chapitre est consacré a ’étude de I'opérateur de composition T sur les espaces

By7(R). 11 concerne uniquement le cas p = q.

3.1 Les espaces de type de Besov homogenes

Poo(R™) désigne 'ensemble de tous les polynomes de R, S (R") est 'ensemble des
u € S(R™) telle que (f,u) = 0 pour tout f € Py(R"). Le dual de So(R") est appelé
'espace des distributions modulo les polynomes noté S._ (R").

Définition 3.1 Soient 1 < p,q < oo et s,7 € R. L’espace de type de Besov homogéne

By i (R") est U'ensemble des distributions modulo les polynomes f telle que || f]| gz gny <

00, 0l
1/q

q/p
(2¥]Q; f (x) I)’”dw} :

|| F1| 537 (mny := sup sup 2°7 Z {/P
k

kEZ veZ™ =k

NZ

avec la modification usuelle pour p = oo (ou g = 00).

Remarque 3.2 i) [[f][gsrgn) = 0 5si f € Poo(R"). L'espace quotient B;:;(]R”)/P(R”)
est un espace de Banach, il sera noté B;g(R”) et ses éléments [floo = f + Poo(R")

ouf € B;:g(R”) seront notés f.

ii) B;:g(R”) = B;q(]R"), ol B;’q(Rn) est l’espace de Besov homogéne.
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iii) Si7 < 0 alors B;’;(R”) = P (R™).

Proposition 3.3 Soient 1 < p,q < 00, s € R et 7 > 0. Alors il existe deuzr constantes

c1,co > 0 telles que

allf]

ez @y < AP FAC))]

ez < Cllfllsyr@ny

pour toute f € B;:g(R") et tout A > 0.

Preuve. Voir [2]. m

Proposition 3.4 Soient 1 < p,qg < o0, s € R et 7 > 0. Un élément f de S, (R")
appartient a B;:g(R”) si et seulement si Opf appartient a B;;ILT(]R”)(K =1,2,..,n), de

n
plus Z ||8gf||35;11,7(Rn) est une norme équivalente dans B;:g(]R").
=1

Preuve. La preuve est identique & celle des espaces de Besov homogenes, voir [5]. m
Pour le lien avec B, 7(R") nous avons la relation suivante :

Proposition 3.5 Soient 1 < p,q<o00,s >0 et 0 <7 < 00. Alors

By (R") = {f € LyR") : [fl € Bj(R") }.

De plus, || fllz;@n) + [I[flocll 37 ey €St une norme équivalente dans By (R™).

Preuve. Etape 1. Soit f € L7(R") et [f] € B;:;(R”). Par définition, on a

1 1357 @y < NFlooll sz @ny < I llzpey + 11 ]ooll 37 ey
Etape 2. Nous allons utiliser I'injection suivante :
Byo(R") < LI (R"), (3.1)

(voir la Proposition [1.20)).
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Soit f € By7(R™), par (3.1) nous avons || f[|r; @ < ¢l fl|pg7@ny- D’autre part, il est

facile de prouver que

1Qsf 2oy < NF i@ I fllz, (e,

donc

. 1/q
sreey < swpsup 27 (30 (29Qsf 1 m0)")

k>0 vezn >k

/]

0. .\l
+cq sup sup 2"7k||f||Lp(pkW) ( Z 259q> :

k<0 vezn =k

0

L’hypothese sur s donne Z 2%% < 50, donc on obtient la borne || f|
j=Fk

Ce qui termine la démonstration. m

sz T el f @

3.2 Caractérisation par les différences

Pour toute fonction f € LI°(R") (0 < u < 00), on introduit la notation suivante :

1 1/u
bui(fs ) = (15_”/ |A21f(x)|“dh> m € Ny, t €]0,00[ et x € R".
B(z,t)
Proposition 3.6 Soient 0 < u < 00,0 <p<00,0<7<1/p,r >0 etseR tels que
O<r<p et s>nmax(l/r—1,1/r—1/u).

Alors pour les fonctions appartenant a L'¢(R™) les assertions swivantes sont équivalentes :
i) fe BT (R")
ii) f e LY(R") et

, ntk w ol
BeT(gny ‘= SUp sup2 ( ( £l dy) dx)
P,p vEZ™ kEZ Pk,u B(:B,l)
B dt

1 1/
+ sup sup 2" </ (t P (o, (f, x))pdx> —> " < .
0 Py t

VEZL™ kEL

1/p

1.f]

v
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Les quasi-normes || f||’ s gny € | £l 537 mny sont équivalentes.
p,p ’

Preuve. Voir [35, Corollaire 4.11, Remarque 4.13], olt nous avons adapté quelques pa-

rametres a notre situation. m

Proposition 3.7 Soient 0 < s,p < 00,0 < g < 00 et 0 < 7 < 1/p. Soient M, N € Ny
telles que N > [s +n1],M < N et s < M. Alors pour toute fonction f € LP¢(R™)

=

définit une quasi-norme dans BT (R").

[’expression

21—k

/]

/pdtN1Y/
%S,T(Rn) := sup sup 2"”’“(/ <t"/ A,ﬁ”f(a:)dh)pda:y p—) !
pa 0 t/2<|h|<t t

veZn keZ

v

Preuve. Voir [35, Théoréme 8.4 |. m

3.3 Primitives des fonctions a p-variations bornées

Soit 1 < p < oo. Pour une fonction g : R — R on note ||g| gy, la borne supérieure
N
i Y
des nombres (Z lg(br) — g(ak)|p> prise sur toute famille finie d’intervalles |ay, by[, k =
k=1
1,...,N disjoints. La fonction g est dite a p-variation bornées si [|g||py, < oo. On note

BV, (R) 'espace des fonctions & p-variations bornées.

Définition 3.8 Soit 1 < p < oo. On dit que la fonction f: R — R appartient a val (R)
si f est Lipchitzienne et f' € BV,(R).

Remarque 3.9 Munit de la norme | f||pvywy := [f(O)|+ /| Bv,®), l'espace BV,'(R) est

un espace de Banach (voir [7]).
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3.4 Le théoreme de composition

Le résultat principal de ce chapitre est le théoreme suivant :

Théoréme 3.10 Soient 1 <p < 00,0 <7 <1/petl+1/p<s<2 Soit f:R—R
telle que f' € B;;LT(R) et f(0) = 0. Alors, lopérateur de composition Ty envoie [’espace
BVS;_1 N By (R) dans By (R). De plus, il existe une constante ¢ > 0 telle que

If oyl e (

pour toute g € BV, N Bi7(R).

s—1
By (®) S C<Hf/H°° + 1/ Byp(®) T HQHBVs{f;),

Preuve. Premicre étape. On suppose que g est analytique et que f € C'(R). Nous allons

utiliser la norme définie dans la Proposition (avec u = 00) et la Proposition [3.4, donc
il suffit d’estimer les termes

1/p

A; = supsup 27’“(/13 < sup |f og(y)|>pd:r;>

veZ keZ o \yeB(z,1)

et

! dty 1/
Ayi=supsup2 ([ ([l (7o gy i) F)
0 Pry ’ t

vEZ kEZ

Estimation de A;. Le fait que f(0) = 0 implique |f o g(y)| < ||f'|l|g(v)| donc

( sup Ig(y)\>pd:v) v

y€B(,1)

A < Hf’||oosupsup27k</
veZ kel Py

< [f lleollgll B35 rny - (3-2)

Estimation de A,. Rappelons que

baos(fix) == sup [Anf(z)],

he€B(z,t)
ol nous allons utiliser A_;, au lieu de A, pour des raisons techniques.

Comme

[An(fo9) (@) < 1l Aeng’ ()] + 19" (@) A-n(f" 0 g)()],
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nous obtenons

Az <[ gl

B;;LT(RH) + U, (33)

! dt\1/
U := supsup 2Tk</ t(31)p</ ( sup |¢'(x)|A_p(f o g)(x)]d:v)p> —) g
vEL kel 0 Py, \heB(z,t) t

Donc le probleme revient a estimer U. Pour des raisons techniques on écrit

, 1 dt\1/
U = supsup 27+ / (~G=1r / sup 1/ (@)|A a(f 0 g)(w)ldx) )"
0 P,

veZL kel v ShEB(zt)
ot k' est & choisir apres. La fonction g étant analytique, donc 'ensemble {z € Pyyx,
g'(x) = 0} est discrete et son complémentaire dans Py, est la réunion des intervalles

I, disjoints. On pose I, :=]by, ¢s] et on note
Iy, = {x € Poyprpilece—x| >2t et |bp—x| > Qt},

[zt‘* Ig\[u et ag:=sup|g(z)|

zely

Il est possible que Iy, = ¢, dans ce cas la on aura I, = I}/, pour tout ¢ > 0. On note aussi

que sur Iy, la fonction g est surjective, on pose gﬁj sa réciproque. Donc nous avons

U< U+ U, (3.4)

/ 1 ) . dt\1/p
U, := supsup 2T(k+k)</ t_(s_l)pZ/ ( swp g ()| A-n(f og)(x”) de )
0 I

VEL kel 7 J1;, NheB(at)

et

U, := sup sup 27(k+k/)(/ (s U”Z/ sup |g'(x)|A_L(f o g)(x)|> daccit>l/p.

VvEZ keZ heB(x,t)
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Estimation de U;. Si I, est non vide alors

90977} (v) +h) =yl <at. vy € g(1y,).

En effectuant le changement de variable y = gj;(«) nous obtenons

he€B(z,t)

/(1/ )< Sup |g/<x>’A7h<f/Og)(x)|)pdx <

/ 0 <h _sup | (g(gjy () + 1)) - (ot} 1) dy <

(97" @)0)
p—1 / P
a (s (A W) dy.
o(I},,) \heB(y.art)
D’autre coté, nous avons g([;,) C [, 3] ott nous allons choisir av et 3 tels que pour certains

m,k,v € Z on a

a>27Fmy et B 2R (b 4 1),
i.e. pour k € Z fixé on prend m et v tels que

27m > 2k(B — a)
kMg 1 <y < a2ktm,

Par conséquent, on a g(Ij ;) C Py, ot k,m et v dépendent de I;,. Ce qui implique

1
/ dt 1/p
Ulﬁsupsup2(’“+k)7</ ey a’Zl/ ( sup !Afhf’(y)|> y>t> :
0 ¢ Py

vEZ kEZ +m,v heB(yvalt)

par le changement de variable z = a,t, il vient

(e et [ (L 1aarwl) ) )
k

veEZ kEZ v heB(y,z)
Par le choix k' = m et le fait que supez... = SUPj4mez ---» 1@ Proposition donne

I'estimation

By (R)

o< (S ar) e
l
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Maintenant, nous avons
1/p
sp—1 s—1
(Dar) " <ellgliy il . (3.5)
7 P
pour (3.5 voir [9, (13)]. Ceci donne I'estimation de Uy, i.e.

s—1
Ur < cllglll? 15 g gy (3.6)

Estimation de Uy. Pour x € Iy, on pose ne(x) la distance de x jusqu’a l'extrémité la plus

proche de I'intervalle I,, d’ott par définition |n.(x)| < 2t et ¢'(x +n,(x)) = 0, ce qui donne

9" (@) < 1g'(x) = g'(x + ne(2))]

< sup |¢'(z) — ¢'(x + h)], Vo e I},
|| <2t
Donc
, ! P dt\1/p
z@swmmmwwmm/t@mz/(}m\AmmDM—)
veZ kel 0 71y, NheB(a) 13
217’6
/ P dt 1/17
< lesupsup2 ([ e [ (i A @)]) )
Vel keZ 0 Pyiw, \hEB(xt) t
< 1ol ot
d’ou

U < cf|f'|

Bob T (R) gl BT (R) (3.7)

En insérant (3.6) et (3.7) dans (3.4)) nous obtenons

s—1/p

U < el ggsr sy gl + g

By ®)- (3.8)

Finalement, on a

1f o gl

B < A1+ A, (3.9)
donc les estimations (3.9)), (3.2), (3.3)) et (3.8) donnent le résultat voulu i.e.

1f o gl

s—1
sz < (1F oo+ 1 g ey ) (19l gz + glieil” )-

46



Etude sur certains espaces fonctionnels Mohamed Saadi

Deuxieme étape. Soit g un élément quelconque de B37(R) et f' € By b7(R) telle que

f(0) = 0. Alors les fonctions

fi=58;f=S;f(0)p et  g;:=Sjg.

sont analytiques. Pour tout j > 0 nous avons ||Q¢S;gllz,p..) = |¢; * QegllL,(p..), o

¢] = 23]:71(0(2]))7 donc

1QeSiglleir.) = (/p ‘ Rn ¢;(y)Qug(x — y)dy pdx>l/p

< [16( [ 1@tz -wpris)"ay

Six € P, alors v —y € P ,_9k,), donc

y]»

1QeS;9l, Py < llpllisupsup [|Qegll 7, .,
kEZ pez

195l 857 @) < cllgll By )

De méme, nous avons
R) (3.10)

lgill vy < cllgllmvy

et

1l ey < lf gy + 1S5 (O)). (3.11)

Par ’étape précédente et les estimations ((3.10))-(3.11])

s—1
1fiogillBrm < C<||fj/'||°° + Hﬂ“BS?”(R)) (ng| By ®) ngHBVs{:)

< e(1F oo+ 11l g1y + 15£O)1) (I

s—1
Byp®) T !IgllBVg{J’jl)(3.12)

D’autre part, f;og; tend vers fog dans L,(R) et S;f(0) tend vers f(0) = 0 quand j tend

vers oo (voir [9, p. 1524]), donc par la propriété de Fatou de By7(R) et (3.12)) nous avons
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foge By (R) et

f °9||B;g;(R) < Supjen, ||fj © 9j||B;3;(R)
< (£ oo + 17l gz50m ) ) (1]

La preuve du Théoreme est terminée. m

s—1
Bpp(R) + Hg”BV;{f;) :
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Deuxieme partie

Sur les opérateurs

pseudo-différentiels
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Chapitre 4

Les opérateurs pseudo-différentiels

sur A, (R")

Nous nous intéressons a l'étude des opérateurs pseudo-différentiels (O. P. D.) sur

AstiT(R™). On commence par citer certaines références [13, 22] 23, 31].

4.1 Généralités

Nous allons donner quelques généralités sur les O.P.D.

Définition 4.1 Un O.P.D. est une application linéaire, notée o(., D), définie par

~

o(x,D)f = (QW)”/ Lo (x, ) f(€)dE, (Vf e S(R"),Vx € R"),

n

ou o(x,§) est une fonction définie de R™ x R™ dans C (le symbole de o(x,D)).

Définition 4.2 On appelle module de continuité toute fonction w : RT — RT continue,

croissante et concave, vérifiant w(0) = 0.

Exemple 1 Les fonctions
—w(t) =t (0<§< 1),
— wy(h) = (log 7)™ (0< 8,0 <h <1/2),

sont des modules de continuité.
Définition 4.3 Soient w un module de continuité est Q : Rt — RT une fonction vérifiant

Ve>1,3A.>0,(t/c <u < ct = Qu) < AL(1)). (4.1)
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Soient § > 0,0 > 0,u > 0,N € N et (o, 3) € No" x No" tel que || < N. La classe
¥ 5w, Q,0,N) des symboles de degré p et de type (1,0) est l'ensemble des fonctions
o € C®([R" x R") telles qu’ils existent deux constantes positives ci,co qui dépendent

seulement de o et 8 de sorte qu’ on ait
050 o (@, )] < er(1+ [¢])r ool (4.2)

et
00080+, €) — 20002, ©)] < n(1 + JEDP PRI )Q(IE).  (4.3)
L’ensemble des O.P.D. associé a la classe X 5(w, (2, 0, N) sera noté OPf s(w,Q, 0, N).

4.1.1 Reéduction aux symboles élémentaires

Dans ce paragraphe, on suppose que w est un module de continuité et €2 une fonction

de RT dans R™ vérifiant (4.1)).

Définition 4.4 Soient a > 0 et w un module de continuité. L’espace C**(R™) est l’en-

semble des f € S'(R") telle que

(ﬁ)
lenwier = 32 Wkt 3 At bl Y
181<[a] 1Bl= (’hD

Remarque 4.5 Si w(t) = t*"19 alors C“’“’(R”) = C*(R"™).

Lemme 4.6 Soient 0 <§ <1,0>1 et N € Ny. Si (x;)jen, est une suite vérifiant
N, C Lo et X (@+h) — XV (x)] < cw(|h])Q(29 <N 4.4
(X;7)j C Loo et |x;7 (x+h) —x;" (2)] < cw([R))Q(27) (8] < N), (4.4)
alors

1Qmx;(27)]loo < c(ésul\g IXell v cem ) 2007 N gy (2707 Q(227)
€No

Preuve. Voir [20]. m

Définition 4.7 Un symbole o(z, &) € E’i(;(w, Q, 0, N) est élémentaire s’il existe une fonc-
tion 8 € D(R™) portée par la couronne 1/2 < |£| < 2 et une suite (x;);en de fonctions
appartenant a C*“(R™) telles que :

o(w,6) = 2y, (272)0(27¢).

Jj=0
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Remarque 4.8 La méthode introduite par Coifman et Meyer [10] permet d’écrire un

symbole de ¥ 5(w, €2, 0, N) sous forme élémentaire.

Lemme 4.9 1] existe une fonction 8 € S(R™) portée par la couronne 1/2 < |£] < 2 telle

que :
Z [H(Q_ja:)]2 =1

Preuve. On construit la fonction § comme dans [3, Lemme 6.1.7]. m

Soit ¢ une fonction comme dans le Lemme 4.9, on pose

0j(z,€) = 279(EHM27V, 2°¢),

donc
7i@,6) = (20) " [ L )P (o)
ol
alo)i= [ e A (s, €)de,
1/2<|€]<2
L est un entier supérieur ou égale a n + 1.

Maintenant, on pose

Mz, ) =) 2"0(277)0;(27x,277¢),

Jj=0

donc les formules (4.5)) et (4.6) donnent
N €)= @m) ™ [ (L4 ) 0 2,

ol

M, €)= 240,(277)x;. (2% x)

320

et

0u(€) = (2m) (1 + uf?)n 1Dz ),

52
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On montre que sup [|6'?||o < ¢ pour tout |a| < L —n — 1.
u€R™

Lemme 4.10 La suite (x;.) vérifie la propriété
Gl <er et @+ h) =X < Guw(lh)2?) |8l < N,

ol cr,, ¢y sont des constantes indépendantes de u et j.

Preuve. Voir [20, p. 256]. m

De (4.8)), le Lemme et la définition de 6, nous avons

Proposition 4.11 Les symboles A\, sont élémentaires au sens de la définition m

4.2 Reésultats principaux

Nous allons prouver la continuité des O.P.D. appartenant & OP}';(w, €, o, N) sur les
espaces de type de Besov et de type Lizorkin-Triebel, on suppose que le module de conti-
nuité w et la fonction Q (donnée selon la définition 4.3)) vérifient les deux conditions

suivantes :

(Y {eeoe9}) " <o 0<qg<oo). (49)

k>0

Q(u) Q(t)
u”+1 du S Cyt—y. (410)

t
(Vv > 0,3c, > 0), t>1:>/
1
Notons que ce type de conditions ont été utilisées par Moussai [20] dans les deux cas
suivants :
- Les espaces de potentiel de Bessel H;(R") (1 < p < 00), avec les conditions suivantes

3 {w(rk)a(zk)}z < 0,

k>0

2 2
P, 0
uu—l—l

t
(Vu>0,3c,,>0),t>1:>/ Uy
1
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- Les espaces de Besov By (R"), (1 < p,q < 0o) avec les conditions

(> {w(z—k)Q(Qk)}q)l/q <00 (1<g< o)

k>0

07 7
() gy < &, 2@
UV+1 v

t
(v;/>0,3cy>0),t>1:>/
1

Revenons aux résultats principaux :

Théoréme 4.12 Soient 0 <0 <1—p<1,s eRT\N,zu>0,1 <p<00,0<¢qg<00,0<

T < 1/p et N € N. Supposons que les conditions (4.1, (4.9) et (4.10) sont vérifiées. Si
s > 6N, alors tout O.P.D. op, € OP['5(w,Q, 0, N) est borné de By*#™(R") dans By (R™).

Théoréme 4.13 Soient 0 <5 <1—p<1,(n/min(p,q) —n); <s€RT\ N,z >0,1<
p<00,0<qg<00,0<7<1/petN e€N. Supposons que les conditions (4.1)), (4.9) et
4.10) sont vérifiées. Si s > 6N, alors tout O.P.D. op, € OP{5(w,$2, 0, N) est borné de
Esenm(R™) dans FT(R™).

La condition (4.9)) est optimale dans le sens suivant :

Théoréme 4.14 Soient 0 < § < 1,s e RN\N, 1 > 0,1 <p < 00,0 < ¢ < 00,0 <7<
1/p et N € N telle que s > §N. Supposons que

1/
(Z {w(z—k)9(2’f)}q) "= .
k>0
Alors, il existe un O.P.D. op, € OP{fé(w, Q,0,N) et une fonction g € By "7 (R") tel que
opeg & BT (RY).

Théoréme 4.15 Soient 0 < § < 1,(n — n/min(p,q))y < s € RIN\N,u > 0,0 < g <
00,1 <p<o0,0<7<1/petNeN telle que s > N . Supposons que

(Z {w(Z_k)Q(Qk)}q> v 0.

k>0

Alors, il existe un O.P.D. op, € OP['s(w,$2, 0, N) et une fonction g € F 17 (R™) tel que
opxg & £y (R").
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4.2.1 Des lemmes de presque-orthogonalité

Proposition 4.16 Soient p,q €]0,00], s > (n/p —n)4+ et 7 > 0. Soit b > 0. Soit (u;);>o
une suite dans S'(R™) telle que

e ; est portée par la boule |§] < b2,
, 1/q
o L= supyez Dy 27 (o, (2 s liycm)?) < oo

Alors la série ), u; converge dans S'(R™) vers une limite u qui vérifie ||ul gs 7 @n) <

cl, la constante ¢ ne dépend que de n,s,T,p,q et b.

Preuve. Voir [24]. m

Proposition 4.17 Soientn >0,0<6<1—0<1,NeNp1<p<o00,0<qg<00,0<
7 <1/p et s> dIN. Supposons que (4.1), (4.9)) et (4.10) sont vérifiées. Alors, pour toute

suite (X;)jen, satisfaisant (4.4) et toute suite (f;);en, telle que supp E C{EeR": ¢ <
n2’}, on a

. 1/q
< csupsup2™ (30 29 s )

| >,
Jj=0

Bpg (R™) veZ™ kel s
Preuve. Comme x; = S;x; + ZijH QmX; on peut écrire
D X2 f = w +us, (4.11)
J=0
oll

m—1
w =Y fiSx(27) et up =) Y [iQux;(27). (4.12)

§>0 k>1 §=0

FEtape 1 : Estimation de u,. La fonction fJ/SJ\X] est portée par la boule |¢] < (n+ 3/2)27,

donc par la Proposition 4.16], on a

. 4 1/q
i g ey < esup sup 277 (37 29| £S5 (29, )

kEZ veZ™ >k
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En utilisant I'inégalité de Holder et le fait que ||.Sjx; |l < ¢|lXjlloo (V5 > 0), nous obtenons

1/q
sl ey < cxsupsup 277 (ST 25 18 S5l )
keZ vezn

J2ky
ntk sjq q La
< cosup sup 27 (S 29 59 G
keZ vezn Sk
Ikt
ntk sjq 1/a
< exup ;o sup sup 27 (32 2 )
keZ vezn™

J2ky

Etape 2 : Estimation de uy. Grace a Uinjection Bpg (%7 "(R™) — Byr(R") il suffit d’es-

timer |lug| 5 SAN(-0)7 (g

La fonction F(3 7%, " £,Qmx;) est portée par la boule |¢] < (b/2+3/2)2™ avec m > 1. La

Proposition nous permet d’obtenir

gl Z @299

m>ky 7=0

o+ N(1=0) gy < CSUD SUD 2"”‘“( E (s+N(1=0))mg
(&™) keZ vezn

)1/!1
Lp(Pp.) ’

(4.13)

par les inégalités de Minkowski et de Holder nous obtenons

H

m—

k N(1-5)) 5j 4
-0y S €CSUP SUP 2707 2 D7 (S QG 27 sl 51, )

92|
m>ky Jj=0

D’apres le Lemme , on peut majorer le terme |[|gs||* par

B;’ZN(lfJ),T(Rn)
m—1

. q
csup sup onqrk Z 2(5+N(1 —4)) mq( Z 2 (j6—m) 2]5 m)Q(QQ])”fjHLp(Pk,u)) ,

kE€Z veLr o1 =

par l'inégalité de Holder dans ¢1({1,...,m — 1}) nous obtenons

2 s+N(1=8),7T /mpmy — ) .
lgall®, gy SCAX B (4.14)

A := sup sup 2"k
veEZL™ kEL

{28]||f]||Lp Pkl/ }.7

foo(No)
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et

3

B.— Z o(s+N(1-9)) mq( 2(j5—m)N—sjw<2j6—m)9(29j))q. (4.15)

m>1 7

I
o

Par I'injection ¢,(Ng) < £+ (Np) et des techniques similaires a celles utilisées dans la

preuve de la Proposition m (estimation de g2) nous avons

A < supsup 2"‘”’“(2 ||25ij||L,, (Py ,))

vEZL™ kEZ
< esup sup2”‘”’“(z2”q!|fgllL ) (4.16)
VELN kL s p(Phv)

Maintenant, nous allons estimer le terme B. Pour tout 0 < j < m — 1, nous avons

2i0=m < 9m(0=1) Donc la monotonie de w implique

w27 <w(CTIM) (VO <j<m—1),

d’ou
B < (s N5)mqwq(2(5 D) )T,
m>1
ou
m—1
93 (8 2@3)
7=0

Pour 'estimation de T, on pose u = 2%, si 0 < j < m alors 1 < u < 2™ donc les

conditions ) et - nous donnent

u(s—dN)/

2me 0
Tg/ &d < QUN=s)m@)(gme),
1

donc

B <) wi(207mQi(2em),

m>1

L’hypotheése 6 <1 — p < 1 et la condition (4.9)) assurent que

B <) wi(270M)Q7(2°™) < oo (4.17)

m>1
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On termine la preuve de la Proposition en insérant (4.17) et (4.16) dans (4.14]). =

Remarque 4.18 La Proposition est vérifiée si s > (n/p—n)y et 0 < qg<p<1.

Preuve. Comme dans la preuve de la Proposition nous allons estimer u; et uy (voir

(4.11))). L’estimation de u; ne change pas. Pour ug, 'inégalité (4.13) et le Lemme

impliquent que le terme ||us| BEENO=0.7 () est majoré par quantité suivante :

>l/q
Lp(Py.)

(4.18)

ntk (s+N(1-9))mgq
csup sup 2 < 2

22]6 m)N— Sjw<2j5 m)Q(Qp] 2ij’

m>1+k+ .7—

Par l'inégalité de Holder et I'estimation (4.18]) nous obtenons

sup;=o|2% fj

1/
||U2||Bs+N(1 07 gy < B q?clelIZ) ngzg onTh

)

LP(Pk,U)

B étant donné par (4.15). Comme nous avons

Lp(Pe.) H(Z‘Qsj“f] )

la preuve est terminée. m

< (N, )"

j>0

HSUPJ'EOIQijj!

Proposition 4.19 Soientn >0,0<6<1—0<1,NeNy0<p<o00,0<qg<00,0<

T < 1/p et s > max(dN, (n — n/min(p,q))+). Supposons que (4.1), (4.9) et (4.10) sont

vérifiées. Alors, pour toute suite (X;)jen, vérifiant (4.4) et toute suite (f;);en, telle que

supp f; C {€ €R™: [¢| <n2'}, on a

| > e, (X rvsor)”

< ¢ sup sup 2"k

Fpiq (R™) vezr keZ = Ly(Prw)
Preuve. Rappelons qu’ on a la décomposition
> i@V f; = uy,  (voir (@EID) et ([@E12)).

7=>0
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Etape 1 : Estimation de u;. En utilisant la Proposition [2.11}, on a

(3 29sspa 1)

JZky

1/q

ntk
For@ny < CSup sup 2
kEZ veL™

[ua|F K
P(Pk,u)

Comme ||Sjx; e < ¢llX;jlloo (V7 > 0), alors

a5 (S 7r0msi)”

w7 gn) < CSUD SUp onk

keZ vern ik Lp(Pr,)
< esupsup 274 (32 9,0 ) |
keZ vern Sk Lp(Pr)
< Csup HXJHOOSHP sup 2" < Z |2ijj(,>’q)l/q .
kel veZr Ly(Prv)

JZky

Etape 2 : Estimation de uy. Comme dans la Proposition , nous utiliserons 'injection

FpiNa=0m gy oy F>7(R"). La Proposition [2.11| nous donne

< Z 2(5+N(1 8))mq

)1/q

Ws || ot NG—8), 1,y < CSUp sSUp 277K FiQmx;( 259 )
] Fpa (R™) keZ verr ok Z ’ ’ ) Lp(Pr,)
Par le Lemme , nous pouvons majorer le terme ||ug|| psrva-s) (&ny DAT
p,q
m—1
. A A . A a\ 1/q
SuD su Qn’rk ( 2(8+N(1—6))mq 2(](5—m)N—sgau 2]5—771 0(299Y]2% f.(. > ’
kGIZ?VGZIZL Z Z ( ) ( )| fj() LP(Pk,u)

m>k+ 7=0

donc l'inégalité de Holder assure I'estimation

m—1

. q

02l gy S A XY 20N (R AN 8- 20 )
j=0

T(Rm) —
m>1

(S eosor) "

=0 LP(Pk,U)

< sup sup 27"
p»(Pkv)  veZr kel

A := sup sup 2"7F
veZ™ keZ

sup (27£;() ||

Jj€No
Par les mémes techniques de la preuve de la Proposition m (estimation de gs), nous

avons

(3 orom

A < ¢ sup sup 2M7F )
j:k?+ Lp(Pk,u)

VEL™ kEZ
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Le terme

m—1

. q

B = 22(54-]\7(1 5)mq(22]6 m)N—m— 5]w(2]6 m)Q(2gj))
7=0

m>1

a 6té estimé dans la preuve de la Proposition 4.17, m

4.2.2 Preuve du Théoreme 4.12 et 4.14

Nous allons utiliser les propositions suivantes :

Proposition 4.20 Soient t €]0,1], C > 0 et R > 1. Soient h € D(R") et § € C*(R")
telles que h et 0 sont portées par les boule |{| < C et || < CR, respectivement. Alors
[inégalité

(65 F R < AACR 1] gy (M1611(2)) "

(R™)
est vérifice, ou M et B"/t(R") sont la fonction mazimal de Hardy-Littlewood sur R"™ est

I’espace de Besov homogéne, respectivement. La constante ¢ est indépendante de 6, h,C, R

et x.

Preuve. Voir [35, Lemme 6.1, p. 150]. m

Proposition 4.21 Soient b > 0,0 < p,q < 00,8 > (n/p —n)y et 7 > 0. Il existe une
constante ¢ > 0, telle que pour toute g € By7(R™) et toute fonction 6 € D(R™) portée par
la boule || < b, la suite (g;);en, définie par g; = 0(279)g, vérifie

1/q

sup sup 2" Z 27N gill7,py | < clll
kEZ veZ™ ke

Bpg(R™)-

Preuve. Par considération des supports nous avons,

=Y Qugi= D, Quyj <“ =1 [lfog;bb])’

1>0 m>j—p

donc

95, = || D2 2" F0(2) +

m>j—p

(4.19)

Pku
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On traite les cas p < 1 et p > 1 séparément. Commencons par le cas 0 < p < 1. Nous

avons
supp( 2" F710(27)) C{E € R™: [¢] <27} et supp Qm C{E € R™: [¢] < 2™ = 27772},
donc par la Proposition [4.20] pour tout ¢ €]0, 1] et m > j nous avons

2UFT0(2) 5 Qul@)] < 20T | ey (MIQugl' (@)
< WD) (MQugl () ", (4.20)

N . . 1e o sy Sn/t .
pour la derniére estimation, nous avons utilisé la propriété de Bfé (R™) suivante :

pour tout j € Ny.

(. (n=n/t)
10O gy < €210l g

Par les inégalités (4.19)) et (4.20)) nous obtenons

n/t—n)(m—j 1 P /e
1951l L,(Pe.) < (/L " )(Zg( =m) =) (M|Qumgl*(x)) /t) d:c) :
p\Lk,v

m2j

donc l'injection £, — ¢; (p < 1) assure que

ngHLp(Pk,,,) < (ZQP(”/t—n)(m—j)/

(M[Qugl' ()" dz) "

m>j Lp(Pr,v)
n/t—n)(m—j t 1/p
_ (ng( Jt=n)( ])||M|Qm9’t”ﬁ/t<zak,y)> ' (4.21)
mzj

Choisissons 0 < ¢ < p, donc la fonction maximale est bornée sur L,/ (Fy,) autrement
dit |Mgllr,,.(p.,) < cllgllz, (p,,) pour toute fonction g localement intégrable (voir la

Proposition , donc l'inégalité (4.21]) devient

loillnp < (3020 Qual i)

m>j

1/p
— (ng(n/t me=DQ,, 9||Lp P;W> :

m>j
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donc

1/q a/p\ 1/q
( Z 253||gj||Lp Pos) ) < ( Z <22p n/t—n—s)(m—7) 2" |Quglls p, ) )

J>ky jzky  m2j

p(n/t—nm—s)(m—j)osmp a/p\p/ay 1/p
- {(2 (X Qg )" )}

ik m>j
Rappelons qu'on a s > (n/p —n); = n/p —n donc n/(s +n) < p, le choix de ¢ tel que
n/(s+mn) <t < p entaine n/t —n — s < 0. Donc la Proposition (dans ¢4/,) donne

I’estimation voulue, i.e.

1/q 1/q
sup sup 2"Tk( Z QquHgJHLp P, V)> < ¢ sup sup QnTk< Z 2qu||Qy9”Lp (P V)) :

veEZL™ kEZ ]Zk+ veZn keZ j2k+
Supposons maintenant que p > 1. Posons ; := 2/"F~10(27.) et utilisons le fait que

z € Py, implique x —y € Py p,_oky (y € R [v—2%y] == ([t — 2%u1), ..., [V — 2kyn])>,

p 1/p
[ 0:0)Quf )y dx)

1/p
<[ mwl ¥ ( / Ime(x—y)\pdl’) dy

m>j—p

<c Z ’|Qm9’|Lp(Pk7[V72ky]),

m>j—p

nous obtenons

ol = % ( /
1 Pk,l/

m>j—p

ce qui implique

1/q
(X 270l ) <o X (X 2712 il ,))

j>ky j2ky m>j—p

Enfin, la Proposition nous donne l'estimation voulue. m
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Preuve du Théoréme m

Soit op, € OF;;(w, €2, 0, N). Soit ¢ une fonction C* portée par la boule || < 1 et

vérifie p(§) = 1 si [£] < 1/2. De la décomposition

(2,6) = 9(€)o(2,8) + (1~ 9(E)o(z,6)
o(z, &) = k(z, &) + Az, §), (4.22)
ol k(z, €) = p(€)a(z, €) et A(x,£) est donnée par (7). Dot la décomposition
pol1) = onel1) + om(f),
ou
ona(£) = [ () F o (1) (4.25)

voir le sous-paragraphe [£.1.1]

Maintenant, nous allons estimer [[opx(f)l| g5z @n) et [[opx ()l 557 @n)-

Au départ, nous avons
(om.o)(e) = (20" [ o oae)s
—en [ M(Zw P (272) )6 de

=3 P20 ((%)‘“ / ne”feu(rjs)a(s)df).

7>0

Par la Proposition [£.17], il vient

. . , q 1/q
o sy < e SuD Su 2nTk< 2(5+M)¢1] </ 6zac.§gu 2798Ya(€)d ) )
lopr.9llByr@ny < VEZI:L kye% ; N (27€)g(8)de Lyp(Pr,)
g2k
q 1/q
= ¢ sup sup QnTk( Z 2 (s+u)gj (/ ix. 5gj(§)d§> ) ,
Ve kvel ik " Lp(P)

1/q
ntk s+p)qj q
= csup sup 277 (32 20 g 1, )
VEZL™ kvEZ
ELE
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ici, ; := 60,(277.)g, donc la derniere estimation et la Proposition 4.21| nous donnent
, G5 = 0,(2774)g, p

llopx, 91l B35 ny < €llgll poir gny- (4.24)

Par la formule (4.23)), nous avons

on (@ < sup lops, (N@) | L+ [uf)™ < e sup fops, (M (@)

Donc (4.24]) implique

lopagllBs7 @y < sup lopx. 91l B @y < cllgll gt ny-

Maintenant, nous allons estimer |[opxgl| gs7(rn). On pose

oprg(z) = / (14 |ul®)"*a.g(x + u)du,

donc a,, est une famille des fonctions continues données par

ay(z) = (27r)_”/ e (1 — Ag)M K (x, £)dE (u € R™).

n

Par l'inégalité (4.2)) nous avons

sup 0%au()lle < ¢ (8] < NV,

u€R™

ce qui implique

lopeglley(pi) < e(39D flaulloe) gl (Vh € Z). (4.25)

Par définition de s (voir (4.22))), nous avons Q;(op,f) = 0 pour tout j > 1, donc op.g =

So(opkg), ce qui implique que

lopkgllps7mny = sup sup 2"7%(|So(0pxg)|l L, (py.)-
k€Z_ veln
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D’autre part, 'implication (x €cP,,=>x—yc Pky[,,,QkyO nous donne

p
1S0(0peg)llzymry = ( / dx)
Pk,u
1
S/ 127 p(277y)| (/
" Pk,u

|oprg(z — y)|pd9€> dy
S /n |2j"p(2_jy)HOPHQHLP(P;@,[Wzky])dy

3=

/ 2" p(277y)opry(x — y)dy

<clplly sup sup |[opxg|lL,(p;.),
kEZ\N veZ

donc, par I'estimation (4.25)) le terme ||op.g]|

ByT(rn) €St majoré par
sup sup 2"|gll, r,.) = l9llz@n)-

veZ™ keZ\N

Enfin, nous utilisons les injections
B;Z“’T(]R”) — Byo(R") — LI (R"),
pour terminer la preuve du Théoréeme [ ]

Preuve du Théoréme m

La démonstration est la méme donnée dans [20), Théoreme 2| en utilisant la Proposition

42Tl m

4.2.3 Preuve du Théoréme 4.13 et 4.15|

Pour tout a > 0 et f € S'(R™), on pose

Q7" f(x) := sup 1@,/ = y)l (x € R",j € Np).

yeR” 1+ |2jy|a
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Proposition 4.22 Soient s € R,0 < p < 00,0 < ¢ < o0 et 7> 0. Soit a > n/min(p,q),

alors 'expression

sup sup
keZ velm

Z (2sqj ’Q;,aglq) 1/q
i=k

_ LP(Pk,V)
=R+

définit une quasi-norme équivalente dans Fy7(R").

Preuve. Voir [33]. m

Proposition 4.23 Soient b > 1,5 > 0,0 < p < 00,0 < g < 00 et 7 > 0. Alors, pour
toute g € F37(R™) et toute fonction § € D(R™) portée par la couronne b=' < [£] < b il

existe une constante ¢ > 0 telle que

sup sup 2" 934d| g (.)7) /4 <c 5,7 (RN
kEZpVEZIT)L Z ( |gj() ) Lp(Pk,u) ||g| pq R )
J=k+
avec g; = 0(277)g.
Preuve. D’apres 1'égalité g; = Emzo (Q)mg; nOUS avons
@l < [ 3 wIQn (=2 )y
lm—jl<p
ng xr — 27jy)
(14 2*|yla)| F0(y A
/]R Z + (27 fy))e

|m— J|<u

<eae ([ 0+2alF o) Y et

Im—j|<p
< ¢(0) Z|m_j\gu 1@ g(z)],

donc

lgi (@) < D 272 g(w)].

Im—j|<p

Choisissons a > n/ min(p, ), les Propositions [1.2] et [£.22] nous donnent alors

S 954] a0\ e < Tk S 9547 |()*® q\1/4
2 M, S 2 (Il

2n7’k

LP(Pk,V)

(B"))
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ce qui termine la démonstration de la Proposition [4.23] m

Preuve du Théoréeme m

Comme dans la preuve du Théoreme [4.12] nous allons estimer les quasi-normes de

opa(f) et opu(f) dans Fi:7 (R™).

Rappelons que

(0pr,9)(2) = 3 2;.u(2%2) ((zw)*“ /

3=>0

0, (27€)g(€)d ).

n

donc la Proposition [£.19 nous donne

( Z o(s+n qj(/ iz.£0u<2*j£>§(€)d€> q) Haya

lopa, gy < csup sup 27"
veZ™ kveZ >k Lp(Pr,v)
+
ntk (s+p)Jj 1a
= c sup sup 2 ( E (2 “]\gj(-)|)q> ,
veZ™ kveZ >k Lp(Pr,v)

ou g; := 60,(277-)g, par la Proposition NOUS avons

lopa, gl For®e) < cllg] FihmT(Rn)

En utilisant le fait que

opa(£)(a)| < e sup Jop, (£)(x)]

nous obtenons

s < cllglly

lopagll m7mny < SUP [opa,

ST (R

Maintenant, nous allons estimer [|op.g|| g5 @n)- Le fait que

s7(gny = SUD SUD 2mk||so(0png>”Lp(Pk v)
keZ\N veZ™

lopkgll 7
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et les injections
s+, n S, T n T n
FootT(RY) — For(R") — L(R™),

donnent

HopmgHF,quT(R") < C||9||L;(R“) < c||g] FbiT (R

La preuve du Théoreme est terminée. m

Preuve du Théoréme m

Considérons le symbole :

(e, €) 1= (1+ € 3 27 o(20-19)0(29) exp(i2ia),
Jj=0
oz = (z1,2') € Rx R" . Soit h € S(R™) telle que ||h]|, # 0 et supp I est inclu dans la

boule [¢| < 1/4, on pose

g=F A+]-])""h),
par la Proposition nous obtenons

_SN4 Y N\ 1/q
g 2 S0 sup [y, )27 (3 (20w 90e)") T = .

veZ™ kel ks

llopug|

Ce qui termine la preuve. m
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Annexe

Preuves de quelques résultats

secondaires du chapitre 2

Dans cette annexe, nous allons prouver quelques résultats secondaires énoncés dans le

chapitre 2.

Preuve de 'inégalité (2.15)). Il suffit d’appliquer I'inégalité de Minkowski deux fois,

l.e
a\ 1/q)d q/d\ 1/q)d
[ md ), = OS2 ) ™),
>0 >0 p( k,u) >0 §>0 p( k,t/)
(Z (Z’h |d)q/d>d/q d
= -72
ZZO ]20 ! Lp/d(Pk,V)
d/qd
< (X )
_ <Z(Z’hj7£|Q>d/Q>l/d‘d
1/qd
S ( h',f q) )

1/d
nous avons aussi utiliser I'inégalité Z a; < (Z a;-i) a; >0, 0<d<1lm
jez jEZ

Preuve du Corollaire 2.14. Rappelons la proposition suivante :
Proposition 1 (Moussai [21]) Soit 0 < s € Ny. Soit f : R — R une fonction telle que
fU) e L¢(R) pour j=1,---[s] + 1.

(i) Sis <1, alors Ty est borné de WL (R") dans B3, ,(R").

(ii) Si s> 1, alors Ty est borné de B, ,(R") dans lui méme.
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En utilisant la Proposition |1f nous montrons que les opérateurs {R;(f’, g)}jen, sont uni-

formément borné sur B3, (R"), donc il suffit d’utiliser ([2.22) et la Proposition m pour

estimer || f o g[[psr(gn). ®

Preuve du Corollaire [2.15] Soit f € Bst#e(R), d’apres 'égalité
. o [k .
fOe = (fip)9) — Z ( ')f(k’)w(l—k)’ Vih € D(R™),
J
k=1
on déduit que fWy € Bst27I(R) pour j = 1,2,...[s] 4 2. De I'injection

s+2—j—%

B;,J(?ij (R) — BCX%Q (R>7

on a

s+2—j—%

f9% € By~ T(R).

Comme

s+2—j—1

Boo g (R) — L*(R) (S+2—j—}) > 0),
nous trouvons
fO% € Loo(R),
donc
fV e LY (R),

la preuve se termine par le Corollaire [ ]
Preuve du Corollaire [2.16/ En utilisant la Proposition [1| nous montrons que les
opérateurs { R;(f’, g)};en, sont uniformément bornés sur B3, (R"). Par la formule (2.22))

et la Proposition [2.12/on a

If oyl

rren < AlRi(f o) sy, @ 9l mr@ny < cllgllmg@ny-
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Ce qui termine la preuve. m

Preuve du Corollaire Par un raisonnement similaire a celle de la Proposition

2.15, nous prouvons que si f € Fsi%°¢(R) alors fU) € LI(R)(j = 1,2, ..., [s] +2) donc la

preuve se termine par le Corollaire [2.16] m

Preuve du Corollaire [2.18] Les hypotheses sur les parameétres assurent qu’on a

Foor (R™) — For(R™),

Po,90

(4.26)

(voir la Proposition |1.20)). Dans la preuve du Théoreme on a arrivé aux estimations

1Ty (9)] For®n) < c|| feor ngl(R)¢(C||9||W;o(Rn))||9| Fo7 (R7) (s <1),
s
et
1T+(9)| FoT(Rn) S cll feul ngl(R)¢(0H9| Bgo,q(R"))”g| F3T(R®) (s>1)
»q

donc par 'inclusion (4.26]) nous obtenons

ITr (D g7y < el ferll perr @ (ellgllwa @) gl

et

175 (@) rsz ey < ell Foull s (el

PQ-4q
ce qui termine la preuve. m

Preuve du Corollaire [2.19] Par la Proposition |[1.20| nous avons
Fym (R") < Fom(R™) et B ., (R") = B (R").

Po,q0 0,90

Par les inclusions (4.29) et les estimations (4.27)—(4.28)) nous obtenons

1% (g)]

Ereny < cllfedl prrmy@(ellgliwy @m)llg]

P0-90
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et

1T (9l

S,70 (R™) (S > 1),

Poq

F@n) < cllferllpgrime(ellllss, @)l

rappelons que la fonction ¢ est croissante. m

Preuve du Corollalre - Resulte du Théoréeme et les injections B R") —

OOq()<

B3, (R™) et B7 (R™) — By (R™) (voir la Proposition (1.20)). m

Po,q0

Preuve du corollalre - 1| Résulte du Théoréme [2.3| et les injections B, (R") —

00,490 (
B:, (R") et By70(R™) — B>7(R") (voir la Proposition [1.20]). m
Preuve du Théoreme En utilisant la Proposition [2.22, nous montrons I'iné-

galité suivante :
HRj(f/ag)HBéo,q(R") < CHfSOtHWgO(]R)ﬁBng(R)( + ||9HW1 (R™) mB;oq(Rn))
Donc la formule (2.22)) et la Proposition nous conduisent a l'estimation
If OQHB“(Rn < C||f90t||W2 ®NBZ, (R)( + ||9||W1 (RMNBL, , Rn))HgHB“ (R

D’ou le résultat voulu. m

Preuve du Théoréme [2.25| Par la formule (2.22) et la Proposition nous savons
If o 9||Fz}g(mn) < C”Rj(f,ag)HBgo,q(R")||g||FI};qT(Rn)‘
Comme dans la preuve du Théoréme nous arrivons a l’estimation
17 0 0ll gy < Ferl e o+ l9lhis s o) 9]l 2y

ce qui termine la preuve. m

Preuve du Théoréme [2.26 En utilisant la Proposition [2.23, nous montrons que
1/(1+4€)
IR (', Dlm ey < el feilly o (1+ lgllpisn + lolpia ). (4:30)
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par les techniques de la preuve du Théoreme nous obtenons

1/(14
17 0 gllsggany < cllfonllin o (14 19l ssgen + o 1ol oy e

d’ou lestimation voulue. m

Preuve du Théoréme [2.27| Par la formule (2.22) et la Proposition NOUS avons

If o g”Fz},’qT(R") < C”Rj(f/ag)HBéo,q(R”)||9||F;;;(Rn)‘
Donc I'estimation (4.30]) nous donne

1/(14¢
1F 0 0l ey < ellfoullzn, o (1 + Nolmisaey + 1915852 V9l ity oy

ce qui termine la démonstration. m
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Questions ouvertes

Voici quelques questions ouvertes.
e Peut-on étendre les résultats du chapitre 2 pour le cas homogene.
e Pour le chapitre 3, tout le probleme de composition est presque sans réponse, en com-
mengant par le cas p # ¢ dans B57(R) jusqu’au n-dimension, i.e. B57(R") pour n > 2.
e Dans le chapitre 4, peut-on travailler avec la condition de Yabuta [31] en changeant le
terme w(|h||€]°)Q(|£]2) par ¥(|€],|h|) avec ¥ est une fonction bien donnée. Sinon peut-
£2(u) Q(t)

] du < Cyt_V’ dans les
U

t
on améliorer 'hypothese (Vv > 0,3¢, > 0),t > 1 = /
1

Théorémes @] et @

Conclusion

Cette these comporte une étude de deux types d’opérateurs sur les espaces de type
de Besov B, 7(R") et de type de Lizorkin-Triebel F;7(R"), le premier est I'opérateur non
linéaire de composition T¢(g) := f o g, le deuxieme est 'opérateur “ linéaire" pseudo-

différentiel de symbole appartenant a une classe de type Ei s(w,Q,0,N).
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Résumé :

Cette thése comporte une étude de deux types d’opérateurs sur les espaces de type
de Besov B;7(R") et de type de Lizorkin-Triebel F;:7(R"). Le premier est I'opérateur
non linéaire de composition Ty (g) := f og, le deuxieme est I'opérateur pseudo-différentiel
"linéaire" de symbole appartenant & une classe ¥ ;(w. (2, 0. N).

Mots clés : Espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel, Espaces de type de Besov et de

type de Lizorkin-Triebel, Opérateurs pseudo-différentiels, Opérateurs de composition.

Abstract :

This thesis includes a study of two operators on Besov-type spaces B;:;(R”) and

Lizorkin-Triebel-type F.7(R"™). The first is the nonlinear composition operator T(g) :

f o g, the second is the pseudo-differential operator “linear" with symbol in the set
(e \

s (w, €, 0,N).

Keywords : Besov and Lizorkin-Triebel spaces, Besov-type and Lizorkin-Triebel-type

spaces, Pseundo-differential operators, Composition operators.
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