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Introduction

Il s’agit d’une étude dans la théorie de Sobolev, elle concerne principalement les espaces

de type de Besov et de type de Lizorkin-Triebel qui généralisent les espaces de Besov et

de Lizorkin-Triebel habituels.

Ce travail est consacré à l’étude de deux types d’opérateurs définis sur les espaces

de type de Besov et de type de Lizorkin-Triebel, le premier est l’opérateur non linéaire

de composition Tf (g) := f ◦ g avec f : R → R, le deuxième est l’opérateur pseudo-

différentiel (linéaire) : Ag(x) := (2π)−n
∫
Rn
eix.ξσ(x, ξ)ĝ(ξ)dξ, (noté plutard A := σ(x,D))

pour certaines conditions vérifiées par le symbole σ(x, ξ).

Pour l’opérateur de composition, nous disposons d’une riche littérature pour les cas

des espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel au moins en dimension n = 1 en comparant

avec les cas des espaces de type Besov et de type Lizorkin-Triebel, nous citons par exemple

les travaux de Bourdaud [4], Bourdaud, Moussai et Sickel [8, 9], Runst et Sickel [26].

Pour les cas des opérateurs pseudo-différentiels, là aussi on a une très riche littérature,

en particulier les travaux de Mitivier [17], Moussai [19] et Yabuta [31].

Revenons à notre manuscrit. Il se compose de quatre chapitres et une annexe que nous

allons les retracer comme suit :

Le premier chapitre est consacré au rappel de quelques préliminaires, tels que des

5
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inégalités classiques, la décomposition de Littlewood-Paley, la fonction maximale, les es-

paces de Besov et de Lizorkin-Triebel ... . Notons que nous allons donner uniquement des

propriétés, des lemmes, et des propositions utiles pour nos résultats.

Dans le deuxième chapitre, nous allons étudier l’opérateur de composition Tf sur

l’intersection de quelques espaces fonctionnels. Ce phénomène a été étudié par plusieurs

auteurs comme par exemple en [21] et [35, Théorème 5.2], les auteurs de ce dernier ont

prouvé que l’opérateur Tf est borné de C(Rn) ∩ As,τp,q(Rn) dans lui même pour certaines

conditions vérifiées par les paramètres s, p, q, τ et la fonction f . Notons que dans notre

preuve nous allons utiliser la para-linéarisation et une estimation, connue dans le cas

générale par “un lemme de presque-orthogonalité". La méthode de para-linéarisation a

été introduite par Y. Meyer [18] où il l’a utilisé pour linéariser des problèmes en EDP non

linéaires, voir aussi [17] et [1, Lemme 2.62].

Le troisième chapitre est encore consacré à l’étude de l’opérateur de composition Tf

sur les espaces Bs,τ
p,p(R). Nous allons montrer que Tf est borné de BV 1

sp−1 ∩ Bs,τ
p,p(R) dans

Bs,τ
p,p(R) en utilisant des caractérisations de l’espace Bs,τ

p,p(R) par les différences.

Dans le quatrième chapitre, nous nous intéressons à l’étude des opérateurs pseudo-

différentiels dont le but d’établir la continuité des opérateurs appartenant à la classe

OP µ
1,δ(ω,Ω, ρ,N) sur As+µ,τp,q (Rn) “As,τp,q(Rn) désigne l’espace de type de Besov ou l’espace

de type de Lizorkin-Triebel", où ω est un module de continuité et Ω : R+ → R+ est une

fonction vérifiant les conditions suivantes :

∑
k≥0

{
ω(2−k)Ω(2k)

}q
<∞,

(∀ν > 0,∃cν > 0), t > 1⇒
∫ t

1

Ω(u)

uν+1
du ≤ cν

Ω(t)

tν
.
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Nous allons alors dans ce chapitre, généraliser un résultat de continuité dû à Moussai [20]

en affaiblissants les hypothèses.

Pour la commodité du lecteur, nous allons dans un dernier chapitre écrit sous forme

d’une annexe, prouver quelques théorèmes et corollaires du chapitre 2.
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Notation
• Pour a ∈ R, on note a+ := max(a, 0).

• C(Rn) désigne l’espace des fonctions continues sur Rn.

• supp f = {x ∈ Rn : f(x) 6= 0} est le support de la fonction f .

• Pour α = (α1, α2, ..., αn) ∈ Nn
0 on note

|α| = α1 + α2 + ...+ αn et Dαf = f (α) =
∂|α|f

∂xα1
1 ...∂x

αn
n

.

• C∞(Rn) = {f ∈ C(Rn) : Dαf ∈ C(Rn), α ∈ Nn
0}.

• D(Rn) = {f ∈ C∞(Rn) : supp f est compact}.

• S(Rn) est l’espace de Schwartz et S ′(Rn) son dual.

• On définit le produit de convolution de deux fonctions par f ∗g(x) =

∫
Rn
f(x−y)g(y)dy.

• Pour 0 < p ≤ ∞ on définit les espaces de Lebesgue Lp(Rn) par les f mesurables telles que

||f ||Lp(Rn) := ||f ||p :=

(∫
Rn
|f(x)|pdx

) 1
p

< ∞ si 0 < p < ∞ et ||f ||∞ := sup
x∈Rn

ess|f(x)| <

∞.

• Pour f ∈ L1(Rn), on définit la transformée de Fourier de f par

F(f)(ξ) := f̂(ξ) :=

∫
Rn
e−ix·ξf(x)dx, et la transformée de Fourier inverse de f par

F−1(f)(x) := f̌(x) :=
1

(2π)n

∫
Rn
eix·ξf(ξ)dξ, elles sont étendus à S ′(Rn) de la manière

usuelle.

• `q(Z) :=

(ai)i∈Z ⊂ C : ||ai||`q(Z) :=

(∑
i∈Z

|ai|q
)1/q

<∞

 si 0 < q <∞.

• `∞(Z) :=

{
(ai)i∈Z ⊂ C : ||ai||`∞(Z) := sup

i∈Z
|ai| <∞

}
.

• C, c1, c2.... désignent des constantes positives, leurs valeurs peuvent varier d’une ligne à

une autre.

• Pour 1 ≤ p ≤ ∞, on note p′ le nombre réel tel que
1

p
+

1

p′
= 1 (p′ est l’exposant conjugué

8
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de p).

• Pour un espace E des fonctions définies de Rn dans C, on définit Eloc par

Eloc := {f : fϕ ∈ E,∀ϕ ∈ D(Rn)} .

• Pk,ν :=
{
x ∈ Rn : νj2

−k ≤ xj < (νj + 1)2−k, j = 1, ..., n, ν ∈ Zn, k ∈ Z
}

désigne le cube

dyadique de longueur de coté 2−k et de coin 2−kν.

• B(x, r) désigne la boule ouverte de centre x ∈ Rn et de rayon r > 0.

•W 1
∞(Rn) désigne l’espace de Sobolev des fonctions bornées et Lipchitziennes définies sur

Rn.

• Pour Ω ⊂ Rn, |Ω| est la mesure de Lebesgue de Ω.

• As,τp,q(Rn) désigne l’espace de type de Besov Bs,τ
p,q (Rn) ou l’espace de type de Lizorkin-

Triebel F s,τ
p,q (Rn).

• Pour une fonction arbitraire f définie sur Rn, on note les opérateurs de différence par

∆1
hf(x) := ∆hf(x) = f(x+ h)− f(x) et ∆M+1

h f := ∆h(∆
M
h f) M ∈ N, x, h ∈ Rn.

9



Chapitre 1

Préliminaires

Ce chapitre contient des rappels nécessaires pour la suite, tel que des inégalités clas-

siques, la décomposition de Littlewood-Paley, la fonction maximale... . Pour les détailles

nous référons par exemple aux [16, 26, 29, 30] pour les cas des espaces de Besov et de

Lizorkin-Triebel, et aux [12, 14, 32, 33, 34, 35] pour les cas des espaces de type de Besov

et de type de Lizorkin-Triebel.

1.1 Inégalités classiques

Proposition 1.1 (Inégalité de Bernstein) Soient 0 < p ≤ q ≤ ∞ et α ∈ Nn
0 , il existe une

constante c > 0 telle que pour toute f ∈ Lp(Rn) avec supp F(f) ⊂ {x ∈ Rn : |x| ≤ M},

on a

||f (α)||q ≤ cM |α|+n/p−n/q||f ||p.

Proposition 1.2 Soient 0 < a < 1, 0 < q ≤ ∞ et J ∈ Z. Alors, pour toute suite {εj}j≥J+
à termes positifs vérifiant

(∑
j≥J+ ε

q
j

)1/q
<∞, on a

( ∑
k≥J+

( k−1∑
j=0

ak−jεj

)q)1/q
+
( ∑
k≥J+

( ∞∑
j=k

aj−kεj

)q)1/q
≤ c
( ∑
j≥J+

εqj

)1/q
.

En plus de ces deux assertions, nous utiliserons les inégalités de Hölder, Minkowski et

Young.
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1.2 La décomposition de Littlewood-Paley

Nous allons rappeler la construction de la décomposition de Littlewood-Paley d’une

fonction appartenant à S ′(Rn). Soit ρ une fonction de D(Rn) telle que ρ(ξ) = 1 pour |ξ| ≤

1, 0 ≤ ρ(ξ) ≤ 1 si 1 ≤ |ξ| ≤ 3/2 et ρ(ξ) = 0 pour |ξ| ≥ 3/2. On pose γ(ξ) := ρ(ξ)− ρ(2ξ),

alors γ est dans D(Rn \ {0}), portée par la couronne compact 1/2 ≤ |ξ| ≤ 3/2 et on a

∑
j∈Z

γ(2−jξ) = 1 (∀ξ ∈ Rn \ {0}),

et

ρ(ξ) +
∑
j≥1

γ(2−jξ) = 1 (∀ξ ∈ Rn).

On définit les opérateurs pseudo-différentiels Sj et Qk par :

Sjf := ρ(2−jD)f, j = 0, 1, ... et Qkf := γ(2−kD)f, k = 1, 2, ....

On note aussi Q0 := S0. On peut montrer que pour tout N ∈ N0, il existe une constante

c > 0 et un entier M ∈ N0, tels que

‖Qjf‖p ≤ c2−jN sup
|α|≤N

sup
x∈Rn

(1 + |x|)M |f (α)(x)|,

pour toute f ∈ S(Rn) et tout j ∈ N0. Donc on a la proposition suivante :

Proposition 1.3 Pour toute f ∈ S(Rn) (resp. S ′(Rn)) nous avons

f = Sjf +
∑
k≥j+1

Qkf (∀j ∈ N0), dans S(Rn) ( resp. S ′(Rn)). (1.1)

La formule (1.1) est appelée la série de Littlewood-Paley correspondante à la fonction f .

Prenons j = 0, nous avons f =
∑
k≥0

Qkf dans S(Rn) ( resp. S ′(Rn)).

Remarque 1.4 Pour tous k ∈ N, j ∈ N0 et f ∈ S ′(Rn) on a

supp Q̂kf ⊆ {ξ ∈ Rn : 2k−1 ≤ |ξ| ≤ 2k+1} et supp Ŝjf ⊆ {ξ ∈ Rn : |ξ| ≤ 2j+1}.

11
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1.3 Inégalités maximales

La fonction maximale est un outil important pour caractériser certains espaces fonc-

tionnels. Nous allons rappeler quelques propriétés de cette fonction, et nous référons aux

[15, 25, 27].

Définition 1.5 Pour toute fonction f localement intégrable, on définit la fonction maxi-

male par

Mf(x) := sup
r>0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)|dy (x ∈ Rn).

Proposition 1.6 Soit 1 < p ≤ ∞. Il existe une constante c = c(n, p) > 0 telle que pour

tout cube Q ⊂ Rn et toute fonction g localement intégrable, on ait

‖Mg‖Lp(Q) ≤ c‖g‖Lp(Q).

Preuve. Voir [25, Théorème 9].

Proposition 1.7 Il existe une constante c > 0, telle que pour toute g ∈ S ′(Rn) on ait

Qkg(x) ≤ cMg(x) (∀x ∈ Rn,∀k ∈ N0).

Preuve. On écrit Qkg(x) = I1(x) + I2(x), où

I1(x) := 2kn
∫
|x−y|≤2−k

F−1γ(2k(x− y))g(y)dy

et

I2(x) := 2kn
∫
|x−y|≥2−k

F−1γ(2k(x− y))g(y)dy.

Il est clair qu’ on a

|I1(x)| ≤ ‖F−1γ‖∞Mg(x) (∀x ∈ Rn).

12
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Pour l’estimation de |I2(x)|, nous avons

|I2(x)| ≤ 2kn
∑
`≥0

∫
2−k+`≤|x−y|≤2−k+`+1

∣∣∣F−1γ(2k(x− y))g(y)
∣∣∣dy

≤ c12
kn
∑
`≥0

∫
2−k+`≤|x−y|≤2−k+`+1

(
1 + 2k|x− y|

)−(n+1)

|g(y)|dy

≤ c2
∑
`≥0

2`n

(1 + 2`)n+1
2(k−`−1)n

∫
|x−y|≤2−k+`+1

|g(y)|dy

≤ c3Mg(x)
∑

`≥0 2−` ≤ c4Mg(x),

ce qui termine la preuve.

1.4 Cubes dyadiques

Soient ν := (ν1, ν2, ..., νn) ∈ Zn et k ∈ Z, le cube dyadique de longueur de coté 2−k est

la partie de Rn définie par

Pk,ν := {x ∈ Rn : νj ≤ 2kxj < νj + 1, j = 1, 2, ..., n}.

Proposition 1.8 Pour tout k ∈ Z, on a Rn =
⋃
ν∈Zn

Pk,ν .

Preuve. Pour tout x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn et k ∈ Z, nous avons

2k[xj] ≤ 2kxj < 2k([xj] + 1), (j = 1, ..., n). (1.2)

Pour k fixé, [xj] est le seul entier vérifiant (1.2), autrement dit chaque point x ∈ Rn est

contenu dans un est un seul cube dyadique de longueur de coté 2−k.

13
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Proposition 1.9 Soit 0 < p ≤ ∞. Il existe une constante c > 0 telle que

sup
x∈Pk,ν

|ψ(x)| ≤ c2kn/p sup
µ∈Zn
‖ψ‖Lp(Pk,µ),

pour toute ψ ∈ S ′(Rn) vérifiant supp ψ̂ ⊆ {ξ ∈ Rn : |ξ| ≤ 2k+1}, tous k ∈ Z, ν ∈ Zn et

x ∈ Rn.

Preuve. D’après [16, p. 782, (2.11)] on a

sup
x∈Pk,ν

|ψ(x)| ≤ c2kn/p
( ∑
µ∈Zn

(1 + |µ|)−n−1
∫
Pk,ν+µ

|ψ(y)|pdy
)1/p

,

donc le fait que
∑

µ∈Zn(1 + |µ|)−n−1 <∞ donne l’estimation voulue.

1.5 Les espaces As,τ
p,q(Rn)

On commence par les définitions et quelques propriétés des espaces de Besov, de

Lizorkin-Triebel, de type de Besov et de type de Lizorkin-Triebel.

1.5.1 Définitions et quelques propriétés

Définition 1.10 Soient s ∈ R et 0 < p, q ≤ ∞. L’espace de Besov noté Bs
p,q(Rn) est

l’ensemble de toutes les f ∈ S ′(Rn), telles que ||f ||Bsp,q(Rn) <∞ où

||f ||Bsp,q(Rn) :=

(∑
j≥0

2sj‖Qjf‖qp

)1/q

,

avec les modifications usuelles si p =∞ ou q =∞.

Définition 1.11 Soient s ∈ R, 0 < p < ∞ et 0 < q ≤ ∞. L’espace de Lizorkin-Triebel

noté F s
p,q(Rn) est l’ensemble de toutes les f ∈ S ′(Rn), telles que ||f ||F sp,q(Rn) <∞ où

||f ||F sp,q(Rn) :=

∥∥∥∥∥(∑
j≥0

(2sj|Qjf(·)|)q
)1/q∥∥∥∥∥

p

,

avec la modification usuelle si q =∞.

14
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Définition 1.12 Soient 0 < p, q ≤ ∞ et s, τ ∈ R. L’espace de type de Besov noté

Bs,τ
p,q (Rn) est l’ensemble des f ∈ S ′(Rn), telles que ||f ||Bs,τp,q (Rn) <∞ où

||f ||Bs,τp,q (Rn) := sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2nτk

∑
j≥k+

2sjq

{∫
Pk,ν

|Qjf(x)|pdx

}q/p
1/q

,

avec la modification usuelle pour p =∞ (q =∞).

Définition 1.13 Soient s ∈ R, 0 < p < ∞, 0 < q ≤ ∞ et τ ≥ 0. L’espace de type de

Lizorkin- Triebel noté F s,τ
p,q (Rn) est l’ensemble des f ∈ S ′(Rn) telle que ‖f‖F s,τp,q (Rn) < ∞

où

‖f‖F s,τp,q (Rn) := sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2nτk
∥∥∥( ∑

j≥k+

2sqj|Qjf(·)|q
)1/q∥∥∥

Lp(Pk,ν)
,

avec la modification usuelle si q =∞.

Remarque 1.14 Les espaces Bs
p,q(Rn), Bs,τ

p,q (Rn), F s
p,q(Rn) et F s,τ

p,q (Rn) sont des quasi-

Banach pour 0 < p < 1 ou 0 < q < 1 et de Banach pour p, q ≥ 1.

Remarque 1.15 Les espaces Bs
p,q(Rn), F s

p,q(Rn), Bs,τ
p,q (Rn) et F s,τ

p,q (Rn) sont indépendants

du choix de la fonction ρ, si on choisit une autre fonction avec les mêmes propriétés que

ρ on obtient des quasi-normes équivalentes à celles qui sont définies par ρ.

Exemple Soit r > 0. Soit ρr une fonction telle que ρr(ξ) = 0 si |ξ| ≥ 3r/2 et ρr(ξ) = 1

si |ξ| ≤ r. On pose γr(ξ) := ρr(ξ)− ρr(2ξ) qui est porté par l’ensemble r/2 ≤ |ξ| ≤ 3r/2.

Soient Sr,k := ρr(2
−kD) (k = 0, 1, . . .), Qr,j := γr(2

−jD) (j = 1, 2, . . .) et Qr,0 := Sr,0.

Alors pour toute g ∈ S(Rn) (rep. S ′(Rn)) nous avons

g =
∑
j≥0

Qr,jg dans S(Rn) ( resp. S ′(Rn)).

De plus si nous remplaçons Qj par Qr,j (j=0, 1, ...) dans les définitions de ‖.‖Bsp,q(Rn),

‖.‖F sp,q(Rn), ‖.‖Bs,τp,q (Rn) et ‖.‖F s,τp,q (Rn) nous obtenons des quasi-normes équivalentes dans

Bs
p,q(Rn), F s

p,q(Rn), Bs,τ
p,q (Rn) et F s,τ

p,q (Rn) respectivement.

Proposition 1.16 Soient 0 < p, q ≤ ∞ et τ, s ∈ R (0 < p <∞ pour le cas de Lizorkin-

Triebel).
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(i) Si τ < 0 alors As,τp,q(Rn) = {0}.

(ii) As,0p,q(Rn) = Asp,q(Rn).

(iii) Si (τ > 1/p et 0 < q <∞) ou (τ = 1/p et q =∞) alors

As,τp,q(Rn) = Bs+nτ−(n/p)
∞,∞ (Rn). (1.3)

Preuve. Voir [35, p. 22, p. 39] et [34, théorème 2, p. 560].

Nous rappelons que B
s+nτ−(n/p)
∞,∞ (Rn) est l’espace de Hölder.

1.5.2 Inclusions

Définition 1.17 Soient (X, ||.||X), (Y, ||.||Y ) deux espaces quasi-Banach. On dit que X

s’injecte dans Y et on écrit X ↪→ Y , si X ⊆ Y et ||f ||Y ≤ c||f ||X , ∀f ∈ X.

Exemple Si 0 < p ≤ q ≤ ∞ alors `p(Z) ↪→ `q(Z).

Rappelons la définition de l’espace de type de Lebesgue :

Définition 1.18 Soient 0 < p ≤ ∞ et 0 ≤ τ < ∞, l’espace Lτp(Rn) est l’ensemble des

fonctions mesurables f telles que

‖f‖Lτp(Rn) := sup
k∈{Z\N}

sup
ν∈Zn

2nτk‖f‖Lp(Pk,ν) <∞.

Remarque 1.19 Si on considère l’ensemble T des fonctions f telles que

sup
k∈N

sup
ν∈Zn

2nτk‖f‖Lp(Pk,ν) <∞, alors T = {0}.

Proposition 1.20 Soient s ∈ R, 0 ≤ τ <∞ et 0 < p, q ≤ ∞, avec p <∞ dans le cas de

Lizorkin-Triebel.

1. Soient ε > 0 et 0 < q1, q2 ≤ ∞. Alors

As,τp,q1(R
n) ↪→ As,τp,q2(R

n) si q1 ≤ q2,

As+ε,τp,q1
(Rn) ↪→ As,τp,q2(R

n),

Bs,τ
p,min(p,q)(R

n) ↪→ F s,τ
p,q (Rn) ↪→ Bs,τ

p,max(p,q)(R
n).

2. Soient 0 < p0 < p1 ≤ ∞ et −∞ < s1 < s0 <∞. Alors

Bs0,τ
p0,q

(Rn) ↪→ Bs1,τ
p1,q

(Rn) si s0 −
n

p0
= s1 −

n

p1
.
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3. Soient 0 < p0 < p1 <∞, 0 < q, r ≤ ∞ et −∞ < s1 < s0 <∞. Alors

F s0,τ
p0,r

(Rn) ↪→ F s1,τ
p1,q

(Rn) si s0 −
n

p0
= s1 −

n

p1
.

4. Si 1 ≤ p ≤ ∞ alors B0,τ
p,1 (Rn) ↪→ F 0,τ

p,1 (Rn) ↪→  Lτp(Rn).

5. Soient 0 < p1 ≤ p2 ≤ ∞ (p2 <∞ pour le cas de Lizorkin-Triebel). Alors

A
s,τ+ 1

p2
− 1
p1

p2,q (Rn) ↪→ As,τp1,q(R
n).

Preuve. Voir [11, 35]
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Première partie

L’opérateur de composition
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Chapitre 2

La composition dans l’intersection

avec A
s,τ
p,q(Rn)

On s’intéresse ici à l’étude de l’opérateur de composition Tf : g 7−→ f ◦ g, pour

f : R → R donnée, sur l’espace d’intersection avec As,τp,q(Rn). Dans toute la suite de ce

chapitre, nous fixons une fonction ϕ ∈ C∞(R), telle que ϕ(x) := 1 sur [−1, 1] et ϕ(x) := 0

en dehors de [−2, 2], on pose ϕt(x) := ϕ(x/t) pour tout t > 0 et tout x ∈ R. Si g ∈ L∞(Rn)

et t ≥ ‖g‖∞ alors

f ◦ g = fϕt ◦ g

cette formule va nous aider à simplifier les calculs. Il est aussi important de rappeler qu’on

peut majorer |f ◦ g(x)| par ‖f ′‖∞|g(x)|,∀x ∈ Rn, dès que f ′ ∈ L∞(R) et f(0) = 0, voir

les détails un peu plus loin.

2.1 Enoncé des résultats

2.1.1 Résultats déjà obtenus

Nous rappelons les résultats de Moussai [21] concernant les espaces de Besov et de

Lizorkin-Triebel :
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Théorème 2.1 Soient 1 ≤ p, q ≤ ∞ et 0 < s 6= 1. Soit f : R → R une fonction

mesurable telle que f(0) = 0 et f ∈ Bs+1
∞,q(R)loc.

(i) Si s < 1, alors Tf est borné de W 1
∞(Rn) ∩Bs

p,q(Rn) dans Bs
p,q(Rn).

(ii) Si s > 1, alors Tf est borné de Bs
∞,q(Rn) ∩Bs

p,q(Rn) dans Bs
p,q(Rn).

Théorème 2.2 Soient 1 ≤ p <∞, 1 ≤ q ≤ ∞ et 0 < s 6= 1. Soit f : R→ R une fonction

mesurable telle que f(0) = 0 et f ∈ Bs+1
∞,q(R)loc.

(i) Si s < 1, alors Tf est borné de W 1
∞(Rn) ∩ F s

p,q(Rn) dans F s
p,q(Rn).

(ii) Si s > 1, alors Tf est borné de Bs
∞,q(Rn) ∩ F s

p,q(Rn) dans F s
p,q(Rn).

Dans notre article [24], nous avons étendu le Théorème 2.1 aux espaces Bs,τ
p,q (Rn). Nous

avons le résultat suivant :

Théorème 2.3 ([24]) Soient 0 < p, q ≤ ∞, (n/p − n)+ < s 6= 1 et 0 ≤ τ ≤ 1/p. Soit

f : R→ R une fonction mesurable telle que f(0) = 0 et f ∈ Bs+1
∞,q(R)loc.

(i) Si s < 1, alors Tf est borné de W 1
∞(Rn) ∩Bs,τ

p,q (Rn) dans Bs,τ
p,q (Rn).

(ii) Si s > 1, alors Tf est borné de Bs
∞,q(Rn) ∩Bs,τ

p,q (Rn) dans Bs,τ
p,q (Rn).

2.1.2 Résultats récents

Nous allons étendre le Théorème 2.2 aux espaces F s,τ
p,q (Rn) sous certaines conditions

en démontrant le théorème suivant :

Théorème 2.4 Soient 0 < p < ∞, 0 < q ≤ ∞, (n/min(p, q) − n)+ < s 6= 1 et 0 ≤ τ ≤
1/p. Soit f : R→ R une fonction mesurable telle que f(0) = 0 et f ∈ Bs+1

∞,q(R)loc.

(i) Si s < 1, alors Tf est borné de W 1
∞(Rn) ∩ F s,τ

p,q (Rn) dans F s,τ
p,q (Rn).

(ii) Si s > 1, alors Tf est borné de Bs
∞,q(Rn) ∩ F s,τ

p,q (Rn) dans F s,τ
p,q (Rn).

Les Théorèmes 2.3 et 2.4 sont pour 0 ≤ τ ≤ 1/p, cependant le cas τ > 1/p sera couvert

par les deux théorèmes suivants :

Théorème 2.5 Soient 0 < p, q ≤ ∞, τ > 1/p. Soit s ∈ R tel que 0 < s + nτ − n/p 6= 1.

Soit f : R→ R une fonction mesurable telle que f(0) = 0 et f ∈ Bs+nτ−n/p
∞,∞ (R)loc.

(i) Si s+ nτ − n/p < 1, alors Tf est borné de W 1
∞(Rn) dans Bs,τ

p,q (Rn).
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(ii) Si s+ nτ − n/p > 1, alors Tf est borné de Bs,τ
p,q (Rn) dans lui même.

Preuve. Il suffit d’appliquer (1.3) et [21, Proposition 3.1].

Théorème 2.6 Soient 0 < p <∞, 0 < q ≤ ∞, τ > 1/p. Soit s ∈ R tel que 0 < s+ nτ −
n/p 6= 1. Soit f : R→ R une fonction mesurable telle que f(0) = 0 et f ∈ Bs+nτ−n/p

∞,∞ (R)loc.

(i) Si s+ nτ − n/p < 1, alors Tf est borné de W 1
∞(Rn) dans F s,τ

p,q (Rn).

(ii) Si s+ nτ − n/p > 1, alors Tf est borné de F s,τ
p,q (Rn) dans lui même.

Preuve. La même preuve du Théorème 2.5.

2.2 La para-linéarisation

L’opérateur Tf est non linéaire sauf si f est linéaire, la méthode de para-linéarisation

nous permet d’écrire un opérateur non linéaire sous forme de somme d’une séries d’opé-

rateurs linéaires. Dans l’introduction nous avons expliqué que cette méthode est dû à Y.

Meyer [18], voir aussi [17, p. 105] et [1, Lemme 2.62].

Proposition 2.7 Soit s > 0. Pour toute g ∈ Bs
∞,q(Rn) et toute fonction f : R −→ R

telle que f(0) = 0 et f ′ ∈ Lloc∞ (R) on a

f ◦ g = f ◦ S0g +
∑
j≥0

(
f ◦ Sj+1g − f ◦ Sjg

)
. (2.1)

Preuve. L’injection Bs
∞,q(Rn) ↪→ L∞(Rn) assure que g ∈ L∞(Rn). Soit t > max(1, ||g||∞),

donc ||f ◦ g||∞ = ||fϕt ◦ g||∞ pour t > ‖g‖∞. Comme f(0) = 0 on peut écrire

||f ◦ g||∞ = ||fϕt ◦ g − fϕt(0)||∞,

donc

||f ◦ g||∞ ≤ ||(fϕt)′||∞||g||∞,
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d’où l’appartenance de f ◦ g à L∞(Rn).

Maintenant, on montre que

lim
j−→∞

f ◦ Sjg = f ◦ g dans L∞(Rn).

On a g = Sjg +
∞∑

k=j+1

Qkg, donc pour tout x ∈ Rn

|g(x)− Sjg(x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=j+1

Qkg(x)

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

k=j+1

2−sk||2skQkg||∞.

Par l’inégalité de Hölder( pour 0 < q < 1 on utilise l’injection `q ↪→ `1), on obtient

|g(x)− Sjg(x)| ≤ c2−sj||g||Bs∞,q(Rn),

donc

lim
j−→∞

Sjg = g.

Il existe une constante c telle que ||Sjg||∞ ≤ c||g||∞, pour t ≥ max(1, ||g||∞, c1||g||∞) on a

|f ◦ g(x)− f ◦ Sjg(x)| = |fϕt ◦ g(x)− fϕt ◦ Sjg(x)|

≤ ||(fϕt)′||∞|g(x)− Sjg(x)|.

Prenons la limite des deux membres, nous obtenons lim
j−→∞

f ◦ Sjg = f ◦ g.

On a

f ◦ S0g + (f ◦ S1g − f ◦ S0g) + (f ◦ S2g − f ◦ S1g) + ...(f ◦ Sj+1g − f ◦ Sjg) + ... = f ◦ g,

donc (2.1) est vérifiée.

Pour plus de simplification nous définissons les opérateurs Rj par

R0(f, g) :=

∫ 1

0

f ◦ (zS0g)dz,

Rj(f, g) :=

∫ 1

0

f ◦ (Sj−1g + zQjg)dz (j ≥ 1).

(2.2)
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Proposition 2.8 Soit f : R → R telle que f ∈ C1(R) et f(0) = 0. Alors pour toute

g ∈ S ′(Rn) et tout x ∈ Rn, la série
∑
j≥0

Rj(f
′, g)(x)Qjg(x) converge, et on a

f ◦ g =
∑
j≥0

Rj(f
′, g)Qjg.

Preuve. Effectuons le changement de variable y = zS0g(x), nous obtenons

R0(f
′, g)(x)S0g(x) =

∫ S0g(x)

0

f ′(y)dy,

donc

R0(f
′, g)(x)S0g(x) = f ◦ S0g(x).

De même, le changement de variable y = Sj−1g(x) + zQjg(x) nous donne

Rj(f
′, g)(x)Qjg(x) =

∫ Sj−1u(x)+Qjg(x)

Sj−1u

f ′(y)dy,

d’où

Rj(f
′, g)(x)Qjg(x) = f ◦ (Sj−1g(x) +Qjg(x))− f ◦ Sj−1g(x).

On a

Sj−1g(x) +Qjg(x) = Sjg(x),

donc

Rj(f
′, g)Qjg(x) = f ◦ Sjg(x)− f ◦ Sj−1g(x) (∀j ≥ 1),

finalement, la formule (2.1) donne

f ◦ g =
∞∑
j=0

Rj(f
′, g)Qjg,

ce qui termine la démonstration.

La preuve des résultats principaux de ce chapitre se base sur le fait que Tf est borné sur

l’espace Bs
∞,q(Rn). Dans la proposition suivante nous rappelons une propriété de compo-

sition dans Bs
∞,q(Rn).

23



Etude sur certains espaces fonctionnels Mohamed Saadi

Proposition 2.9 Soient 0 < s 6= 1 et 0 < q ≤ ∞. Soit f : R→ R une fonction mesurable

appartenant à Bs
∞,q(R)loc.

(i) Si s < 1, alors Tf est borné de W 1
∞(Rn) dans Bs

∞,q(Rn).

(ii) Si s > 1, alors Tf est borné de Bs
∞,q(Rn) dans lui même.

De plus, il existe une fonction continue croissante φ : R+ → R+ qui dépend seulement de

n, q et s, telle que, pour toute fonction f , et toute g dans les différents espaces dans (i),

(ii), on a

‖Tf (g)‖Bs∞,q(Rn) ≤ ‖fϕt‖Bs∞,q(R)φ(‖g‖W 1
∞(Rn)) si 0 < s < 1,

et

‖Tf (g)‖Bs∞,q(Rn) ≤ ‖fϕt‖Bs∞,q(R)φ(‖g‖Bs∞,q(Rn)) si s > 1,

avec t ≥ max(1, ‖g‖∞).

Preuve. Voir [6, 21, 24].

Comme conséquence de la Proposition 2.9 nous avons la proposition suivante :

Proposition 2.10 Soient 0 < s 6= 1, 0 < p < ∞ et 0 < q ≤ ∞. Soient f : R → R une

fonction mesurable appartenant à Bs+1
∞,q(R)loc et g une fonction telle que g ∈ W 1

∞(Rn) pour

s < 1(g ∈ Bs
∞,q(Rn) si s > 1). Alors la suite (Rj(f

′, g))j≥0 est uniformément bornée dans

Bs
∞,q(Rn). De plus, il existe une fonction continue croissante φ : R+ → R+ qui dépend

seulement de n, q et s, telle que

‖(Rj(f
′, g)‖Bs∞,q(Rn) ≤ c1‖f ′ϕt‖Bs∞,q(R)φ(c2‖g‖W 1

∞(Rn)) si 0 < s < 1, (2.3)

et

‖(Rj(f
′, g)‖Bs∞,q(Rn) ≤ c1‖fϕt‖Bs∞,q(R)φ(c2‖g‖Bs∞,q(Rn)) si s > 1, (2.4)

avec t ≥ max(1, ‖g‖∞).

Preuve. Voir [24].

Les estimations (2.3)–(2.4) jouent un rôle important dans ce chapitre.

2.3 Estimations de base

On commence par une estimation de type de Nikol’skij.
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Proposition 2.11 Soient 0 < p <∞, 0 < q ≤ ∞, s > (n/min(p, q)− n)+ et τ ≥ 0. Soit

b > 0. Soit (uj)j≥0 une suite dans S ′(Rn) telle que

• ûj est portée par la boule |ξ| ≤ b2j,

• A := sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2nτk
∥∥∥( ∑

j≥k+

|2sjuj(·)|q
)1/q∥∥∥

Lp(Pk,ν)
<∞.

Alors la série
∑
j≥0

uj converge dans S ′(Rn) vers une limite notée u qui vérifie ‖u‖F s,τp,q (Rn) ≤

cA, où la constante c ne dépend que de n, s, τ, p, q et b.

Preuve. Voir [35, p. 151].

Comme nous l’avons dit auparavant, la preuve du Théorème 2.4 est basée sur une esti-

mation, connue dans le cas général par “lemme de presque-orthogonalité".

Proposition 2.12 Soient 0 < p < ∞, 0 < q ≤ ∞, s > (n/min(p, q) − n)+ et 0 ≤ τ ≤
1/p. Soient b > 0, (mj)j≥0 une suite de fonctions appartenant à Bs

∞,q(Rn) et (fj)j≥0 une

suite dans S ′(Rn) telle que

• f̂j est portée par la boule |ξ| ≤ b2j,

• A := sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2nτk
∥∥∥( ∑

j≥k+

(2sj|fj(·)|)q
)1/q∥∥∥

Lp(Pk,ν)
<∞.

Alors, on a ∥∥∥∑
j≥0

mjfj

∥∥∥
F s,τp,q (Rn)

≤ cA sup
j≥0
‖mj‖Bs∞,q(Rn),

où la constante c ne depend que de n, p, q, s, τ et b.

Preuve. D’après la Proposition 1.3 pour tout j ∈ N0, nous pouvons écrire

mj = Sjmj +
∑
`≥j+1

Q`mj dans S ′(Rn),

ce qui permettera d’obtenir la décomposition suivante
∑
j≥0

mjfj = g1 + g2, où

g1 :=
∑
j≥0

fjSjmj et g2 :=
∑
`≥1

`−1∑
j=0

fjQ`mj.

Estimation de g1. La fonction f̂jSjmj est portée par la boule |ξ| ≤ (b + 3/2)2j, donc
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par la Proposition 2.11, nous avons

‖g1‖F s,τp,q (Rn) ≤ c sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2nτk
∥∥∥( ∑

j≥k+

(2sj|fjSjmj(·)|)q
)1/q∥∥∥

Lp(Pk,ν)
.

Par l’inégalité de Young ‖Sjmj‖∞ ≤ c‖mj‖∞ (∀j ≥ 0), et l’injection Bs
∞,q(Rn) ↪→ L∞(Rn)

car (s > 0), nous obtenons

‖g1‖F s,τp,q (Rn) ≤ c sup
j≥0
‖Sjmj‖∞ sup

k∈Z
sup
ν∈Zn

2nτk
∥∥∥( ∑

j≥k+

(2sj|fj(·)|)q
)1/q∥∥∥

Lp(Pk,ν)

≤ c sup
j≥0
‖mj‖∞ sup

k∈Z
sup
ν∈Zn

2nτk
∥∥∥( ∑

j≥k+

(2sj|fj(·)|)q
)1/q∥∥∥

Lp(Pk,ν)

≤ cA sup
j≥0
‖mj‖Bs∞,q(Rn).

Estimation de g2. Le support de la fonction F(
∑`−1

j=0 fjQ`mj) est contenu dans la boule

|ξ| ≤ (b/2 + 3/2)2` avec ` ≥ 1. Donc la Proposition 2.11 permet d’obtenir

‖g2‖F s,τp,q (Rn) ≤ c sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2nτk
∥∥∥( ∑

`≥1+k+

( `−1∑
j=0

2s`q|fjQ`mj(·)|
)q)1/q∥∥∥

Lp(Pk,ν)
. (2.5)

Nous allons maintenant estimer ‖g2‖F s,τp,q (Rn) en plusieurs étapes selon les valeurs de p et

q.

Le cas p ≥ 1 et q ≥ 1. On commence par appliquer l’inégalité de Minkowski dans la

partie droite de (2.5). Il vient alors

‖g2‖F s,τp,q (Rn) ≤ c1 sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2nτk
∥∥∥∑
j≥0

( ∑
`≥j+1

|2s`fjQ`mj(·)|q
)1/q∥∥∥

Lp(Pk,ν)

≤ c1 sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2nτk
∥∥∥∑
j≥0

( ∑
`≥j+1

‖2smQ`mj‖q∞
)1/q
|fj(·)|

∥∥∥
Lp(Pk,ν)

.

Nous écrivons la somme
∑
j≥0

comme étant la somme de deux termes
( ∑
j≤k+

+
∑

j≥k++1

)
et nous utilisons le fait que la suite (mj)j est borné de dans Bs

∞,q(Rn), nous obtenons
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l’estimation suivante :

‖g2‖F s,τp,q (Rn) ≤ c sup
j≥0
‖mj‖Bs∞,q(Rn)(A1 + A2) (2.6)

où

A1 := sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2nτk
∥∥∥ ∑
j≥1+k+

|fj(·)|
∥∥∥
Lp(Pk,ν)

et A2 := sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2nτk
∥∥∥ k+∑
j=0

|fj(·)|
∥∥∥
Lp(Pk,ν)

.

Par l’inégalité de Hölder nous avons

A1 = sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2nτk
∥∥∥ ∑
j≥k+

2−sj|2sjfj(·)|
∥∥∥
Lp(Pk,ν)

≤ sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2nτk
∥∥∥( ∑

j≥k+

2−sjq
′
)1/q′( ∑

j≥k+

|2sjfj(·)|q
)1/q∥∥∥

Lp(Pk,ν)

≤ cA. (2.7)

Passons à l’estimation du terme A2. Par l’inégalité élémentaire suivante :

(∫
Pk,ν

( ∑
j≤k+

|fj(x)
)p
dx
)1/p
≤ 2−kn/p

∑
j≤k+

‖fj‖∞,

nous obtenons

A2 ≤ sup
k≥1

2kn(τ−1/p)
k+∑
j=0

‖fj‖∞. (2.8)

Maintenant, nous allons estimer ‖fj‖∞. On pose φj := 2jnφ(2j(·)) et r−1 := max(2, b/2).

Alors fj = fj ∗ φj et nous avons

|fj(x)| = rn
∣∣∣ ∫

Rn
φj(x− ry)fj(ry)dy

∣∣∣
≤ rn

∑
µ∈Zn

∫
Pj,µ

|φj(x− ry)fj(ry)|dy

≤ rn
(

sup
ν∈Zn

sup
z∈Pj,ν

|fj(rz)|
) ∑
µ∈Zn

∫
Pj,µ

|φj(x− ry)|dy. (2.9)

Par définition de r (0 < r ≤ 1/2), il est clair que :

y ∈ Pj,µ ⇒ ry ∈ Pj,〈rµ〉, (2.10)
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où 〈rµ〉 := ([rµ1], . . . , [rµn]) ∈ Zn. En effectuant le changement de variable w := ry dans

la dernière intégrale de (2.9), nous obtenons

∑
〈rµ〉∈Zn

∫
Pj,〈rµ〉

|φj(x− w)|dw =

∫
Rn
|φj(x− w)|dw = ‖φ‖1.

Nous avons alors

|fj(x)| ≤ ‖φ‖1 sup
ν∈Zn

sup
z∈Pj,ν

|fj(rz)| (∀j ≥ 0, ∀x ∈ Rn). (2.11)

Nous allons utiliser la Proposition 1.9 (avec ψ := fj(r(·))), puisque f̂j(r−1(·)) est portée

par la boule |ξ| ≤ rb2j ≤ 2j+1, il vient

sup
z∈Pj,ν

|fj(rz)| ≤ 2jn/p sup
µ∈Zn
‖fj(r(·))‖Lp(Pj,µ).

En tenant compte de la formule (2.10) nous avons

‖fj(r(·))‖Lp(Pj,ν) = ‖fj‖Lp(Pj,〈rν〉)

≤ supµ∈Zn ‖fj‖Lp(Pk,µ).

Par conséquent on a

sup
z∈Pj,ν

|fj(rz)| ≤ c2jn/p sup
µ∈Zn
‖fj‖Lp(Pj,µ). (2.12)

Dans un autre sens, en utilisant la définition de A, un calcul simple donne

‖fj‖Lp(Pj,ν) ≤ c2−j(nτ+s)A (∀j ≥ 0, ∀ν ∈ Zn). (2.13)

Revenons à l’estimation de A2. Il suffit maintenant de combiner (2.12), (2.13) et (2.11)

pour obtenir

|fj(x)| ≤ c2j(n/p−nτ−s)A (∀j ≥ 0, ∀x ∈ Rn).
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Comme 0 ≤ τ ≤ 1/p et s > 0, de l’inégalité (2.8) nous avons

A2 ≤ c1A sup
k∈Z

2kn(τ−1/p)
k+∑
j=0

2−jn(τ−1/p)2−sj

≤ c1A
(

1 + sup
k≥1

2kn(τ−1/p)
k∑
j=0

2−jn(τ−1/p)2−sj
)
≤ c2A. (2.14)

Finalement, en remplaçant (2.7) et (2.14) dans (2.6) nous obtenons l’estimation voulue,

i.e.

‖g2‖F s,τp,q (Rn) ≤ cA sup
j≥0
‖mj‖Bs∞,q(Rn).

Le cas (p < 1) ou (q < 1). Nous allons utiliser l’inégalité élémentaire suivante

∥∥∥(∑
`≥0

∣∣∣∑
j≥0

hj,`

∣∣∣q)1/q∥∥∥d
Lp(Pk,ν)

≤
∑
j≥0

∥∥∥(∑
`≥0

|hj,`|q
)1/q∥∥∥d

Lp(Pk,ν)
d := min(p, q), (2.15)

pour toute suite de fonctions (hj,`)j,`∈N0 intégrables sur Pk,ν(voir l’annexe).

Nous partons de (2.5) et nous appliquons (2.15), on a

‖g2‖dF s,τp,q (Rn) ≤ c sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2ndτk
∑
j≥0

∥∥∥( ∑
`≥j+1

∣∣∣2s`qfjQ`mj(·)
∣∣∣q)1/q∥∥∥d

Lp(Pk,ν)
. (2.16)

Delà nous distinguons deux cas d = q et d = p.

Le cas d = q(i.e. q < 1 ≤ p ou q ≤ p < 1). L’inégalité (2.16) devient

‖g2‖F s,τp,q (Rn) ≤ c sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2nτk
(∑
j≥0

∥∥∥( ∑
`≥j+1

∣∣∣2s`qfjQ`mj(·)
∣∣∣q)1/q∥∥∥q

Lp(Pk,ν)

)1/q
.

≤ c sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2nτk
(∑
j≥0

∥∥∥( ∑
`≥j+1

‖2s`qQ`mj‖q∞
)1/q
|fj(·)|

∥∥∥q
Lp(Pk,ν)

)1/q
,

ce qui implique

‖g2‖F s,τp,q (Rn) ≤ c sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2nτk
(∑
j≥0

‖mj‖Bs∞,q(Rn)‖fj‖
q
Lp(Pk,ν)

)1/q
≤ c sup

j≥0
‖mj‖Bs∞,q(Rn) sup

k∈Z
sup
ν∈Zn

2nτk
(∑
j≥0

‖fj‖qLp(Pk,ν)
)1/q

.
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Nous décomposons à nouveau la somme à droite, ce qui donne

‖g2‖F s,τp,q (Rn) ≤ c supj≥0 ‖mj‖Bs∞,q(Rn)(A3 + A4), (2.17)

où

A3 := sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2nτk
( ∑
j≥k+

‖fj‖qLp(Pk,ν)
)1/q

et A4 := sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2nτk
( k+∑
j=0

‖fj‖qLp(Pk,ν)
)1/q

.

Soit
1

r
:=

1

p
− 1

q
> 0. Par l’inégalité de Hölder nous avons

( ∑
j≥k+

‖fj‖qLp(Pk,ν)
)1/q
≤
( ∑
j≥k+

2−sjr
)1/r( ∑

j≥k+

2sjp‖fj‖pLp(Pk,ν)
)1/p

. (2.18)

Nous allons majorer
( ∑
j≥k+

2spj‖fj‖pLp(Pk,ν)
)1/p

. En utilisant l’injection `q(N0) ↪→ `p(N0),

on a ( ∑
j≥k+

2spj‖fj‖pLp(Pk,ν)
)1/p

=
∥∥∥( ∑

j≥k+

|2sjfj(·)|p
)1/p∥∥∥

Lp(Pk,ν)

≤
∥∥∥( ∑

j≥k+

|2sjfj(·)|q
)1/q∥∥∥

Lp(Pk,ν)
.

Cette dernière estimation et l’inégalité (2.18) impliquent

A3 ≤ cA. (2.19)

Pour A4, en utilisant les mêmes calculs comme dans l’estimation de A2, nous arrivons à

A4 ≤ cA sup
k∈Z

2kn(τ−1/p)
k+∑
j=0

2−jqn(τ−1/p)2−sqj

≤ cA
(

1 + sup
k≥1

2kn(τ−1/p)
k∑
j=0

2−jnq(τ−1/p)2−sqj
)
≤ cA. (2.20)

Enfin, Les estimations (2.17), (2.19) et (2.20) nous donnent

‖g2‖F s,τp,q (Rn) ≤ cA sup
j≥0
‖mj‖Bs∞,q(Rn).
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Le cas d = p.(i.e. p < 1 ≤ q ou p ≤ q < 1). De l’inégalité (2.16) nous avons

‖g2‖F s,τp,q (Rn) ≤ c sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2nτk
(∑
j≥0

∥∥∥( ∑
`≥j+1

∣∣∣2smqfjQ`mj(·)
∣∣∣q)1/q∥∥∥p

Lp(Pk,ν)

)1/p
.

Comme dans le cas précedent, nous arrivons à la decomposition suivante

‖g2‖F s,τp,q (Rn) ≤ c(A5 + A6),

où

A5 := sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2nτk
( ∑
j≥1+k+

‖fj‖pLp(Pk,ν)
)1/p

et A6 := sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2nτk
( k+∑
j=0

‖fj‖pLp(Pk,ν)
)1/p

.

Les estimations de A5 et A6 sont similaires à celles de A1 et A2, respectivement, avec

quelques modifications techniques. En effet, par l’inégalité de Hölder (ici
1

r
:=

1

p
− 1

q
> 0),

nous avons

A5 =
( ∑
j≥1+k+

‖fj‖pLp(Pk,ν)
)1/p

=
∥∥∥( ∑

j≥1+k+

2−sjp|2sjfj(·)|p
)1/p∥∥∥

Lp(Pk,ν)

≤
( ∑
j≥1+k+

2−sjr
)1/r∥∥∥( ∑

j≥1+k+

|2sjfj(·)|q
)1/q∥∥∥

Lp(Pk,ν)
(∀k ∈ Z),

donc A5 ≤ cA. Pour A6, comme dans (2.14) nous obtenons

A6 ≤ c1A
(

1 + sup
k≥1

2kn(τp−1)
k∑
j=0

2−jn(τp−1)2−sjp
)1/p
≤ c2A.

Ce qui termine la démonstration de la Proposition 2.12.

Pour l’espace Bs,τ
p,q (Rn) nous avons aussi un lemme de presque-orthogonalité prouvé dans

[24], nous lui rappelons dans la proposition suivante :

Proposition 2.13 Soient 0 < p, q ≤ ∞, s > (n/p − n)+ et 0 ≤ τ ≤ 1/p. Soient b > 0,

(mj)j≥0 une suite de fonctions appartenant à Bs
∞,q(Rn) et (fj)j≥0 une suite dans S ′(Rn)

telle que

• f̂j est portée par la boule |ξ| ≤ b2j,

31



Etude sur certains espaces fonctionnels Mohamed Saadi

• A := sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2nτk
( ∑
j≥k+

(2sj‖fj‖Lp(Pk,ν))
q
)1/q

<∞.

Alors, on a ∥∥∥∑
j≥0

mjfj

∥∥∥
Bs,τp,q (Rn)

≤ cA sup
j≥0
‖mj‖Bs∞,q(Rn),

où la constante c ne depend que de n, p, q, s, τ et b.

2.4 Preuve du Théorème 2.4

Soit g une fonction telle que g ∈ W 1
∞(Rn) ∩ F s,τ

p,q (Rn), s < 1 ( pour s > 1 la fonction

g est prise dans l’espace Bs
∞,q(Rn) ∩ F s,τ

p,q (Rn)). Nous allons utiliser les notations de la

Proposition 2.8, rappelons que

f ◦ g =
∑
j≥0

Rj(f
′, g)Qjg. (2.21)

Les opérateurs Sj et Qj sont uniformément bornés dans L∞(Rn), donc il existe deux

constantes c1 et c2 telles que

‖S0g‖∞ ≤ c1‖g‖∞ et ‖Sj−1g + zQjg‖∞ ≤ c2‖g‖∞ (∀z ∈ [0, 1], j = 1, 2, . . .).

Pour t > max(1, c1‖g‖∞, c2‖g‖∞), on a

Rj(f
′, g) = Rj(ϕtf

′, g),

donc par la formule (2.21) nous obtenons

f ◦ g =
∑
j≥0

Rj(ϕtf
′, g)Qjg. (2.22)

Par la Proposition 2.12 et la formule (2.22) nous avons

‖Tf (g)‖F s,τp,q (Rn) ≤ sup
j≥0
‖Rj(ϕtf

′, g)‖Bs∞,q(R)‖g‖F s,τp,q (Rn).
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Donc, par la Proposition 2.10 nous obtenons les estimations suivantes

‖Tf (g)‖F s,τp,q (Rn) ≤ c‖f ′ϕt‖Bs∞,q(R)φ(c‖g‖W 1
∞(Rn))‖g‖F s,τp,q (Rn) (s < 1),

et

‖Tf (g)‖F s,τp,q (Rn) ≤ c‖f ′ϕt‖Bs∞,q(R)φ(c‖g‖Bs∞,q(Rn))‖g‖F s,τp,q (Rn) (s > 1),

avec t ≥ max(1, ‖g‖∞). On termine la preuve par l’inégalité

‖f ′ϕt‖Bs∞,q(R) ≤ c‖fϕt‖Bs+1
∞,q(R)

pour tout t > 0, ce qui nous donne

‖Tf (g)‖F s,τp,q (Rn) ≤ c‖fϕt‖Bs+1
∞,q(R)φ(c‖g‖W 1

∞(Rn))‖g‖F s,τp,q (Rn) (s < 1),

et

‖Tf (g)‖F s,τp,q (Rn) ≤ c‖fϕt‖Bs+1
∞,q(R)φ(c‖g‖Bs∞,q(Rn))‖g‖F s,τp,q (Rn) (s > 1).

2.5 Quelques cas particuliers

Dans ce paragraphe, nous allons donner quelques corollaires qui résultent du Théorèmes

2.3 et 2.4, leurs preuves sont dans l’annexe.

Corollaire 2.14 Soient s, p, q et τ comme dans le Théorème 2.3 avec s non entier. Soit

f : R→ R une fonction mesurable telle que f(0) = 0 et f (j) ∈ Lloc∞ (Rn)(j = 1, 2, ..., [s]+2).

• Si s < 1, alors Tf est borné de W 1
∞(Rn) ∩Bs,τ

p,q (Rn) dans Bs,τ
p,q (Rn).

• Si s > 1, alors Tf est borné de Bs
∞,q(Rn) ∩Bs,τ

p,q (Rn) dans Bs,τ
p,q (Rn).

Corollaire 2.15 Soient s, p, q et τ comme dans le Corollaire 2.14 avec s− [s] > 1/p. Soit

f : R→ R une fonction mesurable tell que f(0) = 0 et f ∈ Bs+2
p,q (R)loc.

• Si s < 1, alors Tf est borné de W 1
∞(Rn) ∩Bs,τ

p,q (Rn) dans Bs,τ
p,q (Rn).

• Si s > 1, alors Tf est borné de Bs
∞,q(Rn) ∩Bs,τ

p,q (Rn) dans Bs,τ
p,q (Rn).
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Corollaire 2.16 Soient s, p, q et τ comme dans le Théorème 2.4 avec s non entier. Soit

f : R→ R une fonction mesurable tell que f(0) = 0 et f (j) ∈ Lloc∞ (Rn), (j = 1, 2, ..., [s]+2).

• Si s < 1, alors Tf est borné de W 1
∞(Rn) ∩ F s,τ

p,q (Rn) dans F s,τ
p,q (Rn).

• Si s > 1, alors Tf est borné de Bs
∞,q(Rn) ∩ F s,τ

p,q (Rn) dans F s,τ
p,q (Rn).

Corollaire 2.17 Soient s, p, q et τ comme dans le Corollaire 2.16 avec s− [s] > 1/p. Soit

f : R→ R une fonction mesurable tell que f(0) = 0 et f ∈ F s+2
p,q (R)loc.

• Si s < 1, alors Tf est borné de W 1
∞(Rn) ∩ F s,τ

p,q (Rn) dans F s,τ
p,q (Rn).

• Si s > 1, alors Tf est borné de Bs
∞,q(Rn) ∩ F s,τ

p,q (Rn) dans F s,τ
p,q (Rn)

Corollaire 2.18 Soient 0 < p0 ≤ p < ∞, 0 < q0, q ≤ ∞, (n/min(p, q) − n)+ < s 6=
1, s0 > s, 0 ≤ τ ≤ 1/p et s0 − n/p0 = s − n/p. Soit f : R → R une fonction mesurable

telle que f(0) = 0 et f ∈ Bs+1
∞,q(R)loc.

• Si s < 1, alors Tf est borné de W 1
∞(Rn) ∩ F s0,τ

p0,q0
(Rn) dans F s,τ

p,q (Rn).

• Si s > 1, alors Tf est borné de Bs
∞,q(Rn) ∩ F s0,τ

p0,q0
(Rn) dans F s,τ

p,q (Rn).

Corollaire 2.19 Soient 0 < p ≤ p0 <∞, 0 < q0 ≤ q ≤ ∞, 0 ≤ τ0 ≤ τ ≤ 1/p, τ0 − 1/p0 =

τ − 1/p et (n/min(p, q)− n)+ < s 6= 1. Soit f : R→ R une fonction mesurable telle que

f(0) = 0 et f ∈ Bs+1
∞,q(R)loc.

• Si s < 1, alors Tf est borné de W 1
∞(Rn) ∩ F s,τ0

p0,q0
(Rn) dans F s,τ

p,q (Rn).

• Si s > 1, alors Tf est borné de Bs
∞,q0(R

n) ∩ F s,τ0
p0,q0

(Rn) dans F s,τ
p,q (Rn).

Corollaire 2.20 Soient 0 < p0 ≤ p ≤ ∞, 0 < q0 ≤ q ≤ ∞, (n/p − n)+ < s 6= 1, s0 >

s, 0 ≤ τ ≤ 1/p et s0 − n/p0 = s − n/p. Soit f : R → R une fonction mesurable telle que

f(0) = 0 et f ∈ Bs+1
∞,q(R)loc.

• Si s < 1, alors Tf est borné de W 1
∞(Rn) ∩Bs0,τ

p0,q0
(Rn) dans Bs,τ

p,q (Rn).

• Si s > 1, alors Tf est borné de Bs
∞,q0(R

n) ∩Bs0,τ
p0,q0

(Rn) dans Bs,τ
p,q (Rn).

Corollaire 2.21 Soient 0 < p ≤ p0 ≤ ∞, 0 < q0 ≤ q ≤ ∞, 0 ≤ τ0 ≤ τ ≤ 1/p, (n/p −
n)+ < s 6= 1 et τ0 − 1/p0 = τ − 1/p. Soit f : R → R une fonction mesurable telle que

f(0) = 0 et f ∈ Bs+1
∞,q(R)loc.

• Si s < 1, alors Tf est borné de W 1
∞(Rn) ∩Bs,τ0

p0,q0
(Rn) dans Bs,τ

p,q (Rn).

• Si s > 1, alors Tf est borné de Bs
∞,q0(R

n) ∩Bs,τ0
p0,q0

(Rn) dans Bs,τ
p,q (Rn).
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2.6 Le cas limite s = 1

Dans ce paragraphe, on s’intéresse au cas s = 1. On désigne par Ẇm
∞(Rn)(m = 1, 2, ...)

l’espace de Sobolev homogène des f ∈ S ′(Rn) telle que f (α) ∈ L∞(Rn) pour tout |α| = m

munit de la semi-norme ‖f‖Ẇm
∞

=
∑
|α|=m ‖f (α)‖∞.

Proposition 2.22 Soit 0 < q ≤ ∞. Si f : R→ R une fonction appartenant à (Ẇ 1
∞(R)∩

B1
∞,q(R))loc, alors Tf est borné de Ẇ 1

∞(Rn) ∩ B1
∞,q(Rn) dans B1

∞,q(Rn). De plus, il existe

une constante c = c(n, q) > 0 telle qu’ on ait

‖Tf (g)‖B1
∞,q(Rn) ≤ c‖fϕt‖Ẇ 1

∞(R)∩B1
∞,q(R) (1 + ‖g‖Ẇ 1

∞(Rn)∩B1
∞,q(Rn))

pour toutes les fonctions f et toutes les fonctions g ∈ Ẇ 1
∞(Rn) ∩ B1

∞,q(Rn) avec t ≥
max(1, ‖g‖∞).

Preuve. Voir [6, 24].

Proposition 2.23 Soit f : R→ R une fonction telle que f ∈ B1
∞,q(R)loc. Soient 1 ≤ q ≤

∞ et ε > 0, si u ∈ B1+ε
∞,q(Rn) alors f ◦ u ∈ B1

∞,q(Rn). De plus, il existe une constante

c = c(n, q) > 0 telle que

‖f ◦ u‖B1
∞,q(Rn) ≤ c‖fϕt‖B1

∞,q(R)

(
1 + ‖u‖B1+ε

∞,q(Rn) + ‖u‖1/(1+ε)
B1+ε
∞,q(Rn)

)
,

avec t ≥ max(1, ‖u‖∞).

Preuve. Voir [21].

En utilisant les Propositions 2.22-2.23 nous trouvons les assertions suivantes, leurs preuves

sont similaires à celles des Théorèmes 2.3–2.4 (voir l’annexe).

Théorème 2.24 Soient 0 < q, p ≤ ∞, (n/p − n)+ < s = 1 et 0 ≤ τ ≤ 1/p. Soit

f : R→ R une fonction mesurable telle que f(0) = 0 et f ∈ (Ẇ 2
∞(R) ∩B2

∞,q(R))loc, alors

Tf est borné de Ẇ 1
∞(Rn) ∩B1

∞,q(Rn) ∩B1,τ
p,q (Rn) dans B1,τ

p,q (Rn).

35



Etude sur certains espaces fonctionnels Mohamed Saadi

Théorème 2.25 Soient 0 < q ≤ ∞, 0 < p < ∞, (n/min(p, q) − n)+ < s = 1 et

0 ≤ τ ≤ 1/p. Soit f : R → R une fonction mesurable telle que f(0) = 0 et f ∈
(Ẇ 2
∞(R)∩B2

∞,q(R))loc, alors Tf est borné de Ẇ
1
∞(Rn)∩B1

∞,q(Rn)∩F 1,τ
p,q (Rn) dans F 1,τ

p,q (Rn).

Théorème 2.26 Soient 0 < p, q ≤ ∞, (n/p − n)+ < s = 1, ε > 0 et 0 ≤ τ ≤ 1/p. Soit

f : R→ R une fonction mesurable telle que f(0) = 0 et f ∈ B2
∞,q(R)loc, alors Tf est borné

de B1+ε
∞,q(Rn) ∩B1,τ

p,q (Rn) dans B1,τ
p,q (Rn).

Théorème 2.27 Soient 0 < q ≤ ∞, 0 < p < ∞, (n/min(p, q) − n)+ < s = 1, ε > 0 et

0 ≤ τ ≤ 1/p. Soit f : R→ R une fonction mesurable telle que f(0) = 0 et f ∈ B2
∞,q(R)loc,

alors Tf est borné de B1+ε
∞,q(Rn) ∩ F 1,τ

p,q (Rn) dans F 1,τ
p,q (Rn).

2.7 Le cas de l’opérateur para-produit

Définition 2.28 Pour toutes g, u ∈ S(Rn) nous définissons le para-produit par

π(g, u) :=
∑
j≥2

(Sj−2g)(Qju). (2.23)

Proposition 2.29 (i) Si 0 < p, q ≤ ∞, s > (n/p − n)+ et 0 ≤ τ ≤ 1/p, alors

l’application (g, u) −→ π(g, u) est bilinéaire continue de L∞(Rn) × Bs,τ
p,q (Rn) dans

Bs,τ
p,q (Rn).

(ii) Si 0 < q ≤ ∞, 0 < p < ∞, s > (n/min(p, q) − n)+ et 0 ≤ τ ≤ 1/p, alors

l’application (g, u) −→ π(g, u) est bilinéaire continue de L∞(Rn) × F s,τ
p,q (Rn) dans

F s,τ
p,q (Rn).

Preuve. Il est clair que π(., .) est bilinéaire. On fixe g0 ∈ L∞(Rn), alors les Proposi-

tions 2.13 et 2.12 assurent que l’opérateur u 7−→ π(g0, u) est continu de Bs,τ
p,q (Rn) dans

Bs,τ
p,q (Rn) et de F s,τ

p,q (Rn) dans F s,τ
p,q (Rn). De même, pour u0 fixé dans B

s,τ
p,q (Rn), l’opérateur

g 7−→ π(g, u0) est continu de L∞(Rn) dans Bs,τ
p,q (Rn) et pour u0 fixé dans F s,τ

p,q (Rn), l’opé-

rateur u 7−→ π(g, u0) est continu de L∞(Rn) dans F s,τ
p,q (Rn). Comme L∞(Rn), Bs,τ

p,q (Rn) et

F s,τ
p,q (Rn) sont des espaces de Fréchet, la preuve se termine par [28, Corollaire, p. 354].
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Proposition 2.30 Si s > 0, g ∈ L∞(Rn) et u ∈ Bs
∞,q(Rn), alors la série (2.23) converge

géométriquement.

Preuve. Ceci résulte de l’inégalité ‖(Sj−2u)(Qjg)‖∞ ≤ c2−js‖g‖∞‖u‖Bs∞,q(Rn),∀j ∈ Z.

Définition 2.31 On définit l’opérateur de composition modulo le para-produit par la for-

mule :

T̃f (u) := Tf (u)− π(Tf ′u, u).

Dans la suite de ce paragraphe, nous allons étudier l’opérateur T̃f dans l’ntersection

avec As,τp,q(Rn).

Théorème 2.32 Soient 0 < p < ∞, 0 < q ≤ ∞, (n/min(p, q) − n)+ < s 6= 1 et

0 ≤ τ ≤ 1/p. Soit f : R→ R une fonction mesurable telle que f(0) = 0 et f ∈ Bs+1
∞,q(R)loc.

(i) Si s < 1, alors T̃f est borné de W 1
∞(Rn) ∩ F s,τ

p,q (Rn) dans F s,τ
p,q (Rn).

(ii) Si s > 1, alors T̃f est borné de Bs
∞,q(Rn) ∩ F s,τ

p,q (Rn) dans F s,τ
p,q (Rn).

Preuve. D’après la formule (2.1) et les notations (2.2), on a

T̃f (u)− f(S0u) =
∑

j≥0 f(Sj+1u)− f(Sju)−
∑

j≥2 Sj−2(f
′(u))(Qju)

= R1(f
′, u)Q1u+

∑
j≥2(Rj(f

′, u)− Sj−2f ′(u)))(Qju)

=
∑

j≥1 R̃j(f
′, u)Qju,

où

R̃1 := R1

et

R̃j(f, u) := Rj(f, u)− Sj−2(Tfu).

Il n’est pas difficile de prouver que les opérateurs R̃j(f
′, u) sont uniformément bornés dans

Bs
∞,q(Rn), en effet

‖R̃j(f
′, u)‖Bs∞,q(Rn) ≤ c(‖Rj(f

′, u)‖Bs∞,q(Rn) + ‖Sj−2(Tf ′u)‖Bs∞,q(Rn)),
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donc par la Proposition 2.9 et le fait que les opérateurs Rj(f
′, u) et Sj sont uniformément

bornés dans Bs
∞,q(Rn) nous arrivons à la conclusion voulue.

Finalement, on a

T̃f (u) = f(S0u) +
∑
j≥1

R̃j(f
′, u)Qju,

donc ∥∥∥T̃f (u)
∥∥∥
F s,τp,q (Rn)

≤ c
(∥∥∥f(S0u)

∥∥∥
F s,τp,q (Rn)

+
∥∥∥∑
j≥1

R̃j(f
′, u)Qju

∥∥∥
F s,τp,q (Rn)

)
,

on termine la preuve par la Proposition 2.12.

Théorème 2.33 Soient 0 < p, q ≤ ∞, (n/p − n)+ < s 6= 1 et 0 ≤ τ ≤ 1/p. Soit

f : R→ R une fonction mesurable telle que f(0) = 0 et f ∈ Bs+1
∞,q(R)loc.

(i) Si s < 1, alors T̃f est borné de W 1
∞(Rn) ∩Bs,τ

p,q (Rn) dans Bs,τ
p,q (Rn).

(ii) Si s > 1, alors T̃f est borné de Bs
∞,q(Rn) ∩Bs,τ

p,q (Rn) dans Bs,τ
p,q (Rn).

Preuve. Il suffit de raisonner comme dans la preuve du Théomème 2.32 en remplaçant

la Proposition 2.12 par 2.13.
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Chapitre 3

Un calcul fonctionnel en dimension

une

Ce chapitre est consacré à l’étude de l’opérateur de composition Tf sur les espaces

Bs,τ
p,q (R). Il concerne uniquement le cas p = q.

3.1 Les espaces de type de Besov homogènes

P∞(Rn) désigne l’ensemble de tous les polynômes de Rn, S∞(Rn) est l’ensemble des

u ∈ S(Rn) telle que 〈f, u〉 = 0 pour tout f ∈ P∞(Rn). Le dual de S∞(Rn) est appelé

l’espace des distributions modulo les polynômes noté S ′∞(Rn).

Définition 3.1 Soient 1 ≤ p, q ≤ ∞ et s, τ ∈ R. L’espace de type de Besov homogène

Ḃs,τ
p,q (Rn) est l’ensemble des distributions modulo les polynômes f telle que ||f ||Ḃs,τp,q (Rn) <
∞, où

||f ||Ḃs,τp,q (Rn) := sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2nτk

 ∞∑
j=k

{∫
Pk,ν

(2sj|Qjf(x)|)pdx

}q/p
1/q

,

avec la modification usuelle pour p =∞ (ou q =∞).

Remarque 3.2 i) ||f ||Ḃs,τp,q (Rn) = 0 ssi f ∈ P∞(Rn). L’espace quotient Ḃs,τ
p,q (Rn)/P(Rn)

est un espace de Banach, il sera noté Ḃs,τ
p,q (Rn) et ses éléments [f ]∞ = f +P∞(Rn)

oùf ∈ Ḃs,τ
p,q (Rn) seront notés f .

ii) Ḃs,0
p,q(Rn) = Ḃs

p,q(Rn), où Ḃs
p,q(Rn) est l’espace de Besov homogène.
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iii) Si τ < 0 alors Ḃs,τ
p,q (Rn) = P∞(Rn).

Proposition 3.3 Soient 1 ≤ p, q ≤ ∞, s ∈ R et τ ≥ 0. Alors il existe deux constantes

c1, c2 > 0 telles que

c1||f ||Ḃs,τp,q (Rn) ≤ λ(n/p)−s+nτ ||f(λ(·))||Ḃs,τp,q (Rn) ≤ c2||f ||Ḃs,τp,q (Rn),

pour toute f ∈ Ḃs,τ
p,q (Rn) et tout λ > 0.

Preuve. Voir [2].

Proposition 3.4 Soient 1 ≤ p, q ≤ ∞, s ∈ R et τ ≥ 0. Un élément f de S ′∞(Rn)

appartient à Ḃs,τ
p,q (Rn) si et seulement si ∂`f appartient à Ḃs−1,τ

p,q (Rn)(` = 1, 2, ..., n), de

plus
n∑
`=1

‖∂`f‖Ḃs−1,τ
p,q (Rn) est une norme équivalente dans Ḃs,τ

p,q (Rn).

Preuve. La preuve est identique à celle des espaces de Besov homogènes, voir [5].

Pour le lien avec Bs,τ
p,q (Rn) nous avons la relation suivante :

Proposition 3.5 Soient 1 ≤ p, q ≤ ∞, s > 0 et 0 ≤ τ <∞. Alors

Bs,τ
p,q (Rn) =

{
f ∈ Lτp(Rn) : [f ]∞ ∈ Ḃs,τ

p,q (Rn)
}
.

De plus, ‖f‖Lτp(Rn) + ‖[f ]∞‖Ḃs,τp,q (Rn) est une norme équivalente dans Bs,τ
p,q (Rn).

Preuve. Etape 1. Soit f ∈ Lτp(Rn) et [f ]∞ ∈ Ḃs,τ
p,q (Rn). Par définition, on a

‖f‖Bs,τp,q (Rn) ≤ ‖[f ]∞‖Ḃs,τp,q (Rn) ≤ ‖f‖Lτp(Rn) + ‖[f ]∞‖Ḃs,τp,q (Rn).

Etape 2. Nous allons utiliser l’injection suivante :

Bs,τ
p,q (Rn) ↪→ Lτp(Rn), (3.1)

(voir la Proposition 1.20).
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Soit f ∈ Bs,τ
p,q (Rn), par (3.1) nous avons ‖f‖Lτp(Rn) ≤ c ‖f‖Bs,τp,q (Rn). D’autre part, il est

facile de prouver que

‖Qjf‖Lp(Pk,ν) ≤ ‖F
−1γ‖L1(Rn)‖f‖Lp(Pk,ν),

donc

‖f‖Ḃs,τp,q (Rn) ≤ sup
k>0

sup
ν∈Zn

2nτk
(∑
j≥k

(2sj‖Qjf‖Lp(Pk,ν))
q
)1/q

+c1 sup
k≤0

sup
ν∈Zn

2nτk‖f‖Lp(Pk,ν)
( 0∑
j=k

2sjq
)1/q

.

L’hypothèse sur s donne
0∑
j=k

2sjq <∞, donc on obtient la borne ‖f‖Bs,τp,q (Rn) + c2‖f‖Lτp(Rn).

Ce qui termine la démonstration.

3.2 Caractérisation par les différences

Pour toute fonction f ∈ Llocu (Rn) (0 < u ≤ ∞), on introduit la notation suivante :

bmu,t(f, x) :=
( 1

tn

∫
B(x,t)

|∆m
h f(x)|udh

)1/u
m ∈ N0, t ∈]0,∞[ et x ∈ Rn.

Proposition 3.6 Soient 0 < u ≤ ∞, 0 < p <∞, 0 ≤ τ ≤ 1/p, r > 0 et s ∈ R tels que

0 < r < p et s > nmax(1/r − 1, 1/r − 1/u).

Alors pour les fonctions appartenant à Llocr (Rn) les assertions suivantes sont équivalentes :

i) f ∈ Bs,τ
p,p(Rn)

ii) f ∈ Llocu (Rn) et

‖f‖′
Bs,τp,p(Rn) := sup

ν∈Zn
sup
k∈Z

2nτk
(∫

Pk,ν

(∫
B(x,1)

|f(y)|udy
)p/u

dx
)1/p

+ sup
ν∈Zn

sup
k∈Z

2nτk
(∫ 1

0

(
t−sp

∫
Pk,ν

(bmu,t(f, x))pdx
)dt
t

)1/p
<∞.
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Les quasi-normes ‖f‖′
Bs,τp,p(Rn) et ‖f‖Bs,τp,p(Rn) sont équivalentes.

Preuve. Voir [35, Corollaire 4.11, Remarque 4.13], où nous avons adapté quelques pa-

ramètres à notre situation.

Proposition 3.7 Soient 0 < s, p < ∞, 0 < q ≤ ∞ et 0 ≤ τ ≤ 1/p. Soient M,N ∈ N0

telles que N ≥ [s + nτ ],M ≤ N et s < M . Alors pour toute fonction f ∈ Lloc1 (Rn)

l’expression

‖f‖′′
Ḃs,τp,q (Rn)

:= sup
ν∈Zn

sup
k∈Z

2nτk
(∫ 21−k

0

t−sq
(∫

Pk,ν

(
t−n
∫
t/2≤|h|<t

∆M
h f(x)dh

)p
dx
)q/pdt

t

)1/q
définit une quasi-norme dans Ḃs,τ

p,q (Rn).

Preuve. Voir [35, Théorème 8.4 ].

3.3 Primitives des fonctions à p-variations bornées

Soit 1 ≤ p < ∞. Pour une fonction g : R → R on note ‖g‖BVp la borne supérieure

des nombres
( N∑
k=1

|g(bk)−g(ak)|p
)1/p

prise sur toute famille finie d’intervalles ]ak, bk[, k =

1, ..., N disjoints. La fonction g est dite à p-variation bornées si ‖g‖BVp < ∞. On note

BVp(R) l’espace des fonctions à p-variations bornées.

Définition 3.8 Soit 1 ≤ p <∞. On dit que la fonction f : R→ R appartient à BV 1
p (R)

si f est Lipchitzienne et f ′ ∈ BVp(R).

Remarque 3.9 Munit de la norme ‖f‖BV 1
p (R) := |f(0)|+‖f ′‖BVp(R), l’espace BV 1

p (R) est

un espace de Banach (voir [7]).
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3.4 Le théorème de composition

Le résultat principal de ce chapitre est le théorème suivant :

Théorème 3.10 Soient 1 < p < ∞, 0 ≤ τ < 1/p et 1 + 1/p < s < 2. Soit f : R → R
telle que f ′ ∈ Bs−1,τ

p,p (R) et f(0) = 0. Alors, l’opérateur de composition Tf envoie l’espace

BV 1
sp−1 ∩Bs,τ

p,p(R) dans Bs,τ
p,p(R). De plus, il existe une constante c > 0 telle que

‖f ◦ g‖Bs,τp,p(R) ≤ c
(
‖f ′‖∞ + ‖f ′‖Bs−1,τ

p,p (R)

)(
‖g‖Bs,τp,p(R) + ‖g‖s−1/p

BV 1
sp−1

)
,

pour toute g ∈ BV 1
sp−1 ∩Bs,τ

p,p(R).

Preuve. Première étape. On suppose que g est analytique et que f ∈ C1(R). Nous allons

utiliser la norme définie dans la Proposition 3.6 (avec u =∞) et la Proposition 3.4, donc

il suffit d’estimer les termes

A1 := sup
ν∈Z

sup
k∈Z

2τk
(∫

Pk,ν

(
sup

y∈B(x,1)

|f ◦ g(y)|
)p
dx
)1/p

et

A2 := sup
ν∈Z

sup
k∈Z

2τk
(∫ 1

0

(∫
Pk,ν

t(1−s)p(b1∞,t((f ◦ g)′, x))pdx
)dt
t

)1/p
.

Estimation de A1. Le fait que f(0) = 0 implique |f ◦ g(y)| ≤ ‖f ′‖∞|g(y)| donc

A1 ≤ ‖f ′‖∞ sup
ν∈Z

sup
k∈Z

2τk
(∫

Pk,ν

(
sup

y∈B(x,1)

|g(y)|
)p
dx
)1/p

≤ ‖f ′‖∞‖g‖Bs,τp,p(Rn). (3.2)

Estimation de A2. Rappelons que

b1∞,t(f, x) := sup
h∈B(x,t)

|∆hf(x)|,

où nous allons utiliser ∆−h au lieu de ∆h pour des raisons techniques.

Comme

|∆−h(f ◦ g)′(x)| ≤ ‖f ′‖∞|∆−hg′(x)|+ |g′(x)||∆−h(f ′ ◦ g)(x)|,

43



Etude sur certains espaces fonctionnels Mohamed Saadi

nous obtenons

A2 ≤ ‖f ′‖∞‖g′‖Bs−1,τ
p,p (Rn) + U, (3.3)

où

U := sup
ν∈Z

sup
k∈Z

2τk
(∫ 1

0

t−(s−1)p
(∫

Pk,ν

(
sup

h∈B(x,t)

|g′(x)|∆−h(f ′ ◦ g)(x)|dx
)p)dt

t

)1/p
.

Donc le problème revient à estimer U . Pour des raisons techniques on écrit

U := sup
ν∈Z

sup
k∈Z

2τ(k+k
′)
(∫ 1

0

t−(s−1)p
∫
Pk+k′,ν

(
sup

h∈B(x,t)

|g′(x)|∆−h(f ′ ◦ g)(x)|dx
)pdt

t

)1/p
,

où k′ est à choisir après. La fonction g étant analytique, donc l’ensemble {x ∈ Pk+k′,ν :

g′(x) = 0} est discrète et son complémentaire dans Pk+k′,ν est la réunion des intervalles

I` disjoints. On pose I` :=]b`, c`[ et on note

I ′`,t :=
{
x ∈ Pk+k′,ν : |c` − x| ≥ 2t et |b` − x| ≥ 2t

}
,

I ′′`,t := I` \ I ′`,t et a` := sup
x∈I`
|g′(x)|.

Il est possible que I ′`,t = φ, dans ce cas là on aura I` = I ′′`,t, pour tout t > 0. On note aussi

que sur I`, la fonction g est surjective, on pose g−1|I` sa réciproque. Donc nous avons

U ≤ U1 + U2, (3.4)

où

U1 := sup
ν∈Z

sup
k∈Z

2τ(k+k
′)
(∫ 1

0

t−(s−1)p
∑
`

∫
I′`,t

(
sup

h∈B(x,t)

|g′(x)|∆−h(f ′ ◦ g)(x)|
)p
dx
dt

t

)1/p
et

U2 := sup
ν∈Z

sup
k∈Z

2τ(k+k
′)
(∫ 1

0

t−(s−1)p
∑
`

∫
I′′`,t

(
sup

h∈B(x,t)

|g′(x)|∆−h(f ′ ◦ g)(x)|
)p
dx
dt

t

)1/p
.
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Estimation de U1. Si I
′
`,t est non vide alors

|g(g−1|I` (y) + h)− y| ≤ a`t. ∀y ∈ g(I ′`,t).

En effectuant le changement de variable y = g|I(x) nous obtenons∫
g(I′`,t)

(
sup

h∈B(x,t)

|g′(x)|∆−h(f ′ ◦ g)(x)|
)p
dx ≤

ap−1`

∫
g(I′`,t)

(
sup

h∈B(g−1
|I (y),t)

|f ′(g(g−1|I` (y) + h))− f ′(g(g−1|I` (y))|
)p
dy ≤

ap−1`

∫
g(I′`,t)

(
sup

h∈B(y,a`t)

|∆−hf ′(y)|
)p
dy.

D’autre côté, nous avons g(I ′`,t) ⊂ [α, β] où nous allons choisir α et β tels que pour certains

m, k, ν ∈ Z on a

α ≥ 2−k−mν et β ≤ 2−k−m(ν + 1),

i.e. pour k ∈ Z fixé on prend m et ν tels que
2−m ≥ 2k(β − α)

2k+mβ − 1 < ν ≤ α2k+m.

Par conséquent, on a g(I ′`,t) ⊂ Pk+m,ν , où k,m et ν dépendent de I ′`,t. Ce qui implique

U1 ≤ sup
ν∈Z

sup
k∈Z

2(k+k′)τ
(∫ 1

0

t−(s−1)p
∑
`

ap−1`

∫
Pk+m,ν

(
sup

h∈B(y,a`t)

|∆−hf ′(y)|
)p
dy
)dt
t

)1/p
,

par le changement de variable z = a`t, il vient

U1 ≤ sup
ν∈Z

sup
k∈Z

2(k+k′)τ
(∫ 1

0

z−(s−1)p
∑
`

asp−1`

∫
Pk+m,ν

(
sup

h∈B(y,z)

|∆−hf ′(y)|
)p
dy
)dz
z

)1/p
.

Par le choix k′ = m et le fait que supk∈Z ... = supk+m∈Z ..., la Proposition 3.6 donne

l’estimation

U1 ≤
(∑

`

asp−1`

)1/p
‖f ′‖Bs−1,τ

p,p (R).
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Maintenant, nous avons (∑
`

asp−1`

)1/p
≤ c‖g‖s−1/p

BV 1
sp−1

, (3.5)

pour (3.5) voir [9, (13)]. Ceci donne l’estimation de U1, i.e.

U1 ≤ c‖g‖s−1/p
BV 1

sp−1
‖f ′‖Bs−1,τ

p,p (R). (3.6)

Estimation de U2. Pour x ∈ I ′′`,t on pose η`(x) la distance de x jusqu’à l’extrémité la plus

proche de l’intervalle I`, d’où par définition |η`(x)| ≤ 2t et g′(x+ η`(x)) = 0, ce qui donne

|g′(x)| ≤ |g′(x)− g′(x+ η`(x))|

≤ sup
|h|≤2t

|g′(x)− g′(x+ h)|, ∀x ∈ I ′′`,t.

Donc

U2 ≤ ‖f ′‖∞ sup
ν∈Z

sup
k∈Z

2τ(k+k
′)
(∫ 1

0

t−(s−1)p
∑
`

∫
I′′`,t

(
sup

h∈B(x,t)

|∆−hg′(x)|
)p
dx
dt

t

)1/p
≤ ‖f ′‖∞ sup

ν∈Z
sup
k∈Z

2τ(k+k
′)
(∫ 21−k

0

t−(s−1)p
∫
Pk+k′,ν

(
sup

h∈B(x,t)

|∆−hg′(x)|
)p
dx
dt

t

)1/p
≤ ‖f ′‖∞‖g′‖Bs−1,τ

p,p (R),

d’où

U2 ≤ c‖f ′‖Bs−1,τ
p,p (R)‖g‖Bs,τp,p(R). (3.7)

En insérant (3.6) et (3.7) dans (3.4) nous obtenons

U ≤ c‖f ′‖Bs−1,τ
p,p (R)(‖g‖

s−1/p
BV 1

sp−1
+ ‖g‖Bs,τp,p(R)). (3.8)

Finalement, on a

‖f ◦ g‖Bs,τp,p(R) ≤ A1 + A2, (3.9)

donc les estimations (3.9), (3.2), (3.3) et (3.8) donnent le résultat voulu i.e.

‖f ◦ g‖Bs,τp,p(R) ≤ c
(
‖f ′‖∞ + ‖f ′‖Bs−1,τ

p,p (R)

)(
‖g‖Bs,τp,p(R) + ‖g‖s−1/p

BV 1
sp−1

)
.
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Deuxième étape. Soit g un élément quelconque de Bs,τ
p,p(R) et f ′ ∈ Bs−1,τ

p,p (R) telle que

f(0) = 0. Alors les fonctions

fj := Sjf − Sjf(0)ρ et gj := Sjg.

sont analytiques. Pour tout j ≥ 0 nous avons ‖Q`Sjg‖Lp(Pk,ν) = ‖φj ∗ Q`g‖Lp(Pk,ν), où

φj := 2jF−1(ρ(2j·)), donc

‖Q`Sjg‖Lp(Pk,ν) =
(∫

Pk,ν

∣∣∣ ∫
Rn
φj(y)Q`g(x− y)dy

∣∣∣pdx)1/p
≤
∫
Rn
|φj(y)|

(∫
Pk,ν

|Q`g(x− y)|pdx
)1/p

dy.

Si x ∈ Pk,ν alors x− y ∈ Pk,[ν−2ky], donc

‖Q`Sjg‖Lp(Pk,ν) ≤ ‖ρ‖1 sup
k∈Z

sup
µ∈Z
‖Q`g‖Pk,µ ,

d’où

‖gj‖Bs,τp,p(R) ≤ c‖g‖Bs,τp,p(R).

De même, nous avons

‖gj‖BV 1
sp−1(R)

≤ c‖g‖BV 1
sp−1(R) (3.10)

et

‖f ′j‖Bs−1,τ
p,p (R) ≤ c(‖f ′‖Bs−1,τ

p,p (R) + |Sjf(0)|). (3.11)

Par l’étape précédente et les estimations (3.10)-(3.11)

‖fj ◦ gj‖Bs,τp,p(R) ≤ c
(
‖f ′j‖∞ + ‖f ′j‖Bs−1,τ

p,p (R)

)(
‖gj‖Bs,τp,p(R) + ‖gj‖s−1/pBV 1

sp−1

)
≤ c

(
‖f ′‖∞ + ‖f ′‖Bs−1,τ

p,p (R) + |Sjf(0)|
)(
‖g‖Bs,τp,p(R) + ‖g‖s−1/p

BV 1
sp−1

)
.(3.12)

D’autre part, fj ◦ gj tend vers f ◦ g dans Lp(R) et Sjf(0) tend vers f(0) = 0 quand j tend

vers ∞ (voir [9, p. 1524]), donc par la propriété de Fatou de Bs,τ
p,p(R) et (3.12) nous avons
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f ◦ g ∈ Bs,τ
p,p(R) et

‖f ◦ g‖Bs,τp,p(R) ≤ supj∈N0
‖fj ◦ gj‖Bs,τp,p(R)

≤ c
(
‖f ′‖∞ + ‖f ′‖Bs−1,τ

p,p (R)

)(
‖g‖Bs,τp,p(R) + ‖g‖s−1/p

BV 1
sp−1

)
.

La preuve du Théorème 3.10 est terminée.
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Deuxième partie

Sur les opérateurs

pseudo-différentiels
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Chapitre 4

Les opérateurs pseudo-différentiels

sur A
s,τ
p,q(Rn)

Nous nous intéressons à l’étude des opérateurs pseudo-différentiels (O. P. D.) sur

As+µ,τp,q (Rn). On commence par citer certaines références [13, 22, 23, 31].

4.1 Généralités

Nous allons donner quelques généralités sur les O.P.D.

Définition 4.1 Un O.P.D. est une application linéaire, notée σ(., D), définie par

σ(x,D)f := (2π)−n
∫
Rn
eix.ξσ(x, ξ)f̂(ξ)dξ, (∀f ∈ S(Rn), ∀x ∈ Rn),

où σ(x, ξ) est une fonction définie de Rn × Rn dans C (le symbole de σ(x,D)).

Définition 4.2 On appelle module de continuité toute fonction ω : R+ → R+ continue,

croissante et concave, vérifiant ω(0) = 0.

Exemple 1 Les fonctions

— ω1(t) = tδ (0 < δ ≤ 1),

— ω2(h) = (log 1
h
)−δ (0 < δ, 0 < h ≤ 1/2),

sont des modules de continuité.

Définition 4.3 Soient ω un module de continuité est Ω : R+ → R+ une fonction vérifiant

∀c > 1,∃Ac > 0, (t/c ≤ u ≤ ct⇒ Ω(u) ≤ AcΩ(t)). (4.1)
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Soient δ ≥ 0, % ≥ 0, µ ≥ 0, N ∈ N et (α, β) ∈ N0
n × N0

n tel que |β| ≤ N . La classe

Σµ
1,δ(ω,Ω, %,N) des symboles de degré µ et de type (1, δ) est l’ensemble des fonctions

σ ∈ C∞(Rn × Rn) telles qu’ils existent deux constantes positives c1, c2 qui dépendent

seulement de α et β de sorte qu’ on ait

|∂αx∂
β
ξ σ(x, ξ)| ≤ c1(1 + |ξ|)µ−|α|+δ|β| (4.2)

et

|∂αx∂
β
ξ σ(x+ h, ξ)− ∂αx∂

β
ξ σ(x, ξ)| ≤ c2(1 + |ξ|)µ−|α|+δ|β|ω(|h||ξ|δ)Ω(|ξ|%). (4.3)

L’ensemble des O.P.D. associé à la classe Σµ
1,δ(ω,Ω, %,N) sera noté OP µ

1,δ(ω,Ω, %,N).

4.1.1 Réduction aux symboles élémentaires

Dans ce paragraphe, on suppose que ω est un module de continuité et Ω une fonction

de R+ dans R+ vérifiant (4.1).

Définition 4.4 Soient a > 0 et ω un module de continuité. L’espace Ca,ω(Rn) est l’en-

semble des f ∈ S ′(Rn) telle que

‖f‖Ca,ω(Rn) :=
∑
|β|≤[a]

‖f‖∞ +
∑
|β|=[a]

sup
h6=0

|f (β)(·+ h)− f (β)|
ω(|h|)

<∞.

Remarque 4.5 Si ω(t) = ta−[a] alors Ca,ω(Rn) = Ca(Rn).

Lemme 4.6 Soient 0 ≤ δ ≤ 1, % ≥ 1 et N ∈ N0. Si (χj)j∈N0 est une suite vérifiant

(χ
(β)
j )j ⊂ L∞ et |χ(β)

j (x+ h)− χ(β)
j (x)| ≤ cω(|h|)Ω(2%j) (|β| ≤ N), (4.4)

alors

‖Qmχj(2
δj·)‖∞ ≤ c(sup

`∈N0

‖χ`‖CN,ω(Rn))2(jδ−m)Nω(2jδ−m)Ω(2%j).

Preuve. Voir [20].

Définition 4.7 Un symbole σ(x, ξ) ∈ Σµ
1,δ(ω,Ω, %,N) est élémentaire s’il existe une fonc-

tion θ ∈ D(Rn) portée par la couronne 1/2 ≤ |ξ| ≤ 2 et une suite (χj)j∈N de fonctions

appartenant à Ca,ω(Rn) telles que :

σ(x, ξ) =
∑
j≥0

2jµχj(2
δjx)θ(2−jξ).
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Remarque 4.8 La méthode introduite par Coifman et Meyer [10] permet d’écrire un

symbole de Σµ
1,δ(ω,Ω, %,N) sous forme élémentaire.

Lemme 4.9 Il existe une fonction θ ∈ S(Rn) portée par la couronne 1/2 ≤ |ξ| ≤ 2 telle

que : ∑
j≥0

[
θ(2−jx)

]2
= 1.

Preuve. On construit la fonction θ comme dans [3, Lemme 6.1.7].

Soit θ une fonction comme dans le Lemme 4.9, on pose

σj(x, ξ) := 2−jµθ(ξ)λ(2−δj, 2jξ),

donc

σj(x, ξ) = (2π)−n
∫
Rn
eiu.ξ(1 + |u|)−L/2χj,u(x)du (4.5)

où

χj,u(x) :=

∫
1/2≤|ξ|≤2

e−iu.ξ(1−∆ξ)
L/2σ(x, ξ)dξ, (4.6)

L est un entier supérieur ou égale à n+ 1.

Maintenant, on pose

λ(x, ξ) :=
∑
j≥0

2jµθ(2−jξ)σj(2
δjx, 2−jξ),

donc les formules (4.5) et (4.6) donnent

λ(x, ξ) = (2π)−n
∫
Rn

(1 + |u|2)−(n+1)/2λu(x, ξ)du, (4.7)

où

λu(x, ξ) :=
∑
j≥0

2jµθu(2
−jξ)χj,u(2

δjx) (4.8)

et

θu(ξ) = (2π)−n(1 + |u|2)(n+1−L)/2eiu.ξθ(ξ).
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On montre que sup
u∈Rn
‖θ(α)u ‖∞ ≤ c pour tout |α| ≤ L− n− 1.

Lemme 4.10 La suite (χj,u) vérifie la propriété

|χ(β)
j,u | ≤ cL et |χ(β)

j,u (x+ h)− χ(β)
j,u | ≤ c′Lω(|h|)Ω(2j%) |β| ≤ N,

où cL, c
′
L sont des constantes indépendantes de u et j.

Preuve. Voir [20, p. 256].

De (4.8), le Lemme 4.10 et la définition de θu nous avons

Proposition 4.11 Les symboles λu sont élémentaires au sens de la définition 4.7.

4.2 Résultats principaux

Nous allons prouver la continuité des O.P.D. appartenant à OP µ
1,δ(ω,Ω, %,N) sur les

espaces de type de Besov et de type Lizorkin-Triebel, on suppose que le module de conti-

nuité ω et la fonction Ω (donnée selon la définition 4.3) vérifient les deux conditions

suivantes : (∑
k≥0

{
ω(2−k)Ω(2k)

}q)1/q
<∞ (0 < q ≤ ∞), (4.9)

(∀ν > 0,∃cν > 0), t > 1⇒
∫ t

1

Ω(u)

uν+1
du ≤ cν

Ω(t)

tν
. (4.10)

Notons que ce type de conditions ont été utilisées par Moussai [20] dans les deux cas

suivants :

- Les espaces de potentiel de Bessel Hs
p(Rn) (1 < p <∞), avec les conditions suivantes

∑
k≥0

{
ω(2−k)Ω(2k)

}2

<∞,

(∀ν > 0,∃cν > 0), t > 1⇒
∫ t

1

Ω2(u)

uν+1
du ≤ cν

Ω2(t)

tν
.
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- Les espaces de Besov Bs
p,q(Rn), (1 ≤ p, q ≤ ∞) avec les conditions

(∑
k≥0

{
ω(2−k)Ω(2k)

}q)1/q
<∞ (1 ≤ q ≤ ∞),

(∀ν > 0,∃cν > 0), t > 1⇒
∫ t

1

Ωq′(u)

uν+1
du ≤ cν

Ωq′(t)

tν
.

Revenons aux résultats principaux :

Théorème 4.12 Soient 0 ≤ δ ≤ 1−% < 1, s ∈ R+\N, µ ≥ 0, 1 ≤ p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞, 0 ≤
τ ≤ 1/p et N ∈ N. Supposons que les conditions (4.1), (4.9) et (4.10) sont vérifiées. Si

s > δN , alors tout O.P.D. opσ ∈ OP µ
1,δ(ω,Ω, %,N) est borné de Bs+µ,τ

p,q (Rn) dans Bs,τ
p,q (Rn).

Théorème 4.13 Soient 0 ≤ δ ≤ 1− % < 1, (n/min(p, q)− n)+ < s ∈ R+ \ N, µ ≥ 0, 1 ≤
p < ∞, 0 < q ≤ ∞, 0 ≤ τ ≤ 1/p et N ∈ N. Supposons que les conditions (4.1), (4.9) et

(4.10) sont vérifiées. Si s > δN , alors tout O.P.D. opσ ∈ OP µ
1,δ(ω,Ω, %,N) est borné de

F s+µ,τ
p,q (Rn) dans F s,τ

p,q (Rn).

La condition (4.9) est optimale dans le sens suivant :

Théorème 4.14 Soient 0 ≤ δ < 1, s ∈ R+\N, µ ≥ 0, 1 ≤ p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞, 0 ≤ τ ≤
1/p et N ∈ N telle que s > δN . Supposons que(∑

k≥0

{
ω(2−k)Ω(2k)

}q)1/q
=∞.

Alors, il existe un O.P.D. opκ ∈ OP µ
1,δ(ω,Ω, %,N) et une fonction g ∈ Bs+µ,τ

p,q (Rn) tel que

opκg /∈ Bs,τ
p,q (Rn).

Théorème 4.15 Soient 0 ≤ δ < 1, (n − n/min(p, q))+ < s ∈ R+\N, µ ≥ 0, 0 < q ≤
∞, 1 ≤ p <∞, 0 ≤ τ ≤ 1/p et N ∈ N telle que s > δN . Supposons que(∑

k≥0

{
ω(2−k)Ω(2k)

}q)1/q
=∞.

Alors, il existe un O.P.D. opκ ∈ OP µ
1,δ(ω,Ω, %,N) et une fonction g ∈ F s+µ,τ

p,q (Rn) tel que

opκg /∈ F s,τ
p,q (Rn).
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4.2.1 Des lemmes de presque-orthogonalité

Proposition 4.16 Soient p, q ∈]0,∞], s > (n/p− n)+ et τ ≥ 0. Soit b > 0. Soit (uj)j≥0

une suite dans S ′(Rn) telle que

• ûj est portée par la boule |ξ| ≤ b2j,

• I := supk∈Z supν∈Zn 2nτk
(∑

j≥k+(2sj‖uj‖Lp(Pk,ν))q
)1/q

<∞.

Alors la série
∑

j≥0 uj converge dans S ′(Rn) vers une limite u qui vérifie ‖u‖Bs,τp,q (Rn) ≤
cI, la constante c ne dépend que de n, s, τ, p, q et b.

Preuve. Voir [24].

Proposition 4.17 Soient η > 0, 0 ≤ δ ≤ 1− % ≤ 1, N ∈ N0, 1 ≤ p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞, 0 ≤
τ ≤ 1/p et s > δN . Supposons que (4.1), (4.9) et (4.10) sont vérifiées. Alors, pour toute

suite (χj)j∈N0 satisfaisant (4.4) et toute suite (fj)j∈N0 telle que supp f̂j ⊂ {ξ ∈ Rn : |ξ| ≤
η2j}, on a ∥∥∥∑

j≥0

χj(2
δj·)fj

∥∥∥
Bs,τp,q (Rn)

≤ c sup
ν∈Zn

sup
k∈Z

2nτk
( ∑
j≥k+

2sjq‖fj‖qLp(Pk,ν)
)1/q

.

Preuve. Comme χj = Sjχj +
∑

m≥j+1Qmχj on peut écrire

∑
j≥0

χj(2
δj·)fj = u1 + u2, (4.11)

où

u1 :=
∑
j≥0

fjSjχj(2
δj·) et u2 :=

∑
k≥1

m−1∑
j=0

fjQmχj(2
δj·). (4.12)

Etape 1 : Estimation de u1. La fonction f̂jSjχj est portée par la boule |ξ| ≤ (η + 3/2)2j,

donc par la Proposition 4.16, on a

‖u1‖Bs,τp,q (Rn) ≤ c sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2nτk
( ∑
j≥k+

2sjq‖fjSjχj(2δj·)‖qLp(Pk,ν)
)1/q

.
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En utilisant l’inégalité de Hölder et le fait que ‖Sjχj‖∞ ≤ c‖χj‖∞ (∀j ≥ 0), nous obtenons

‖u1‖Bs,τp,q (Rn) ≤ c1 sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2nτk
( ∑
j≥k+

2sjq‖fj‖qLp(Pk,ν)‖Sjχj‖
q
∞

)1/q
≤ c2 sup

k∈Z
sup
ν∈Zn

2nτk
( ∑
j≥k+

2sjq‖fj‖qLp(Pk,ν)‖χj‖
q
∞

)1/q
≤ c2 sup

j≥0
‖χj‖∞ sup

k∈Z
sup
ν∈Zn

2nτk
( ∑
j≥k+

2sjq‖fj‖qLp(Pk,ν)
)1/q

.

Etape 2 : Estimation de u2. Grâce à l’injection B
s+N(1−δ),τ
p,q (Rn) ↪→ Bs,τ

p,q (Rn) il suffit d’es-

timer ‖u2‖Bs+N(1−δ),τ
p,q (Rn).

La fonction F(
∑m−1

j=0 fjQmχj) est portée par la boule |ξ| ≤ (b/2 + 3/2)2m avec m ≥ 1. La

Proposition 4.16 nous permet d’obtenir

‖g2‖Bs+N(1−δ),τ
p,q (Rn) ≤ c sup

k∈Z
sup
ν∈Zn

2nτk
( ∑
m>k+

2(s+N(1−δ))mq
∥∥∥m−1∑
j=0

fjQmχj(2
δj·)
∥∥∥q
Lp(Pk,ν)

)1/q
,

(4.13)

par les inégalités de Minkowski et de Hölder nous obtenons

‖g2‖q
B
s+N(1−δ),τ
p,q (Rn)

≤ c sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2nqτk
∑
m>k+

2(s+N(1−δ))mq
(m−1∑
j=0

‖Qmχj(2
δj·)‖∞‖fj‖qLp(Pk,ν)

)q
.

D’après le Lemme 4.6, on peut majorer le terme ‖g2‖q
B
s+N(1−δ),τ
p,q (Rn)

par

c sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2nqτk
∑
m≥1

2(s+N(1−δ))mq
(m−1∑
j=0

2(jδ−m)Nω(2jδ−m)Ω(2%j)‖fj‖Lp(Pk,ν)
)q
,

par l’inégalité de Hölder dans `1({1, ...,m− 1}) nous obtenons

‖g2‖q
B
s+N(1−δ),τ
p,q (Rn)

≤ cA×B, (4.14)

où

A := sup
ν∈Zn

sup
k∈Z

2nqτk
∥∥∥{2sj‖fj‖Lp(Pk,ν)}j∥∥∥q

`∞(N0)
.
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et

B :=
∑
m≥1

2(s+N(1−δ))mq
(m−1∑
j=0

2(jδ−m)N−sjω(2jδ−m)Ω(2%j)
)q
. (4.15)

Par l’injection `q(N0) ↪→ `∞(N0) et des techniques similaires à celles utilisées dans la

preuve de la Proposition 2.12 (estimation de g2) nous avons

A ≤ sup
ν∈Zn

sup
k∈Z

2nqτk
( ∞∑
j=0

‖2sjfj‖qLp(Pk,ν)
)

≤ c sup
ν∈Zn

sup
k∈Z

2nqτk
( ∑
j≥k+

2sjq‖fj‖qLp(Pk,ν)
)
. (4.16)

Maintenant, nous allons estimer le terme B. Pour tout 0 ≤ j ≤ m − 1, nous avons

2jδ−m ≤ 2m(δ−1). Donc la monotonie de ω implique

ω(2jδ−m) ≤ ω(2(δ−1)m) (∀ 0 ≤ j ≤ m− 1),

d’où

B ≤
∑
m≥1

2(s−Nδ)mqωq(2(δ−1)m)T q,

où

T :=
m−1∑
j=0

2j(δN−s)Ω(2%j).

Pour l’estimation de T , on pose u = 2%j, si 0 ≤ j ≤ m alors 1 ≤ u ≤ 2m%, donc les

conditions (4.1) et (4.10) nous donnent

T ≤
∫ 2m%

1

Ω(u)

u(s−δN)/%
du ≤ 2(δN−s)mΩ(2m%),

donc

B ≤
∑
m≥1

ωq(2(δ−1)m)Ωq(2%m).

L’hypothèse δ ≤ 1− % < 1 et la condition (4.9) assurent que

B ≤
∑
m≥1

ωq(2−%m)Ωq(2%m) <∞. (4.17)
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On termine la preuve de la Proposition 4.17 en insérant (4.17) et (4.16) dans (4.14).

Remarque 4.18 La Proposition 4.17 est vérifiée si s > (n/p− n)+ et 0 < q ≤ p < 1.

Preuve. Comme dans la preuve de la Proposition 4.17, nous allons estimer u1 et u2 (voir

(4.11)). L’estimation de u1 ne change pas. Pour u2, l’inégalité (4.13) et le Lemme 4.6

impliquent que le terme ‖u2‖Bs+N(1−δ),τ
p,q (Rn) est majoré par quantité suivante :

c sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2nτk
( ∑
m≥1+k+

2(s+N(1−δ))mq
∥∥∥m−1∑
j=0

2(jδ−m)N−sjω(2jδ−m)Ω(2ρj)2sjfj

∥∥∥q
Lp(Pk,ν)

)1/q
.

(4.18)

Par l’inégalité de Hölder et l’estimation (4.18) nous obtenons

‖u2‖Bs+N(1−δ),τ
p,q (Rn) ≤ cB1/q sup

k∈Z
sup
ν∈Zn

2nτk
∥∥∥supj≥0|2sjfj|∥∥∥

Lp(Pk,ν)
,

B étant donné par (4.15). Comme nous avons

∥∥∥supj≥0|2sjfj|∥∥∥
Lp(Pk,ν)

≤
∥∥∥(∑

j≥0

|2sjfj(·)|q
)1/q∥∥∥

Lp(Pk,ν)
≤
(∑
j≥0

‖2sjfj‖qLp(Pk,ν)
)1/q

,

la preuve est terminée.

Proposition 4.19 Soient η > 0, 0 ≤ δ ≤ 1− % ≤ 1, N ∈ N0, 0 < p <∞, 0 < q ≤ ∞, 0 ≤
τ ≤ 1/p et s > max(δN, (n − n/min(p, q))+). Supposons que (4.1), (4.9) et (4.10) sont

vérifiées. Alors, pour toute suite (χj)j∈N0 vérifiant (4.4) et toute suite (fj)j∈N0 telle que

supp f̂j ⊂ {ξ ∈ Rn : |ξ| ≤ η2j}, on a∥∥∥∑
j≥0

χj(2
δj·)fj

∥∥∥
F s,τp,q (Rn)

≤ c sup
ν∈Zn

sup
k∈Z

2nτk
∥∥∥( ∑

j≥k+

|2sjfj(·)|q
)1/q∥∥∥

Lp(Pk,ν)
.

Preuve. Rappelons qu’ on a la décomposition

∑
j≥0

χj(2
δj·)fj = u1 + u2, (voir (4.11) et (4.12)).
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Etape 1 : Estimation de u1. En utilisant la Proposition 2.11, on a

‖u1‖F s,τp,q (Rn) ≤ c sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2nτk
∥∥∥( ∑

j≥k+

|2sjfjSjχj(2δj·)|q
)1/q∥∥∥

Lp(Pk,ν)
.

Comme ‖Sjχj‖∞ ≤ c‖χj‖∞ (∀j ≥ 0), alors

‖u1‖F s,τp,q (Rn) ≤ c sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2nτk
∥∥∥( ∑

j≥k+

|2sjfj(·)|q‖Sjχj‖q∞
)1/q∥∥∥

Lp(Pk,ν)

≤ c sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2nτk
∥∥∥( ∑

j≥k+

|2sjfj(·)|q‖χj‖q∞
)1/q∥∥∥

Lp(Pk,ν)

≤ c sup
j≥0
‖χj‖∞ sup

k∈Z
sup
ν∈Zn

2nτk
∥∥∥( ∑

j≥k+

|2sjfj(·)|q
)1/q∥∥∥

Lp(Pk,ν)
.

Etape 2 : Estimation de u2. Comme dans la Proposition 4.17, nous utiliserons l’injection

F
s+N(1−δ),τ
p,q (Rn) ↪→ F s,τ

p,q (Rn). La Proposition 2.11 nous donne

‖u2‖F s+N(1−δ),τ
p,q (Rn) ≤ c sup

k∈Z
sup
ν∈Zn

2nτk
∥∥∥( ∑

m>k+

2(s+N(1−δ))mq
∣∣∣m−1∑
j=0

fjQmχj(2
δj·)
∣∣∣q)1/q∥∥∥

Lp(Pk,ν)
.

Par le Lemme 4.6, nous pouvons majorer le terme ‖u2‖F s+N(1−δ)
p,q (Rn) par

sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2nτk
∥∥∥( ∑

m>k+

2(s+N(1−δ))mq
∣∣∣m−1∑
j=0

2(jδ−m)N−sjω(2jδ−m)Ω(2%j)|2sjfj(·)|
∣∣∣q)1/q∥∥∥

Lp(Pk,ν)
,

donc l’inégalité de Hölder assure l’estimation

‖u2‖q
F
s+N(1−δ),τ
p,q (Rn)

≤ cA×
∑
m≥1

2(s+N(1−δ))mq
(m−1∑
j=0

2(jδ−m)N−sjω(2jδ−m)Ω(2%j)
)q
,

où

A := sup
ν∈Zn

sup
k∈Z

2nqτk
∥∥∥ sup
j∈N0

(2sjfj(·))
∥∥∥q
Lp(Pk,ν)

≤ sup
ν∈Zn

sup
k∈Z

2nqτk
∥∥∥( ∞∑

j=0

|2sjfj(·)|q
)1/q∥∥∥q

Lp(Pk,ν)
.

Par les mêmes techniques de la preuve de la Proposition 2.12 (estimation de g2), nous

avons

A ≤ c sup
ν∈Zn

sup
k∈Z

2nqτk
∥∥∥( ∞∑

j=k+

|2sjfj(·)|q
)1/q∥∥∥q

Lp(Pk,ν)
.
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Le terme

B :=
∑
m≥1

2(s+N(1−δ))mq
(m−1∑
j=0

2(jδ−m)N−m−sjω(2jδ−m)Ω(2%j)
)q

a été estimé dans la preuve de la Proposition 4.17.

4.2.2 Preuve du Théorème 4.12 et 4.14

Nous allons utiliser les propositions suivantes :

Proposition 4.20 Soient t ∈]0, 1], C > 0 et R ≥ 1. Soient h ∈ D(Rn) et θ ∈ C∞(Rn)

telles que h et θ̂ sont portées par les boule |ξ| ≤ C et |ξ| ≤ CR, respectivement. Alors

l’inégalité

|(θ ∗ F−1h)(x)| ≤ c(CR)n/t−n‖h‖
Ḃ
n/t
1,t (Rn)

(
M |θ|t(x)

)1/t
est vérifiée, où M et Ḃ

n/t
1,t (Rn) sont la fonction maximal de Hardy-Littlewood sur Rn est

l’espace de Besov homogène, respectivement. La constante c est indépendante de θ, h, C,R

et x.

Preuve. Voir [35, Lemme 6.1, p. 150].

Proposition 4.21 Soient b > 0, 0 < p, q ≤ ∞, s > (n/p − n)+ et τ ≥ 0. Il existe une

constante c > 0, telle que pour toute g ∈ Bs,τ
p,q (Rn) et toute fonction θ ∈ D(Rn) portée par

la boule |ξ| ≤ b, la suite (gj)j∈N0 définie par ĝj := θ(2−j)ĝ, vérifie

sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2nτk

 ∞∑
j=k+

2sj‖gj‖qLp(Pk,ν)

1/q

≤ c||g||Bs,τp,q (Rn).

Preuve. Par considération des supports nous avons,

gj =
∑
µ≥0

Qmgj =
∑

m≥j−µ

Qmgj

(
µ := 1 +

[ log 2b

log b

])
,

donc

‖gj‖Lp(Pk,ν) =
∥∥∥ ∑
m≥j−µ

2jnF−1θ(2j·) ∗Qmg
∥∥∥
Lp(Pk,ν)

. (4.19)
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On traite les cas p < 1 et p ≥ 1 séparément. Commençons par le cas 0 < p < 1. Nous

avons

supp( 2jnF−1θ(2j·)) ⊆ {ξ ∈ Rn : |ξ| ≤ 2j} et supp Qm ⊆ {ξ ∈ Rn : |ξ| ≤ 2m = 2m−j2j},

donc par la Proposition 4.20, pour tout t ∈]0, 1] et m ≥ j nous avons

|2jnF−1θ(2j·) ∗Qmg(x)| ≤ c2(n/t−n)m‖θ(2−j·)‖
Ḃ
n/t
1,t (Rn)

(
M |Qmg|t(x)

)1/t
≤ c2(n/t−n)(m−j) (M |Qmg|t(x)

)1/t
, (4.20)

pour la dernière estimation, nous avons utilisé la propriété de Ḃ
n/t
1,t (Rn) suivante :

‖θ(2−j(·))‖
Ḃ
n/t
1,t (Rn) ≤ c 2j(n−n/t)‖θ‖

Ḃ
n/t
1,t (Rn) pour tout j ∈ N0.

Par les inégalités (4.19) et (4.20) nous obtenons

‖gj‖Lp(Pk,ν) ≤
(∫

Lp(Pk,ν)

(∑
m≥j

2(n/t−n)(m−j) (M |Qmg|t(x)
)1/t )p

dx
)1/p

,

donc l’injection `p ↪→ `1 (p < 1) assure que

‖gj‖Lp(Pk,ν) ≤
(∑
m≥j

2p(n/t−n)(m−j)
∫
Lp(Pk,ν)

(
M |Qmg|t(x)

)p/t
dx
)1/p

=
(∑
m≥j

2p(n/t−n)(m−j)‖M |Qmg|t‖p/tLp/t(Pk,ν)

)1/p
. (4.21)

Choisissons 0 < t < p, donc la fonction maximale est bornée sur Lp/t(Pk,ν) autrement

dit ‖Mg‖Lp/t(Pk,ν) ≤ c‖g‖Lp/t(Pk,ν) pour toute fonction g localement intégrable (voir la

Proposition 1.6), donc l’inégalité (4.21) devient

‖gj‖Lp(Pk,ν) ≤
(∑
m≥j

2p(n/t−n)(m−j)‖|Qmg|t‖p/tLp/t(Pk,ν)

)1/p
=

(∑
m≥j

2p(n/t−n)(m−j)‖Qmg‖pLp(Pk,ν)
)1/p

,
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donc

( ∑
j≥k+

2sj‖gj‖qLp(Pk,ν)
)1/q

≤
( ∑
j≥k+

(∑
m≥j

2p(n/t−n−s)(m−j)2smp‖Qmg‖pLp(Pk,ν)
)q/p)1/q

=
{( ∑

j≥k+

(∑
m≥j

2p(n/t−n−s)(m−j)2smp‖Qmg‖pLp(Pk,ν)
)q/p)p/q}1/p

.

Rappelons qu’on a s > (n/p − n)+ = n/p − n donc n/(s + n) < p, le choix de t tel que

n/(s + n) < t < p entâine n/t − n − s < 0. Donc la Proposition 1.2 (dans `q/p) donne

l’estimation voulue, i.e.

sup
ν∈Zn

sup
k∈Z

2nτk
( ∑
j≥k+

2sqj‖gj‖qLp(Pk,ν)
)1/q
≤ c sup

ν∈Zn
sup
k∈Z

2nτk
( ∑
j≥k+

2qsj‖Qjg‖qLp(Pk,ν)
)1/q

.

Supposons maintenant que p ≥ 1. Posons ϑj := 2jnF−1θ(2j·) et utilisons le fait que

x ∈ Pk,ν implique x − y ∈ Pk,[ν−2ky]

(
y ∈ Rn, [ν − 2ky] := ([ν1 − 2ky1], ..., [νn − 2kyn])

)
,

nous obtenons

‖gj‖Lp(Pk,ν) =
∑

m≥j−µ

(∫
Pk,ν

∣∣∣∣∫
Rn
ϑj(y)Qjf(x− y)dy

∣∣∣∣p dx
)1/p

≤
∫
Rn
|ϑj(y)|

∑
m≥j−µ

(∫
Pk,ν

|Qmf(x− y)|pdx

)1/p

dy

≤ c
∑

m≥j−µ

‖Qmg‖Lp(Pk,[ν−2ky]
),

ce qui implique

( ∑
j≥k+

2sj‖gj‖qLp(Pk,ν)
)1/q
≤ c
( ∑
j≥k+

( ∑
m≥j−µ

2(j−m)s‖2smQmg‖Lp(Pk,[ν−2ky]

)q)1/q
.

Enfin, la Proposition 1.2 nous donne l’estimation voulue.
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Preuve du Théorème 4.12

Soit opσ ∈ OP µ
δ,1(ω,Ω, %,N). Soit ϕ une fonction C∞ portée par la boule |ξ| ≤ 1 et

vérifie ϕ(ξ) = 1 si |ξ| ≤ 1/2. De la décomposition

σ(x, ξ) = ϕ(ξ)σ(x, ξ) + (1− ϕ(ξ))σ(x, ξ)

nous avons

σ(x, ξ) = κ(x, ξ) + λ(x, ξ), (4.22)

où κ(x, ξ) = ϕ(ξ)σ(x, ξ) et λ(x, ξ) est donnée par (4.7). D’où la décomposition

opσ(f) = opκ(f) + opλ(f),

où

opλ(f) =

∫
Rn

(1 + |u|2)−
n+1
2 opλu(f)du, (4.23)

voir le sous-paragraphe 4.1.1.

Maintenant, nous allons estimer ‖opλ(f)‖Bs,τp,q (Rn) et ‖opκ(f)‖Bs,τp,q (Rn).

Au départ, nous avons

(opλug)(x) = (2π)−n
∫
Rn
eix.ξλu(x, ξ)ĝ(ξ)dξ

= (2π)−n
∫
Rn
eix.ξ

(∑
j≥0

2jµθu(2
−jξ)χj,u(2

δjx)
)
ĝ(ξ)dξ

=
∑
j≥0

2jµχj,u(2
δjx)

(
(2π)−n

∫
Rn
eix.ξθu(2

−jξ)ĝ(ξ)dξ
)
.

Par la Proposition 4.17, il vient

‖opλug‖Bs,τp,q (Rn) ≤ c sup
ν∈Zn

sup
kν∈Z

2nτk
( ∑
j≥k+

2(s+µ)qj
∥∥∥(∫

Rn
eix.ξθu(2

−jξ)ĝ(ξ)dξ
)∥∥∥q

Lp(Pk,ν)

)1/q
= c sup

ν∈Zn
sup
kν∈Z

2nτk
( ∑
j≥k+

2(s+µ)qj
∥∥∥(∫

Rn
eix.ξĝj(ξ)dξ

)∥∥∥q
Lp(Pk,ν)

)1/q
,

= c sup
ν∈Zn

sup
kν∈Z

2nτk
( ∑
j≥k+

2(s+µ)qj‖gj‖qLp(Pk,ν)
)1/q

,
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ici, ĝj := θu(2
−j·)ĝ, donc la dernière estimation et la Proposition 4.21 nous donnent

‖opλug‖Bs,τp,q (Rn) ≤ c‖g‖Bs+µ,τp,q (Rn). (4.24)

Par la formule (4.23), nous avons

|opλ(f)(x)| ≤ sup
u∈Rn
|opλu(f)(x)|

∫
Rn

(1 + |u|2)−
n+1
2 ≤ c sup

u∈Rn
|opλu(f)(x)|.

Donc (4.24) implique

‖opλg‖Bs,τp,q (Rn) ≤ sup
u∈Rn
‖opλug‖Bs,τp,q (Rn) ≤ c‖g‖Bs+µ,τp,q (Rn).

Maintenant, nous allons estimer ‖opκg‖Bs,τp,q (Rn). On pose

opκg(x) =

∫
Rn

(1 + |u|2)−2naug(x+ u)du,

donc au est une famille des fonctions continues données par

au(x) = (2π)−n
∫
Rn
e−iu.ξ(1−∆ξ)

2nκ(x, ξ)dξ (u ∈ Rn).

Par l’inégalité (4.2) nous avons

sup
u∈Rn
‖∂βxau(·)‖∞ ≤ c (|β| ≤ N),

ce qui implique

‖opκg‖Lp(Pk,ν) ≤ c( sup
u∈Rn
‖au‖∞)‖g‖Lp(Pk,ν) (∀k ∈ Z). (4.25)

Par définition de κ (voir (4.22)), nous avons Qj(opκf) = 0 pour tout j ≥ 1, donc opκg =

S0(opκg), ce qui implique que

‖opκg‖Bs,τp,q (Rn) = sup
k∈Z−

sup
ν∈Zn

2nτk‖S0(opκg)‖Lp(Pk,ν).
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D’autre part, l’implication
(
x ∈ Pk,ν ⇒ x− y ∈ Pk,[ν−2ky]

)
nous donne

‖S0(opκg)‖Lp(Pk,ν) =

(∫
Pk,ν

∣∣∣∣∫
Rn

2jnρ(2−jy)opκg(x− y)dy

∣∣∣∣p dx
) 1

p

≤
∫
Rn
|2jnρ(2−jy)|

(∫
Pk,ν

|opκg(x− y)|pdx

) 1
p

dy

≤
∫
Rn
|2jnρ(2−jy)‖opκg‖Lp(Pk,[ν−2ky]

)dy

≤ c‖ρ‖1 sup
k∈Z\N

sup
ν∈Zn
‖opκg‖Lp(Pk,ν),

donc, par l’estimation (4.25) le terme ‖opκg‖Bs,τp,q (Rn) est majoré par

sup
ν∈Zn

sup
k∈Z\N

2nτk‖g‖Lp(Pk,ν) = ‖g‖Lτp(Rn).

Enfin, nous utilisons les injections

Bs+µ,τ
p,q (Rn) ↪→ Bs,τ

p,q (Rn) ↪→ Lτp(Rn),

pour terminer la preuve du Théorème 4.12.

Preuve du Théorème 4.14

La démonstration est la même donnée dans [20, Théorème 2] en utilisant la Proposition

4.21.

4.2.3 Preuve du Théorème 4.13 et 4.15

Pour tout a > 0 et f ∈ S ′(Rn), on pose

Q∗,aj f(x) := sup
y∈Rn

|Qjf(x− y)|
1 + |2jy|a

(x ∈ Rn, j ∈ N0).
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Proposition 4.22 Soient s ∈ R, 0 < p <∞, 0 < q ≤ ∞ et τ ≥ 0. Soit a > n/min(p, q),

alors l’expression

sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

∥∥∥ ∞∑
j=k+

(
2sqj|Q∗,aj g|q

)1/q ∥∥∥
Lp(Pk,ν)

définit une quasi-norme équivalente dans F s,τ
p,q (Rn).

Preuve. Voir [33].

Proposition 4.23 Soient b > 1, s > 0, 0 < p < ∞, 0 < q ≤ ∞ et τ ≥ 0. Alors, pour

toute g ∈ F s,τ
p,q (Rn) et toute fonction θ ∈ D(Rn) portée par la couronne b−1 ≤ |ξ| ≤ b il

existe une constante c > 0 telle que

sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2nτk
∥∥∥ ∞∑
j=k+

(
2sqj|gj(·)q

)1/q ∥∥∥
Lp(Pk,ν)

≤ c||g||F s,τp,q (Rn).

avec ĝj := θ(2−j)ĝ.

Preuve. D’après l’égalité gj =
∑

m≥0Qmgj nous avons

|gj(x)| ≤
∫
Rn

∑
|m−j|≤µ

|F−1θ(y)|Qm(x− 2−jy)|dy

≤
∫
Rn

(1 + 2µ|y|a)|F−1θ(y)|
∑

|m−j|≤µ

Qmg(x− 2−jy)

1 + (2m−j|y|)a

≤ (2µ+ 1)
(∫

Rn
(1 + 2µ|y|a)|F−1θ(y)

) ∑
|m−j|≤µ

Q∗,am g(x)

≤ c(θ)
∑
|m−j|≤µ |Q∗,am g(x)|,

donc

|gj(x)| ≤
∑

|m−j|≤µ

2−sm|2smQ∗,am g(x)|.

Choisissons a > n/min(p, q), les Propositions 1.2 et 4.22 nous donnent alors

2nτk
∥∥∥ ∞∑
j=k+

(
2sqj|gj|q

)1/q ∥∥∥
Lp(Pk,ν)

≤ c2nτk
∥∥∥ ∞∑
j=k+

(
2sqj|Q∗,aj g|q

)1/q ∥∥∥
Lp(Pk,ν)

≤ c1||g||F s,τp,q (Rn),
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ce qui termine la démonstration de la Proposition 4.23.

Preuve du Théorème 4.13

Comme dans la preuve du Théorème 4.12, nous allons estimer les quasi-normes de

opλ(f) et opκ(f) dans F s,τ
p,q (Rn).

Rappelons que

(opλug)(x) =
∑
j≥0

2jµχj,u(2
δjx)

(
(2π)−n

∫
Rn
eix.ξθu(2

−jξ)ĝ(ξ)dξ
)
,

donc la Proposition 4.19 nous donne

‖opλug‖F s,τp,q (Rn) ≤ c sup
ν∈Zn

sup
kν∈Z

2nτk
∥∥∥( ∑

j≥k+

2(s+µ)qj
(∫

Rn
eix.ξθu(2

−jξ)ĝ(ξ)dξ
)q)1/q∥∥∥q

Lp(Pk,ν)

= c sup
ν∈Zn

sup
kν∈Z

2nτk
∥∥∥( ∑

j≥k+

(2(s+µ)j|gj(·)|)q
)1/q∥∥∥

Lp(Pk,ν)
,

où ĝj := θu(2
−j·)ĝ, par la Proposition 4.23 nous avons

‖opλug‖F s,τp,q (Rn) ≤ c‖g‖F s+µ,τp,q (Rn).

En utilisant le fait que

|opλ(f)(x)| ≤ c sup
u∈Rn
|opλu(f)(x)|,

nous obtenons

‖opλg‖F s,τp,q (Rn) ≤ sup
u∈Rn
‖opλug‖F s,τp,q (Rn) ≤ c‖g‖F s+µ,τp,q (Rn).

Maintenant, nous allons estimer ‖opκg‖F s,τp,q (Rn). Le fait que

‖opκg‖F s,τp,q (Rn) = sup
k∈Z\N

sup
ν∈Zn

2nτk‖S0(opκg)‖Lp(Pk,ν)
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et les injections

F s+µ,τ
p,q (Rn) ↪→ F s,τ

p,q (Rn) ↪→ Lτp(Rn),

donnent

‖opκg‖F s,τp,q (Rn) ≤ c‖g‖Lτp(Rn) ≤ c‖g‖F s+µ,τp,q (Rn).

La preuve du Théorème 4.13 est terminée.

Preuve du Théorème 4.15

Considérons le symbole :

υ(x, ξ) := (1 + |ξ|)µ
∑
j≥0

2−δNjω(2(δ−1)j)Ω(2%j) exp(i2jx1),

où x = (x1, x
′) ∈ R×Rn−1. Soit h ∈ S(Rn) telle que ‖h‖p 6= 0 et supp ĥ est inclu dans la

boule |ξ| ≤ 1/4, on pose

g := F−1((1 + | · |)−mĥ),

par la Proposition 4.23 nous obtenons

‖opυg‖Bs,τp,q (Rn) ≥ sup
ν∈Zn

sup
k∈Z
‖h‖Lp(Pk,ν)2

nτk
( ∑
j≥k+

(
2(s−δNj)ω(2(δ−1)j)Ω(2%j)

)q)1/q
=∞.

Ce qui termine la preuve.
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Annexe

Preuves de quelques résultats

secondaires du chapitre 2

Dans cette annexe, nous allons prouver quelques résultats secondaires énoncés dans le

chapitre 2.

Preuve de l’inégalité (2.15). Il suffit d’appliquer l’inégalité de Minkowski deux fois,

i.e ∥∥∥(∑
`≥0

∣∣∣∑
j≥0

hj,`

∣∣∣q)1/q∥∥∥d
Lp(Pk,ν)

≤
∥∥∥(∑

`≥0

(∑
j≥0

|hj,`|d
)q/d)1/q∥∥∥d

Lp(Pk,ν)

=
∥∥∥(∑

`≥0

(∑
j≥0

|hj,`|d
)q/d)d/q∥∥∥d

Lp/d(Pk,ν)

≤
∥∥∥∑
j≥0

(∑
`≥0

|hj,`|q
)d/q∥∥∥d

Lp/d(Pk,ν)

=
∥∥∥(∑

j≥0

(∑
`≥0

|hj,`|q
)d/q)1/d∥∥∥d

Lp(Pk,ν)

≤
∑
j≥0

∥∥∥(∑
`≥0

|hj,`|q
)1/q∥∥∥d

Lp(Pk,ν)
,

nous avons aussi utiliser l’inégalité
∑
j∈Z

aj ≤
(∑
j∈Z

adj

)1/d
aj ≥ 0, 0 < d ≤ 1.

Preuve du Corollaire 2.14. Rappelons la proposition suivante :

Proposition 1 (Moussai [21]) Soit 0 < s 6∈ N0. Soit f : R → R une fonction telle que

f (j) ∈ Lloc∞ (R) pour j = 1, · · · , [s] + 1.

(i) Si s < 1, alors Tf est borné de W 1
∞(Rn) dans Bs

∞,q(Rn).

(ii) Si s > 1, alors Tf est borné de Bs
∞,q(Rn) dans lui même.
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En utilisant la Proposition 1 nous montrons que les opérateurs {Rj(f
′, g)}j∈N0 sont uni-

formément borné sur Bs
∞,q(Rn), donc il suffit d’utiliser (2.22) et la Proposition 2.13 pour

estimer ‖f ◦ g‖Bs,τp,q (Rn).

Preuve du Corollaire 2.15. Soit f ∈ Bs+2,loc
p,q (R), d’après l’égalité

f (j)ψ = (fψ)(j) −
j∑

k=1

(
k

j

)
f (k)ψ(j−k), ∀ψ ∈ D(Rn),

on déduit que f (j)ψ ∈ Bs+2−j
p,q (R) pour j = 1, 2, ...[s] + 2. De l’injection

Bs+2−j
p,q (R) ↪→ B

s+2−j− 1
p

∞,q (R),

on a

f (j)ψ ∈ B
s+2−j− 1

p
∞,q (R).

Comme

B
s+2−j− 1

p
∞,q (R) ↪→ L∞(R) (s+ 2− j − 1

p
> 0),

nous trouvons

f (j)ψ ∈ L∞(R),

donc

f (j) ∈ Lloc∞ (R),

la preuve se termine par le Corollaire 2.14.

Preuve du Corollaire 2.16. En utilisant la Proposition 1 nous montrons que les

opérateurs {Rj(f
′, g)}j∈N0 sont uniformément bornés sur Bs

∞,q(Rn). Par la formule (2.22)

et la Proposition 2.12 on a

‖f ◦ g‖F s,τp,q (Rn) ≤ c‖Rj(f
′, g)‖Bs∞,q(Rn)‖g‖F s,τp,q (Rn) ≤ c‖g‖F s,τp,q (Rn).
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Ce qui termine la preuve.

Preuve du Corollaire 2.17. Par un raisonnement similaire à celle de la Proposition

2.15, nous prouvons que si f ∈ F s+2,loc
p,q (R) alors f (j) ∈ Lloc∞ (R)(j = 1, 2, ..., [s] + 2) donc la

preuve se termine par le Corollaire 2.16.

Preuve du Corollaire 2.18. Les hypothèses sur les paramètres assurent qu’on a

F s0,τ
p0,q0

(Rn) ↪→ F s,τ
p,q (Rn), (4.26)

(voir la Proposition 1.20). Dans la preuve du Théorème 2.4 on a arrivé aux estimations

‖Tf (g)‖F s,τp,q (Rn) ≤ c‖fϕt‖Bs+1
∞,q(R)φ(c‖g‖W 1

∞(Rn))‖g‖F s,τp,q (Rn) (s < 1), (4.27)

et

‖Tf (g)‖F s,τp,q (Rn) ≤ c‖fϕt‖Bs+1
∞,q(R)φ(c‖g‖Bs∞,q(Rn))‖g‖F s,τp,q (Rn) (s > 1) (4.28)

donc par l’inclusion (4.26) nous obtenons

‖Tf (g)‖F s,τp,q (Rn) ≤ c‖fϕt‖Bs+1
∞,q(R)φ(c‖g‖W 1

∞(Rn))‖g‖F s0,τp0,q0
(Rn) (s < 1),

et

‖Tf (g)‖F s,τp,q (Rn) ≤ c‖fϕt‖Bs+1
∞,q(R)φ(c‖g‖Bs∞,q(Rn))‖g‖F s0,τp0,q0

(Rn) (s > 1),

ce qui termine la preuve.

Preuve du Corollaire 2.19. Par la Proposition 1.20 nous avons

F s,τ0
p0,q0

(Rn) ↪→ F s,τ
p,q (Rn) et Bs

∞,q0(R
n) ↪→ Bs

∞,q(Rn). (4.29)

Par les inclusions (4.29) et les estimations (4.27)–(4.28) nous obtenons

‖Tf (g)‖F s,τp,q (Rn) ≤ c‖fϕt‖Bs+1
∞,q(R)φ(c‖g‖W 1

∞(Rn))‖g‖F s,τ0p0,q0
(Rn) (s < 1),
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et

‖Tf (g)‖F s,τp,q (Rn) ≤ c‖fϕt‖Bs+1
∞,q(R)φ(c‖g‖Bs∞,q0 (Rn))‖g‖F s,τ0p0,q0

(Rn) (s > 1),

rappelons que la fonction φ est croissante.

Preuve du corollaire 2.20 Resulte du Théorème 2.3 et les injections Bs
∞,q0(R

n) ↪→

Bs
∞,q(Rn) et Bs0,τ

p0,q0
(Rn) ↪→ Bs,τ

p,q (Rn) (voir la Proposition 1.20).

Preuve du corollaire 2.21 Résulte du Théorème 2.3 et les injections Bs
∞,q0(R

n) ↪→

Bs
∞,q(Rn) et Bs,τ0

p,q0
(Rn) ↪→ Bs,τ

p,q (Rn) (voir la Proposition 1.20).

Preuve du Théorème 2.24. En utilisant la Proposition 2.22, nous montrons l’iné-

galité suivante :

‖Rj(f
′, g)‖B1

∞,q(Rn) ≤ c‖fϕt‖
Ẇ2∞(R)∩B2∞,q(R)

(1 + ‖g‖Ẇ 1
∞(Rn)∩B1

∞,q(Rn)).

Donc la formule (2.22) et la Proposition 2.13 nous conduisent à l’estimation

‖f ◦ g‖B1,τ
p,q (Rn) ≤ c‖fϕt‖

Ẇ2∞(R)∩B2∞,q(R)
(1 + ‖g‖Ẇ 1

∞(Rn)∩B1
∞,q(Rn))‖g‖B1,τ

p,q (Rn).

D’où le résultat voulu.

Preuve du Théorème 2.25. Par la formule (2.22) et la Proposition 2.12 nous savons

‖f ◦ g‖F 1,τ
p,q (Rn) ≤ c‖Rj(f

′, g)‖B1
∞,q(Rn)‖g‖F 1,τ

p,q (Rn).

Comme dans la preuve du Théorème 2.24 nous arrivons à l’estimation

‖f ◦ g‖F 1,τ
p,q (Rn) ≤ c‖fϕt‖

Ẇ2∞(R)∩B2∞,q(R)
(1 + ‖g‖Ẇ 1

∞(Rn)∩B1
∞,q(Rn))‖g‖F 1,τ

p,q (Rn),

ce qui termine la preuve.

Preuve du Théorème 2.26. En utilisant la Proposition 2.23, nous montrons que

‖Rj(f
′, g)‖B1

∞,q(Rn) ≤ c‖f ′ϕt‖B1
∞,q(R)

(
1 + ‖g‖B1+ε

∞,q(Rn) + ‖g‖1/(1+ε)
B1+ε
∞,q(Rn)

)
, (4.30)
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par les techniques de la preuve du Théorème 2.3 nous obtenons

‖f ◦ g‖B1,τ
p,q (Rn) ≤ c‖fϕt‖B2

∞,q(R)

(
1 + ‖g‖B1+ε

∞,q(Rn) + ‖g‖1/(1+ε)
B1+ε
∞,q(Rn)

)
‖g‖B1,τ

p,q (Rn),

d’où l’estimation voulue.

Preuve du Théorème 2.27. Par la formule (2.22) et la Proposition 2.12 nous avons

‖f ◦ g‖F 1,τ
p,q (Rn) ≤ c‖Rj(f

′, g)‖B1
∞,q(Rn)‖g‖F 1,τ

p,q (Rn).

Donc l’estimation (4.30) nous donne

‖f ◦ g‖F 1,τ
p,q (Rn) ≤ c‖fϕt‖B2

∞,q(R)

(
1 + ‖g‖B1+ε

∞,q(Rn) + ‖g‖1/(1+ε)
B1+ε
∞,q(Rn)

)
‖g‖F 1,τ

p,q (Rn),

ce qui termine la démonstration.
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Questions ouvertes

Voici quelques questions ouvertes.

• Peut-on étendre les résultats du chapitre 2 pour le cas homogène.

• Pour le chapitre 3, tout le problème de composition est presque sans réponse, en com-

mençant par le cas p 6= q dans Bs,τ
p,q (R) jusqu’au n-dimension, i.e. Bs,τ

p,q (Rn) pour n ≥ 2.

• Dans le chapitre 4, peut-on travailler avec la condition de Yabuta [31] en changeant le

terme ω(|h||ξ|δ)Ω(|ξ|%) par Ψ(|ξ|, |h|) avec Ψ est une fonction bien donnée. Sinon peut-

on améliorer l’hypothèse (∀ν > 0,∃cν > 0), t > 1 ⇒
∫ t

1

Ω(u)

uν+1
du ≤ cν

Ω(t)

tν
, dans les

Théorèmes 4.12 et 4.13.

Conclusion

Cette thèse comporte une étude de deux types d’opérateurs sur les espaces de type

de Besov Bs,τ
p,q (Rn) et de type de Lizorkin-Triebel F s,τ

p,q (Rn), le premier est l’opérateur non

linéaire de composition Tf (g) := f ◦ g, le deuxième est l’opérateur “ linéaire" pseudo-

différentiel de symbole appartenant à une classe de type Σµ
1,δ(ω,Ω, %,N).
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 ملخص  

من و  تهتم هذه الأطروحة بدراسة نوعين من المؤثرات المعرفة على الفضاءات التابعية من نوع بيزوف        

     ليــــوالثاني هو المؤثر ش به التفاض f o g fT = (g)   الأول هو مؤثر التركيب  ، تريبل-نوع ليزوركين

لى المجموعة  ذي الرمز  " الخطي"  ∑المنتمي ا  (𝜔, 𝛺 , 𝜌, 𝑁)
µ
1,𝛿. 

تريبل، -وع بيزوف ومن نوع ليزوركينن تريبل، فضاءات من -فضاءات بيزوف وليزوركينكلمات مفتاحية : 

 ثر التركيب.ؤ فاضلية، متالمؤثرات ش به ال 
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