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INTRODUCTION GENERALE

En mécanique des fluides, les écoulements à surface libre autour de différents objets sont
considérés comme une branche fondamentale largement utilisée dans plusieurs applications
industrielles.

Les écoulements à surface libre désignent les écoulements dans lesquels le fluide qui s’écoule
est en contact avec l’atmosphère. Cette terminologie est un cas particulier des écoulements de
deux fluides qui ne sont pas miscibles et qu’ ils sont séparés par une interface. Dans le cas
hydrostatique, l’interface est une surface plane horizontale. Dans le cas dynamique l’équation
de cette interface est l’inconnue du problème étudié.

Une surface libre est en générale une interface entre un liquide et un gaz , où la pression est
supposée constante sur toute la surface libre et égale le plus souvent à la pression atmosphérique
.Cette configuration apparait dans les canaux, les rivières ou les grandes étendues d’eau comme
les lacs, les mers ou les océans. La diffculté majeure dans ce type des écoulements est de
déterminer les caractéristiques de la surface libre : position, forme, vitesse et d’autres.

Les écoulements à surface libre ont été traités généralement dans l’Hydraulique fluviale
qui est nécessaire pour la conception, l’aménagement et la construction d’ouvrages hydrauliques
tels que les digues, les seuils, les déversoirs et d’autres constructions tels que les chambres de
combustion des moteurs, les pompes à jet, les réservoirs et particulièrement pour l’architecture
des barrages.

A partir des années soixante, la disponibilité et l’accès à des ordinateurs ont ouvert une
nouvelle discipline de la mécanique des fluides : "Computational fluid méchanics" ou "Mécanique
computationnelle des fluides". Grâce à cette dernière, des solutions asymptotiques sont tenues
au voisinage d’un petit paramètre ( le nombre de Weber ou le nombre de Froude ou bien le
nombre de Reynolds,...etc.). L’étude de l’existence et l’unicité de la solution du point de vue
fonctionnel n’est pas réalisée jusqu’à nos jours. Des différents modèles de ces problèmes sont
traités tels que : les cas où les forces de la gravité sont considérées et les effets de la tension
de la surface libre sont négligées, ou les effets de la tension de la surface sont considérées et les
forces de la gravité sont négligées ou bien le cas des deux effets combinés. Nous pouvons dire
qu’il existe plusieurs travaux qui ont basé sur des différentes méthodes comme la méthode de

1



TABLE DES FIGURES

Schwartz-Christoffel et d’autre transformations conformes. Parmi ces travaux : celle d’Elcrat et
Trefethen, Vanden-Broeck et Toison et J. Hureau. Aussi les travaux de H.Mekias, B. bouderah,
A. Gasmi, N.Bounab et plusieurs d’autres.

Ce travail est composé de trois chapitres :
Le premier chapitre est consacré aux définitions et notions préliminaires concernant la

théorie des écoulements potentiels et les équations générales du mouvement de fluide.
Le deuxième chapitre englobe l’application de la méthode des volumes finis à l’aide de

code Fluent sur un écoulement potentiel bidimensionnel dans un domaine trapèzoide (isocèle
et rectangulair d’un côté). En cosidérant les forces de la gravité une fois et les négligées l’autre
fois mais les effets de la tension de la surface sont négligées dans les deux cas.

Le troisième chapitre est une lecture et discussion des résultats trouvés dans le chapitre
précédent concernant la vitesse de l’écoulement, la pression statique et la fonction de courant
de tous les formes de trapèze considéré dans nôtre problème.

Enfin, on a terminé avec une conclusion générale avec quelques perspectives.
Ce travail est complété par un annexe présente une petite déscription de l’utilisation de

logiciel Fluent et Gambit.
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CHAPITRE 1

NOTIONS PRÉLIMINAIRES ET DÉFINITIONS

1.1 INTRODUCTION
Certaines hypothèses sur le comportement et les propriétés physiques du fluide sont faites

pour simplifier les équations de mouvement qui sont complexes,des solutions analytiques ne
pourront être trouver que dans certaines situations simples.

Les plus simples équations de l’écoulement sont obtenues en considérant un fluide parfait
c’est à dire l’effet de la viscosité et les effets thermodynamiques sont négligées.

On présente dans ce chapitre quelques définitions et propriétés des fluides : cinétique et
dynamique d’un fluide parfait incompressible.

3



CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES ET DÉFINITIONS

1.2 Les fluides
Un fluide (liquide ou gaz), selon les physiciens, est un corps simple composé d’atomes ou

de molécules identiques. Du point de vue mécanique, la définition d’un matériau est liée à sa
déformation en fonction des contraintes : "un fluide, c’est quelque chose qui coule" sous l’action
d’une contrainte donnée et même si la déformation est grande, ceci ne provoque pas la perte
de cohésion entre ses molécules.
Les deux états de la matiére :
Un liquide a "un volume propre, mais pas de forme propre", alors qu’un gaz n’a pas de "volume
propre mais tend à occuper tout l’espace qui lui est offert". Sous les conditions normales de
pression et de température, la distinction entre liquide et gaz est évidente mais à cause de la
continuité de l’état fluide le passage de la phase gazeuse à la phase liquide peut se faire sous
simple modification (élever la température par exemple).

Figure 1.1 – Interprétation microscopique des types de fluides.

Fluides parfaits

Un fluide parfait, dont l’écoulement se fait "sans frottements internes", est un fluide consi-
déré comme non visqueux (est la caractéristique de résistance au glissement ou à la déformation
d’un fluide).

4



CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES ET DÉFINITIONS

Figure 1.2 – Représentation de la vitesse dans un écoulement parfait et écoulement visqueux.

Fluide incompressible

Un fluide est dit incompressible lorsque le volume occupé par une masse donné ne varie
pas en fonction de la pression extérieure. Les liquides peuvent être considérés comme des fluides
incompressibles (eau, huile, etc.)

Fluide compressible

Un fluide est dit compressible lorsque le volume occupé par une masse donnée varie en
fonction de la pression extérieure. Les gaz sont des fluides compressibles. Par exemple, l’air,
l’hydrogène, le méthane à l’état gazeux, sont considérés comme des fluides compressibles.

1.3 Description d’un fluide en mouvement

1.3.1 Description de Lagrange

Cette méthode consiste à étudier les différentes quantités (P,ρ, température T. . .etc)de
chaque particule individuellement lors de son mouvement.
Dans la description Lagrangienne, on décrit le mouvement par les trajectoires des
particules d’identités déterminées. L’identité d’un particule est donnée par sa position
initialeM0(x0, y0, z0)
La description du mouvement est donc de déterminer le vecteur position →r=→r (M0, t) à tout
instantt pour toutes les particules du fluide.

→
r=→r (M0, t) ou

→
r=→r (x0y0, z0, t).

C’est–à dire :
xi = xi(x0, y0, z0, t).

5



CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES ET DÉFINITIONS

Et
→
u=→u (M0, t) = ∂

→
r

∂t
(M0, t),

→
a=→a (M0, t) = ∂

→
u

∂t
.

1.3.2 Description d’Euler

La méthode d’Euler consiste à dècrire l’écoulement en donnant les composants de la
vecteur vitesse et autres qantités physique en chaque point de l’éspace c’est -à-dire ,on fixe un
point dans l’éspace et on remarque les variations des quantités liées aux particules du fluide
passant par ce point.
A l’instant t1 , on détermine en M une particule p1 de vitesse →u et d’autres caractéristiques
physique K.
Et à l’instant t2 = t1 + ∂t , on trouve au même point M de l’espace , une autre particule p2 de
vitesse et des caractéristiques physiques différentes.
Donc, on a en M et à l’instant t1

→
u=→u (p1, t1) =→u (x, y, z, t1)

Et àl’instant t2 , on a au même point M

→
u=→u (p2, t2) =→u (x, y, z, t2)

Trajectoire :

On définit la trajectoire comme le chemin suivi par un particule de fluide sur mouvement.

dx

u
= dy

v

Figure 1.3 – Trajectoire de la particule P.

1.4 Utilisation de la théorie de la variable complexe.
Soient φ et ψ la fonction potentielle et la fonction de courant respectivement d’un écoule-

ment potentiel bidimensionnel. On rapport le plan d’écoulement au plan complexe en écrivant
z = x+ iy, puis on définit la fonction complexe f(z) par :

f(z) = φ+ ψi (1.1)

6



CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES ET DÉFINITIONS

Tel que i2 = −1
f(z) est appelé le potentiel complexe de l’écoulement. Puisque la partie réelle et la partie ima-
ginaire de f(z) vérifient l’équation de Laplace, de plus
on a : 

u = −∂φ
∂x

= −∂ψ
∂y

v = −∂φ
∂y

= ∂ψ

∂x

Alors les relations de Cauchy –Riemann :
∂φ

∂x
= ∂ψ

∂y
∂φ

∂y
= −∂ψ

∂x

(1.2)

La théorie des variables complexes offre une méthode, trés puissante pour obtenir des solutions
de quelques écoulement. Si le plan (x, y) est considéré comme plan de z = x + iy la fonction
f(z) sera analytique dans le domaine de l’écoulement. De plus La vitesse complexe est définie
par :

∂f

∂z
= ∂φ

∂x
+ i

∂ψ

∂y
(1.3)

= u− iv

Sera aussi analytique le plan de l’écoulement. Cette trés importante propriété va nous para-
métre d’utiliser, par la suite, la théorie des fonctions analytiques complexe pour résoudre notre
probléme considéré.

1.5 Les écoulements des fluides

1.5.1 Écoulement stationnaire

Les écoulements stationnaires (on dit aussi permanent), sont les l’écoulements dont les
composantes de vitesse sont indépendantes de la variable temps. Dans ce type des écoulement
on a :

∂tu = ∂tρ = ∂tT = ∂tp = 0

Un tel écoulement est possible lorsque le domaine, les forces massiques appliquées, les sources
de chaleur et les conditions de bord sont elles aussi indépendantes du temps. Par exemple Les
équations de Navier–Stokes stationnaires s’écrivent :−ν∆u+ ρ(u.∇)u+∇p = f,

divu = 0
(1.4)
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1.5.2 Écoulement incompressible

Un écoulement est dit incompressible lorsque le volume occupé par une masse donné ne
varie pas en fonction de la pression extérieure sa masse volumique est constante.

ρ = cte.

1.5.3 Écoulement potentiel

On dit que l’écoulement est potentiel si sa vecteur vitesse est dirivé d’un potentiel c’est–à–dire :

→
u= ∇φ

u = dφ

dx
, v = dφ

dy

La fonction φ(x, y) est le potentiel des vitesses.

1.5.4 Écoulement irrotationnel

Un écoulement est appelé écoulement irrotationnel si :

rot
→
u= 0 (1.5)

Naturellement, un écoulement qui n’est pas irrotationnel est dit rotationnel. Un écoulement
potentiel est un écoulement irrotationnel. En effet, on a :

u = ∇φ =
(
∂φ

∂x
,
∂φ

∂y
,
∂φ

∂z

)

rotu =
(
∂φ

∂y

(
∂φ

∂z

)
− ∂φ

∂z

(
∂φ

∂y

)
,
∂φ

∂z

(
∂φ

∂x

)
− ∂φ

∂x

(
∂φ

∂z

)
,
∂φ

∂y

(
∂φ

∂x

)
− ∂φ

∂x

(
∂φ

∂y

))

1.5.5 Écoulement uniforme

Un écoulement bidimensionnel a surface libre est dit uniforme si l’écoulement est de vitesse
constante

1.6 Quelques équations de la mécanique des fluides

1.6.1 Équation de continuité

Soit une partie d’un fluide de masse volumique ρ délimitée par une surface fermée S (de
volume V ).

8
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Soit dS un vecteur élémentaire de cette surface, orienté vers l’extérieur à la surface fermée.
La partie de fluide a une masse

m =
∫ ∫

V

∫
ρdV

Le débit massique sortant de la surface S est égal
∫ ∫

S ρudS.
La conservation de la masse s’écrit :

dms

dS
−
∫ ∫

S
ρ
→
u dS =

∫ ∫
V

∫ ∂ρ

∂t
dV

Où dms

dS
représente le débit massique de fluide interne au volume considéré, compté positive-

ment s’il s’agit d’une source et négativement s’il s’agit d’un puits. Compte tenu du théoréme
d’Ostrogradsky pour transformer l’intégrale de surface en intégrale de volume.∫ ∫

S

→
u dS =

∫ ∫
V

∫
div(ρ →u)dV.

L’équation de conservation de la masse écrite :

dms

dS
=
∫ ∫

V

∫ (
div(ρ →u) + ∂ρ

∂t

)
.

L’égalité écrite ci-dessus est valide quel que soit le volume V considéré et l’intégrale est nulle,
ce qui conduit à l’expression locale de la conservation de la masse :

div(ρ →u) + ∂ρ

∂t
= 0 (1.6)

Deux cas particuliers sont alors à considérer :

1. Si le fluide est incompressible la masse volumique ne change pas dans le temps et
léquation de conservation de la masse se réduit à :

div
→
u= 0 (1.7)

Pour un écoulement stationnaire ou non stationnaire. Cet écoulement est dit isovolume.
L’équation (1.7) exprime la conservation du volume d’un élément de fluide au cours
de sa déformation par l’écoulement.

2. Le cas d’un écoulement stationnaire ∂ρ
∂t

= 0 alors :

div(ρu) = 0 = ρdivu+ (u∇)ρ.

En dehors du cas 1, il existe la possibilité d’écoulements isovolumes tels que (u∇)ρ = 0
, c’est-à-dire les variations de masse volumique sont orthogonales, en tout point, au
vecteur vitesse.
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1.6.2 Conservation de l’énergie du fluide

Nous allons évaluer l’évolution temporelle de l’énergie cinétique d’un élément de fluide de
volume unité et de masse, en nous limitant aux écoulements de fluides incompressibles :

∂

∂t

(
ρu2

2

)
= ρui

∂ui
∂t

(1.8)

En utilisant l’équation de mouvement pour exprimer la dérivée eulérienne de la vitesse (1.8)
devient :

∂

∂t

(
ρu2

2

)
= ρuiuj

∂ui
∂xj

+ ui
∂σi,j
∂xj

+ uifi

Soit , en décomposant le tenseur des contraintes comme précédemment en une partie isotrope
−pδi,j ,et en un déviateur di,j :

∂

∂t

(
ρu2

2

)
= uj

∂

∂xj

(
ρu2

2 − p
)

+ ∂uidi,j
∂xj

− di,j
∂ui
∂xj

+ uifi (1.9)

Ou bien, en notation vectorielle :
∂

∂t

(
ρu2

2

)
= u.∇

(
ρu2

2 − p
)

+∇.(u.d)− d.∇u+ u.f (1.10)

Enfin, en tenant compte de la condition d’incompressibilité (∇.u = 0) , nous pouvons mettre
le premier terme du membre de droite de (1.10) sous la forme d’une divergence, soit :

∂ec
∂t

= ∇.
[
u∇

(
ρu2

2 − p
)

+ u.d

]
− d.∇u+ u.f (1.11)

Réecrivons cette équation d’évolution de l’énergie cinétique sous forme intégrale , en intégrant
chacun des termes sur un volume V fixe et en utilisant le théoréme de la divergence :

∂

∂t

(∫
V
ecdV

)
=
∫
S

ρu2

2 u.ndS +
∫
S
(σ.u).ndS +

∫
V
u.fdV −

∫
V
σ.∇udV (1.12)

Quelle est la signification physique des différents termes de (1.12)
1. le premier terme du second membre est le flux d’énergie cinétique "convectée"par

l’écoulement á travers la surface S.
2. le second terme est le travail,par unité de temps,des contraintes exercées sur la surface
S.

3. le troisiéme terme est le travail, par unité de temps, des forces en volume .
4. enfin, le quatriéme terme est associé à la déformation du volume V . Il représente

l’énergie dissipée par viscosité lors de cette déformation.

1.6.3 Ligne et Fonction de courant

lignes de courant

onappelle ligne de courant la courbe qui,en chacun de ses points,est tangente au vecteur
vitesse . Son équation différentielle s’écrit :

dx

u(x.y.z) = dy

v(x.y.z)

10
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Fonction de courant

si on considére l’écoulement est incompressible (i.e.Dρ
Dt

= 0) alors l’équation de continuité
sera donnée :

div
→
u= 0

Ou encore
∂u

∂x
= ∂v

∂t
. (1.13)

Nous présentons une nouvelle fonction ψ de x et y que l’on appelle fonction de courant ,
vérifiant :

u = ∂ψ

∂y
, v = −∂ψ

∂x
(1.14)

Les surfaces définies par (ψ=cte) sont des lignes de courant, en effet, la différentielle exacte de
est donne :

dψ = ∂ψ

∂x
dx+ ∂ψ

∂y
dy = −vdx+ udy (1.15)

Puisque ψ = cte,alors ∂ψ = 0 on trouve l’équation de la ligne de courant d’aprés (1.14).
Soient, C une courbe fine qui part d’un ligne de courant vers autre caractérisée par ψ = ψ1 et
ψ = ψ2 respectivement.
Soient →n un vecteur unitaire normale à C et orienté dans le sens de l’écoulement, le flux à
travers C donné par :

Q =
∫
C

→
u .

→
n=

∫
C

(
−u∂y

∂t
+ v

∂x

∂t

)
=
∫
C

(vdx− udy)dt

D’où
Q =

∫
C

(
∂ψ

∂x
dx+ ∂ψ

∂y
dy

)
=
∫
C
dψ

Par conséquent
Q = ψ1 + ψ2 (1.16)

1.6.4 Équation du mouvement des fluides

Par la relation fondamentale de la dynamique , la variation temporelle de la quantité de
mouvement d’un élément de volume V est égale à la somme des forces qui s’exercent sur cet
élément de volume , soit :

d

dt

(∫
V
ρudx

)
=
∫
V
fdx+

∫∑ σ.ndx

Où∑ est la surface délimitant le volume V , ds est un élément de surface de normale n, f est
la force exercée par unité de volume et σ le tenseur des contraintes. La masse de l’élément de
fluide ρdx reste constante dans ce mouvement. Il est donc possible d’écrire :

d

dt

(∫
V
ρudx

)
=
∫
V
ρ
du

dt
dx

11
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L’intégrale des forces de surface peut s’écrire , á l’aide du théoréme d’Ostrogradsky sous la
forme

∫
V divσdx . En faisant tendre le volume V vers zéro l’équation de mouvement devient :

ρ(∂tu+ (u.∇)u) = f + divσ (1.17)

1.6.5 Équations différentielles des fonctions φ et ψ

Soit un écoulement bidimensionnel, irrotationnel et stationnaire d’un fluide incompressible
non–visquex. Puisque :

→
u= grad

→
φ

Et
div

→
u= 0

Il vient que :
div

(
grad

→
φ= 0

)
D’oú

∂2φ

∂x2 + ∂2φ

∂y2 = 0

C’est –à–dire :
∆φ = 0 (1.18)

De même, d’après :
→
u= (u, v) =

(
−∂ψ
∂x

,
∂ψ

∂y

)
Et

rot
→
u= 0

On trouve :
∂u

∂y
= ∂v

∂x

D’où
∂2ψ

∂x2 + ∂ψ2

∂y2 = 0

C’est–à–dire
∆ψ = 0

D’où, la fonction potentielle φ et la fonction ligne de courant ψ et vérifient l’équation de
Laplace.
Un écoulement bidimensionnel, irrotationnel et stationnaire d’un fluide incompressible, non
visqueux est écoulement potentiel.
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1.6.6 Les équations de Stokes

L’équation de Navier–Stokes :−ν∇u+ ρ(u.∇)u+∇p = f

divu = 0
(1.19)

En négligeant dans l’équation de Navier–Stokes incompressible stationnaire les termes propor-
tionnels à la masse volumique du fluide (u.∇)u ,on obtient l’équation de Stokes−ν∇u+∇p = f

divu = 0
(1.20)

Plus la vitesse de l’écoulement est petite en regard des dimensions de Ω et de la valeur de la vis-
cosité, plus le modéle de Stokes est une approximation valable des équations de Navier–Stokes.
La différence fondamentale entre les deux équations est que le terme non linéaire en vitesse a
disparu, l’équation de Stokes est une équation aux dérivées partielles linéaire.

1.6.7 Théoréme de Bernoulli

Le théorème de Bernoulli est une application de la conservation de l’énergie au cas des
fluides en mouvement.

Premier théoréme de Bernoulli

Dans un écoulement stationnaire, le long d’une trajectoire on a conservation de la charge

H = p̂

ρg
+ u2

2g = z + p

ρg
+ u2

2g = Cont.

p̂ = p+ pgz

Second théoréme de Bernoulli

Dans un écoulement potentiel l’équation d’Euler s’écrit :

ρ

[
∇
(
∂φ

∂t

)
+∇u

2

2

]
= −∇p̂

⇔ ∂φ

∂t
+ u2

2 + p̂

ρ
= ∂φ

∂t
+ u2

2 + p

ρ
+ gz = ∂φ

∂t
+ gH

1.6.8 Equation de conservation d’énergie

L’équation de conservation d’énergie est obtenue à partir du premier principe de la ther-
modynamique. Ce principe met en relation les différentes formes d’énergie,
soit :

ρCp
dT

dt
= div

[
λ.

→
grad T

]
+ T.β

dP

dt
+ ϕ+ Ps (1.21)
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1.7 Théorie des lignes de courants libre
La théorie des lignes de courants libre consiste à étudier les problémes d’écoulement poten-

tiel, limité par des parois rigides rectilignes et des lignes de courant libre de formes inconnues,
sur les quelles la pression est supposée constante.
Si les lignes de courant libres ne sont pas présentes et les effets de gravité sont négligées, la
région d’écoulement dans le plan physique est un polygone.
Aussi les lignes de courants libres présentes et les effets de gravité ainsi que les effets de la
tension de surface sont négligés, la région d’écoulement peut être transformée par une transfor-
mation conforme à une région polygonale.
Cette région est un parfait du plan hodographe défini

Ω = log

(
1/df
dz

)

Dans le cas où l’écoulement est délimité partiellement par des surfaces libres on donne la
méthode de résolution introduite par Kirchhoff (1869).
L’idée est d’introduire la fonction complexe définie par :

Ω = log

(
U/

df

dz

)
= log

(
U

u− iv

)
= log

(
U

q

)
+ iθ. (1.22)

Où f = φ+ iψ,df
dz

= u− iv,q =
√
u2 + v2,(u, v) sont les composantes du vecteur vitesse suivant

de l’axe x et l’axe y respectivement, θ est l’angle que fait le vecteur vitesse avec l’horizontale
et U la vitesse de référence.

— partie réelle de Ω est constante sur la ligne de courant libre, i.e.log
(
u

q

)
= cte.

— La partie imaginaire de Ω est constante sur chaque paroi rectiligne, i.e. θ = cte.
Par conséquent, l’écoulement est représenté par une figure plane de côtés rectilignes (polygone)
noté Ω .
A l’aide de transformation de Schwarz-Christoffel, le domaine Ω polygonal est transformé en un
demi plan supérieur de la variable auxiliaire λ, Ainsi, dans le plan λ l’écoulement est uniforme
représenté par la fonction potentielle F (λ) = cλ. Pour illustrer ce qui précéde, on donne quelques
propriétés de la transformation conforme de Schwarz-Christoffel.

1.8 Transformation de Schwartz-Christoffel .
On considére un polygone [Figure(1.4)] dans le plan Ω, ayant pour sommets

A1, A2, . . . , An et pour angle intérieurs respectivement α1, α1, . . . , αn.
Soit A1, A2, . . . , An les points correspondant respectivement à λ1, λ2, . . . , λn de l’axe réel du plan
des λ [Figure(1.5)]. Transformation de Schwarz–Christoffel, transforme l’intérieur d’un polygon
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en demi–plan supérieur (ou inférieur) d’un autre plan. La transformation est donnée par :

dΩ
dλ

= α(λ− λ1)
α1

π
−1

(λ− λ2)
α2

π
−1
. . . (λ− λn)

αn
π
−1

(1.23)

Ou bien

Ω = α
∫

(λ− λ1)
α1

π
−1

(λ− λ2)
α2

π
−1
. . . (λ− λn)

αn
π
−1

+ β (1.24)

Ou α et β sont des constantes complexes. On notera que :
1. Parmi les points λ1, λ2, . . . , λn on peut choisir trois arbitrairement.
2. Les constantes α et β déterminent l’orientation et la position du polygone.
3. Il est commode de choisir un point, par exemple λn , à l’infini, cas dans lequel facteur

de (1.24) n’existe pas.
4. Des polygones infinis non fermés peuvent être considérés comme des cas limités de

polygones.

Figure 1.4 – Plan de Ω.

Figure 1.5 – Plan de variable λ.
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CHAPITRE 2

MODÉLISATION ET SIMULATION

2.1 Le calcul numérique
Le modèle mathématique constitué par des équations différentielles aux dérivées partielles

(EDP) ou par un système d’EDP est transformé, à l’aide d’une méthode de discrétisation à un
système d’équations algébriques.
Le principe du calcul numérique est illustré à la (FIGURE 2.1).

Figure 2.1 – le principe du calcul numérique.
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Les méthodes de discrétisation les plus connues sont :

1. méthodes des différences finies (MDF).

2. méthodes des éléments finis (MEF).

3. méthodes spectrales (MS).

4. méthodes des volumes finis (MVF).

2.2 Les méthodes principales de discrétisation

2.2.1 Méthode des différences finies (MDF)

La variable inconnue ϕ est décrite par plusieurs valeurs dans les points d’un maillage. Le
développement de l’inconnue en séries Taylor tronquées est utilisé pour approximer les dérivées
de l’inconnue, dans chaque point du maillage, par différences finies en utilisant les inconnues
voisines. En remplaçant les dérivées dans les équations algébriques pour les valeurs de l’inconnu
dans chaque point du maillage.

2.2.2 Méthode des volumes finis (MVF)

La méthode a été décrite la première fois en 1971 par Patankar et Spalding et publiée en
1980 par Patankar (Numerical Heat Trransfer and Fluid Flow [17]).
Au début, la méthode a été développée comme une formulation spéciale de la méthode des
différences finies. L’algorithme numérique a les pas suivants :

1. Le domaine d’analyse (de calcul) est divisé en volumes finis (génération du maillage).

2. L’intégration formelle des équations sur tout le volume de contrôle.

3. La discrétisation, qui implique la substitution des différentes approximations de type
différences finies pour les termes intégrés en représentant différentes processus d’écou-
lement comme la convection, la diffusion et le terme source.

4. Le résultat est la conversion des intégrales dans un système d’équation algébriques.

5. La résolution du système d’équations algébriques par l’utilisation d’une méthode ité-
rative.

Le premier pas qui est l’intégration sur le volume de contrôle, fait la distinction entre la
méthode des volumes finis et tous les autres techniques numériques. Le résultat de l’intégration
exprime la conservation exacte de la grandeur physique sur chaque volume de contrôle.

Cette relation claire entre l’algorithme numérique et le principe de conservation physique
détermine la principale attraction de la méthode des volumes finis et son concept devient plus
facile à comprendre que le concept de la méthode des éléments finis ou de la méthode spectrale.
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La conservation de la variable générale d’écoulement, par exemple une composante de la
vitesse ou de la température, sur le volume de contrôle peut être exprimée comme un bilan
entre les différents processus qui tendent de l’augmenter ou bien de la baisser.

2.3 Méthode des volumes finis (MVF)

2.3.1 Principe de méthode

cette méthode consiste à découper domain d’étude en petits volumes "appelés volumes
de contrôle" pour obtenir un domain de calcule, chaque volume entoure un noeud principal P
et pour un noeud principal P , les points E et W (E : Est,W : West) sont des voisins dans la
direction X, tandis que N et S(N : Nord, S : Sud) sont ceux dans la direction Y . Le volume
de contrôle entourant P est montré par des lignes discontinues.

Figure 2.2 – Volume de contrôle.
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2.4 Position du problème
On considère un écoulement bidimensionnel d’un fluide incompressible, dans un domain

de la forme de trapèze(ABCDEF) avec (AB=EF, ˆEBC = ˆBED = π

3 ) et un surface libre (GH)
représenté dans la (FIGURE 2.3)

On suppose que l’ècoulement a l’infini est uniforme de vitesse U. Sur la surface libre,
puisque les tention de surface et les forces de gravité sont négligées, l’équation de Bernoulli
devient :

u2

2 + P

ρ
= cte (2.1)

On a le probléme suivante :
∆φ = 0 avec les conditions limite
1
2

(
∂φ

∂x

)2

+ 1
2

(
∂φ

∂y

)2

+ P

ρ
= cte sur la surface libre

(2.2)

On présente dans ce paragraphe les différent schémas concernant l’équation de quantité
de mouvement :

Schéma amont du premier ordre

Pour le schéma amount de premier ordre le logiciel Fluent prend en considération la
moyenne de toutes les valeurs d’une cellule comme la valeur stockée au centre de la même
cellule. Et les valeurs aux faces sont égales à celles des cellules se trouvant au schéma amount.

Schéma amount de deuxième ordre

Pour les valeurs aux centre des cellules, on fait un développement en série de Taylor. Mais
pour la valeur sur la face sera :

φf = φ+∇φ∆S

∇φ = 1
V

N∑
f

φfA (2.3)

L’équation (2.3)donne une autre approche basée sur le calcul de gradient, φ et∇φ représentent :
la valeur du scalaire dans la cellule centrale et son gradient respectivement et δS désigne le
vecteur de déplacement(cellule centrale sera avec amount une cellule face).

Schéma Quick

Il est conseillé pour les maillages quadrilateralaux ou hexaedriques, on peut l’écrire sous
la forme :

φ = k
(

Sb
Sc + Sb

φm + Sc
Sc + Sb

φi

)
+ (1− k)

(
Sd

Sc + Sd
φm + Sc

Sc + Sd
φE

)
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On peut écrire alors l’équation de la continuité
∮
ρUdA = 0 sous forme déscritisée suivante :

N∑
f

JfAf =
N∑
f

ρUnAf = 0

Un et Af sont respectivement la composante normale de la vitesse sur une face et l’une des faces
qui contient le volume de controle. Pour la résolution, on a utilisé le code Fluent qui contient
des . . . chiers concernant la lecture des données ( la nature de fluide, la gravité, la viscosité et
la pression ...) et d’autres concernant les détails de la géométrie du problème posé( les schémas
de la déscritisation, les conditions aux limites , ...).

Nous étudions numériquement le problème d’écoulement potentiel Où nous postulons
méthode de volume fini utilisant un logiciel de calcul Fluent qui nous aide à manipuler la
vitesse et la pression statique et la fonction de courant.

Figure 2.3 – Description de problème.

2.5 L’utilisation de logiciel (Gambit + Fluent)
Gambit et Fluent sont des logiciels, sous licence commerciale, permettant de réaliser des

simulations 2D ou 3D en mécanique des fluides allant de la construction du maillage avec
Gambit à la résolution des équations de Navier Stokes et au post-traitement avec Fluent.
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Figure 2.4 – Schéma récapitulatif d’une simulation compléte sous Gambit et Fluent.

Le logiciel Gambit

2.5.0.1 I Rôle du logiciel Gambit :

GAMBIT est un logiciel qui permet de créer des maillages peuvent être utilisés en parti-
culier sous FLUENT.

Le mailleur est un prétraitement au logiciel de simulation. Il permet de générer un maillage
structuré ou non structuré en cordonnées cartésiennes, polaires, cylindrique ou axisymétrique.
Il peut réaliser des maillages complexes en deux ou trois dimensions avec des mailles de type
rectangle ou triangle.
Pour construire un maillage, il est bon de suivre la démarche suivante :

• Définir la géométrie.
• Réaliser le maillage.
• Définir les paramètres des zones de calcul.

2.5.0.2 I Notice d’utilisation de gambit :

Ce logiciel est utilisé pour définir et créer le modèle d’étude (surface ou volume) et de le
mailler suivant le bon vouloir de l’utilisateur. Les déférentes étapes d’utilisation de GAMBIT
sont définies dans la notice suivante.
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Le logiciel Fluent

2.5.0.3 I Capacité de Fluent :

FLUENT permet les capacités de modélisation suivantes.
• Ecoulements 2D ou 3D .
• Ecoulement stationnaire ou instationnaire .
• Ecoulements incompressibles ou compressibles (subsoniques,transsoniques,supersoniques ou
hypersoniques).
• Ecoulements non visqueux, laminaires ou turbulents.
• Transfert de chaleur forcé, par conduction, par convection ou les deux(conjugue) ou radiatif .
• Ecoulements avec changements de phases .
• Ecoulements en milieu poreux.

FLUENT est un logiciel qui permet de résoudre et simuler des problèmes de mécanique
des fluides et de transferts thermiques par la méthode des volumes finis.

FLUENT est un code de calcul pour modéliser les écoulements des fluides et les transferts
thermiques dans des géométries complexes. Il peut résoudre des problèmes d’écoulement avec
des mailles non structurées, qui peuvent être produites pour des géométries complexes, avec
une relative facilité.

FLUENT est écrit en langage de programmation C, il utilise une architecture qui lui
permet d’exécuter plusieurs processus simultanément sur le même poste de travail ou sur des
postes séparés pour une exécution plus efficace.

FLUENT s’utilise à travers une interface graphique, l’utilisateur avancé peut adapter
ou augmenter aux besoins l’interface en écrivant des macros et des fonctions de menu, afin
d’automatiser certaines procédures.

FLUENT offre deux modes de calcul : le mode "double précision" et le mode "simple
précision".
Dans le mode "double précision" : les nombres à virgule flottante sont représentés en utilisant
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64 bits, alors que le mode "simple précision" : utilise une représentation à 32 bits. Le revers de
cette précision est que le premier mode requiert beaucoup plus de mémoire. En outre, Le mode
"double précision" est préconisé, pour les écoulements impliquant des longueurs d’échelles très
disparates, comme dans le cas d’un canal très long et mince.
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CHAPITRE 3

DISCUSSION DES RÉSULTATS

3.1 Dans le cas de l’absence de gravité

3.1.1 Forme trapézoïdale isocèle

Figure 3.1 – La discrétisation.
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Figure 3.2 – Contour de la pression statique .

Figure 3.3 – Le contour de la magnitude de la vitesse.
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Figure 3.4 – Contour de la fonction de courant.

Figure 3.5 – La fonction de courant.
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3.1.2 La forme d’un trapèze rectangulaire à cote sortie.

Figure 3.6 – Contour de la pression statique .

Figure 3.7 – Le contour de la magnitude de la vitesse.
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Figure 3.8 – Contour de la fonction de courant.

Figure 3.9 – la fonction de courant.
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3.1.3 La forme d’un trapèze rectangulaire à cote d’entrée.

Figure 3.10 – Contour de la pression statique.

Figure 3.11 – Le contour de la magnitude de la vitesse.
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Figure 3.12 – Contour de la fonction de courant.

Figure 3.13 – la fonction de courant.
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3.2 Dans le cas de l’existence de la gravité

3.2.1 Forme trapézoïdale isocèle.

Figure 3.14 – Contour de la pression statique.

Figure 3.15 – Le contour de la magnitude de la vitesse.
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Figure 3.16 – Contour de la fonction de courant .

Figure 3.17 – la fonction de courant.
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3.2.2 La forme d’un trapèze rectangulaire à cote sortie.

Figure 3.18 – Contour de la pression statique.

Figure 3.19 – Le contour de la magnitude de la vitesse.
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Figure 3.20 – Contour de la fonction de courant.

Figure 3.21 – la fonction de courant.
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3.2.3 La forme d’un trapèze rectangulaire à cote d’entrée.

Figure 3.22 – Contour de la pression statique.

Figure 3.23 – Le contour de la magnitude de la vitesse.

35



CHAPITRE 3. DISCUSSION DES RÉSULTATS

Figure 3.24 – Contour de la fonction de courant.

Figure 3.25 – la fonction de courant.
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3.3 Discussion des résultats

3.3.1 La Pression Statique

D’après les figures de contour de la pression statique [(3.2)(3.6)(3.10)(3.14)(3.18)(3.22)]on
remarque que la pression prend ses petites valeurs aux points d’entrée et de la sortie de fluide
dans le trapèze rectangulaire à côté de la sortie (−4.41 ∗ 103pa) dans le cas sans gravité et
(−5.30 ∗ 103pa) dans le cas avec gravité.

On remarque aussi que la pression prend sa grande valeur (maximum)(2.87 ∗ 103pa) au
milieu de trapèze de forme rectangulaire à la sortie et au prés des parois (AB, BC, CD, DE,
EF) dans le cas sans gravité et la valeur (2.94 ∗ 103pa) dans le cas avec gravité.

3.3.2 La Vitesse

D’après les figures de la vitesse [(3.3)(3.7)(3.11)(3.15)(3.19)(3.23)], on remarque qu’elle
atteint sa grande valeur (3.23 m/s) juste aux points d’angles de l’entrée et de la sortie dans le
cas sans gravité du trapèze isocèle.

Mais elle s’atteint sa petite valeurs presque nulle (1.2m/s) prés des angles de la base
mineure de trapèze de tous les domaines traités surtout la forme isocèle toujours dans le cas sans
gravité. D’autre part elle varié dans les autres formes entre les valeurs (1.29m/s) et (1.61m/s).

3.3.3 La Fonction de courant

Concernant la fonction de courant , et d’après les figures [(3.4)(3.5)(3.8)(3.9)(3.12)(3.13)
(3.16)(3.17)(3.20)(3.21)(3.24)(3.25)] on remarque que cette fonction est presque nulle au prés
des parois rigides (AB,BC, CD, DE,EF).Puis elle augmente peu à peu jusqu’à la valeur (2.26 ∗
102kg/s) exactement dans le Trapèze rectangulaire à côté de l’entrée dans le cas sans gravité.
Elle coïncide aussi avec la forme de la surface libre où elle atteint les valeurs entre (5.25∗102kg/s)
et (5.66 ∗ 102kg/s) au même cas.
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Conclusion générale
Les problèmes non-linéaires des écoulements bidimensionnels à surface libre apparaîssent

dans des nombreux domaines : l’industrie, l’urbanisme tel que : les pompes à jet, les barrages, les
sources ou puits. La résolution analytique de ces problèmes deviennent trés surtout en présance
des forces de la gravité et les effets de la tension de la surface, car ces derniers apparaissent des
points de singularités dépandants de la condition non lineaire de l’équation de Bernoulli.

Dans ce modeste travail, on a considéré un écoulement potentiel dans un domaine de
forme trapèze ( isocèle et réctangulaire), en utilisant la méthode des volumes finis à l’aide de
logiciel de calcul FLUENT, qui nous a donné des bons résultats concernant la pression, la
vitesse et la fonction de courant. On a trouvé que les valeurs de la pression et de la fonction de
courant dépends sur plusieurs et différents donnés tels que : la géométrie de modèle proposé ,
les conditions aux limites...etc...

Nous envisagerons les perspectives, qu’ils ouvrent d’un point de vue, des futures travaux
comme celle du changement de l’état de l’écoulement ou la géométrie du domaine étudié. Aussi
l’application des autres techniques sur ce type des écoulements.
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Présentation des logiciels (Gambit et Fluent)

Gambit

Les étapes d’utilisation de Gambit

1. Lancement du logiciel

Figure 3.26 – Fenêtre principale.
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Figure 3.27 – Différentes opérations pour créer la géométrie.

2. Création de la géométrie

Figure 3.28 – Outils pour créer la géométrie.

3. Générer un maillage
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Figure 3.29 – Maillage sous Gambit.

Figure 3.30 – Exemple outils pour générer un maillage.

4. Définir les conditions aux limites
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Figure 3.31 – Description détaillée du menu CL(conditions aux limites).

Fluent

Les étapes d’utilisation du logiciel Fluent

1. Ouvrir le fichier crée par Gambit

Figure 3.32 – Ouvrir le fichier (msh).

42



CHAPITRE 3. DISCUSSION DES RÉSULTATS

2. Définition des dimensions du modèle

Figure 3.33 – Ouvrir le fichier (msh).

3. Définir le modèle mathématique

Figure 3.34 – Définir le modèle mathématique, le type d’écoulement et le fluide.

4. Définir les conditions aux limites
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Figure 3.35 – Fenêtre des conditions aux limites.

5. Initialisation

Figure 3.36 – Initialisation des variables.

6. Post traitement
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Figure 3.37 – Les fonctions de Post traitement.
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