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Introduction

.
.
o)
L}, (R")
Hs
B;,(R")

Lr(Q)

Inégalité de Holder

Transformée de

Fourier-Plancherel

Notations

L’espace des distributions temprées modulo les polynomes Pp,.

L’espace des distributions temprées modulo les polynomes Poo.

L’espaces des fonctions de classe C™° a support compact inclut dans €.
L’espace des fonctions mesurable sur R™ intégrables sur tout compact deR
L’espace de Schwartz.

L’espace de potentiel homogéne.

L’espace de Besov homogéne.

{f : Q@ — R", mesurable tel que [, | f [P dp < co} muni de la norme

| fllp=Cfo | f 17 dp)z < oo.
Si 1 <p < oo, q estle conjugué de p(}lo + % = 1), alors Vf € LP(),

g€ L) ona fge Ll Q) et || fgli=Iflplglle
pour p = q = 2, l'inégalité de Holder de Cauchy-Schwartz.

Soit f € L' N L% On rappelle que Yz € R, f(x) = fR f(t)e ™tdt.
Alors fe L2 et || f |lo= \/% I f -
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Introduction

Introduction

L’espace de Sobolev est une classe d’espaces fonctionnels qui permet d’étudier les fonc-
tions et leurs dérivées faibles. Ces espaces jouent un role fondamental dans ’analyse mathé-
matique et sont utilisés dans le nombreux domaines pour étudier les propriétés des équations
aux dérivées partielles et d’autres problémes mathimatiques.

De fagon générale, ce travail est divisé en trois chapitres.

Dans le premier chapitre, nous rappelons l’espace de Sobolev classique du coté définition
et quleques propriétés.

Dans le deuziéme chapitre, nous étudions les espaces de Sobolev homogénes, qui se com-
pose de deux parties caractérisation continue et caractérisation par Littewood-Paley.

Dans le troisiéme chapitre, nous étudions la réalisation de l’espace de Sobolev et réalisa-

tion Uespace de Sobolev H® et l’espace de Sobolev W;”, l’espace de Sobolev Wlm.



Chapitre 1

L’espace de Sobolev classique H®(R")

Ce chapitre est consacré aux espaces de Sobolev du coté définitions et quleques propriétés.

1.1 L’espace de Sobolev classique H*(R")

Définition 1.1.1 Soit Q) un ouvert quelconque de R™ et k un entier naturel. On définit
H*(Q) par
HY(Q) ={uec L*(Q): D*uec L*(Q), |al|<k} (1.1)

On consideére sur cet espace le produit sclaire,

(), = X (D"u.D)2q) - (1.2)

laf<k

Le produit sclaire usuel de L* () est

()20 /f

I s’en suit une norme sur H*(Q),

1

ey = ( S 0%l ) . (1.3)

|a|<k



1.2. Propriétés des espaces de Sobolev

1.2 Propriétés des espaces de Sobolev
Nous donnous dans cette partie quleques propriétés de ces espaces.

1. Lespace H* () muni du produit sclaire défini en (1.2) est un espace de Hilbert. Soit
(uj) une suite de Cauchy de H* () pour chaque | o |< k, la suite (0%u;) est une
suite de Cauchy de L?* donc converge vers un v, € L*. En partieculier u; — ug dans

D'(Q), donc 0%u; — 0% € L*(Q), et (u;) — v dans H" (Q).

2. Si k> K, H*(Q) est contenu dans H" () et cette inclusion est continue. De plus
Cs° (Q) est continue dans H* (Q) pour tout k € N.

3. Si Q=R",C (R") est dense dans H* (R").
Proposition 1.2.1 L’espace H* = H* (R") N &' (R™) est dense dans H* (R™).

Preuve. Soit x € C5° (), x (x) =1 pour |z |< 1, x (x) =0 pour |z |> 2.
Soit w € H* (R™), posons u;j (z) = x (%) u(x), j>1.Alors u; € H* et u; — u dans
HY (R™).
En effet d’aprés la formule de Leibniz
o x o a) 1 T\ Ao
0% (uj —u) = (X(E) —1)0u+ X ( )m (9°x) (;) 0° Pu.

B<a\f
B#0

Pour B # 0kl > k; d’autre part

e
| (9°X) (=) |< sup | %X (y) |= Cs.
] yER™

On en déduit, puisque

["inégalité

x o C
s = < 3 x (5 —1) 8% e +

— X on .
T al<k k k |a|<k—1 ” Y HL2

Proposition 1.2.2 C5° (R") est dense dans HE.



1.3. Le dual de Hf ()

Preuve. Soit p € C§° (R™), telle que p > 0 et [ p(x)dx = 1.
Soit uw € HF. Posons ug(x) = (pe x u)(z) = [ pe(x — y)uly)dy, ou
T
= g_n —
pele) = £l

On au, € C°(R") (car u € & et p, € C°) et u, — u dans H* (R") .En effet 0°us =

) E>0.

pe*0%u et comme 0°u € L? (R™). On a vu que (p, * 0%u) converge vers 9%u dans L? (R™),

lorsque £ — 0. =

Remarque 1.2.1 On peut montrer que C3° (Q) n'est pas dense dans H* (Q) pour k # 0 si
Q # R,

1.3 Le dual de H} (Q)

Définition 1.3.1 Soit k € N. L'espace H"(Q) est l’espace des formes linéaires u sur
HE(Q) telles qu’il existe une constante ¢ > 0 pour la quelle Vo € C5° (),

On note ||u||g-+ le plus potite constante ¢ possible dans l'inégalité ci-dessus.
Exemple 1.3.1 Si f € L?(Q), ona 0;f € H ' (Q). En effet pour ¢ € C§° (Q),0n a

| €0f, ) =1 {f, 0;9) |< / | £ 950 | do < || fllze |l an-
On a d’ailleurs au passage

105 lr-1 < (1 f [l 2-

Proposition 1.3.1 Pour k e N, u € L*(Q) et v € HY (Q) on a

| /U(fc)v(ff)dff |< l[ullz-r@) V] 2 0)- (1.4)
Preuve. Supposons tout d’abord que v = o C C(Q). On a u € L*> () C H*(Q);

considérons une décomposition quelconque u = | ‘Ekﬁa fas 0t fo € L2(Q). Alors
al<

_ _ _1\lel a—
@) | = 3,0 (07 |
< 2||0¢ 2
< |a‘%kaozHL [0%l|r

1

2
s(znm@)u¢mﬁ

la|<k



1.4. Inégalité de Poincaré

En passant & Uinf sur toutes les décomposition, on en déduit (1.4) si v € HY (), il existe
(0,,) C C&(Q) qui converge vers v dans HE (2). On écrit (1.4) pour ,, et on passe a la

limite, on obtient le cas général. m

1.4 Inégalité de Poincaré

Proposition 1.4.1 Soit 2 C R™ un ouvert, borné de diamétre d.

| w || r2@)< 2d E H a HLQ(Q Vu € Hy(9). (1.5)

Preuve. Fizons zo € (), alors Q C B (:po, d) . 1l s’en suite que, pour tout u € C§° (),

u(d+29,2") = 0, quelque soit &' =(xs, ..., x,) appartenant a R"*. On peut alors écrire,

u(:c):/xl OU (1 o dt.

+a9 8x1

On en déduit que,

1 ou ou
2< — (t.2") |? dt. —2¥—d <2d/ —(t,2") |? dt.
u@) P< [ 1) Pt o et —d|< 2 [ | 75 (40

1
+I0

Comme pour x € Q on a, | ¥, — 29 |< d, on peut écrire,

Jo lu(z) [ de < 2df$1 0 de Jo | 25 (t,2") P dtda’day

Jolul@) P dz <240, o gden) || 25 25 42 | 25 o
Ceci preuve linégalite (1.5). Pour u € C§° (Q), si u € Hy () il existe (uj) C C§° () telle
que u; — u dans Hy (Q). I suffit alors d’écrire (1.5) pour u; puis de faire tendre j — +00.

Remarque 1.4.1 L’inégalité de poincaré n’est pas vraie pour les u constantes non nulles,

qui n’appartiement donc par HE (Q) pour Q borné ( dans une direcion,).

1.5 Compacité

Théoréme 1.5.1 Soit Q2 un ouvert borné de R™ et k > k' > 0, application v — u, de
HE(Q) dans HE (Q) est compacte.



1.5. Compacité

Preuve. 1) Comme l'injection HE C H{flﬂ est continue et que la composée d’applictions
continues et compactes est compacte, il suffit de prouver le théoréme pour k = k' + 1.

2) Il suffit de prouver que l'injection, H} C L*(Q) est compacte.

En effet (u;) une suite bornée de HE 1 (), alors (u;) est bornée dans H} et pour | o |<
k', (0%u;) est bornée dans Hg (). Il existe donc une sous-suite (uu)) qui converge vers v
dans L* (). La suite (%) est borné dans Hy, donc il existe une sous suite (5%”1”@1(]“))
qui converge vers vy L? (). Evidemment v = g—;’l (puisque c’est le cas dans D'(Q2)). En
itérant ce procédé, on construit une sous suite (uw(y)) telle que (0%uy(r)) converge vers 0%v

dans L?(Q) pour | a |[< K c’est a dire (ugg)) converge vers v dans H* (Q). L’injection

Hi C L?(Q) est compacte.



Chapitre 2

Les espaces de Sobolev homogénes

Cette section concerne les espaces de Sobolev homogénes. Nous établissons d’abord les pro-
priétés classiques de ces espaces, puis nous concentrons sur linclusion dans les espaces de

Lebesgue, BMO et les espaces de Holder. Voir le livre [1].

2.1 Caractérisation continue

2.1.1 Défintions et propriétés de bases

Définition 2.1.1 Soit s dans R. L’espace de Sobolev homogéne H*(R?) (également noté
H? ) est lespace des distributions tempérées f sur R dont la transformée de Fourier appar-

tient a L} (RY) et vérifie
def 25| f 2
I B [ 1611 7 d < o
On note que les espaces H* et H¥ ne sont pas comparables pour linclusion.
Proposition 2.1.1 Sir < s <t alors H" N H'(R?) appartient & H*(RY) et on a
1F ey SIS g U F ey avee s = (1= 0)r +rt.

Preuve. Il suffit d’appliquer l'inégalité de Hélder avec p = 1/(1 — ) et ¢ = 1/60 aux

fonctions & —| € 20050 ¢ | ¢ [251¢¢ [a mesure de Borel | f(€) |2 d€.



2.1. Caractérisation continue

En utilisant la formule de Fourier—Plancherel, nous observons que L* = H° et que si s
est un entier positif, alors H* est le sous-ensemble des distributions tempérées ayant des
transformées de Fourier localement intégrables et telles que O“f appartient a L? pour tout
o en N¢ de longueur s. Dans le cas ou s est un entier négatif, Uespace de Sobolev H® est

décrit par la proposition suivante. ®

Proposition 2.1.2 Soit k un entier positif. L’espace H “*(RY) consiste en distributions qui

sont les sommes des dérivées d’ordre k des fonctions L*(RY).

Preuve. Soit f étre dans H* (RY). En utilisant le fait que pour certaines constantes

entiéres A,,nous avons:

| f |2k: ISjL?J‘kgdg?l ...... f?k = ‘a%kAa(if)a(—ig)a’ (15)
nous obtenons que
f&) = 2 € ual©) avec  va(€) = A, ﬂ?fﬁ: 1.

Comme f est dans H™*, les fonctions v, appartiennent ¢ L?. Définition de f, “F g

puis obtenir

f= 2 (0°f.) avec f, € L*(R%).

laf=k

]
Proposition 2.1.3 H*(R%) est un espace de Hilbert si seulement si s < g
Preuve. Voir [1] =

Proposition 2.1.4 Pour tout réel s < 4, l'espace So(R?) des fonctions de S(R?) dont la
transformée de Fourier est identiquement nulle prés de [’origine est un sous-espace dense

de H*(RY).

Preuve. L’espace H*(RY) étant un espace de Hilbert, il suffit de vérifier que l’orthogonal
de S(RY) pour le produit scalaire de H*(R?) est réduit a {0}.Supposons donc qu’il eviste
une distribution [ dans H*(RY) telle que pour toute fonction » de S(R?) on ait

| (@@ fea@a o



2.1. Caractérisation continue

Alors Uapplication & — <§>2Sf(§) est identiquement nulle dans S'(R?), donc f=0et
donc f = 0.
De méme supposons qu’il existe une distribution f dans H? (R%) telle que pour toute

fonction ¢ de So(R?) on ait

IR GEGIE

Alors f s’annule sur R\ {0} et donc f = 0. Le résultat suit puisque s < ¢ et donc H*

(RY) est un espace de Hilbert.

Proposition 2.1.5 Soit s un nombre réel dans Uintervalle |0,1[ et f dans H® (R?). Alors

| flx+y) — f(z) |?

| Yy |d+2s

fe LIQOC(Rd) et / dzdy < oo.

R xR4

De plus, il existe une constante C telle que pour toute fonction f dans H $(R%), nous

avons

||f||2: CS/Rd Rd’f(x_'_y)_f(x)’ da:dy (Al)

PIGE
Nous allons utilisier la théoréme de Plancherel (1.25)suivant:(formule de Fourier—Plancherel).
La transformée de Fourier est un automorphisme de S' d’inverse (27r)_d.7:" . De plus, F est
aussi un automorphisme de L2(RY) qui vérifie, pour toute fonction f dans L2, (27)2 || f || 12.

Preuve. Pour montrer que f est dans L2 (RY), il suffit d’écrire:

f=F (o) f +F (lepo)f.
En effet lB(O_l)f est une distribution a support compact donc f‘l(lg(o_l))f est de classe
C*> est donc dans L} ( R?).
Par ailleurs comme s > 0 on a que (103(0,1))]? € L% RY) et donc .7’-"’1(103(0,1))]‘2

aussi. Montrons ’égalité (A.1) On a par le Théoréme de Plancherel

1
(2m)4

/|f@+w—fmn%mz /‘wWHﬂﬂ@Pde
R4 Rd

donc

Sty —f@1*, 1 o
/Rde d ’ Yy ’d+2s d{de - (27T)d /R dL(S) | f(g) | dg



2.1. Caractérisation continue

avec

‘ 67jy.§ —1 |2
L(¢) = —dy.
(5) /]Rd ‘ y ‘d+23 Y

Comme la fonction L est radiale et homogéne de degré 2s elle est proportionnelle a

(. m

2.1.2 Plongement de Sobolev dans les espaces de Lebesgue.

Dans cette sous-section, nous étudions l’inclusion des espaces H*(R?) dans les espaces

LP(R?). Nous commencons par un résultat classique.

Théoréme 2.1.1 Si s est dans [0,d/2[, alors Uespace H*(R?) est contindment plongé dans
L% (RY),

Nous allons utilisier les propositions

(1.7) :Pour tout (u,0) dans &' x S, A € R\{0} et (a,w) € R x R, on a

(i0) i = F(x"u), (€)@ = F(idu),e Vi = F(raf), 7o f = F(EOD )N FATE) = F(f(h)), et F(
(1.8) :Si 0 €]0,d|, alors F(| . |77) = cao | - [7°% pour une constante ¢4, ne dépendant
que de d et s.

Preuve. Tout d’abord, notons que l'indice critique p = 2d/(d — 2s) peut étre déterminé
en utilisant un arqgument d’échelle. En effet, si v est une fonction sur R? et vy désigne la

fonction vy(x) «f v(Ax), alors nous avons

d
o= A2t

| v llr=

Si une inégalité du type || v ||L»< C' || v || ysest vraie pour toute fonction lisse v, alors elle
est également vraie pour vy pour tout \. Par conséquent, nous devons avoir p = 2d/(d—
2s).

Considérons une fonction ¢ dans Sy(R%).En définissant ¢,(€) = wf

| €1 ( ) et en utilisant
les Propositions (1.7) et (1.8), onos obtenons que

¢—<2|7T)|d5 w6, avee |, lle= @0 F 11| g

espace So(R?) est dense en H? donc la preuve est compléte. m



2.1. Caractérisation continue

Corollaire 2.1.1 Sip €]1,2], alors L(R?) s’inclut contindment dans H® avec s = —d(i —
3)
5)

Définition 2.1.2 Soit § une fonction dans Sy(R?) telle que 0 est a support compact, prenne
la valeur 1 prés de zéro et satisfasse 0 < 0 < 1. Pour u dans S'(R%) et 0 > 0, nous
définissons

def p
I lls-= SupAd 16(A) % f [l -

1l revient au lecteur de vérifier que [’espace B~ des distributions tempérées f telles que
| f |lg-o soit fini est un espace de Banach. Il est également clair que le changement de
la fonction 6 donne le méme espace avec une norme équivalente. Ces espaces sont abordés
dans le prochain chapitre dans un contexte plus général. Nous verrons que B~ coincide

avec l’espace de Besov homogéne B 7.

Proposition 2.1.6 Pour l'instant, nous allons comparer B~ avec les espaces de Sobolev.
Pour tout s < d/2, l’espace H* est contindment inclus dans Bs_g, et il existe une constante

C, dépendant uniquement du support de Supp 0 et de d, telle que

T <

BS—%S d
(5 —s)

Preuve. Comme u est localement dans L', la fonction 0(A=.)f est dans L'. Le

1 f Nl s ¥ € H”.

N

théoréeme de l’inversion de Fourier implique que

I A®O(A) * f || =( m) [ OAT)F |
1)~ Jpa OCATE) [ €171 € 17| (&) | de.

En utilisant le fait que 0 est a support compacte, l'inégalité de Cauchy-Schwarz implique

que

c
| ADG(A) 5 f [l < —— A2

(F-9)

. . , o . e d
et la proposition est ainst prouvée.La différence entre la norme H® et la norme B*"2 est

mise en évidence par la proposition suivante. ®

Proposition 2.1.7 Soit o €]0,d] et soit (¢.)eso défini comme dans ¢_(z) = €= ¢(z). II

existe alors une constante C' telle que || ¢, || 5-« < Ce” pour tout € > 0.

10



2.1. Caractérisation continue

Preuve. Par l'inégalité de Hélder,nous avons
AT 0(A) x b, <] 0 [l2]l @ Il -
De la, nous déduisons que si Ac > 1, alors nous avons
AT O(A) % 6, [lpe< e [ 0 |l ¢ Il - (1.9)

Si Ae < 1, alors nous effectuons une intégration par parties. Plus précisément, en utilisant

le fait que

NG

(—iedy)%e’ s = ¢

et la formule de Leibniz, nous obtenons

AYO(A) % 6.)(x) = (iAe)” [pu O (O(A(z — y))d(y))e'* dy

= (iAe)? 5 (1) AF((—01)*0)(A.) % ("2 F o) ().

k<d

En utilisant 'inégalité de Holder, nous obtenons

AR ((=00)80)(A) # (¢ 07 7F6)) [, <I| 0150 || 4| 1770 |

”LOO dyr
(8

Ainsi, nous obtenons A || 0(A.) x ¢, ||z=< C(Ae)d. Comme nous considérons le cas ot

Ae < 1, nous obtenons pour tout o < d,
AV 0(A) % ¢, ||Le< C(A)°.
En combinant cela avec (1.9), cela conclut la démonstration de la proposition. ®

Proposition 2.1.8 Soit s €]0,2/d[. Il existe une constante C, dépendant uniquement de d
et 0, tel que

C _p 2 2d
= —— a5l avee p= =

(p—2)2 " 5

Preuve. Sans perte de généralité,nous pouvons supposer que || u |

o= 1. Comme

cela sera souvent fait dans ce livre, nous allons décomposer la fonction en fréquences basses

et hautes. Plus précisément, nous écrivons

w=us+upa avec u s =F (O(ATL)0), (1.10)

11



2.1. Caractérisation continue

ot 0 est la fonction de la Définition 2.1.3. L’inégalité triangulaire implique ce
(Ju|>X) C(Juwal>A2)U (| upa|> A/2).

D’aprés la définition || . || .,_q¢ nous avons || w4 [[re< A2=*. Nous en déduisons que

|Bs

e d »
A=A"Y (3)F = ullwa > A/2) =0.

A partir de Uidentité || f |[5.=p [;° X~ (] f |> A)dA, nous en déduisons que

HUHESPA N Y| unay [ A/2)dA,

En utilisant le fait que

2
Uh, A
i, 1> Af2) < all e N

nous obtenons

numz@/Aﬁw%mmmx
0

Etant donné que la transformée de Fourier est (& une constante prés) une isométrie sur
L*(RY) et que la fonction 6 a une valeur égale a 1 prés de 0, nous obtenons alors, pour un

certain ¢ > 0 dépendant uniquement de é,

Hu%é@ﬁﬂ”/ V*/ ae) 2 dedn. (L.11)
0 (1€|>cAx)

Maintenant, selon la définition de Ay, nous avons

S

c

hSRESY

| €1> cdy = A< C: Y o

)P
Le théoréeme de Fubini implique donc que

lullf, < 4p2m)= fua(fy S X73dN) | () | de
< (2m) 22 [T Lage) | de.

Comme s = d(3 — %), le théoréme est prouvé. m

Définition 2.1.3 Définissons Q) . [—1/2,1/2]¢ et soit z; = 3/8 pour tout élément J de

{—1,1}. Nous définissons ensuite la transformation T par:

D(Q) — D(Q)
T: def g

fr—Tf =2 ¥ T;f avecT;f(z) = f(4(x —zy)).
Je{-1,1}4

12



2.1. Caractérisation continue

Pour B C @, nous définissonsT;(B) “ o+ 1B, T(B) et {U }dTJ(B) et nous notons
Je {-1,1
T;(Q) par Q; . En utilisant le fait que pour tout f € D(Q), le support de T, f est inclus

dans Qy et que si J # J', alors Q; N Q. = (,nous obtenons immédiatement

_1
ITf =22 f o

Dans un souci de simplicité, nous nous limitons ici au cas ou s est un entier. En observant
que

0i(Tf)(x)=2" ¥  4(0;f)(A(x — ;) = 4T(9;f)(x).

Je{-1,1}d

et en utilisant nous obtenons (1.11),

d S
ITf =22 1

n e (1.12)

L’estimation de Tt en termes de la norme B~ est décrite par la proposition suivante .

Proposition 2.1.9 Pour o €]0,d|, il existe une constante C' telle que
ITf o< 272 f llyee +C N f Hlis -

Preuve. Voir [1] m

2.1.3 Le cas limite H?

Lespace H?(R?) west pas inclus dans Loo(R?). Nous donnons un contre-ezemple explicite
en dimension deux.

Soit la fonction u définie par

u(x) = ¢(x)log(—log|z])

pour une fonction lisse ¢ support dans B(0,1) et de valeur 1 prés de 0. D’une part, u

n’est pas bornée. D’autre part, nous avons, prés de l’origine,

C

| Ojul() |[< ——r
’ |z]|log | ||

de sorte que u appartient o H'(R?).Cela motive la définition suivante.

13



2.2. Caractérisation par Littlewood-Paley homogéne

Définition 2.1.4 L’espace BMO(R?) des oscillations moyennes bornées est I'nsemble des

fonctions localement intégrables f telles que

di
I £ llsmo™ sup

|B||f fB|dx<ooavech:|B‘/fdx

Le supremum ci-dessus est pris sur [’ensemble des boules euclidiennes. Nous soulignons que

la semi-norme -BMO s’annule sur les fonctions constantes. Par conséquent, ce n’est pas

une norme. Nous énoncons maintenant le théoréme critique pour l’inclusion de Sobolev.

Théoréme 2.1.2 L'espace L _(RY)NH?(RY) € BMO(RY). De plus, il existe une constante

C' telle que

loc

lullBao< C | u g

pour toutes les fonctions u € L, .(R?) N HE(RY).

Preuve. Nous utilisons la décomposition en basses et hautes fréquences. Pour toute

boule euclidienne B nous avons

2
U—U U U +— | u .
/ | u—up | |B\ S N G s B Il wn,a |22
Soit R le rayon de la boule B. Nous avons:

<R[ Vuga || e

< CR fou | €172 €)2] Upa(€) | de
<CRA|ull,4

lua = (a)s 2 g,

Nous en déduisons que

d
/|u—u3| d <0RA||u||-d+0<RA>2</ €1 ale) P de.
B 1B > A

En choisissant A = R™', la démonstration est ainsi complétée. m

2.2 Caractérisation par Littlewood-Paley homogéne

Nous introduisons maintenant les espaces de Sobolev homogénes L?,[Voir [5]]. La principale

différence avec les espaces inhomogénes LY est que les éléments de. LP peuvent me pas

14



2.2. Caractérisation par Littlewood-Paley homogéne

étre eur-mémes des éléments de LP. Un autre point de différenciation est que les éléments
d’espaces de Sobolev homogeénes dont les différences sont des polynomes sont identifiés. Pour
les besoins de la définition suivante, pour 1 < p < oo on définit LP(R”) comme [’espace de
tous les éléments de S(R™)/P(R™) tel que toute classe d’équivalence formée de la relation
w=vsiu—uve PR contient un unique représentant qui appartient o LP(R™), on définit
la norme LP(R") de tout élément de la classe d’équivalence comme étant la norme LP de la

représentant unique. Selon cette définition, nous avons

I+ P ll=l =l f Nz

chaque fois que f € LP et P est un polynome.

Définition 2.2.1 Soit s un nombre réel, et soit 1 < p < co. L’espace de Sobolev homogéne
LP(R™) est défini comme Uespace de tout u dans S(R™)/P(R") pour lequel distribution bien
définie

(1€ a)”

coincide avec une fonction dans LP(R™). Pour les distributions u dans LP(R™) on définit

Il llze=l (- 17 @) llzony - (1.13)

Comme indiqué précédemment, pour éviter de travailler avec des classes d’équivalence de
fonctions, nous identifions deux distributions dans LQ(R”) dont la différence est un polynome.

Sous cette identification, la quantité dans (1.13) est une norme.

Théoréme 2.2.1 Soit V¥ satisfait (1.3.6), et soit A;-I’ étre l'opérateur de Littlewood — Paley
associé a V. Soit s € R et 1 < p < 0o. Alors il existe une constante C7 qui ne dépend que
den,s,p et U tels que pour tout f € LP(R™) on ait

IO @ [ AY) DDz < Cull S|

jET

Lz -

Inversement, il existe une constante Cy qui dépend des parameétres n, s, p et W telle que tout

élément f de S(R"™)/P(R™)qui satisfait

1O @ | AY(f) )3 || < oo,

JEZ.
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2.2. Caractérisation par Littlewood-Paley homogéne

se trouve dans l’espace homogéne de Sobolev Lg(R”).et on a

< Coll Q- (@ | AY() D) || - (1.14)

JEZ

I/

Preuve. Voir[5]. m
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Chapitre 3

Réalisations de ’espace de Sobolev

homogeéne W

Pour ce chapitre, nous citons les réferences suivantes [2], [3], [4] et [6].

3.1 Généralité sur les réalisations

Proposition 3.1.1 Soit 0y : E — S, (R") une réalisation. Pour toute famille finie

(Ea)kg\cq -y de fonctionnelles linéaires continues sur E, la formule suivante définit une

réalisation de E in S, (R™).

o(f)(x) :==oo(f)(x) + N Lo(f)z®  (modPy).

k<|a|<N
(2.1) Inversement, toute réalisation de E modulo Py est donnée de cette maniére.Dans le
cas ot E est invariante par translation, une fonctionnelle L sur E est dite invariante par

translation si

LoT,=L, VYaeR"

Proposition 3.1.2 Sous les hypothéses de la Proposition 2.1, supposons en outre que E est
isométriquement invariante par translation et que oq commute avec les translations. Soit

(Ea)m\:k“ne famille de fonctionnelles linéaires continues invariantes par translation sur

17



3.2. Réalisation I'espace de Sobolev H*

E. Alors la formule suivante définit une réalisation de E modulo Py qui commute avec les

translations:

o(f)(x) = oo(f)(x) + X La(f)z® (mod.Py).

la|=k
Inversement, toute réalisation de E modulo Py qui commute avec les translations est donnée

de cette maniere.

Définition 3.1.1 Dans le cas ot E est invariante par dilatation, une fonctionnelle L sur E
est dite homogéne de degré r si Lohy = N7 L pour tout A > 0. Dans le cas ot E — Sy(R"™)
pour un certain N € N, la restriction d’une telle fonctionnelle a Sy(R™) est clairement une

distribution homogéne de degré r.

Proposition 3.1.3 Sous les hypothéses de la Proposition 2.1, supposons en outre que E est
homogéne de degré r.(1) Sir —k ¢ N, alors E' admet au plus une réalisation de dilatation
qui commute modulo Py.(2) Supposons que r — k € N et que o¢ : E — S, (R"™) est une

réalisation de dilatation qui commute. Soit (L,) une famille de fonctionnelles linéaires

la|=r
continues sur E, toutes homogénes de degré —r — n.Alors la formule suivante définit une
réalisation de dilatation qui commute de E dans S;,(R") :

o(f)(@) = oo(f)(x) + X La(f)z" (mod.Py).

laf=r

Inversement, toute réalisation de dilatation qui commute de E modulo Py est donnée de

cette maniere.

3.2 Reéalisation ’espace de Sobolev H?

Définition 3.2.1 Soit E un sous-espace de S{(R™) muni d’une structure d’espace de Ba-
nach, telle que linjection canonique de E — Sy(R™) soit continue. On appelle réali-
sation de E wune application linéaire et continue o : E — S'(R™) telle que, pour tout
u € E,o(u) =u dans S{(R™). Le sous-espace o(E) C S'est égalemen tappelé réalisation de
E. L’application-étant une bijection de E sur o(E), ce dernie hérite de la norme de E et

devient donc un espace de Banach de distributions tempérées.

18



3.2. Réalisation I'espace de Sobolev H*

Proposition 3.2.1 Pour s > 0,s — § ¢ N, l’espace H*(R™) admet une et une seule réali-

sation o invariante par dilatations, i.e. vérifiant
o(u(Mz)) = o(u)(A\x), YA > 0,Yu € H*(R™).

La réalisation de H 5(R™) est alors notée eral

(R™).
Pour s — 5 € N, l’espace H *(R™) nadmet aucune réalisation invariante par dilatations.
51 s < g, la réalisation consiste a choisir le représentant de u € H *(R™) appartenant a
LUR") avec § =5 — s.
Sis > 5,5 — 5 & N, la réalisation consiste a choisir le représentant de u € H*(R")

appartenant & C*~% (R") et vérifiant
n
0u(0) =0,Ya e N", | a |< E(s — 5)

Ce résultatreste vrai pour H S(R™) défini comme sous-espace de distributions modulo les
constantes. Les fonctions des espaces réalisés vérifient une inéqgalité de type Hardy.Cette
méqalité est importante et permet notamment d’obtenir des résultats sur la localisation des

espaces. On a en effet la

Proposition 3.2.2 Soit s > 0, s — § ¢ N. Il existe une constante C' > 0 telle que, pour

toute fonction f de Uespace H:,  (R™), on a
fz) |?
[ Hetwscnri,.

Cette inégalité permet d’obtenir le résultat suivant

Soit s > 0, s — % ¢ N. L’espace eral(R") est localisable, c’est-a-dire que, pour une
fonction ¢ € C°(R™), a support compact dans une couronne et telle que Yjezp(27x) = 1,

pour tout x € R"\{0}, on a

Vf € Hea(®™), || f 5.2 Sjez || fo; |

2
Hs?

ol ;= 0(277).
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3.3. L’espace de Sobolev W;"

3.3 L’espace de Sobolev WZ;”

3.3.1 Définitions

Définition 3.3.1 Soit m € NU{occo}. Un espace de distribution de Banach (E.D.B.) dans
S/ (R™) (ou un espace de Banach de distributions modulo P,,) est un sous-espace vectoriel
E de S),(R™) muni d’une norme compléte telle que l’application naturelle E — S, (R™) soit

continue.

Définition 3.3.2 Soit m € N U{oo} et k un entier tel que 0 < k < m. Soit E un E.D.B.
dans S!,(R™). Une réalisation de E dans S;,(R"™) (ou modulo Py) est une application linéaire

continue o : E — S, (R") telle que[o(f)]|m = f pour tout f € E.

Remarque 3.3.1 Pour tout f € E, o(f) est le représentant unique de f dans o(E). Cela
signifie que o est entiérement déterminée par son image, une remarque fréquemment utilisée

dans article.

Remarque 3.3.2 Si k = m, il existe une unique réalisation triviale, & savoir 'inclusion

naturelle E — S, (R").

3.3.2 Réalisations
L’espace de Sobolev homogéne W];” est Uensemble des distributions f telles que f® €
L,(R™) pour tout | o |=m. Il est muni de la semi-norme

1 lgyi= S £ -

laf=

L’espace quotient W;”(]R”) /P est un B.D.S dans S| (R"™) pour la norme ci-dessus.
Dans cette section, on se limite a 1 < p < oco. Pour les cas extrémes p = 1 et p = +o0,
on se référe a [3] Le lien entre les espaces de Sobolev et les espaces de Lizorkin-Triebel est

donné par le théoréme classique de Littlewood-Paley

Théoréme 3.3.1 En supposant 0 < m < n/p, Uapplication oy définie selon la proposi-
tion 4.6 est une réalisation de W;”(R”) /P dans S'(R™). Cette réalisation a les propriétés

sutvantes :
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3.3. L’espace de Sobolev W;"

(1)C’est l'unique réalisation commutant translation (resp. dilatation) de W(R™) /Py,
dans S(R™).
(2)Son domaine V'5(R™) coincide avec L, N W;’l(R”), wici (1/q) == (1/p) — (m/n).

p,2

3.3.3 Espaces homogénes de Besov et de Lizorkin-Triebel

Définition 3.3.3 Soit p € [1,00[. L’espace de Lizorkin-Triebel homogéne F;q(R”) est

I’ensemble des distributions modulo les polynomes f tels que

1]

g =l (Z27 1 Qsf NV 1< +oo.

Définition 3.3.4 L’espace de Besov homogéne B;’q(R") est l'ensemble des distributions

modulo les polynomes f tels que

I/

B,z = (5,27 [ Qif 1)) < +oo.

Nous utiliserons la notation F; (R") pour By (R")ainsi que pour F; (R"), si nous n’avons
pas besoin de distinguer entre les espaces B et F'. Nous désignons tous ces espaces comme

les "espaces B — L —T'".

Remarque 3.3.3 Les espaces B-L-T peuvent étre décrits de maniére plus familiére en util-

1sant des différences. Nous renvoyons & la Section 6 pour cette perspective.

Théoréme 3.3.2 Ehqu(R”) est un espace de Banach et la chaine d’inclusions continues
sutvante est vérifiée :

Soo(R") — E (R") — S/ (R™).
En tant qu’E.D.B .,E]‘;”q(R”) est isométriquement invariante par translation, et homogéne

de degré S — (n/p), a un remplacement de la norme prés par une équivalente.

Proposition 3.3.1 Un élément f de S (R"™) appartient a E;Q(R”) st et seulement si ses

dérivées d’ordre 1 0;f appartiennent a E';fql(R”) pour j = 1,....n. De plus

Epg' (R™)

5110, |
j_

est une norme équivalente dans E5 (R").
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Résumé

Dans ce mémoire nous avons rappeler les définitions et les propriétés des
espaces de Sobolev, espaces de Sobolev homogénes et la décomposition de
Littlewood-Paley.

Nous avons aussi étudie la réalisation sur les espaces de Sobolev homogénes de
puissance entier.

Mots-clés : Espace de Sobolev homogéne, réalisation, I'espace BMO, espace
homogéne de Besov.

Abstract

In this memory, we have studied the Sobolev spaces and his homogeneous

coutrepart.

We have alse studied the Littlewood-Paley decomposition and the realizations

of homogeneous Sobolev spaces of integer power.

Key-words: Homogeneous Sobolev space, realization, BMO space,

homogeneous Besov space.
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