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Introduction

Les équations intégrales de type Volterra—Fredholm de premiére espéce
occupent une place importante dans plusieurs domaines scientifiques et appli-
qués. Leur résolution analytique étant souvent difficile, les méthodes numé-
riques deviennent indispensables pour obtenir des solutions approchées avec
une bonne précision.

Dans ce travail, nous utilisons les polynéomes de Chebyshev décalés d’ordre
quatre afin de résoudre numériquement ce type d’équations intégrales. Cette
méthode permet de transformer le probléme initial en une forme plus simple
et plus facile & traiter numériquement.

Ce mémoire est organisé en trois chapitres. Le premier chapitre présente
quelques rappels d’analyse fonctionnelle et numérique. Le deuxiéme chapitre
est consacré aux équations intégrales et a leur classification. Enfin, le troisiéme
chapitre porte sur la résolution numérique de I’équation étudiée en utilisant

la méthode proposée.



Chapitre 1

Préliminaires en analyse
fonctionnelle

1.1 Base de analyse fonctionnelle

1.1.1 Opérateurs linéaires bornés

Linéarité des opérateurs
Soient E et F' deux espaces normés, un opérateur A défini sur E dans F est dit linéaire
s’il vérifie les conditions suivantes

— Condition additive

Yoy, o € B, ona A(p; +¢y) = A(p;) + A(py).

— Condition homogéne

Voe E, A€ K=(RouC), ona A(Ap) = NA(p).

Continuité des opérateurs linéaires

Soient F et F' deux espaces normés, un opérateur linéaire A défini sur un sous ensemble
G C F dans F est dit continu au point xy de G si, on a la propriété suivante

Pour toute suite x,, de G converge vers x, la suite A(z,) converge vers A(xg) c’est a
dire

lim A(z,) = A(limz,,) = A(x).

n—oo Nn—00
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L’opérateur linéaire A est dit continu sur G, s’il est continu en chaque point de

I’ensemble G.

Soient E et F deux espaces normés, un opérateur linéaire A défini sur un sous en-

semble G C E dans F, est dit continu partout sur G s’il est continu en point xy de
G.

Opérateurs bornés

Un opérateur linéaire A défini sur E dans F est dit borné s’il existe une constante

positive C' > 0, telle que
[A(@)||F < Cllzlle, Ve k.

La norme ||Al| = sup ||A(z)||r sur la boule unité est toujours finie pour tout opérateur

linéaire continu.

Un opérateur linéaire A est continu, si et seulement si, il est borné.

La notion d’isométrie est plus forte que celle de ’isomorphie.

Normes équivalentes

Soit £ un espace vectoriel muni de deux normes (E, || [|1) et (E, || ||2), ces deux normes

sont dites équivalentes, si on peut trouver deux constantes positives « et 3, telles que

allzly < lzlls < Bllzll1, YV € E.

Autrement dit, les deux normes sont dites équivalentes si et seulement si, 'application

identique de E' dans F soit un isomorphisme entre les espaces vectoriels normés (£, || ||1)

et (B, [l2)-

CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES EN ANALYSE FONCTIONNELLE
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1.1.2 Espace vectoriel normé :

Normes
Soit E un espace vectoriel sur le corps K = R ou C on appelle une norme sur ’espace

E toute fonction notéel|.|| définie sur E a valeurs dans R, telle que
L ||z =0<=2=0
2. [[Az|| = |A| ||| ,pour tout = € Eet A € K
3. ||z 4yl < ||=f| + |ly|| .pour tout =,y € &

on dit que E est un espace vectoriel normé s’il est muni d’une norme ||.||

Tout espace vectoriel normé (E, ||.||) est un espace métrisable

Proof. Pour tout z,y € E on définit la fonction ¢ par

¢(x,y) = ||z =yl

On remarque que cette fonction est bien une métrique sur E car, on a

o(z,y) =z -y =0
ou encore
rT—y=
D’ou I’égalité
r=1y
11 est évident de voir que la distance ¢(x,y) est symétrique
o(z,y) = =z —yl

= |ly -zl = ¢(y, )

CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES EN ANALYSE FONCTIONNELLE
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Pour l'inégalité triangulaire, on écrit

o(,y) = |lz—yll=(z—2)+ -yl
< e =zl +lz =yl
= ¢($v Z) + ¢(Z7y)

O

1.1.3 Opérateurs compact :

Definition 1.1 Soit A un opérateur linéaire d’un espace normé E dans un espace normé
F, on dit que A est un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné G dans E a

un ensemble relativement compact A(G) dans F. Autrement dit, la fermeture A(G) est

compacte.

Ensembles relativement compacts
Un ensemble G C E est relativement compact si pour toute suite {u, } de G, il existe

une sous suite {u,)} qui converge dans F.
Theorem 1.2 (critére de compacité)

Un opérateur linéaire A : ' — F' est compact si et seulement si pour toute suite bornée
v, de E. la suite Ap, contient une sous suite convergente dans F.
Proof. Il suffit d’appliquer les définitions appropriés d’'un ensemble borné et un ensemble

relativement compact. [

Theorem 1.3 Une combinaison linéaire A = a Ay + Ay des opérateurs compacts est un

opérateur compact.

Theorem 1.4 Le produit AB de deux opérateurs bornés A et B est compact si ['un des

opérateurs A ou B est compact.

Proof. Soit {¢, } un suite bornée de F, alors si B est un opérateur borné la suite By, ()
est aussi bornée, et de la compacité de I'opérateur A il existe une sous suite de A(Byp,, (7))

qui converge, ce qui implique que AB est compact.

CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES EN ANALYSE FONCTIONNELLE
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D’autres part si B est compact, on peut extraire de la suite By, () une sous suite
convergente B, (), et de la continuité de l'opérateur A car il est borné la suite

A(B, (7)) converge, ce qui implique que AB est compact. O

Theorem 1.5 Soit E un espace normé et F' un espace de Banach, et soit { A,,} une suite
d’opérateurs compacts de E dans F, convergente en norme vers l'opérateur linéaire A de
E dans F

lim ||A, — Al =0.
Alors A et compact.

Corollary 1.6 La boule unité B(0,1) dans un espace de dimension infinie n’est pas com-

pact.

Theorem 1.7 Un opérateur compact est un opérateur borné. La réciproque est fausse.

Theorem 1.8 L’opérateur intégral A de C(G) dans C(G) a noyau continu est un opéra-

teur compact.
Noyau faiblement singulier

Definition 1.9 On appelle noyau faiblement singulier la fonction K continue sur G x G

C R" X R™ sauf peut étre aux points x =y et telle que,

Ve,ye G, x #y, IM >0, |K(x,y)| < 0<a<n

Theorem 1.10 L’opérateur intégral A de C(G) dans C(G) a noyau faiblement singulier

est un opérateur compact.

1.1.4 Espace de Banach :

Suite de Cauchy :
Soit (x,) une suite d’éléments d’un espace normé (E, ||.||) ; on dit que la suite (z,,) est

de Cauchy si, on a la relation suivante :

CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES EN ANALYSE FONCTIONNELLE
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Ve > 0,3dN;, Vp,q> N.ona |z, -z, <e

Soit z,, une suite de Cauchy dans un espace normé (F, ||.||) contient une sous suite

T, convergente vers x alors la suite x,, est aussi convergente vers le méme élément z.

k

Soit x,, une suite de Cauchy alors il vient

Ve > 0,3N., Vp,q> N.ona |z, —xz,] <e

en particulier pour n; > N, on a

vpa ng 2 NE? pr - :Unk” <€

avec la convergence de la suite z,, vers

ng > Ney||xn, — || <e

D’ou la convergence de la suite z,, vers I’élément x

Vp, e = Ne, lp =l = lap — 2 + 2y — 20, |

< oy — gl lln, — 2l <
Espaces complets

Definition 1.11 Un espace vectoriel normé (E,||.||) est dit complet, si toute suite de

Cauchy x,, d’élément de E est une suite convergente dans F

Autrement dit,

Ve > 0,3IN,, Vp,q> N.ona |z, -z, <e

Implique l'existence d’un élément x € E tel que

CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES EN ANALYSE FONCTIONNELLE
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lim z, ==z
n—oo

Espaces de Banach

Definition 1.12 On appelle espace de Banach (E, ||.|) tout espace vectoriel normé et

complet pour la distance déduite de sa norme.

1.1.5 Equations aux Opérateurs compacts :

Equations de second espéce
Soit A un opérateur compact d'un espace normé X dans lui méme alors 'opérateur

T = I — A défini ’équation de second espéce donné par

p—Ap=f; o, feX

ou f est un fonction donnée et ¢ la fonction inconnue

Theorem 1.13 Le noyau de l'opérateur T défini par

kerT=N(T)={peX; To=(I—-A)p =0},

est un sous espace fermé et de dimension finie

Theorem 1.14 La suite d’ensemble des noyaux

est une suite croissante stationnaire. Autrement dit,elle ne contient qu’un mombre fini

d’ensemble distincts , c’est a dire il existe un entier p € N tel que

{0}y CcN(T),N(I*)C...C N(IT") =N (T""") = ...

CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES EN ANALYSE FONCTIONNELLE
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Le nombre p est appelé le nombre de Riez de I'opérateur compact A pour I’ensemble

des noyaux {N (T™)}

Theorem 1.15 L’image de lopérateur T' défini par ,

ImT =T (X)=R(T) ={y =Ty; telle que ¢ € X}

est un sous espace fermé

Le nombre de Riez p pour 'ensemble des noyaux {N(7™)} et le nombre de Riez

q pour ensemble des images {R (T")} sont égaux. Autrement dit

p=9q

Theorem 1.16 Les sous espaces N (T") et R (T™) sont supplémentaires. Autrement dit

X =kerT"@ImT" = N (T") & R(T")

ol r = p = q est le nombre de Riesz

Lemma 1.17 L’opérateur T' = I — A est injectif si et seulement si,T" est injectif pour

tout r € N

Lemma 1.18 L’opérateur T = [ — A est surjectif si et seulement si T" est surjectif pour

toutr € N

Theorem 1.19 soit A un opérateur compact d’un espace normé X dans lui méme alors
PopérateurT = I — A est injectif si et seulement si il est surjectif, de plus [’opérateur

admet un inverse T—! = (I — A)_l borné

CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES EN ANALYSE FONCTIONNELLE
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Theorem 1.20 soit A un opérateur compact d’un espace normé X dans lui méme alors,

pour que l’équation non homogéne

To=¢p—-Ap=f

admette une solution unique @ € X, pour tout f € X, il faut et il suffit que l’équation

homogéne

To=p—Ap=20

admette la solution triviale ¢ = 0.

Proof. O

1.1.6 Espace de Hilbert

Produit scalaire

Definition 1.21 On appelle produit scalaire sur un espace vectoriel E (réel ou complexe)

une application : (.,.) : E X E — R telle que pour tout x,y,z € E et A € k

1. (xz,z) >0

(\G)

A,y =0= 1=
3. Az, y) = A(z,y)

Ay +2) = (z) + (2,2)

W
)
<

5. (z,y) = (y,z)

Definition 1.22 un espace de Hilbert H est un espace complet par rapport a la norme
mduite par le produit scalaire. En d’autres terme un espace de Hilbert est un espace de

Banach dont la norme induite par un produit scalaire.

Généralement 'espace H est séparable est de dimension infinie, en d’autre terme, il
existe un ensemble dénombrable partout dense dans H et pour tout

entier n € N, il existe n vecteurs dans H linéairement indépendants.

CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES EN ANALYSE FONCTIONNELLE
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Example 1.23 L’espace L*(a,b)

L’espace L*(I,R) des fonctions de carré intégrales défini par

2. = {5 [0 de < o0

ou l'intégrale est prise au sens de Lebesgue, muni da la norme

HﬂFZ[U@Fﬁ

induite par le produit scalaire définit par

Uy%=[f@M@MI

est un espace de Hilbert

Orthogonalité

Definition 1.24 (Vecteurs orthogonauz)On dit que deuz vecteurs x et y d’un espace de

Hilbert H sont orthogonauzx si :

(z,y) =0

Base hilbertienne

Une partie X de H est dite dense dans H si :
Vye HVe >0,z € X; ||z —y| <e

de maniere équivalente si tout y de H est limite d'une suite d’élément x,, de X :

[z =yl — 0

Definition 1.25 Soit H un espace de Hilbert sur le corps k et F = (e;);er une famille

de vecteurs. On dit que I est une base de Hilbert ( base hilbertienne) de H si :

(i, j) € I i#j=> {ei,ej) =0

1. F est une famille orthonormée de H, c’est-a-dire :{ Viel, (ene) = HeiH2 1

2. La famille F est de plus compléte ou total, ¢’est-a-dire : ’ensemble des combinaisons

linéaires finies des éléments de F' est dense dans H

CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES EN ANALYSE FONCTIONNELLE
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Theorem 1.26 (Riesz-Fischer) Soit un systéme orthonormé dans un espace de Hil-
bert H, et soient les valeurs ay, a, as, .., a; telles que la série’y - | |ak|2 soit convergente,

alors on peut trouver un vecteur f € H, tel que

061:<f,901>, VZ:LQ,

et de plus, on a

o Kol =) ol

i=1 i=1

ou encore

o0
A7 =D el
k=1

Soit {¢,} un systéme orthonormé d’éléments d'un espace de Hilbert H, pour que ce
systéme soit complet, il faut et il suffit que, le seul vecteur de H orthogonal au systéme
{¢,} est le vecteur nul. Cela signifie qu’il n’existe pas un vecteur non nul de H, qui soit

orthogonal & tous les vecteurs du systéme {¢, }
Theorem 1.27 Tous les espaces de Hilbert séparables sont isomorphes entre eut.

Remark 1.28 Comme il est connu en algébre linéaire, que tous les espaces vectoriels
ou euclidiens de mémes dimensions finies n sont isomorphes entre eux, car chacun est
1somorphe a l’espace K™ alors de méme tous les espaces de Hilbert sont isomorphes entre

eux, car chacun est isomorphes a Lo

CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES EN ANALYSE FONCTIONNELLE



Chapitre 2

Equations intégrales et leurs
classification

2.1 Classification des équations intégrales premiére
espeéce :

2.1.1 Equations intégrales de Volterra de premiére espéce :

Les équations de Volterra sont des cas particuliers d’équations intégrales de Fredholm

il suffit de prendre le noyau k est tel que k(z,t) = 0 pour = < ¢

Definition 2.1 On appelle équation intégrale linéaire de Volterra de premiére espéce une

équation a une inconnue p(x), de la forme :

| ket = £
2.1.2 Equations intégrales de Fredholm de premiére espéce :

Definition 2.2 On appelle équation intégrale de Fredholm de premiére espéce une équa-

tion de la forme :

b
/ Ko, Op(t)dt = f(x)

ol ¢ est la fonction inconnue, f et £ sont des fonctions connues,les bornes d’intégration

sont constantes. C’est la caractéristique principale d’une équations de Fredholm .

12
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2.1.3 Equations intégrales de Volterra-Fredholm de premiére
espece

Definition 2.3 On appelle équation intégrale de Volterra-Fredholm une équation de la

forme :

flz)+ M\ /ff»’ ki(x, t)e(t)dt + As /b ko(z,t)p(t)dt =0, x € [a,] (2.1)

2.2 Reégularisation de I’équation intégrale de Volterra-
Fredholm

Pour des fonctions lisses kq(z,t), ko(x,t) et f (x) I'équation (2.1]) peut étre convertie

en une équation de Volterra-Fredholm de seconde espéce en différenciant par rapport a x
” Ok > Ok

ky (2, 2) () + / - (2, 1)(t)dt + / —(w )o(t)dt = f'(x) (2.2)
. Ox . Ox

Si ky(z, z) # 0 pour tout ¢ € [a, b], la division de I’équation (2.2 par le facteur k;(z, z)

nous donne une équation intégrale de seconde espéce, connue en tant que probléme bien

posé

T b
olx) + / ksl D)p(o)di + / ale ()t = g(x) (2.3)

ou les fonctions ks, k4 et g sont données par :

1 3/{:1 1 8k3 f’(SC)
ks = —— 2 t) k= —— B 1) et gla) = 2L
> ky(z,x) Ox SRR ki(z,x) Ox (z,) et glx) ki(z, )
Si ky(z,z) = 0 pour ¢t € [a,b], alors nous répétons le processus de différenciation

jusqua obtenir £ (z,t) # 0 pour tout ¢ € [a,b], avec ki, ks et f dans C7*([a, b] x [a, b])

et C97([a, b)), respectivement, ol g représente le plus petit entier pour lequel la dérivée

de k; d’ordre ¢ ne s’annule pas. Ainsi, nous avons :

01k T 9at+1k b gatip.
aT;(l’,t)¢<iL’)+ ’ W<x’t)¢<t>dt+/a axq+12(x,t)¢(t)dt:f(4+1)(m) (2.4)
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2.3 Classification des équations intégrales de seconde
espeéce

2.3.1 Equations intégrales de Volterra de seconde espéce :

Definition 2.4 On appelle équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espéce une

équation a inconnue p(z) de la forme :

o) =2 [kl et = f
2.3.2 Equations intégrales de Fredholm de seconde espéce :

Definition 2.5 On appelle équation intégrale de Fredholm de seconde espéce une équation

de la forme

b
wmzﬂ@+A/kuwwmﬁ

ol p(z) est la fonctions inconnue ,k(z, y), et f(z)des fonctions donnés, \ est un facteur

connu

2.3.3 Equations intégrales de Volterra -Fredholm de seconde
espéce

Une équation intégrale de Volterra -Fredholm est une combinaison des intégrales de

Volterra et Fredholm disjoints ,apparait dans une équation intégrale .

Definition 2.6 On appelle équation intégrale de Volterra-Fredholm une équation de la

forme :

o(x) = flz)+ N\ /93 ki(z, t)e(t)dt + )\2/ ko(z,t)p(t)dt , x € [a,b] (2.5)

On appelle équation intégrale mixte une équation de la forme :2

CHAPITRE 2. EQUATIONS INTEGRALES ET LEURS CLASSIFICATION
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x b
o(x) = f(x) +>\/ / k(s,t)p(t)dtds

ou les fonctions k1, ks et f sont connues et p(z) la fonction inconnue.

2.4 Théoréme d’existence et unicité de la solution
des équation intégrale linéaire de Volterra-Fredholm

Dans cette section nous rappelons les théorémes que nous allons utilisées pour obtenir

des résultats d’existence et unicité de solutions de I’équation ([2.5|)

Definition 2.7 Soit X un espace normé complet et T : X — X un opérateur, T est dit

un opérateur de Picard s’il existe ¢, € X unique tel que
T(pg) = @, et im T (py) = @y, pour tout p de X

Theorem 2.8 (principe de contraction).Soit X un espace normé. Si T : X — X un

opérateur de contraction admis un point fixe unique ¢ , alors T est un opérateur de

Picard

n

oo — T (o) || < |l —T(p)||, pour tout n € N

11—«
Théorémes d’existence et d’unicité :

On considére ’équation linéaire de Volterra-Fredholm

T b
o) = 1)+ 0 [ ket [ ket o e ot (26)
1. feCla,b], ki(x,t) € C(Dy),avec Dy = {(x,t) € R? tel que a <t < z < b}
2. o€ Cla,bl, ky(x;t) € C(Dq),avec Dy = [a,b] X [a,b]

3. My = max( ep, |ki(z,t)], et My = max(, ep, |ka(z,t)]

CHAPITRE 2. EQUATIONS INTEGRALES ET LEURS CLASSIFICATION
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Theorem 2.9 Dans les conditions de continuité ci-dessus, supposons qu’il existe une

constante ¢ > 0 tel que :

1

~ My + My exple(b — a))] <1

Alors 'équation (2.6)) a une solution unique ¢ € C [a,b] et cette solution peut étre
obtenir par la méthode d’approximation successive, a partir de ¢, € C' [a, b]

Proof. Soit Popérateur intégral T : C'[a,b] — C [a, b], défini par

To() = f(x) + / k(o O)p(t)dt + / kol t)p(t)dt

/ ke t) (olt) — (1)) di + / ol 1) (o (1) — (1)) dt

x b
< [ w0100 - vl di+ [ et - wie)]de
My [ 160 = 0 exp(—e (0 — @) exple(t - a)) di +

IN

b
Mz/ |(p(t) — (1)) | exp(—c (t — a)) exp(c(t — a)) dt
M

< {71 (exp(c(z —a) — 1) + % (exp(c(b—a) — 1)] I =]l
< [Leptelo—a) + Lexpetr—a+b-)] - vl

< O (4, 4 agy explefb - ) [ — o]

< SREZ9) v exple(b - a)) g — vl

Il s’ensuit que
|Ap(z) — Ay ()| exp(—c(z—a)) < % (M7 + Myexp(c(b — a)) ||¢ — 9|, pour tout = € [a,b].
Alors
| Ap — Av] < = (M + Myexp(e(b — ) llp — o]
On déduit que 'opérateur A est Lipschitzien de constante k = % (My + Myexp(c(b — a))

La condition supposée garantit que A est une contraction. Alors on applique principe

de contraction [

CHAPITRE 2. EQUATIONS INTEGRALES ET LEURS CLASSIFICATION
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2.5 Polynéme de Chebyshev de quatriéme espéce

Le polynéme de Chebyshev W, (z) de quatriéme espéce est un polynéme en x de degré
n, défini par la relation
sin(n + 1)0
W, (z) = (—12) lorsque x = cosf. (2.7)
sin 50
En pratique, il n’est ni pratique ni efficace de calculer chaque W, (z) a partir des
principes de base. En combinant plutot 'identité trigonométrique
1 1

1
sin(n + 5)9 +sin(n — 2 + 5)6’ = 2cosfsin(n — 1+ 5)6’

Ainsi, nous obtenons la relation de récurrence fondamentale

Wi(x) = 2aW,_1(z) — Wh_a(z), n=23,..

qui, avec les conditions initiales
W[)(l') = 1, W1<£U) =2x+1

Polynéme de Tehebyshev de quatriewme espéce Wy - W,

® (x) [
| 1
4| —— W, (x)
3l —Wa(x) %
S| T e _ﬁ—/c//f ,,,,,,,
r e

Z = VEX) — e 'F’JJ// / /

= L

i) R === e,
: T e
2 =
-3
_4-1 0.8 0.6 0.4 0.2 0 0.2 04 0.6 0.8 1
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Chapitre 3

Résolution numériques des équations
intégrales de Volterra-Fredholm

3.1 Meéthodes numériques pour les équations inté-
grales de Volterra-Fredhlolm :

Dans ce chapitre on va résoudre numériquement des équation intégrales de volterra-

Fredholm de second espéce en utilisant les polynémes de Tchebychev.
3.1.1 Meéthode de collocation

On considére ’équation intégrale de Volterra-Fredholm suivante

x b
o) = 1)+ [ Batiodt + [ tale (o (3.1)
Généralement, le principe de la méthode de collocation appliqué a ’équation
consiste & chercher une solution approchée dans un sous espace de dimension finie, en
exigeant que 1’équation soit vérifiée seulement sur un nombre fini de points appelés
points de collocation.
En pratique, nous choisissons une suite de sous espaces X,, C X, n > 1 de dimension
finie, généralement des sous espaces de C([a, b]) ou de L?([a, b]). Soit {¢)y, ..., 1, } une base

de X,,. On cherche une fonction ¢,, € X, telle que

n

oal0) =) citpy(a) , @ € [a, 0]

Jj=1

Pour déterminer les coefficients (c¢;), on substituant, cette fonction dans ’équation (3.1,

et on exigeant que I’équation soit exacte dans le sens ot le résidu

18
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) = () — / "k ) ()t / ale, 0o, ()t — f(2) . @ € [a,0]

n

x n b n
=Y euye) = [ 3o, @) - [ hadr Yo, (0 - 1)

j=1 a j=1

_ icj {%(x) _/j k:l(m,t)wj(t)dt—/abkg(x,t)¢j(t)dt} ~f(@) L z€lal

soit nul sur un systéme de noeuds 1, ..., x, € [a,b], (i.e, aux points de collocation)

ce qui conduit a la résolution du systéme linéaire

n

Z{wj(xi)—/azk‘l(xi,t)wj(t)dt—/abkg(mi,t)wj(t)dt}cj:f(xi) i=1.m

j=1

qui s’écrit sous la forme AC' = F,ou

T b
A = @z)j(xi)—/ k;l(xi,t)wj(t)dt—/ ol ), (), 6,5 = 1,.0m
C = (Ci)7 221,

,n

F = f(z),i=1..,n

ce systéme admet une solution unique si det A # 0, ce qui dépend d’ailleurs du choix

des points de collocation.

3.1.2 Meéthode de collocation-Chebyshev

On considére ’équation de Volterra-Fredholm de second espece

x b
o) = @)+ [ ket + [ e sl (32
On définit les polynémes de Chebyshev W*(z) de degré i sur [a,b] comme suit
i 20 — (a+ )
Wi (z) = Wi(————)

ou W;(x) sont les polynémes de Chebyshev de degré ¢ définit sur [—1, 1]

CHAPITRE 3. RESOLUTION NUMERIQUES DES EQUATIONS
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On utilise la méthode de Collocation pour approximer la solution exacte ¢ (x) de
I’équation (3.2)).

On suppose
n

p(z) = pi(x) = Y Wi (x) (3-3)
=0
ou W (x) sont les polynomes de Chebyshev de degré i définit sur [a,b] et ¢; des

)

coeflicients a déterminer.

Substituant (3.3) dans (3.2) on obtient
n x n b n
> Wi (x) = f(z) + / k() Y e W (W)dt + / ka(,t) Y ;Wi (t)dt
i=0 a i=0 e i=0

d’oll

n

‘. [W;(x)— / oy YW ()t — / bkzg(x,t)Wi*(t)dt} ~ @) (34)

=0

I’équation (3.4)) peut s’écrire :

ou

T b
wlo) =Wila) = [ o Wit~ [ oW (e

L a+b b—a 2i — D)m
Soit 5 + 5 cos( o

)i = 1,...,n les points de Chebyshev :

Alors les équations de collocation sont obtenues en prend des points z;

chwz([ﬁ]) = f(ﬂf]), jzl,,n (35)
i=1
Zcu/;ij = fja j:]_,,TL (36)
=1

L’équation (3.5 représente un systéme linéaires de (n) inconnue qui s’écrit sous la
forme

Ac=F

CHAPITRE 3. RESOLUTION NUMERIQUES DES EQUATIONS
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ou
A — 1/)U,Z,j:1,,’n,
c = (c1y.0)
F = (afla"'afn)t
c = A'F
3.2 Exemples Numériques

Apreés avoir traité les aspects théoriques liés aux équations intégrales et aux méthodes
d’approximation en utilisant les polynémes de Chebyshev, nous passons dans ce chapitre
a l'aspect pratique, en présentant des exemples numériques visant a évaluer efficacité de

la méthode proposée.

CHAPITRE 3. RESOLUTION NUMERIQUES DES EQUATIONS
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Example 3.1 Résoudre l’équation intégrale suivante :

/0 " ot)dt + /O 1 cto(t)dt = f(x)

aprés la régularisation

1
1 1 1
o(x) +/ to(t)dt = —cos2 + —sin2 + cos 2z — —

. 4 2 4

ot la fonction f(x) = 5 sin 2$+}1x (cos2 + 2sin2 — 1) est calculée une fois que l’on affecte

I’équation la solution p(x) donnée par
0o (T) = cos 2z

Nous appliquons polynome de Chebyshev W, (z) de quatriéme espéce espéce pour approzi-

mer la solution p,, () c’est-a-dire que @y (x) solution du systéeme algébrique avec N = 8

Pts de x Solu exacte Solu approx Erreur
0.000000e + 000  1.000000e 4+ 000  1.000000e 4+ 000 1.191737e — 008
2.500000e — 001  8.775826e — 001  8.775826e — 001  2.340281e — 009
5.000000e — 001  5.403023e — 001  5.403023e — 001  5.431980e — 009
6.250000e — 001  3.153224e — 001  3.153224e — 001  1.965967e — 010
7.500000e — 001  7.073720e — 002  7.073719e — 002  1.306686e — 008
8.750000e — 001 —1.782461e — 001 —1.782461e — 001 4.008056e — 009
9.375000e — 001 —2.995335e — 001 —2.995335e — 001 9.557755e — 009
1.000000e 4+ 000 —3.585402e¢ — 001 —3.585402¢ — 001 1.807605¢ — 008

Solutions exacte et approchée cos2x Erreur e fonction de x

1 10
08 D\
06
b 1078 X I\ 43
f /-
\ Py [N/
_ o4 N C \ Y
= —6— Exacte 5\ S \ [
= 02l | —8 Approchée 5 Ao \ I
x 10° \ ,'/
0 it
\i
/
02 )
\&\[ ¢
04 ) 10™
0 02 04 06 08 1 0 02 0.4 06 0.8 1

X X
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Example 3.2 Résoudre l’équation intégrale suivante :
T 1
/ o(t) (xt+1)dt + / o(t)z*Vt + 1dt = f(x)
0 0

aprés la régularisation

"0@)*/[: 1'21 190(t)dt+/0 M@(t)dt S (@ —In(z +1))+4—— (\/5 — 1)

(x2+1) Tr+l 241 241

ot la fonction f(z) =In(z+ 1)+ 22 (V2 —1) —2In(z + 1) + 2% est calculée une fois
que l'on affecte 'équation la solution ¢(x) donnée par

1
(t+1)

Peu(T) =

Nous appliquons polynoéme de Chebyshev W, (z) de quatriéme espéce espéce pour approxi-
mer la solution p,,(x) c’est-a-dire que @y (x) solution du systéeme algébrique avec N = 8

Pts de x Solu exacte Solu approx Erreur
0.000000e + 000 1.000000e + 000 9.999998¢ — 001 1.621328e — 007
2.500000e — 001 8.000000e — 001 8.000002¢ — 001 1.735491e — 007
5.000000e — 001 6.666667¢ — 001 6.666667¢ — 001 2.496874e — 008
6.250000e — 001 6.153846e — 001 6.153847¢ — 001 8.362258¢ — 008
7.500000e — 001 5.714286e — 001 5.714284e¢ — 001 1.387246¢ — 007
8.750000e — 001 5.333333e¢ — 001 5.333335¢ — 001 1.606890e — 007
9.375000e — 001 5.161290e — 001 5.161289¢ — 001 8.942556e — 008
1.000000e + 000 5.000000e — 001 5.000001e — 001 1.259505¢ — 007

Erreur

T T
—@— Exacte
Approchée

0.95 A\

0.9

S o N yd /\/

w (x)

Erreur
1
X
<

7 \

) - y
065 = \\ /

06 9 ¥

)
055 -
‘)\S' 8
05 > 10
) 02 04 06 08 T 0 02 04 06 08 1
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3.3 Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudié¢ les équations intégrales de Volterra—Fredholm du
premier type ainsi que les méthodes numériques utilisées pour leur résolution.

Apres avoir présenté les aspects théoriques liés aux équations intégrales et aux mé-
thodes d’approximation utilisant les polynémes de Chebyshev décalés, nous avons appli-
qué cette méthode afin d’obtenir des solutions numériques approchées avec une bonne
précision.

Les exemples numériques étudiés ont permis de montrer 'efficacité et I'utilité de la
méthode proposée dans la résolution de ce type d’équations intégrales.

Enfin, ce travail peut constituer une base pour des études futures portant sur le déve-
loppement et ’amélioration des méthodes numériques appliquées aux problémes intégraux

plus complexes.

CHAPITRE 3. RESOLUTION NUMERIQUES DES EQUATIONS
INTEGRALES DE VOLTERRA-FREDHOLM



Bibliographie

1]
2]

M. NADIR. .Cours d’analyse fonctionnelle ,université de M’sila Algérie 2004

M. N. NADIR, Sur la Solution Numérique des équations Intégrales de Volterra-
Fredholm en Utilisantles Polyndmes de Tchebyshev, Master, University of Msila
(2022).

K. E. Atkinson, “The Numerical Solution of Integral Equations of the Second Kind,”

Cambridge University Press, 2010.

A M.Wazwaz, Linear and nonlinear integral equations methods and applica-

tions,Saint Xavier University chicago, IL 60655, USA

L. Aissa, N. Mostefa, N. Mohamed. Nasseh. Application of Chebyshev Polynomials
to Volterra-Fredholm Integral. The Australian Journal of Mathematical Analysis and

Applications, 7, 10 (2022), pp. 1-8.

NADIR, Mohamed Nasseh ; JAWAHDOU, Adel. Chebyshev polynomials to Volterra-

Fredholm integral equationsof the first kind. REMAT :, v. 10, n. 1, p. €3002,

S. Andréas,,weakly singular Volterra and Fredholm-Volterra integral equation, Studla

Univ . “Babes-Bolyar, Mathematica , Volume XLVIII, Number 3, September 2003

Brunner, H. : On the numerical solution of Volterra—Fredholm integral equation by

collocation methods. STAM J. Numer. Anal. 27(4), 87-96 (1990)

Abd-Elhameed, W.M. ; Youssri, Y.H. : Numerical solutions for Volterra—Fredholm—
Hammerstein integral equations via second kind Tchebyshev quadrature collocation

algorithm. Adv. Math. Sci. Appl. 24, 129-141 (2014)

25



[10] P. Kumar and G. C. Dubey, “ An application of Volterra integral equation by
expansion of Taylor’s series in the problem of heat transfer and electrostatics,” IOSR

Journal of Mathematics (IOSR-JM), vol.11, no. 5, pp. 59-62, 2015.

[11] Al-Jubory, A. (2010) ; "Some Approximation Methods for Solving Volterra-Fredholm

Integral and IntegroDifferential Equations" ; Ph.D. Thesis, University of Technology.



Ismly I b 5 5 Sl s Lot g
Il gl el s A, s Mgl
sepiall iy, 1l e I ase A i

skl LS
il g1 LS ) gl eaasis ool
Bqum

Le but de ce mémoire est de trouver des solutions numériques approximatives
aux équations intégrales de Volterra-Fredholm du premier type, en les
transformant en équations du second type al’aide de la technique de

régularisation. Les polyndmes de Chebyshev décalés de Quatriéme espece sont

utilisés pour approximer la solution. Des exemples numériques sont présentés

pour démontrer l'efficacité et la précision de la méthode proposée.
Mg DLéE :

Polyndmes de Chebyshev de Quatriéme espéce — Equations intégrales —

Régularisation — Méthodes numériques
Abdract*

The objective of this study is to find approximate numerical solutions for
Volterra-Fredholm integral equations of the first kind by transforming them
into second kind equations using a regularisation technique. Shifted Chebyshev
polynomials of the fourth-kind are used to approximate the solution. Numerical
examples are presented to demonstrate the effectiveness and accuracy of

the proposed method.

Keywbrds

Fourth-kind Chebyshev polynomials — Integral equations — Regularisation —

Numerical methods
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