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Résumé

écemment, une nouvelle approche du calcul différentiel fractionnaire est appa-
rue, appelée calcul différentiel conformable. Pour 0 < a < 1, a € R on définit
la dérivée fractionnaire conformable d’une fonction f en un point x €la, 00|

comme suivant :
Dgf(flj) — lim f('r + E(]} B a)l—Ot) - f(x)

e—0 £

Y

Dans ce travail, nous présenterons cette approche, et donnerons les définitions et propriétés
nécessaires, puis nous étudierons quelques équations différentielles et problémes aux a cette
frontieres liés approche.

Mots clés : fractionnaire, conformable.
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Notations

> R Ensemble des nombres réels.

> N Ensembles des nombres entiers naturels.

» C Ensembles des nombres complexes.

» () La fonction Gamma.

» D2(f)(t) La dérivée conformable fractionnaire gauche de f d’ordre «

a partir de a.
» ,D(f)(¢) La dérivée conformable fractionnaire droit de f d’ordre «
se terminant en b.
> Zo(f)(¢) L'intégrale conformable fractionnaire gauche de f d’ordre «
a partir de a.
> Z(f)(t) L’intégrale conformable fractionnaire droit de f d’ordre «
se terminant en b.
» Fo(s) = Lo{f(t)}(s) Latransformation de La Laplace conformable fractionnaire de f(t) .
» AC™([a, b)) L’ensemble des fonctions absolument continues sur [a, b].
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Introduction

écemment, l'auteur Khalil et d’autres (2014)ont présenté une nouvelle définition
simple pour la dérivée partielle appelée la dérivée fractionnaire conformable, at1
ils ont développé les définitions de base de ce nouveau calcul fractionnaire. Ce
calcul fractionnaire a attiré I’attention de la recherche en différentiation et intégration fraction-
naires des siecles passés et actuels, et a commencé a influencer tous les domaines de I'ingénierie
appliquée et pure. Ils ont également utilisé la définition des intégration pour définir les dérivées

de Riemann et de Caputo fractionnaire.
On définit la dérivée fractionnaire conformable d’une fonction f en un point = €]0, 0o et

0 < o < 1 comme suivant :

P )ty L2 = @) = /(@)

e—0 I

Dans ce mémoire, nous aborderons trois chapitres, le premier chapitre sera consacré au cal-
cul fractionnaire et a ses définitions de base. Au deuxieme chapitre, nous discuterons du calcul
fractionnaire conformable. Enfin, dans le troisieme chapitre, nous donnerons un exemple de
résolution du probleme de Cauchy conformable par deux méthodes numériques différentes et

quelques concepts et théories auxiliaires a cet égard.



CHAPITRE 1

QUELQUES PRELIMINAIRES ET OUTILS DE
BASE

@ ans ce chapitre, nous allons donner quelques notions de base sur la calcul fractionnaire
ainsi que quelques propriétés, et nous donnerons egalement la definition d"une fonction

speéciale et certaines de ses proprietes .

1.1 Fonction spéciale pour la dérivation conformable fraction-

naire

Dans cette partie, nous présentons la fonction Gamma.

1.1.1 La fonction Gamma

L'une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler I'(z) qui
prolonge naturellement la factorielle aux nombres réels positifs(et méme aux nombres com-

plexe a parties réelles positives).

Définition 1.1. (Voir [11]]) Pourz € C tel que Re(z) > 0. La fonction Gamma I'(z) est définie par

l'intégrale suivante :
+oo
['(2) :/ e ‘7 dt, (1.1)
0

avecI'(1) = 1,T(0") = +o00,I'(2) est une fonction monotone et strictement décroissante pour 0 < z < 1.
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1.1.2

1.

Quelques propriétés de la fonction Gamma

Une propriété importante de la fonction Gamma I'(z) est la relation de récurrence sui-
vante :

[(z+1) ==2I'(2), Re(z) >0, (1.2)
qu’on peut la démonter par l'intégration par partie
+0o0 n 400
['(z+1) = / e "rdt = [—e’tt'z]o =+ z/ e 7 ldt = 2T(2).
0 0

La fonction Gamma d’Euler généralise la factorielle car I'(n + 1) = n!, eneffet I'(1) = 1 et

en utilisant la relation (1.2)nous obtenons :

I'z)=(z4+1)y(z—1) : 2>0. (1.3)

qui peut étre prouvé en utilisant 1'intégration par parties.

I(z) = @ 20,24 —1,-2 -3, (1.4)

qui résulte de la substitution de z + 1 par z dans la propriété récursive.

F(n+%) = Wﬁ neN, (1.5)

2n—1)! = (2n—1)(2n—3)(2n—15)....(5)(3)(1). qui est également le résultat de la propriété

récursive.

T(k) =400 :k=0,—1,-2, ... (1.6)

M. BOUNOUIGA Université Mohamed Boudiaf de M’sila
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1.2 Intégrale de Rimann-Liouville

1.2.1 Fonctions définies sur [a, ).

Soit f : [a,b] — R une fonction définie sur [a, b].

Notons par (Z., f) la primitive de f qui s’annule en a :

Vi € [a,b]; ( /f

L'itération de (I;+ f ) permet d’obtenir la primitive seconde de fet dont la dérivée s’annule ena.

De plus, d’apres le théoreme de Fubini :

(T8 1) (1) = (Thf) o /(/ f(r dr)du
:/at (/du) ()

- /at(t—T)f(T)dT.

Soit n € N*. En notant (Z, f)" la niéme itération de (Z, f), une récurrence directe montre que

(T2 £)" (1) = ﬁ / (t — 7y f(r)dr

Sionnote g = (I, f)", g est donc I'unique fonction vérifiant

VO<k<n—1,9"(a)=0¢" =f
L'égalité g™ = f justifie la définition suivante :
Définition 1.2. (Voir [12]) Soit n € N*. L'intégrale a gauche d’ordre n de f, que I'on note (I f), est
défini par

0 1 ! n—1

(Zex f) (8) = m/ﬂ (t—7)"" f(r)dr

Grace la fonction Gamma d’Euler que nous avons définie précédemment.
C’est la propriété I'(n + 1) = nl,Vn € N, qui permet de généraliser la définition de la maniere
suivante :
Définition 1.3. (Voir [12]) L'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville a droit d’ordre oo > 0 de f,

par
€ [0 (T2 ) (1) = s [ (0= p e

De méme maniere on définit l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville a d’ordre o« > 0 de f, par

b
Vit € [a,b: (T3 ) () = ﬁ / (r — 0L f(7)dr

M. BOUNOUIGA Université Mohamed Boudiaf de M’sila
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1.2.2 Fonctions définies sur R™ et R.

11 est naturel d’étendre la définition [1.3|aux axes R* et R. Notons ces opérateurs (I f) et
()

1

Ve RN (TS (1) = oy [ (6= H (e

Vi € R; (I97) (f) = ﬁ /_ (t — 7)o~ f(7)dr.

Proposition 1.1. (Voir [8]) Pour a > 0,3 > 0, 0na

L (0t = 0)1) (0= (e = )

2 (B (5= 7) (0 = oy (6= 0707

Théoreme 1.1. (Voir [3]) Si f € L'([a,b]), alors ¢, f existe pour tout o > 0 et % f € L'([a,b]).
Proposition 1.2. (Voir [9])) Soit o > 0,3 > 0, et f € L'([a, b]). Alors
oI f =TT f =T f

Lemme 1.1. (Voir [12]) Soit o« > 0, f € L*([a,b]), b > 0. Alors la transformée de Laplace l'intégrale de

Riemann-Liouville I, f est

LT3 1) (s) = s L(f)(s)

1.3 Deérivées fractionnaire

1.3.1 Opérateur de dérivée n'™*

Définition 1.4. (Voir [7]) La dérivation entiere d’ordre n d’une fonction f est donnée par :

Drf(t) = ().

1.3.2 Dérivées fractionnaire de Riemann-Liouville

Si a > 0, on note [a] la partie entiere de « : [a] 'unique entier vérifiant [a] < o < o] + 1.
Soit f : [a,b] — R. En s’inspirant de la relation classique p7ie d—; o, Z}, on peut définir une

dérivée fractionnaire d’ordre 0 < o < 1 par:
d* d o

L _Co T
dto i e

M. BOUNOUIGA Université Mohamed Boudiaf de M’sila



1.3. DERIVEES FRACTIONNAIRE 12

Plus généralement, si o > 0, et n = [a] + 1, on peut poser :
o d

L e
dto g e

On obtient exactement la dérivée de Riemann-Liouville a gauche.

Définition 1.5. (Voir [14]) Soit o > 0, et n = [a] + 1. La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville a

gauche d’ordre o de f est définie par :

1 dr

Vt € [a,b], D f(t) = (%) oL f(t) = m%/ (t —7)" " f(r)dr.

De plus, ona vue que définition [1.5] d’intégrale a droite était associée & —d/dt. Le raisonnement

précédent conduit donc a la définition suivante :

Définition 1.6. (Voir [8]) Soit o > 0, et n = [a] + 1. La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville a
droit d’ordre o de f est définit par :

vt e a8, D gt = (L) ozmepy = -CU ﬁ/b(T—t)n_a_lf(T)dT
TS dt b= - T'(n—a)dtm ‘
Si maintenant f : R — R, les définitions précédentes se généralisent directement et sont appelées

dérivée de Liouville.

Définition 1.7. (Voir [9]) Soit a > 0, et n = [a] + 1. La dérivée fractionnaire de Liouville a gauche
d’ordre o de f est définie par :

d\" 1 dr [t
VEeR D f(t)= () oIV °f(t) = 5—— - t—7)" " f(r)dr.
R D) = () T 0 = iy |- T W
De plus, on a vu que définition d’intégrale a droite était associée a —d/dt. Le raisonnement

précédent conduit donc a la définition suivante :
Définition 1.8. (Voir [8]) Soit a > 0, et n = [a] + 1. La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville a
droit d’ordre o de f est définit par :
d\" B (_1)n A" +oo I
Vie R DYf(t) = —— I"f(t) = =/——— — )" dr.
er D)= (~ ) o0 = D [ o
d

Remarque 1.1. 1. Poura =0,n=1.ona D’ f(t) = - (ZL.f) = f(2).

2. Toutes ces dérivées coincident avec les dérivées usuelles pour les ordres entiers :

dn
D f(t) = D F(t) = —
x| DO =PL0O = a0

Dy f(t) =DLf(t) = (=1)" 2 f(t)

M. BOUNOUIGA Université Mohamed Boudiaf de M’sila



1.3. DERIVEES FRACTIONNAIRE 13

Proposition 1.3. (Voir [8]) Pour o > 0,5 > 0,0na
I'(8)

1. (D (t—a)’ ) (t) = m(t —a)fo L,
2. (D (0= 077 () = 15 s o= 0=
Remarque 1.2. Pour \ =3 —1,a=0o0na
(Dg.t) (t) = T 1:(2::: 1\)4_ D nm—a+A)n—a+A—=1)..(A+1—a)*™
F(A+1)

= Tn—a+ At 1)(n —(a=MN))n—1—=(a—=X)...(1 = (a—\)t*™

FrA+1) ,
AT pea A g {12, ..
{ ot o steAeil2eny )

0, sia—ANe{l,2,...,n}

Sia—Xe{l,2,.,nf=a—-A=m=>A=a—-m, me{l,2,...,n} C-a-d

e 4™ =0, m e {1,2,...n}

1.3.3 Drivées fractionnaires de Caputo

Cette définition se base sur l'interversion des compositions dans la formule de définition
(1.5) semble aussi raisonnable pour définir une dérivée fractionnaire appellée dérivée de Ca-

puto.

Définition 1.9. (Voir [8]) Soit o > 0, et n = [a] + 1. La dérivée fractionnaire de Caputo a gauche
d’ordre o de f est définie par :

Vt € [a,b], “Dg f(t) =T 0 (%) f(t) = ﬁ/ (t — 7)ot () dr.

Définitions aussi son analogue a droit.

Définition 1.10. (Voir [8]) Soit & > 0, et n = [a] + 1. La dérivée fractionnaire de Caputo a droite
d’ordre o de f est définie par :

- d\" (- [P o
CD&7 — Jn-a o _ / _ p\n—a—1 £(n) )
welatl D0 =T o (— ) 10 =i [ oren
Remarque 1.3. Par contre, de telles définitions ne se recollent pas correctement aux dérivées classique :
“Dpf(t) = (1) = f*(a)
Dy f(t) = (=)"(f" (1) — £ ()

Heureusement, le résultat suivant montre qu’elles approchent les dérivées classiques par limite infé-

VnEN*,{

rieure.

M. BOUNOUIGA Université Mohamed Boudiaf de M’sila
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Lemme 1.2. (Voir [7]) Soit « € RT —Netn = [a] + 1. Si f € AC™([a,b]), alors presque partout

lim D% f() = S (1)

T Dy f(1) = (1) F 1)
Proposition 1.4. (Voir [14]) Pour o > 0,3 > 0,0n a
L (Dl =)' ) (0 = gt =) B
2 (DL~ ) () = g g (b= 0P, B>

Remarque 1.4. Pour A\ =5 -1, a=0,0na
AA=1)A=2).A=(n=1))T'A=(n—-1))

Crya —a
(P5:) () = T(A—a+1) :
TA+1) .
2T pee ging {1,2,..n—1
] Tocaxpt D AL L1y
0, siAe{l,2,..,n—1}

C-a-d
(“Dgt™) (t) =0, m €{0,1,2,....,n — 1}
Théoreme 1.2. (Voir [7]) Soient o > 0 et n = [a] + 1.
Si f:la,b] = R, si f possede (n — 1) dérivées en aet (D, f) existe. Alors

n—1
C o . o f(k) (a’) k
( DaJF )(t)_ at f(t)_g k! (t—CL) )
presque pour tout t € [a,b].

Corollaire 1.1. (Voir [8]) Soient o > 0,n = [a] + L et (D2, f), (D2, f) (t) sont existent, on suppose
que f*)(a) = 0 pour k =0,1,....,n — 1. Alors

(“Dg+ f) (8) = (D3 f) (1),

1.4 Propriétés des opérateurs fractionnaires

1.4.1 Linéarité
La différentiation et I'intégration fractionnaires sont des opérateurs linéaires :

DUAf(t) + ng(t)) = ADf(t) + pD(1).

pour n'importe quelle approche de dérivation.

M. BOUNOUIGA Université Mohamed Boudiaf de M’sila
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1.4.2 Compositions entre opérateurs

Proposition 1.5. (Voir [6]) Soit o > 0, 5 > 0, n = [a] + 1, on a les propriétés suivantes :

1. Si f(t) € Ly([a,b]), (1 < p < o), alors :
(D3I 1) () = £(1), et (DT f) () = f(0).
2. Sia> B et f(t) € Ly([a,b]), (1 <p< o), alors :
(222 f) () = (Z27°7) @), et (DL f) (0) = (T7°F) (1),
3. Si f(t) € C?([a,b]), ¢ = o+ B] + 1, alors :
(Do i) 1) = (Z277) (), et (D32 f) () = (37F) ().
4. Si f(t) € Ly(la,b]), (Z%7°f) € AC™([a,b)), alors :

S (@ )

TEDENO =10 -2 0Ty -9
n _1\n—k n—a g\ (n—Fk)
L S

k=1

En particulier si0 < a <1

(Ze+ Do f) (1) = F(B).
(Zy- Dy-f) () = f(1).

Proposition 1.6. (Voir [6]) Soit a > 0, 5 > 0, n = [a] + 1, on a les propriétés suivantes :

1. Si f(t) € C9([a,b]), ¢ = [+ B] + 1, alors :
(“Pe DLf) () = (“DeF) 1), et (“Dp- OD)f) () = (“DF) (o).
2. Si f(t) € C™([a,b]), ou f(t) € AC™([a,b]), alors :

(Ing CD3+ ) (t) = f(t) -

(- “D-f) () = () —

En particulier si0 < o <1

M. BOUNOUIGA Université Mohamed Boudiaf de M’sila
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1.4.3 Intégration par parties

Corollaire 1.2. (Voir [9]) Soit & > 0 et n € N tels quen — 1 < o < n. Soit f(t) € C™([a,b]) et
g(t) € C™([a,b]), Alors :

[ for

M. BOUNOUIGA Université Mohamed Boudiaf de M’sila



CHAPITRE 2

LE CALCUL FRACTIONNAIRE

CONFORMABLE

<€e chapitre sera consacré aux définitions primaires et aux concepts de base liés au calcul

fractionnaire conformable, ainsi qu’a l’exploration de plusieurs théories et preuves.

2.1 Dérivées conformable fractionnaires

Définition 2.1. (Voir [1]]) (Les dérivées conformable fractionnaire gauche et droit) :Etant donné une
fonction f : [a,00]— Ret a €]0, 1]. Alors la dérivée conformable fractionnaire gauche de f d’ordre o a

partir de a est définie par :

D (F)(t) = lim LEHEE =) = )

e—0 g

(2.1)
SiDe(f)(t) existe sur (a,b), alors :

Da(f)(a) = lim DL(f)(t) quanda = 0.

t—at
On écrit D, qui définition originale , et nous disons f est a-différentiable chaque fois que D, existe,
on donne une fonction f : [0,4+00) — Ret a € (0, 1]. Alors la dérivée conformable fractionnaire de f

d’ordre oo pour tout t > 0 est définie par :

flt+et=) — f(t)

Da()(1) = limy = @2)
tel que cette limite existe et terminée.
Etant donné une fonction f :] — oo, b] — Ret o €]0,1]. Alors la dérivée conformable fractionnaire
droit de f d’ordre av se terminant en b est définie par :
_p\leay
"Do(f)(t) = —lim fereb=0™) = /{t) (2.3)

e—0 g

17
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Si*D,(f)(t) existe sur (a,b) alors :

"Da(f)(b) = lim "Dq(f)(t).

t—b—

2.1.1 Quelques propriétés de dérivation conformable fractionnaire

Propriétés 2.1. Pour f,g : [0,+oo[— Rett > 0, D, sera réaliser les propriétés suivantes pour
aec(0,1]:

1. Si f est a-différentiable a t > 0 alors f est continue a t, soit

lim f (£ + et ™) = f(b). (2.4)
2.
Do(af + Bg) = aDo(f) + BDalg) o, B ER (2.5)
Démonstration.
Du(af + Bg)(t) = limy af(t+e(t—a)™*) + Byt +€8(t —a)'™*) —af(t) — Bg(t)
~ lim (af(t +e(t— ag)““) — M) Bg(t +e(t = Z)”) - g(t))
ot L) POl (t =)' ) — ()
e—0 £ e—0 IS
= apaf<t) + ﬁDag(t>
O
3.
Do (tF) = kt"™® 1k e R. (2.6)
Démonstration. Ona :
D, (t") = lim (t+ete) ¢ = ' lim w, telle que h = et~
e—0 £ h—0
— tl—aktk—l
= kt"* Lk e R.
l

Sia#0 alors Dy(t*) = (t —a)'=kt* 1
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D.(C) =0 : C constant, (2.7)

{ LB+ s gigeNets>a,

D) =S T(B—-n) (2.8)

0; Si B eNp<aq,
Onn<a<n+l.

D.(fg) = fDa(g> + 9Da(f). 2.9)

Démonstration. On a

f(t+et™).g(t +et'™) — f(t)g(t)

Da(fg) = lim .
— tlfa Illli% f(t + h>g(t —:lh) - f(t)g<t>’ tel que h = gtlfa
_ leapyy JEH M9+ + f{E+h)g(t) — f{E+R)g(t) — f(t)g(t)
h—0 h
— tlfa }}L%f(t + h)g(t + h) B g(t) 4 tlfa }llli%g(t)f(t + h]’)L - f(t)
=1 [/ (0g(0) + f(2)g ()]
= fDag + gpaf
O
6. Si f est différentiable alors :
Do(f) = 17 f (1). (2.10)
Démonstration.
D, f(t) = i LD =0
O i ()
e—0 ctl—«
— ¢« 21_1?(1] flt+ hf)L — /) tel que h = et'™
=t (1)
O
Théoreme 2.1. Ona:
1. Si f est différentiable alors :
Di(f)(t) = (t —a)' " f (1). (211)
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2. Si f est différentiable alors :
"Da(f)(t) = =(b =)' f (D). (2.12)
Remarque 2.1. Soit f une fonction différentiable :
1. Sia=0 alors D(f)(t) =t'"f ().
2.Sib=0 alors "D(f)(t) =t""f(t).

Remarque 2.2. f n'est pas dérivable # f n’est « différentiable

Exemple 2.1. f(z) =+/z

o1
o= 5 . Alors D* f exzstesz§ >«

OnaDf =z f (z) = %xl_

2.2 Intégrations conformable fractionnaires

Définition 2.2. (Voir [1]) (Les intégrales conformable fractionnaires gauche et droite)
Etant donné une fonction f : [a,00[— R et a €]0,1]. Alors l'intégrale conformable fractionnaire

gauche de f d’ordre o a partir de a est définie par :

LN® = [ f@dalea) = [ fa)e -0 (2.13)

Sia = 0on écrit do(z) = x* 'dx quand a = 0, on écrit I,, qui est la définition originale fondée par
(Voir [13]), et nous disons que f est a-différentiable chaque fois que I, existe, on donne une fonction
f:]0,00) — Ret a €0, 1]. Alors I'intégrale conformable fractionnaire de f d’ordre o pour tout t > 0
est définie par :
T.(F)(t) = / () e, 13 0 (2.14)
0

tel que cette limite existe et terminée.
Etant donné une fonction f :] — co,b] — Ret « €0, 1]. Alors I'intégrale conformable fractionnaire

droite de fd’ordre o se terminant en b est définie par :

b b
TN = [ f@dulb) = [ fa) =) e (2.15)

Lemme 2.1. (Voir [1]) Etant donné une fonction continue f : [a, co[— R et a €]0, 1]. Alors pour tout

t>aOna:

DAZa (@) = f(t). (2.16)
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Démonstration. Puisque f est continue, alors Z3(f)(t) est clairement différentiable et bien défi-

nie. donc en appliquant(2.10) sur Z¢( f)(t) nous avons :

d
DT = (t - )~ szmu
— _ oa 1
(t—a) dt / f(t) dt.
=(t—a) " f)(t —a)*!
= f(t).
Ensuite, nous avons un lemme similaire. S’il preuve de la méme maniere. O

Lemme 2.2. (Voir [1]) Etant donné une fonction continue f : [—oo,b) — Ret a € (0,1]. Alors pour
toutt <bOna:

"DV TL(f) () = F(8). (2.17)

Définition 2.3. (Voir [1]) Soit o €]n,n + 1] alors I'intégrale de fractionnaire gauche de f d’ordre o se

terminant en a est définie par

T2D) ) =Bt =) ) = [ (62w~ ) (o)

On remarque que si v = n+ lalors  =a—n=n+1—n = 1etdonc (Z2f) (t) = (IL,1f) (t) =
| " . e .
] [, (t — x)" f(x)dzx, qui est au moyen de la formule de Cauchy itérative de f, n + 1 fois sur |a, t].

En rappelant que l'intégrale fractionnaire gauche de Riemann-Liouville d’ordre o > 0 de fest définie

par :

(If) () = ﬁ / (t — 5)* 1 f(s)ds

tel que (Z2f) (t) = (I2f) (t) pour a =n+ 1,n =0, 1,2...

Proposition 2.1. (Voir [1]) Soit f : [a,00) — Rune fonction et 0 < a,pu < 1tel quel < a+ p < 2.
Alors

tH 1 2 A \ds
@ﬂﬁﬂw=zﬂﬁﬂﬂ+5@@Jﬂﬂ—;As f(s)d

Démonstration. En intervertissant I’ordre des intégrales et en remarque que

@wﬁszwﬁ®ﬂﬂfAWﬂW“7®%
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On remarque aussi

(Z.Z,) (t /(/fso‘lds)t“ldtl
:/ f(s)s*! (/ t‘f‘ldtl) ds
/ fs)s*™ {— — ﬁ} ds
=L@ 0+ 1 () 0t [ 0027 0)5]
L]

Lemme 2.3. (Voir [1]) Etant donné une fonction différentiable f : [a,b) — R et o € (0, 1]. Alors pour
toutt >aOna:

Do ()() = f(t) — f(a). (2.18)

Démonstration. Puisque f est différentiable, alors D% (f)(t) = (t — a)'~*f'(t), donc nous avons :

D) (t) = | Da(f))(t —a)*dt

O

Théoreme 2.2. (Voir [1])(Regle de Chaine). Supposons f, g : (a,00) — Rdes fonctions a-différentiables
(a gauche), oir 0 < o < 1. Soit h(t) = f(g(t)). Alors h(t) est (a gauche)a-différentiable et pour tout t
avect # aet g(t) # 0ona:

(D2h) (£) = (D) (9(t))- (Disg) (1)-9()° .

sit=aona

(D2h) (a) = lim (D) (9(1)). (Dig) (£).9(6)".

t—at

Démonstration. On suppose que u = ¢ + (t — a)' = dans la définition et en utilisant la continuité
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de g, on obtient

u=t  (g(u) — g(1)) ust Y —
_ oy JW@) = fe®) e pa -
= o T G =gy YW Pag()-g(t)

]

Théoreme 2.3. (Voir [1]]) (Intégration par partie) Soit 0 < 3 < let f,g : [a,b] — R deux fonctions

telles que f, g différentiable. alors nous avons :
b b
/ F(@)D5(9)(@)(x — a)dx = f(z)g(x)]a - / 9(@)D5(f)(@)(w — a)’d. (2.19)
Démonstration. En utilisant la propriété (2.8), lemme
b
LDi(f) = [ (9)@)le — ) da
b
- [ @)D4(9)a) + gDz - 0)*

- / F (@)D 9) (@) (x — a)dx + / 9(2)D3(f) (@) (x — a)da

puisque f, g différentiables, nous pouvons appliquer Z:D¢ sur fg. donc nous obtenons :
IaDa(f9) = fal.

b b
ol = [ F@PY@) @) — o o+ [ @D ) - ) o

=+ [ 1Dy ) — ) o = folt ~ [ g@DRN @) - a)

2.3 La transformation de Laplace conformable fractionnaire

Dans cette section, des chercheurs présentent la définition du transformation de Laplace
conformable fractionnaire et quelques propriétés de base du transformation de Laplace de
conformable fractionnaire aussi. Ot dans cette section nous commencerons rappel sur le trans-

formation de Laplace (Transformation de Laplace classique).
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f@) | Fls) = L{F@1)}
1 1
t S
t" )
bt L
sin(bt) ﬁ
cos(bt) e
sinh(bt) oy
cosh(bt) =0
e f(t) F(s—b)
tf(t) —F (s)

TABLE 2.1 — La transformation de Laplace de certaines fonctions

2.3.1 Rappel sur la transformation de Laplace

La transformation de Laplace crée par le mathématicien frangais Pierre-Simon Laplace(1749-
1827). 11 est considére comme une technique tres utile pour résoudre les équations différen-
tielles ordinaires et partielles, qui décrivent comment certaines quantités varient avec le temps,
comme le flux de chaleur a travers un conducteur isolé ou le courant dans un circuit électrique.

Ces équations sont généralement accompagnées de conditions initiales qui décrivent 1'état

du systéme au temps ¢ = 0.

Définition 2.4. (Voir [4]) Soit f une fonction réelle ou complexe de la variable(Temps) t > 0, et soit s

un parametre réelle ou complexe, alors la transformée de Laplace de f(t) est :

F(s)=L{f(t)} = /000 e f(t)dt. (2.20)
= lim ' e " f(t)dt. (2.21)
T—=00 J

Si la limite existe est dite convergent, sinon elle diverge et il n’y a pas de transformation Laplace
définie pour f. Le domaine du paramétre s est choisi de maniere appropritée pour que la convergence de
l'intégrale de Laplace est assurée. Donc s peut appartenir au plan complexe C, ou linge vraie R.

Dans ce qui suit la transformation de la Laplace de certaines fonctions :
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2.3.2 La transformation de Laplace conformable fractionnaire

Définition 2.5. (Voir [2]) Soit 0 < o« < let f : [0,00) — R une fonction a valeur réelle, Alors le
Laplace conformable fractionnaire d’ordre « est défini par :

L Af()}(s) = Fals) = /Oo e_s%f(t)to‘_ldt = lim e_s%f(t)t“_ldt. (2.22)
0

T—00 0

Sia=1, Alors est la définition classique de la transformation de Laplace d’ordre entier , Ce
qui signifie que est une généralisation de :

Théoreme 2.4. (Voir [1]]) (La transformation de Laplace conformable fractionnaire de dérivée fraction-

naire) Soit 0 < o < let f: (0,00) — R une fonction a valeur réelle différentiable, Alors :

Lo{Da(f)()}(s) = sFals) — f(0).

Démonstration. Par la définition[2.5/et de I'intégration par partie on a :

Lo{Da(F)()}(s) = lim [ 5 Da(f) ()"t

T—00 0

T a d
= lim e —ftl_"‘to‘_ldt.
=00 Jo dt

T % d
= lim e_‘s?—fdt.

T—oo fy d

En utilisant I'intégration par partie, nous fixons :

+@

u = e %a dv = —dt
" dt
du = —st*le % adt f(t)
Doncona:

T

LAD(F)(B)}(s) = lim [6*8% f(t)} ~lim [ —stelems S f(1)dt.

T—00 0 T—=0 Jo
T

=[0— f(0)] + s lim e ()t tdt s> 0.

T—00 0

= sFa(s) — f(0) :s>0.

Proposition 2.2. (Voir [1]) Soit f : [0,00) — R tel que L, {f(t)}(s) = F(s) existe. Alors :

Fals) = £{f ((at)?) "} (9)
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(67

) . ) t
Démonstration. Dans la défm1t1on nous fixons u = —.
«

T

.7:04(55):}1_%1O i et ()t dt.

= lim e f <(au)é) du.

- efs ()}
[

Dans ce qui suit la transformation de Laplace conformable fractionnaire de certaines fonc-

tions :
1.
1
Lo {1}(s) = S i8> 0.
2. )
(142
L. {t}(s) = aa% :s > 0.
S e
3. . )
P 1 .
L {t’}(s) = ae ( ljpa) 5 >0
4.
i 1
Ea{ea}(s)—s_l 5>0
5.
, t* b _
*Coc {Sln (bg) } (S) = 52——|—b2 :5 > 0.

6.

te s

Ea {COS <bg)}(8)—m s> 0.

7.

) t b

L, {smh (bg) } (s) = g 57 |b].

e s
L, {cosh (bg)} (s) = g 57 |b].

Démonstration. Les preuves suivantes facilement a 1'aide du lemme 2.2/ et du tableau précédent

du transformation de Laplace.

1.
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2.
Lo{t}(s) =L {(at)é} =as.L {té} — aér(lljﬁ) 5> 0
3.
LAt} (s) =L { ((at)é)p} — L {(at)ﬁ} -y {t%} - ai% L5 > 0.
Notez quand p = na, Alors :
L AtP}(s) =a"L{t"} :s>0.
4.
Ea{et«j}(s)zsil s>0
5. o
L, {sm <bg) } (s)=L {Sin (b <(at a) ) } = L{sin(bt)} = 82——?—62 15> 0.
6. o
L., {cos (bg) } (s)=L {cos (b ((ataa> ) } = L{cos(bt)} = %erz >0
7.
}szbb2 s > |bl.
8.

s
}3262 cs > |b|.

2.3.3 Quelques propriétés de la transformation de Laplace conformable frac-

O

tionnaire

Propriétés 2.2. Certaines propriétés du transformation de Laplace conformable fractionnaire :

1. La transformation de Laplace conformable fractionnaire est un opérateur linéaire :

L{pf (1) £ Ag(1)}(s) = pFals) £ AGals),

Tel que 1 et X sont des constantes.
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2. Déplacement(Voir [1]])
L. {e—’f%f(t)} _yy {f ((at)é>} lomoir 8> k.

Démonstration. Par lemme ona:

1\«
(at)

L. {e—k% (t)} _yy {e_k(a>f (<at)é>}

par exemple :

i t B s  s+k _
Eoz {6 COS (E) } (S) = ,C{COS(t)}’S:S_HC = m|5:5+k = m c 5> 0.

g (1 . 1 1
ﬁa {6 ke S111 (E) } (S) = £{Sln(t)}|8:5+k = m|5:5+k = m :s > 0.

3. La transformation de Laplace conformable fractionnaire de l'intégrale conformable fractionnaire :

4. Les dérivées de la transformée de Laplace conformable fractionnaire satisfont :
FI(s) = (~1)"La d = (1) b

5. Soit f(t) et g(t) deux fonctions quelconques, Alors la transformée de Laplace conformable fraction-

naire de la convolution de f(t) et g(t) est :

LA *9)(t)} = Fals).Gals)

Ond<a<l

Démonstration. Par le lemme 2.2 et la définition de la convolution, on a :
LoA(f+ )} = £{(f <9) (D)) } (5)
= f=xg)((at a)estat
| o (@0?)

_ /Ooo (/Otf (ta(t —u))*) g ((au)?) du) et
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On change I'ordre d’intégration, donc :

cal(f a0} = [ [T s (=) o () e at du

Soitt — u = v, alors :

LA(f*9)(1)} =

o\
8
c\
3
~
—~
o)
=
Q=
SN—
Q
—~
o
S
Q=
N—
)
|
D
Jr
&
QL
1
QU
IS

]

6. Si f : (0,00) — R la continuellement premiere différentiable, alors la transformée de Laplace
conformable fractionnaire de la dérivée conformable fractionnaire séquentielle du premiere ordre de

fest:
LADa(f)()}(s) = sF(s) = f(0) 0<a<L
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CHAPITRE 3

METHODES NUMERIQUES SUR LE
PROBLEME DE CAUCHY CONFORMABLE

@ans ce chapitre, nous avons appliqué deux méthodes numériques, la méthode d’Euler et
I'approximation successive, pour résoudre le probleme de Cauchy conformable, en plus

de certaines théories et définitions liées a cela.

3.1 Probleme de Cauchy

Définition 3.1. Le probleme de Cauchy relative a I'équation différentielle du premier ordre, et aux don-

nées les conditions initiales (xq, yo) consiste a chercher la solution du probleme suivant :

{ y = flz,y) 3.1)

Yo = y(wo)

Proposition 3.1. Le probleme équivalente de cette équation :

y(x) =yo + /x f(z,y(x))dx.

Démonstration.

=) Supposons que y est une solution du le probleme (3.1). ALors :
V@) = ) = | yado = [ f(a,y(@)d
= o), = [ fytas
= yla) == [ F(, y(@))da
= yla) = w+ [ f(w, y(@))da.

30
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<) Supposons que y(z) est une solution du probleme

y(z) =yo + /x flz,y(x))dx.

Dérivons les deux membres par rapport a x, on obtient

!

y (z) = f(z,y),
et N
) =0+ [ Flao,y(a)do = y(zo) = o
on obtient
{ y = f(z,y)
Yo = y(mo)

[l
Théoreme 3.1. (Théoréme de accroissements finies) Soit f une application de l'intervalle [a, b| dans
R vérifiant les conditions suivants :
i) f est continue sur [a,b).
i1) f est dérivable sur [a, b].
Alors il existe ¢ €]a, b| tel que f(b) — f(a) = (b—a)f (c).

Théoreme 3.2. Soit f une fonction déffirentiable définie par :

f:IxQ—=R
(z,y) — f(z,y)
of

f est Lipschitzienne sur I x ) < 90 est bornée sur I x Q° avec Q)° est I'intérieur de (2.
Y

Démonstration.

=) Supposons que : f est Lipschitzienne, alors :

Z, — x,
Vo € I,Vy,yo € Q3K > 0: | f(z,y) — f(z,90)] < K|y — vl = ’f( y; 5( W) < x
— Y0
Y—Yo —yo

Alors ? est bornée sur [ x )°.
Yy
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<) Supposons que :g—i(x, y) est bornée sur I x Q°.
Donc 3K > 0 tel que Vz,y € I x Q, 'g—f(x,y)‘ < K.
)

0 : : -
Ona f(z,y) et 8_f sont continue, D’apres le théoréme des accroissements finies
)

f(xayQ) — f(xayl)
Y2 —U

~[Zwo

Vyi,y2 € Qoyr <yp,x €1 : ‘

0
mais 6_f est bornée. donc < K.
Y

Alors

0
a—§<x,c>

‘f(x,yz) — flz.y) <K= |f(z,y2) — flz,01)] < |y2 — 1]

Y2 — 1

D’ou f est Lipschitzienne sur I x (.
O

Proposition 3.2. Si la fonction f(x,y) est continue sur I x Q et f Lipschitzienne surl x ). Alors le
probleme admet une solution unique.

3.2 Théoreme de Cauchy-Lipschitz

Théoreme 3.3. (Voir [10]) Soient I'équation différentielle

dy
L — (¢ 2
di / ( 79) (3.2)
et les conditions initiales
Y = Yo pour T = x. (3.3)

Si f(x,y) et f;(x, y) sont continues dans le domaine fermé D,
D={xg—a<z<xo+4a,y—b<y<y+b} (3.4)
il existe alors dans un certain intervalle
To—l<x<xg+1 (3.5)

une solution et une seule de I'équation (3.2)vérifiant les conditions initiales (3.3). Le nombre | sera défini
plus pas.

M. BOUNOUIGA Université Mohamed Boudiaf de M’sila



3.2. THEOREME DE CAUCHY-LIPSCHITZ 33

Démonstration. Remarquons que de la continuité des fonctions f(z,y) et f;(x, y) dans l'inter-
valle fermé D, il s’ensuit qu’il existe des constantes M/ > 0 et N > 0 telles qu’en tous les points

du domaine sont vérifiées les relations :
|f(z,y)] < M, (3.6)

|f,(x,y)] < N. (3.7)

b
Dans l'équation (3.5) [ est le plus petit des nombres a et U c’est-a-dire

, b
[ = min (a, M) . (3.8)

Le théoreme de Lagrange appliqué a la fonction f(z,y) aux points quelconques A;(x,y;) et

Ay(z,y2) du domaine D donne :

F ) = flan) = f(@n)(y2 — n),

ol y; < 1 < Yo ; par conséquent, | f;/(x, n)| < N. De sorte que 'inégalité

|f(x,y2)—f(x,y1)! S‘]\/v|y2_y1| (39)

est vérifiée pour deux points quelconques.

Revenons a I'égalité
nie) = [ w)da + o (3.10)

Il en résulte compte tenu également des égalités (3.5), (3.6),

|y1 - y0| =

/Z: f(z,yo)dx

§/ Mdx = M|x — x| < M1 <b. (3.11)

Ainsi, la fonction y = y;(z) définie par I'égalité (3.10) sur l'intervalle (3.5) ne sort pas du do-
maine D.

Passons a présent a 1'égalité

yo() = / " (@) d + go. (3.12)

Les variables indépendantes de la fonction f [z, y; ()] ne sortent pas du domaine D.

Nous pouvons donc écrire

/ @ (@) do

zo

Iy — yo| = < Mla — zo| < M1 <. (3.13)
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Par induction on peut démontrer que pour tout n

Yn — yol < b (3.14)
si x appartient a I'intervalle (3.5).
Démontrons maintenant que
lim y,(2) = y(z) (3.15)
n—oo

existe et que la fonction y(x) vérifie I’équation différentielles (3.2) et les conditions initiales (3.3).

Considérons pour cela la série

Yo+ (1 —yo) + (W2 —v1) + o+ (Yn-1 — Yn-2) + (Yn — Yn-1) (3.16)

ayant pour terme général v, = y, — yn—1 et up = yo. De toute évidence la somme des n + 1

premiers termes de cette série est
n
Sn+1 = Z Ui = Yn- (3.17)
i=0

Evaluons les termes de série (3.16) en valeur absolue

/: f(@,90)

/ “aam) — Flapo)) de

ly1 — yo| = < M|x — x| (3.18)

En vertu de (3.10), (3.12) et (3.7) il vient

’Z/2 - yﬂ =

/ £ m) (2 — 1) de

< :I:N/ M|z — xo|dx
zo
M
= Nz — x|?
5 |z — 0|
(on prend le signe + si zy < x et le singe — si xy > x). Donc

N
ly2 — 1| < Mﬁ@ — o (3.19)

En tenant compte de (3.19) nous obtenons

/ ) — flap)) do

Yz — Y| =
0
= / fo(@.m2)(y2 — y1)dz
z0
*MN
< £N T!x — o|*dx

zo
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2

N
=M — z|?. :
1.2.3’x ol (3.20)
Et de proche en proche jusqu’a
Nn—l
‘yn - ynfl‘ =M ol ‘«T - $O’n- (321)

La série de fonctions (3.16) est donc majorable dans l'intervalle |x — x| < I. La série numérique

a termes positifs plus grands que les valeurs absolues des termes correspondants de la série

(3.16)) s’écrit

Nl2 N213 Nn—lln
Yo+ Ml +M—+ M + ...+ M + ... (3.22)
21 3! n!
o Nn—lln , L .
avec un terme général v, = M TR On s’assure aisément de sa convergence en appliquent
le critére de d’Alembert
Nn—lln
I — i S —im M <
nggo Un—1 o nggo N"lenfl o nLH;o n o ’
(n—1)!

La série (3.16) est majorable, elle est donc convergente. Comme ses membres sont des fonctions

continues, elle converge vers une fonction continue y(z). Ainsi,

lim s, = lim y, = y(x), (3.23)
n—o0

n—oo

ol y(x) est une fonction continue vérifiant la condition initiale étant donné que pour tous les n

yn(l’o) = Yo-

Démontrons que la fonction y(z) que nous venons d’obtenir vérifie 1’équation (3.2).

Yo = 1o + / (@, yn_1)dz. (3.24)

Montrons que

T

i [ f g (2)] de = / " fe ), (3.25)

n—o0 0
ol y(x) est déterminée par 1'égalité (3.23).
Remarquons auparavant ce qui suit. Etant donné que la série (3.16) est majorables, il résulte
(3.23) que pour tout € > 0 il existe un n tel que

ly —yn| < e. (3.26)
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En tenant compte de (3.26), dans tout I'intervalle (3.5) nous avons

é?wwM—iﬂnmm

Sijﬂﬂaw—ﬂm%wx

< / Ny — yn|dz
x0

< Nel|x — xo].

Or lim,,_,», € = 0; par conséquent

Lﬁmww—ﬁﬂmmm

De cette derniére égalité découle 1'égalité (3.25).
En passant a présent dans les deux membres de 1'égalité (3.24) a la limite lorsque n — oo,

lim =0.
n—oo

nous constatons que y(z) définie par 1'égalité (3.23)) vérifie I'équation

Y=o+ / " f ). (3.27)

Par conséquent, comme nous l’avons indiqué plus haut, la fonction y(z) que nous venons de
trouver vérifie ’équation différentielle (3.2) et les conditions initiales (3.3). O

Remarque 3.1. (Voir [10]) D’autres méthodes de démonstration permettent d’affirmer qu’il existe une
solution de I'équation vérifiant les conditions initiales si la fonction f(z,y) est continue dans

le domaine D.

Remarque 3.2. Par un procédé analogue a celui qui nous a permis d’établir la relation , Nous
pouvons montrer que l'erreur qui apparait apres la substitution de la solution y(x) par sa n-ieme ap-

proximation y,, est donnée par la formule

NM e MN"m+

S PERTR (3.28)

_ < 7

. . . . ., 0 .
Théoreme 3.4. (Voir [10]) Si la fonction f(x,y) est continue et admet une dérivée 8_f continue sur le
Y
domaine D, la solution de I'équation différentielle

dy

dr f(x,y) (3.29)

pour les conditions initiales

Yy = Yo quand x = x (3.30)

est alors unique, c’est-a-dire que par le point (x¢,yo) il ne passe qu’'une seule et unique courbe intégrale
de I"équation (3.29).
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Démonstration. Supposons qu’il existe deux solutions de 1’équation (3.29) vérifiant les condi-
tions (3.30) c’est-a-dire deux courbes y(x) et z(z) passant par le point A(xz, y). Ces deux fonc-

tions vérifient donc 1’équation (3.27) :

S / Fasy)de, == yo+ / f(z, 2)d.
o xo

Considérons la différence

i) = 2(0) = [ 17(w0)  Flo ) de 31
D’apres la formule de Lagrange et I'inégalité nous avons :
of (x,
Fley) — Sy = gy Dy 2), (3:32)
d’ou il vient
D’apres (3.31)) et (3.33) on peut écrire
ly — 2| = / —.(y —2)dz| < :I:/ Ny — z|dx. (3.34)
x0 ay o

Soit x tel que |x — xo| < N Pour fixer les idées prenons z, < z,la démonstration étant analogue
pour = < .
. 1
Supposons que A = max |y — z| dans l'intervalle x — z( < -y pour une valeur de z = z*.

L'inégalité (3.34) pour le point z* s’écrit alors sous la forme :

xp 1
ASN/ "Mz = NA(z" — o) <NAy <N,
o

A< A

En admettant I’existence de deux solutions distinctes nous avons abouti a une contradiction.

Par conséquent, la solution est unique. O

Remarque 3.3. (Voir [10]) On peut montrer que la solution sera unique moyennant moins de conditions

sur la fonction f(z,y).

Remarque 3.4. (Voir [10]) Si la fonction f(x,y) admet une dérivée partielle non bornée dans le domaine,
il peut alors fort bien exister plusieurs solutions vérifiant I'équation (3.29) et les conditions initiales
3.30).
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3.3 Méthode d’Euler

(Voir [5]) les méthodes numériques plus populaires pour résoudre sont appelées méthodes
différences finies. Des valeurs approximatives sont obtenues pour la solution a un ensemble de
points de grille

To <1 < Tp < oo <Xy < ... (3.35)

et valeur approximative a chaque z,, est obtenue en utilisant certaines des valeurs obtenues
dans les étapes précédentes. Nous commencgons par une méthode simple mais inefficace en
termes de calcul attribuée a Leonhard Euler. Son analyse présente d nombreuses caractéris-
tiques des analyses des méthodes de différences finies plus efficaces, mais sans leur complexité
supplémentaire. Nous donnons d’abord plusieurs dérivations de la méthode d’Euler, et sui-
vons avec une analyse complete de convergence et de stabilité pour celle-ci. Nous donnons une
formule d’erreur asymptotique et concluons la section en généralisant les résultats précédents
aux systémes d’équations

Comme précédemment, Y (x) dénotera vraie la solution de :

’

Yi(z) = fz,Y(x) Y(xo) =Yy (3.36)

La solution approchée sera notée y(z), et les valeurs y(xo), y(x1), ..., y(x,), ... seront souvent no-

tées yo, 1, ..., Yn, ... une grille égale taille h > 0 sera utililisée pour définir les neouds
ri=x9+1th 1=0,1,..

Lorsque nous comparons des solutions numériques pour différentes valeurs de h, nous utilise-
rons également la notation y, () pour faire référence a y(z) avec un pas h. Le probleme (3.36)
sera résolu sur un intervalle fini fixe, qui sera toujours noté [z, b]. La notation N (h) désignera

le plus grand indice NV pour lequel

rn < b, Tnp1 > b

Dans les sections suivantes, nous discuterons de la variation du pas a chaque z,, afin de

controler l'erreur.

3.3.1 Dérivation de la méthode d’Euler
La méthode d’Euler est définie par :
yn+1 = yn + hf<mn7 yn) n = 07 17 27 37 te (3’37)

avec yy = Yp. Quatre points de vue de il est donné.
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3.3.2 Un point de vue géométrique

(Voir [5]) Considérons le graphique de la solution Y'(z). Formez la ligne tangente au gra-
phique de Y (z) en x, et utilisez cette ligne comme approximation de la courbe pour z; < x <

x1. Alors :
% = Y/(xo) = f(-fEO,Yb)>
Y (x1) = Y(zo) =A y = hY (x0),
Y(z1) =Y (x0) + hf(xg, Y (x0)).

En répétant cet argument sur [z, 22|, [z2, 3], ..., on obtient la formule générale (3.37).

3.3.3 Série Taylor

(Voir [5]) Développer Y (z,1) autour de z,,
’ h2 1
Y(In—i-l) - Y(In) +hY (xn) + ?Y (fn), Ty < &§p < Tpg1. (338)
En supprimant le terme d’erreur, on obtient la méthode d’Euler (3.37). Le terme
h/2 1
T, = 57" () (3.39)
s’appelle erreur de troncature ou erreur de discrétisation en z,, 1. Nous utilisons le ancien nom

dans ce texte.

3.3.4 Différenciation numérique

(Voir [5]) De la définition d"un dérivé,

Y($n+1)h_ Y({En) _ Y’(g;n) = f(:(]m Y(xn))v

Y(zpt1) =Y (xn) + hf(z,,Y(2,)).

3.3.5 Intégration numérique
Intégrer Y (t) = f(t,Y(t))sur [z,, T, 11] :
V(awa) =Y+ [ st (3.40)

Considérons la méthode d’intégration numérique simple

a+h
/ g(t)dt = hg(a), (3.41)
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appelée la régle rectangulaire de gauche. En appliquant cela a (3.40), on obtient
Y(zpi1) =Y (xn) + hf(x,, Y(x,)).
Exemple 3.1. Trouver la valeur approchée pour x = 1 de la solution de I'équation
y =yt

vérifiant la condition initiale : yo = 1 pour xo = 0.

Solution : Divisons le segment [0, 1] en 10 parties a 'aide des points xq = 0;0,1;0,2;...; 1. Par consé-

quent, h = 0, 1. Nous rechercherons les valeurs y,,ys, ..., y, a l'aide de la formule

Ayp = (yp + 21)h

ou
Ykr1 = Yk + (yr + x1)h
Nous obtenons ainsi :

yn=1+(1+0.01=1401=1,1
yo=1,14(1,1+0,1).0,1 = 1,2

Au cours la résolution nous formons le tableau :

T, Y Yp + Tk | Ay = (Y + 1)

29 =20 1,000 1,000 0, 100
z,=0,1| 1,100 | 1,200 0,120
zo=0,2 | 1,220 | 1,420 0,142
r3=0,3 | 1,362 1,620 0,162
zy=0,4 [ 1,524 1,924 0,1924
x5 =0,5 | 1,7164 | 2,2164 0,2216
e =0,6 [ 1,9380 | 2,5380 0,2538
x7;=0,7 | 2,1918 | 2,8918 0, 2892
xg =0,8 [ 2,4810 | 3,2810 0, 3281
r9 =10,9 [ 2,8091 | 3,7091 0,3709
210 =1,0 | 3,1800

M. BOUNOUIGA Université Mohamed Boudiaf de M’sila



3.4. RESOLUTION DE L’EQUATION DIFFERENTIELLE DU PREMIER ORDRE PAR LA METHODE
DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES (METHODE D'ITERATION) 41

Nous avons trouvé la valeur approché y|,—1 = 3,1500- La solution exacte de I'équation donné,

vérifiant les conditions initiales citées précédemment, sera
y=2e"—x—1.

Par conséquent,
Ylo—1 = 2(e — 1) = 3,4366.

L’erreur absolue est égale a 0, 2566, 'erreur relative a :

0, 2566
3, 4366

=0,075.

3.4 Résolution de 1'équation différentielle du premier ordre
par la méthode des approximations successives (méthode
d’itération)

Soit a résoudre 'équation différentielle

dy

satisfaisant a la condition initiale
Yy=1yYy pour T = x. (3.43)

En intégrant les membres de 1’'équation (3.42) de z, a = et en tenant compte de la condition

initiale nous obtenons :
v =0+ / £, y)d. (3.44)
xo

La fonction inconnue y se trouvant sous le signe d’intégration, I’équation (3.44) est appelée
équation intégrale.

La fonction y = y(x) vérifiant I’équation et la condition initiale (3.43) vérifie I’équation
(3.44). Et inversement, il est évident que la fonction y = y(z) vérifiant 1'équation vérifie
également 'équation et la condition initiale (3.43).

Examinons tout d’abord la méthode des solutions approchées de 1'équation pour les
conditions initiales (3.43).

Soit y, I’approximation nulle de la solution. En remplagant y par y, dans la fonction a inté-

grer du deuxieme membre de 1'égalité (3.44) nous obtenons

yi(z) = yo + /x [z, y0)dz. (3.45)
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y1(x) est la premiere solution approchée de 1’équation différentielle (3.42) vérifiant la condition
initiale (3.43).

Portons a présent la premiére approximation y;(z) dans la fonction a intégrer de 1'égalité
(3.44)

yal2) = o + / " F () da. (3.46)

Nous obtenons de la sorte la deuxiéme approximation. poursuivons ce processus :

ys(z) = yo + f;o f(z,ya(x))de.

(3.47)

Plus bas nous indiquerons l’approximation qu’il faudra prendre compte tenu de la précision

requise.
Exemple 3.2. Trouver la solution approchée de I'équation y = x + y? vérifiant les conditions initiales
Yo=1 pour x=0.

Solution. D’apres la formule nous avons :

T ZE2
ylz/ (x+1)de=—+zx+1,
0

2
y2:/
0

72 2 5 4 23 2
x+ 5 +z+1
et ainsi de suite.

T T
dr+1="+ " 4205 +3°= 1
vHl=So+ T2 A3 ]

3.5 Le probleme de Cauchy conformable

Définition 3.2. On appelle probleme de Cauchy conformable tout probléme sous la forme :

{ Dy = f(l‘,y>

(3.48)
y(zo) = Yo
Proposition 3.3. Le probleme équivalente de cette équation :

“ )

xlfa

Yn+1 () = y(wo) +

o
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Démonstration. On a le probléme 1i équivalente est

o o [ [t
@y@w—yw=loﬁ??dt
& y(zo) = yo + /3: fjf_’ff)d

O

Théoréme 3.5. Soit f( y)

—= fonction différentiable et Lipschitzienne par rapport le second variable sur

I x Q. Alors le probleme (m)admet une solution unique d’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz.

3.6 Application de la méthode d’Euler et des approximations

successives sur le de Cauchy conformable

Nous donnes cet exemple :

Soit le probleme suivant :

Doy — / e e
RS e (3.49)
y(l) =emra — 1 y(l) =emra — 1
Ona f;ig) = 2%y + 2 est une fonction différentiable.
etona: f:i:f g) Lipschitzienne < '~ Q&Z’y) bornée
Alors : xl‘“M =z
dy

la fonction z* est une fonction différentiable et bornée dans l'intervalle [1,2] avec a € (0, 1).
Alors, d’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz le probleme (3.49) admet une solution unique.
Nous avons cette équation différentiable linéaire de premier ordre y' () = 2%y + 2.

Nous avons recherchons la solution exacte de cette equation :

/

y(z) =2y +1)

d
/_y :/xadx
y+1
y+1 anrl
1 =
<:>n( C > a+1
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z04-5-1 1
alors y=Ceott —1 etona y(l)=eta —1
d’ou
zl«&»oz

y(x) =et¥a — 1.

() On résoudre le probleme (3.49) par méthode d’Euler :
Divisons le segment [1,2] en 5 parties a l'aide des points zy = 1;1,2;1,4;....; 2 par consé-
quent i = 0,2
Nous recherchons les valeurs yi, v, ... oU Y11 = yr + hf(zx, i), avec f(xy, yx) = z0yr + 23,

nous obtenons ainsi :

ylzel%a—l—i-()ﬂel%a
—1,2ems — 1

yo = 1,2 ema (1 4+0,2(1,

)%) —
ys = 1,2 emva (1+0,2(1,2)*)(1 +0,2(1,4)*) — 1

)Y (L + 0,2(1,4)*)(1 +0,2(1,6)%) — 1
)%)

(14 0,2(1,4)*)(1 +0,2(1,6)*(1 + 0,2(1,8)%) — 1

1

?

( (1,2
( (1,2
ys = 1,2 ema (14 0,2(1,2
ys = 1,2 emva (1+0,2(1,2

Nous avons la valeur approchée y|,—2 = (y,—15 +1)(1 +0,2(1,8)*) — 1
1+«
et la valeur exacte y|,—» = — e — 1

L’erreur absolue est :
21+o¢

e — (yp=1s + 1)(1 4 0,2(1,8))]

1
par exemple prenons o = 3

T la valeur exacte de y;, | la valeur approchée de y;, | 1'erreur absolue
xo=1 0,9477 0,9477 0
T =1,2 1,4021 1,3373 0, 0648
r9 = 1,4 2,0172 1,8494 0,1679
r3=1,6 2,8545 2,5236 0,3309
ri=1,8 4,0027 3,4151 0, 5876
25 = 2 5, 5904 4,5997 0,9907
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1 — 1
Sia = Eetn:?)()tellequen: Ta = h= 30
T la valeur exacte de y;, | la valeur approchée de y;, | 1’erreur absolue

Ts 1,3166 1, 3068 0,0098

T10 1,7910 1,7665 0,0245

T20 3,1973 3,1178 0,0795

T30 = 2 5,5904 5,3894 0,201

/*/*//*/
_x */%/%/

Sia:%etnzloo = h=0,01

T la valeur exacte de y;, | la valeur approchée de y;, | I'erreur absolue
220 1,4021 1,3984 0,0038
T60 2,8545 2,8346 0,0199
T30 4,0027 3,9665 0,0361
T100 = 2 5,5904 5,5282 0,0622

Remarque 3.5. Plus le nombre de subdivisions n augmente, plus l'erreur diminue.

(77) On résoudre le probléeme (3.49) par la méthode des approximations successives

Ona
Day = f(xvy)
y(1) =era — 1
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D’apres la formule y; (x) = yo + f;; f(x,yo)dxr nous avons :

y1(x) = et — 1—1—/ (a:o‘ <€1+% — 1> —I—xa> dx
1

ot 1 1 1

— 61+o¢ — 61+0‘ +61+a —1

a+1 a—+1
@ =eti—1+ [ (a0 P et - Lot ot 1) 10 4
) = eT+a — x eT+a — eT+a 4+ eT+a — T x
Y2 . a+1 a+1

a4 1] 2a+2 + a+1

1 v (poetia [ ema [g2042 _1 ] — gotl " 1
= eTra — 1 1) | +atere | d
ys(z) = e +/1 T+ a a+1{ % 12 + a1 + } e x

—_ 200+2 a+1
eite |x —1 1l—=x
= l +a:”°‘—1}+elia—1

el—i—a x3a+3 -1 ($2a+2 + xa—l—l _ 2) xa—i—l -1 x2a+2 -1 (Z'OH_I _ 1)
ys = - + + - + a2t -1
I14+a |[(2a+2)(3a+3) (2a+2)(a+1) (a+1)2 200 + 2 a+1
—I—eﬁ — 1.

et ainsi de suite.
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons appliqué les méthodes numériques pour étudier les équations
différentielles et le probleme de Cauchy conformable. Pour cela, nous avons choisi deux mé-
thodes numériques différentes, a savoir Euler et les approximations successives. Nous avons
également rappelé le calcul fractionnaire et le calcul fractionnaire conformable. il convient de

mentionner qu’il est possible d"utiliser d’autres méthodes numériques pour cela.
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Abstract :Recently, a new concept of fractional differentiation has emerged, called
conformable fractional calculus, for the 0 < o < 1 and a € R, we determine the conformable
fractional dervative of the function f at the point = €]a, +o00[ as
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In this whok,we will present this definition and provide the necessary definitions and
properties, then we will study some differential equations related to this definition.

Key words :fractional, conformable.

Résumé : Récemment, Une nouvelle approche du calcul différentiel fractionnaire est apparue,
appelée calcul différentiel conformable. Pour 0 < a < 1, a € R on définit la dérivée
fractionnaire conformable d’une fonction f en un point x €|a, +oo| comme suivant :
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Dans ce travail, nous présenterons cette approche, et donnerons les définitions et propriétés
nécessaires, puis nous étudierons quelques équations différentielles et problemes aux a cette
frontiéres liés approche.

Mot-clés :fractionnaire, conformable.
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