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Introduction 

  Le problème de l’oscillateur de Dirac est très  important soi pour 

la théorie ou dans l’application. Il était étudié pour la première fois par 

Ito et al. [1]. Ils ont considéré une équation de Dirac dans laquelle le 

moment p est remplacé par p -imβωr, avec r étant le vecteur de position, 

m la masse de la particule, et ω la fréquence de l’oscillateur. Ce problème 

a été relancé par Moshinsky et Szczepaniak [2], qui lui ont donné le nom 

d’oscillateur de Dirac (DO) parce que, dans la limite non relativiste, il 

devient un oscillateur harmonique avec un très fort terme de couplage 

spin-orbite. Physiquement, il peut être démontré que l’interaction (OD) 

est un système physique, qui peut être interprété comme l’interaction du 

moment magnétique  anormal avec un champ électrique linéaire [3,4]. Le 

potentiel électromagnétique .Le potentiel électromagnétique associé à 

l'OD a été trouvé par Benitez et al. [5]. Expérimentalement, cet oscillateur 

a été bien établi par Franco-Villafane et al. [6]. 

 

Dans les dernières années, plusieurs modèles de la mécanique 

quantique basée sur des relations de commutation modifiées ont été 

étudiés par plusieurs physiciens. Cette modification de la relation de 

commutation impliquent une incertitude minimale sur la position 

conduisant à une longueur minimale [7],[8]. Il existe aussi des relations 

de commutations modifiées qui conduisent à une impulsion maximale 

[[9].[16]].  
 

  Apres l'introduction de la constante cosmologique dans la théorie 

de la relativité générale d'Einstein pour obtenir des solutions 

cosmologiques statiques, Dirac [17] a proposé d'étudier les équations de 

la physique atomique dans un espace-temps avec une constante 

cosmologique que l'on appelle l'espace de Sitter. Par conséquent, en 

présence d'une constante cosmologique, la relativité restreinte de 

Poincaré ordinaire doit être remplacée par une relativité restreinte de de 

Sitter. Il est intéressant de noter que l'algèbre de Sitter déformée a deux 

échelles invariantes [18], la vitesse de la lumière c et le rayon R = ±3/Λ, 

où le signe ± est pour AdS et dS, respectivement. Récemment, il a été 

montré par Guo et al. [19] qu'il existe un correspondance entre le modèle 

de Snyder et la dS relativité restreinte. De plus, Mignemi [20] a montré  
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que sur background (A)dS, la relation de commutation doit être modifiée 

en introduisant des corrections proportionnelles à la constante 

cosmologique. 

 

Dans ce mémoire, nous allons attaquer la formulation 

mathématique du problème de l'oscillateur de Dirac à 1d et ses 

conséquences en résolvant des équations fondamentales dans le cadre de 

la mécanique quantique relativiste dans le cadre des deux  model , de 

Sitter et anti de Sitter. Ce mémoire se décompose à une introduction, où 

on parle sur l'oscillateur de Dirac et le sur le model anti de Sitter et le 

modèle de Sitter 

Dans le premier chapitre nous allons donner un rappel sur 

l'équation de Dirac et sa solution pour une particule libre et aussi pour le 

cas de l’oscillateur de Dirac. 

Dans le deuxième chapitre, nous allons formuler la mécanique 

quantique basée sur le modèle anti de Sitter. Puis, nous allons étudier le 

problème d'oscillateur de Dirac a 1d dans le cadre de ce modèle. 

Dans le chapitre 3 nous allons faire la même chose qu'on a fait dans 

le chapitre précédent, mais cette fois dans le model de Sitter. 
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1. Notation  

Pour passer de la mécanique quantique habituelle à la mécanique 

quantique relativiste, il suffit  de remplacer la géométrie euclidienne par 

celle de Minkowski, ou bien on remplace la métrique par celle de Lorentz 

dé.nie par : 

 

         𝑔µఔ = ൮

1      0       0       0
0 − 1       0       0
0      0  − 1       0
0      0       0  − 1

൲ (1.1) 

 

En utilisant cette métrique , on peut défnir la longueur du vecteur 

𝑑𝑥 = {𝑑𝑥ఓ} par 𝑑𝑠ଶ = 𝑔µ஝𝑑𝑥ఓ𝑑𝑥஝ Cette relation est souvent 

considérée comme la relation de définition du tenseur métrique  La 

forme contra-variantedu tenseur métrique est  

 

  𝑔ఓఙ = (𝑔ିଵ)ఓఙ = ൮

1    0     0    0
0    1     0    0
0     0     1    0
0     0     0    1

൲                           (1.2) 

On remarque que, le tenseur métrique contra-variant et le tenseur 

métrique covariant sont identiques : 

𝑔µఔ = 𝑔µ஝  ( Pour Lorentz métrique)  (1.3) 

À partir de maintenant, nous utiliserons le quadrivecteur contra-

variantes  

  𝑥µ ≡ (𝑥଴, 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑥ଷ) ≡ (𝑐𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧)    (1.4) 

 

Pour décrire les coordonnées de l'espace-temps. Le quadrivecteur 

covariants est donnée par 

  𝑥ఓ = 𝑔µఔ𝑥ఓ = (𝑥଴, 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑥ଷ) ≡ (𝑐𝑡, −𝑥, −𝑦, −𝑧) (1.5) 

En utilisant la convention de sommation d’Einstein, nous obtenons le 

carré de la longueur de vecteur 𝑥µ donné par  

                 𝑥. 𝑥 = 𝑥ఓ 𝑥ఓ ≡ ∑ 𝑥ఓ 𝑥ఓ
ଷ
ఓ = 𝑥଴ 𝑥଴ + 𝑥ଵ 𝑥ଵ + 𝑥ଶ 𝑥ଶ + 𝑥ଷ 𝑥ଷ 
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                         = 𝑐ଶ𝑡ଶ − 𝑥ଶ − 𝑦ଶ − 𝑧ଶ 

                             = 𝑐ଶ𝑡ଶ − 𝒙𝟐               (1.6)                                                                       

Même chose pour la définition du 4-vecteur de moment , c-à-d : 

 

   𝑝ఓ = ቄ
ா

௖
, 𝑝௫ , 𝑝௬ , 𝑝௭ቅ            (1.7) 

Et nous écrivons le produit scalaire en quatre dimensions (espace-

temps) comme : 

  𝑝ଵ𝑝ଶ = 𝑝ଵ
ఓ

𝑝ଶఓ
ாభாమ

஼మ
− 𝑷ଵ. 𝑷ଶ  (1.8) 

Ou également  

  𝑥. 𝑝 = 𝑥ఓ𝑝ఓ = 𝑥ఓ𝑝ఓ = 𝐸𝑡 − 𝒙. 𝒑  (1.9) 

Par analogie avec mécanique quantique habituelle, on peut écrire le 

4-opérateur de moment par  

                 𝑝̂ఓ = 𝑖ℏ
డ

డ௫ഋ
= ቄ𝑖ℏ

డ

డ(௖௧)
, +𝑖ℏ

డ

డ௫భ
, +𝑖ℏ

డ

డ௫మ
, +𝑖ℏ

డ

డ௫య
ቅ 

                    = 𝑖ℏ𝛻ఓ = ቄ𝑖ℏ
డ

డ(௖௧)
, −𝑖ℏ

డ

డ௫
, −𝑖ℏ

డ

డ௬
, −𝑖ℏ

డ

డ௭
ቅ 

                    = 𝑖ℏ ቄ𝑖ℏ
డ

డ(௖௧)
, −𝛻ቅ                                       (1.10) 

Il se transforme en un 4-vecteur contra-variant, de sorte que 

  𝑝̂ఓ𝑝̂ఓ = −ℏଶ డ

௫ഋ

డ

௫ഋ
= −ℏଶ ቆ

ଵ

௖మ

డమ

డ௧మ
− ቀ

డమ

డ௫మ
+

డమ

డ௬మ
+

డమ

డ௭మ
+ቁቇ 

            ≡ −ℏଶ□ = −ℏଶ ቀ
ଵ

௖మ

డమ

డ௧మ
− ∆ቁ                                       (1.11) 

Avec ∆= ∇ଶ et □ =
ଵ

௖మ

డమ

డ௧మ
− ∆ représentent respectivement le 

Laplacien et le D'alembectien. En utilisant (2:4) et (1:10)on obtient la 

relation de commutation suivante: 

  [𝑝̂ఓ , 𝑥ఔ] = 𝑖ℏ ൤
డ

డ௫ഋ
, 𝑔ఔఙ𝑥ఙ൨ = 𝑖ℏ𝑔ఔఙ డ௫഑

డ௫ഋ
= 𝑖ℏ𝑔ఔఙ𝛿ఙ

ఓ
= 𝑖ℏ𝑔ఔఓ = 𝑖ℏ𝑔ఓఔ   (1.12) 

Le 4-potentiel du champ électromagnétique est donné par : 
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                𝐴ఓ = {𝐴଴, 𝐴} = ൛𝐴଴, 𝐴௫ , 𝐴௬ , 𝐴௭ൟ = 𝑔ఓఔ𝐴ఔ     (contravariant) (1.13) 

                 𝐴ఓ = ൛𝐴଴, −𝐴௫ , −𝐴௬ , −𝐴௭ൟ  (covariante)  (1.14) 

à partir de  𝐴ఓ , le tenseur de champ électromagnétique suit de la 

manière bien connue : 

                            𝐹ఓఔ =
డ஺ഋ

డ௫ഌ
−

డ஺ഋ

డ௫ഋ
=

⎝

⎜
⎛

0     𝐸௫     𝐸௬       𝐸௭

−𝐸௫    0     𝐵௭    −𝐵௬

−𝐸௬     −𝐵௭     0    𝐵௫

−𝐸௭     𝐵௬     −𝐵௫    0
⎠

⎟
⎞

 (1.15)  

2. Equation de Dirac 

En 1928, Dirac a trouvé une équation d'onde relativiste covariante, 

de la forme de Schrödinger et avec une densité de probabilité positive, 

donnée par : 

                                    𝐻෡𝜓 = 𝑖ℏ
డట

డ௧
               (1.16) 

À cette époque, il existait des doutes sur l'équation de Klein-Gordon , 

qui donnait des énergies négatives . Et comme l'interprétation de la 

densité de charge n'était pas connue à ce moment-là et aussi les mésons 

𝜋ା   et 𝜋ିsous forme de particules de spin 0 chargées n'avaient pas 

encore été découverts, les énergies négative représentent un grand 

problème. 

  Puisque l’équation (1.16) est linéaire dans la dérivée temporelle, il 

est naturel d'essayer de construire un Hamiltonien également linéaire 

par rapport aux dérivées spatiales. Par conséquent, l'équation  doit 

prendre la forme suivante 

              𝑖ℏ
డట

డ௧
= ቂ

ℏ௖

௜
ቀ𝛼ොଵ

డ

డ௫భ
+ 𝛼ොଶ

డ

డ௫మ
+ 𝛼ොଷ

డ

డ௫యቁ + 𝛽መ𝑚଴𝑐ଶቃ 𝜓 ≡ 𝐻෡௙𝜓  (1.17) 

Ou 𝜓 est un vecteur donné par 

  𝜓(𝑥) = ቌ

టభ(௫,௧)

టమ(௫,௧)
...

ట೙(௫,௧)

ቍ (1.18) 

Les 𝛽መet αෝ୧sont des matrices de dimensions N × N et 



Chapitre 1:Oscillateur de Dirac ordinaire  
 

6 
 

  𝛽መ = ቀ
𝐼 0
0 −𝐼

ቁ   , 𝛼ො = ൬
0 𝜎ො௜

𝜎ො௜ 0
൰ , 𝐼 = ቀ

1 0
0 1

ቁ                               (1.19)  

où   𝛽መ et αෝ୧ sont les matrices  2 × 2 de Pauli et I est la matrice d'unités  2 

× 2. Donc on écrit ces matrices en détail comme suit: 

                         𝛼ොଵ = ൭

଴      ଴      ଴      ଵ
଴      ଴      ଵ      ଴
଴      ଵ      ଴      ଴
ଵ      ଴      ଴      ଴

൱     ,𝛼ොଶ = ൭

଴       ଴         ଴     ି௜
଴       ଴         ௜        ଴
଴    ି௜          ଴        ଴
௜        ଴         ଴        ଴

൱           ,                

     𝛼ොଷ = ൭

଴      ଴      ଵ      ଴
଴      ଴      ଴  ିଵ
ଵ      ଴      ଴      ଴
଴  ିଵ      ଴      ଴

൱    ,    𝛽መ = ൭

ଵ     ଴     ଴      ଴
଴  ିଵ      ଴      ଴
଴      ଴  ିଵ      ଴
଴      ଴     ଴   ିଵ

൱                             (1.20) 

Pour trouver l'équation de la continuité, il suffit de multiplier (1.17) 

par 𝜓ற par la gauche. Ce qui donne:    

                          𝑖ℏ𝜓ற డ

డ௧
𝜓 =

ℏ௖

௜
∑  𝜓றଷ

௞ୀଵ 𝛼ො௞
డ

డ௫ೖ
𝜓 + 𝑚𝑐ଶ𝜓ற𝛽መ𝜓      (1.21) 

D'autre part la multiplication de l'équation conjuguée de (1.17) par 𝜓  à 

nous donne  

                                 −𝑖ℏ
డట಩

డ௧
𝜓 =

ℏ௖

௜
∑  ଷ

௞ୀଵ
డట಩

డ௫ೖ
𝛼ො௞𝜓 + 𝑚଴𝑐ଶ𝜓ற𝛽መ𝜓  (1.22) 

 

la soustraction de  (1.22) de (1.21) donne   

                         𝑖ℏ
డ

డ௧
(𝜓ற𝜓) =

ℏ௖

௜
∑  ଷ

௞ୀଵ
డ

డ௫ೖ
(𝜓ற𝛼ො௞𝜓)          (1.23) 

Cette équation appelée l'équation de continuité et s'écrit comme suit  

                                
డఘ

డ௧
+ 𝛻ሬ⃗ . 𝚥 = 0          (1.24)                                                                                                         

avec         

                                𝜌 = 𝜓ற𝜓 = ∑ 𝜓∗𝜓ସ
௜ୀଵ          (1.25)                                                                 

      

représente la densité définie positives et  

                                𝑗௞ = 𝑐𝜓ற𝛼ො௞𝜓 ou  𝑗 = 𝑐𝜓ற𝛼ො𝜓         (1.26)                                                                                                         

représente la densité de courant  
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3. la solution de l'équation de Dirac pour une particule libre 

Pour une particule libre (V=0) l'équation de Dirac (1.17) s'écrit  

sous la forme  

  𝑖ℏ
డ

డ௧
𝜓(𝑥) = 𝐻෡௙𝜓 = ( 𝑐𝛼ො. 𝒑ෝ + 𝑚଴𝑐ଶ𝛽መ)𝜓      (1.27) 

En remplaçant l'expression suivante 

  𝜓(𝑥, 𝑡) = 𝜓(𝑥)𝑒𝑥𝑝 ቂ− ቀ
௜

ℏ
ቁ 𝜀𝑡ቃ (1.28) 

Dans l'équation (1.27) nous obtenons l'équation de Dirac pour le cas 

stationnaire 

  𝜀𝜓(𝑥) = 𝐻෡௙𝜓(𝑥) (1.29) 

Maintenant nous allons chercher la solution de (1.29) en mettant 

  𝜓 = ቀ
𝜑
𝜒ቁ avec 𝜑 = ൬

𝜓ଵ

𝜓ଶ
൰  et    𝜒 = ൬

𝜓ଷ

𝜓ସ
൰  (1.30) 

En utilisant la forme explicite des matrices 𝛼ො et  𝛽መ (1.19), l'équation 

(1.29) devient 

  𝜀 ቀఝ
ఞ

ቁ = 𝑐൫଴      ఈෝ
ఈෝ      ଴ 

൯. 𝑝̂ ቀఝ
ఞ

ቁ + 𝑚଴𝑐ଶ൫ூ      ଴
଴      ூ 

൯ ቀఝ
ఞ

ቁ (1.31) 

Ou bien  

                             𝜀𝜑 = 𝑐𝜎ො. 𝒑ෝ𝜒 + 𝑚଴𝑐ଶ𝜑   

                     𝜀𝜑 = 𝑐𝜎ො. 𝒑ෝ𝜑 − 𝑚଴𝑐ଶ𝜒                                        (1.32) 

Pour un moment  𝐩, on définit les états : 

  ቀఝ
ఞ

ቁ = ቀఝబ
ఞబ

ቁ 𝑒𝑥𝑝 ቀ
௜

ℏ
𝑝𝑥ቁ (1.33) 

En remplaçant ces quantités dans l'équation (1.32) on obtient les 

équations de 𝜑଴ et  𝜒଴ 

                            (𝜀 − 𝑚଴𝑐ଶ)𝐼𝜑଴ − 𝑐𝜎ො. 𝑃𝜒଴ = 0                   (1.34) 

                         −𝑐𝜎ො. 𝑃𝜑଴ + ((𝜀 + 𝑚଴𝑐ଶ)𝐼𝜒଴ = 0             (1.35) 

Ce système d'équations n'a pas de solution sauf pour que le déterminant 

s'annule. Ou bien  
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  𝑑𝑒𝑡 =  ቚቀ
(ఌି௠బ௖మ)ூ       ି௖ఙෝ.𝒑

ି௖ఙෝ.𝑷          (ఌା௠బ௖మ)ூ 
ቁቚ = 0  (1.36) 

En utilisant la relation  

  (𝜎ො. 𝐴)(𝜎ො. 𝐵) = 𝐴. 𝐵𝐼 + 𝑖𝜎ො. (𝐴 × 𝐵), (1.37) 

L'expression (2.36) devient  

 

𝑑𝑒𝑡 =  ((𝜀ଶ − 𝑚଴
ଶ𝑐ସ)𝐼 − 𝑐ଶ(𝜎ො. 𝑃)(𝜎ො. 𝑃) 

                            = (𝜀ଶ − 𝑚଴
ଶ𝑐ସ − 𝑐ଶ𝑃ଶ)𝐼 = 0 (1.38) 

Ce qui donne : 

  𝜀 = ±𝐸௣ ,    𝐸௣ = +𝑐ඥ𝑃ଶ + 𝑚଴𝑐ଶ  (1.39) 

Les deux signes, plus moins, correspondent aux deux type de 

solution de l'équation de Dirac et on dit la solution positives et la solution 

négative. De l'équation (1.34), pour 𝜀 fixé on obtient  

  𝜒଴ =
௖((ఙෝ.௉)

௠బ௖మାఌ
𝜑଴ (1.40) 

Soit la notation suivante  

  𝜑଴ = 𝑈 = ቀ௎భ
௎మ

ቁ (1.41) 

Avec  𝑈  normalisé, ou bien  

  𝑈ା𝑈 = 𝑈ଵ
∗𝑈ଵ + 𝑈ଶ

∗𝑈ଶ = 1  (1.42) 

Et aussi 𝑈ଵ  et  𝑈ଶ sont des complexe. En utilisant (1.28) et (1.33), on 

obtient les deux solutions de Dirac, positive et négative pour une 

particule libre sous la forme  

  𝜓௣⋋(𝑥, 𝑡) = 𝑁 ቆ
௎

೎((഑ෝ.ು)

೘బ೎మశ⋋ಶ೛
௎

ቇ
௘௫௣[௜(𝑷.௫ିఌ௧)/ℏ]

√ଶగℏ
య    (1.43) 

 

Avec  𝜀 =⋋ 𝐸௣ et  ⋋= ±1 . Pour déterminer N, on applique la condition de 

normalisation suivante  

  ∫ 𝜓௣⋋
∗ (𝑥, 𝑡)𝜓⋋ᇲ௣ᇲ(𝑥, 𝑡)𝑑ଷ𝑥 = 𝛿⋋⋋ᇲ𝛿(𝑝 − 𝑝ᇱ)  (1.44) 
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Ce qui donne  

  𝑁ଶ ൬𝑈ற𝑈 + 𝑈ା ௖మ(ఙෝ.௉)(ఙෝ.௉)

௠బ௖మା⋋ா೛
𝑈൰ = 1  (1.45) 

En utilisant (2.37), on obtient  

  𝑁 = ට
(௠బ

మ௖మା⋋ா೛)

ଶ⋋ா೛
   (1.46) 

4. Solution de l’oscillateur de Dirac 
 

L'équation de Dirac pour un oscillateur de Dirac à une dimension 

s’obtient en remplaçant 𝑃 par 𝑃 − 𝑖𝛽𝑚𝜔𝑋 dans l’équation de la particule 

libre. Ce qui donne 

        [𝑐𝛼(𝑝 − 𝑖𝛽𝑚𝜔𝑋) + 𝛽𝑚𝑐ଶ]𝜓 = 𝐸𝜓                          (1.47) 

ou m est la masse au repos et 𝜔  est la fréquence de l'oscillateur. En 

mettant   𝜓 = ൬
𝑓
𝑔

൰ , l’équation précédente devient 

 

                   𝑐൫ ଴     ି௜
௜          ଴

൯ ൤𝑝 ൬
𝑓
𝑔

൰ − 𝑖 ൬
𝑓

−𝑔
൰ 𝑚𝜔𝑋൨ + ൬

𝑓
−𝑔

൰ 𝑚𝑐ଶ = 𝐸 ൬
𝑓
𝑔

൰ 

 

ou bien  

      ൜
𝑐(−𝑖𝑝 + 𝑚𝜔𝑋)𝑔 = (𝐸 − 𝑚𝑐ଶ)𝑓

𝑐(𝑖𝑝 + 𝑚𝜔𝑋)𝑓 = (𝐸 + 𝑚𝑐ଶ)𝑔
                  (1.48) 

En utilisant la définition des opérateur des position et de moment dans 

l'espace des positions, nous obtenons le système des équation 

différentielle  suivant  

        𝑐 ቀ𝑖ℏ
డ

డ௫
+ 𝑚𝜔𝑥ቁ 𝑔 = (𝐸 − 𝑚𝑐ଶ)𝑓  (1.49) 

         𝑐 ቀ−𝑖ℏ
డ

డ௫
+ 𝑚𝜔𝑥ቁ 𝑓 = (𝐸 + 𝑚𝑐ଶ)𝑔  (1.50) 
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La combinaison de ces deux équations nous donne l’équation 

différentielle suivante  

              ቀ−𝑖ℏ
డ

డ௫
+ 𝑚𝜔𝑥ቁ ቀ𝑖ℏ

డ

డ௫
+ 𝑚𝜔𝑥ቁ 𝑓 =  ቀ  

ாమା௠మ௖ర

௖మ ቁ 𝑓    (1.51) 

 

On peut écrire cette équation sous forme d’une équation de Schrödinger 

pour un oscillateur harmonique 

                                 ቀ−
ħమ

ଶ௠

డమ

డ௫మ
+

௠ఠమ

ଶ
𝑥ଶቁ 𝑓 = ቀ

ாమି௠మ௖ర

ଶ௠௖మ
+

ℏఠ

ଶ
ቁ 𝑓                  (1.52) 

Avec l’énergie de cet oscillateur harmonique est  

               𝛆𝐧 = ቀ
ாమି௠మ௖ర

ଶ௠௖మ
+

ℏఠ

ଶ
ቁ          (1.53) 

La solution de (1.52) est 

  𝑓(𝑥) =
ଵ

√ଶ೙.௡!
. ቀ

௠ఠ

గℏ
ቁ

భ

ర
. 𝐻௡ ൬ට

௠ఠ

ℏ
. 𝑥൰ . 𝑒ି

೘ഘ

ഏℏ
௫మ

   (1.54)                 

Puisque notre système est équivalent à un oscillateur harmonique, on a 

 

𝛆𝐧 = ℏ𝜔 ൬𝑛 +
ℏ𝜔

2
൰ = ቆ

𝐸ଶ − 𝑚ଶ𝑐ସ

2𝑚𝑐ଶ
+

ℏ𝜔

2
ቇ 

D ou le spectre d’énergie de l’oscillateur de Dirac est donné par 

                                        𝐸 = ±𝑚𝑐ଶට1 + 2𝑛
ℏఠ

௠௖మ
    (1.52) 

          La limite non relativiste est obtenue, en mettant  𝐸 = 𝑚𝑐ଶ + 𝐸௥     

avec  𝑚𝑐ଶ ≫ 𝐸௥ . Une expansion de Taylor de (1.52) donne 

 

                                         𝐸 ≈ 𝑚𝑐ଶ + 𝑛ℏ𝜔 −
ఠమℏమ௡మ

ଶ௠௖మ
  (1.53) 

 

Il est clair que, le deuxième et le troisième terme représentent, 

respectivement, l'énergie de l'oscillateur non relativiste et la correction 

relativiste à la fois dans le modèle anti de Sitter. 
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1.     La mécanique quantique dans l’espace temps anti-de Sitter 
L'algèbre de Heinsenberg modifiée qui conduit à un principe d’incertitude 

étendue dans le modèle anti de Sitter est donnée par  

   [𝑋, 𝑃] = 𝑖ℏ(1 + 𝛽𝑋ଶ) (2.1) 

où α > 0, est un petit paramètre positive proportionnel à la constante 

cosmologique , le cas 𝛽 = 0 on obtient la mécanique quantique habituelle . 
  

En utilisant la même méthode utilisée dans le cas de la mécanique 
quantique ordinaire ,on peut montrer que la relation de communication 
(2.1) conduit au principe d'incertitude étendu suivant  

  (∆𝑋)(∆𝑃) ≥
ℏ

ଶ
(1 + 𝛽(∆𝑋)ଶ) (2.2) 

La solution de cette équation en fonction (∆𝑃) est  

  (∆𝑃) =
ఉℏ

ଶ
ቀ𝛽 (∆𝑋) +

ଵ

 (∆௑)
ቁ (2.3) 

Cette solution  implique l'existence d'une incertitude minimale non nulle 
donnée par  

  (∆𝑃)௠௜௡ =
ℏඥఉ

ଶ
 (2.4) 

On peut interpréter ce résultat comme un effet infrarouge (IR) de la gravité 

sur un système quantique. 

 La représentation de la relation de commutation (2.1) peut être 

obtenue à partir des opérateurs 𝑋 et 𝑃 suivants  

              𝑋 = 𝑥 (2.5) 

𝑃 =
ℏ

𝑖
(1 + 𝛽𝑥ଶ)

𝜕

𝜕𝑥
 

 

La valeur propre de l'operateur des moment dans l'espace position est 

la solution de l'équation de différentielle suivante  
ℏ

𝑖
(1 + 𝛽𝑥ଶ)

𝜕

𝜕𝑥
𝜑஛(𝑥) = λ𝜑஛(𝑥) 

La solution de cette équation est  
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𝜑λ(𝑥) = ඨඥ𝛽

𝜋

𝑖λ

ට𝛽ℏ
arctan (ඥఉ𝑥)

Il est important de noter que la relation de fermeture, le produit 

scalaire et 

la relation de projection sont données respectivement dans ce cas par 

                                      ∫
ௗ௫

(ଵାఉ௫మ)
|𝑥⟩⟨𝑥|

ஶ

ିஶ
= 1 (2.6) 

et 

                                              ⟨𝜓|𝜑⟩ =   ∫
ௗ௫

(ଵାఉ௫మ)
𝜓∗ஶ

ିஶ
(𝑥)𝜑(𝑥) (2.7)  

et  

  ൻ𝑥ห𝑥′ൿ = ൫1 + 𝛽𝑥
2൯𝛿(𝑥 − 𝑥′)   (2.8) 

2. Solution de l’oscillateur de Dirac 

 

Pour trouver la solution de l’équation de Dirac pour le cas de 

l’oscillateur de Dirac dans l’espace anti de Sitter, il suffit de remplacer les 

operateur  𝑋et P par les définitions (2.1) dans le système d’équations de 

Dirac  Ce qui donne  

 

 𝑐 ቀ−𝑖ℏ(𝑖 + 𝛽𝑥ଶ)
డ

డ௫
+ 𝑚𝜔𝑋ቁ 𝑔 = (𝐸 − 𝑚𝑐ଶ)𝑓  (2.15) 

  𝑐 ቀ𝑖ℏ(𝑖 + 𝛽𝑥ଶ)
డ

డ௫
+ 𝑚𝜔𝑋ቁ 𝑓 = (𝐸 + 𝑚𝑐ଶ)𝑔  (2.16) 

La deuxième équation de ce système nous donne à   

𝑔 =
𝑐

(𝐸 + 𝑚𝑐ଶ)
൬𝑖ℏ(𝑖 + 𝛽𝑥ଶ)

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑚𝜔𝑋൰ 𝑓 

En remplaçant cette dernière équation dans la première équation du 

système (2.15), on aboutit à l’équation différentielle suivante 

                      ቀ−ℏ(𝑖 + 𝛽𝑥ଶ)
డ

డ௫
+ 𝑚𝜔𝑋ቁ ቀℏ(𝑖 + 𝛽𝑥ଶ)

డ

డ௫
+ 𝑚𝜔𝑋ቁ 𝑓 

                 = ቀ
ாమି௠మ௖ర

௖మ ቁ 𝑓       

                           ቂ(1 + 𝛽𝑥ଶ)
డ

డ௫
(1 + 𝛽𝑥ଶ)

డ

డ௫
+

௠ఠఉ

ℏ
ቀ1 −

௠ఠ

ℏ
ቁ 𝑥ଶቃ 𝑓 
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               = − ቀ
ாమି௠మ௖ర

௖మℏమ
+

௠ఠ

ℏ
ቁ 𝑓 (2.17)           

En introduisant la nouvelle variable  

                           𝑞 =
ଵ

ඥఉ
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑔(ඥ𝛽𝑥). 

                                        𝑞 ∈ ൨
ିగ

ଶඥఉ
,

గ

ଶඥఉ
൤                                                        (2.18) 

 

L'équation ( 2.17) devient  

   ቂ
డమ

డ௤మ
+

௠ఠఉ

ℏ
ቀ1 −

௠ఠఉ

ℏ
ቁ 𝑡𝑎𝑛ଶ൫ඥ𝛽𝑞൯ + εቃ 𝑓 = 0  (2.19) 

Avec ε =
ாమି௠మ௖ర

௖మℏమ
+

௠ఠ

ℏ
  . Le changement de fonction 𝑓(𝑞) = (1 − 𝑢ଶ)

ഊ

మ. ℎ(𝑢) 

Avec  𝑢 = 𝑠𝑖𝑛(ඥ𝛽𝑞). Nous donne l'équation différentielle suivante  

 (1 − 𝑢ଶ)ℎᇱᇱ − (2𝜆 + 1)𝑢ℎᇱ + ቀ
ఌ

ఉ
−𝜆ଶ +

௠మఠమ

ħమఉమ
−

ఒ(ఒିଵ)

(ଵି௨మ)
− 

௠ఠ

ħఉ
ቀ1 −

௠ఠ

ħఉ
ቁ

ଵ

(ଵି௨మ)
ቁ ℎ = 0   (2.20) 

Pour réduire (2.12) à une classe d'équations différentielles connues, nous 

éliminons d'abord le terme proportionnel à 
ଵ

(ଵି௨మ)
 en mettant 

  
௠ఠ

ℏఉ
ቀ1 −

௠ఠ

ħఉ
ቁ − 𝜆(𝜆 − 1) = 0  (2.21) 

Ce qui donne  

  𝜆ଵ =
௠ఠ

ℏఉ
 , 𝜆ଶ = 1 −

ଵ
೘ഘ

ℏഁ

  (2.22) 

La solution 𝜆ଶ n est pas acceptable parce que elle ne vérifie pas la condition 
௠ఠ

ℏఉ
< 1. 

                 (1 − 𝑢ଶ)ℎᇱᇱ − (2𝜆 + 1)𝑢ℎᇱ + 𝑛(𝑛 + 2𝜆) ℎ(𝑢) = 0 (2.23) 
 

Avec 

  𝑛(𝑛 + 2𝜆) =
ఌ

ఉ
    (2.24) 

n un entier non négatif. La solution de l'équation (2.23) est donnée en 

termes de polynômes de Gegenbauer par 

                ℎ(𝑢) = 𝑁. 𝑐௡
ఒ(𝑢)                                      (2.25) 
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avec 𝑁 une constante de normalisation .On en déduit que les fonction 

propre de l'oscillateur Dirac unidimensionnel dans le modèle anti-Sitter 

sont données par 

          𝑓 = 𝑁(1 − 𝑢ଶ)
ഊ

మ𝑐௡
ఒ(𝑢)              

                        𝑔 =
௖ℏ

ඥఉ(ாା௠௖మ)
ቂ(1 − 𝑢ଶ)

డ

డ௨
+

௠ఠ

ℏ
𝑢ቃ 𝑓 (2.26)  

En remplaçant la première équation dans la deuxième, on obtient la fonction 

de 𝑔 suivante  

                       𝑔 =
௖ℏே

ඥఉ(ாା௠௖మ)
ቂ(1 − 𝑢ଶ)

డ

డ௨
+

௠ఠ

ℏ
𝑢ቃ (1 − 𝑢ଶ)

ഊ

మ𝑐௡
ఒ(𝑢) (2.27) 

En utilisant la propriété des polynômes de Gegenbauer suivante 

  
ௗ

ௗ௨
𝑐௡

ఒ(𝑢) = 2𝜆𝑐௡ିଵ
ఒାଵ(𝑢)  (2.28) 

on obtient  

 

𝑔 =
𝑐ℏ𝑁

ඥ𝛽(𝐸 + 𝑚𝑐ଶ)
൤−𝛽ℏ𝜆𝑣𝑢(1 − 𝑢ଶ)

ఒ
ଶ

ିଵ𝑐௡
ఒ(𝑢) + 2𝜆(1 − 𝑢ଶ)

ఒାଵ
ଶ 𝑐௡ିଵ

ఒାଵ(𝑢)

+
𝑚𝜔

ℏ

𝑢

𝑣
(1 − 𝑢ଶ)

ఒ
ଶ𝑐௡

ఒ(𝑢)൨ 

D’où

 𝑔 =
ଶ௖ℏே௠ఠ

ඥఉ(ாା௠௖మ)
𝑐௡ିଵ

ఒାଵ(𝑢) (2.29) 

Dans les anciens variables ou  𝑢 =
ඥఉ௫

(ଵାఉ௫మ)
  , les solutions s’écrivent comme 

suit 

          𝑓 = 𝑁(
ଵ 

ଵାఉ௑మ
)

ഊ

మ𝑐௡
ఒ(

ඥఉ௫

(ଵାఉ௫మ)
)   

  𝑔 =
ଶே௖௠ఠ

ఉ
య
మ(ாା௠௖మ)

ଵ 

(ଵାఉ௑మ)
ഊశ𝟏

𝟐

𝑐௡ିଵ
ఒାଵ(

ඥఉ௫

(ଵାఉ௫మ)
)             (2.30) 

Pour calculer N, nous utilisons la condition de normalisation suivante 

                 ∫
ௗ௫

(ଵାఉ௫మ)
[|𝑓|ଶ + |𝑔|ଶ] = 1  (2.31) 

En insérant (2.30) dans (2.31) et utilisant l'identité suivante 

  ∫ 𝑑𝑢(1 − 𝑢ଶ)ఒି
భ

మ
ାଵ

ିଵ
(𝑐௡

ఒ(𝑢))ଶ =
గଶభషమഊГ(ଶఒା௡)

௡!(௡ାఒ)[Г(ఒ)]మ
 (2.32) 

On obtient  
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                       𝑁 =
ଶഊఉ

భ
ర

√ଶగ
ቂ

Г(ଶఒା௡)

௡!(௡ାఒ)[Г(ఒ)]మ
+

௖మ௠మఠమ

ఉయ(ாା௠௖మ)మ

Г(ଶఒା௡ାଵ)

(௡ିଵ)!(௡ାఒ)[Г(ఒାଵ)]మ
ቃ

ି
భ

మ
 (2.33) 

 

Vérifions maintenant si les fonctions d'onde données par (2.30) sont 

physiquement acceptables. Nous devons avoir 

  ⟨𝑋ଶ⟩ = ∫
ௗ௫

(ଵାఉ௑మ)
𝑋ଶ[|𝑓|ଶ + |𝑔|ଶ] < ∞  (2.34) 

Ou bien 

                 ∫
ௗ௫

(ଵାఉ௑మ)
𝑋ଶ|𝑓|ଶ < ∞                 et             ∫

ௗ௫

(ଵାఉ௑మ)
𝑋ଶ|𝑔|ଶ < ∞  (2.35) 

Pour les petites distances, la convergence est évidente puisque 𝜆 est positif 

et 𝑔 se comporte comme 𝑝ିଶ஛ିଶ. Pour les grandes distances, on a 𝑓~𝑝ିଶ஛ 

on en déduit que f est convergeant si λ >
ଵ

ଶ
. Cela conduit à la longueur 

minimale 

                𝑙௠௜௡ = ට
ℏ

௠ఠ
=

(∆௑)೘೔೙

√ଶ
  (2.36) 

On peut tirer le spectre d'énergie est de l' equation (3.20) ce qui conduit à 

  
ாమି௠మ௖ర

௖మℏమ
+

௠ఠ

ℏ
= 𝛽(𝑛ଶ + 2λn) (2.37) 

D’où on tire le spectre d'énergie exacte  

                           𝐸 = ±𝑚𝑐ଶට1 + 𝛽
ఠమℏమ௡మ

௖మ
+ 2𝑛

ఠℏ

௠௖మ
        𝑛 = 0,1,2, …  (2.38) 

En développer au premier ordre dans  𝛽 on obtient 

  𝐸 = ±𝑚𝑐ଶට1 + 2𝑛
ℏఠ

௠௖మ ቈ1 ±
ఉℏమఠమ

ଶ௖మ

௡మ

ଵାଶ௡
ℏഘ

೘೎మ

቉ (2.39) 

Le premier et le deuxième termes de (3.38) représente le spectre d'énergie 

de l'oscillateur de Dirac unidimensionnel habituel et le troisième terme 

représente la correction apporté par le modèle anti de Sitter. Nous notons la 

dépendance à  𝑛ଶ qui est une caractéristique du confinement dur. C'est une 

conséquence naturelle puisque notre problème d'origine est un mouvement 

d'une particule ponctuelle près de la surface d'une sphère qui est 

essentiellement un mouvement dans un potentiel de puits. Dans notre cas, 

les limites du puits sont ±
గ

ଶඥఉ
. Une autre propriété intéressante est que n 

grand la différence entre deux niveaux d'énergie devient constante. En  effet 
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              lim௡→ஶ|∆E| =  ℏ𝜔𝑚𝑐ඥ𝛽 (2.40) 

Ca veut dire que la continuité d’énergie pour les grandes valeurs de n 

dans le cas de l’oscillateur de Dirac dans le cas habituel, est éliminé dans le 

cas de de modèle anti de sitter. En plus, le comportement de l’oscillateur de 

Dirac dans le modèle anti de Sitter est similaire au comportement de 

l’oscillateur harmonique dans la mécanique quantique habituelle. 

comme dans le cas habituel, la limite non relativiste est obtenue,  

en mettant 𝐸 = 𝑚𝑐ଶ + 𝐸௥  avec 𝑚𝑐ଶ ≫ 𝐸௥ . Une expansion de Taylor de 

(2.40) donne  

                        𝐸 ≈ 𝑚𝑐ଶ + 𝑛ℏ𝜔 ቀ1 +
ఉℏఠ௠௡

ଶ
ቁ −

ఠమℏమ௡మ

ଶ௠௖మ ቀ1 +
ఉℏఠ௠௡

ଶ
ቁ

ଶ
  (2.41) 

Il est clair que, le deuxième et le troisième termes représentent, 

respectivement, l'énergie de l'oscillateur non relativiste et la correction 

relativiste à la fois dans le modèle anti de Sitter. Les corrections à 

l'oscillateur harmonique ordinaire s’obtiennent en mettant 𝛽 = 0 dans 

(2.41) ou directement en définissant 𝛽 =
ଵ

௠௖మ
  dans (2.40). 

Nous allons étudier maintenant la limite 𝛽 →  0. Dans cette limite, nous 

avons λ → ∞ . En utilisant les relations suivantes 

lim௡→ஶλି
೙

మ𝐶௡

ಓ

మ ቆ𝑥ට
ଶ

஛
ቇ =

ଶ
ష

೙
మ

௡!
𝐻(𝑥),      

     lim௡→ஶ
Г(ఒା௔)

Г(ఒ)
𝑒ି௔௟௡ఒ = 1,   (2.42) 

et 

  Г(2x) =
ଶమೣషభ

√గ
Г(x)Г ቀx +

ଵ

ଶ
ቁ (2.43) 

et en a pour  (à O (𝛽ଶ))  

  (1 + 𝛽𝑥ଶ)ି
ಓ

మ = exp (−
௫మ

ଶ௠ħఠ
),   (2.44) 

on obtient 

                  𝑓(𝑝) = ±
(ாା௠௖మ)మ

௖మ
ቂ2ଶ௡𝑛! √𝜋𝑚𝜔 ቀ

(ாା௠௖మ)మ

௖మ
 + 2𝑛𝑚ℏ𝜔ቁቃ

ି
భ

మ
 

   × exp ቀ−
௫మ

ଶ௠ℏఠ
ቁ 𝐻 ቆට

ଵ

௠ℏఠ
𝑝ቇ  (2.45)
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                𝑔(𝑝) = ±ඥ𝑛√𝑚ℏ𝜔 ቂ2ଶ௡ିଵ√𝜋(𝑛 − 1)! ቀ
(ாା௠௖మ)మ

௖మ
+ 2𝑛𝑚ℏ𝜔ቁቃ

ି
భ

మ
  

  × exp ቀ−
௫మ

ଶ௠ℏఠ
ቁ 𝐻௡ିଵ ቆට

ଵ

௠ℏఠ
𝑥ቇ (2.46) 

Ce sont les fonctions propres de l'espace de la position de l'oscillateur de 

Dirac pour 𝛽 = 0 et elles coïncident avec celles obtenues directement à 

partir de l'équation de Dirac habituelle pour la cas de l’oscillateur de Dirac. 

3. Propriétés statistiques 
La fonction de partition de l'oscillateur de Dirac, à une température T, 

dans le modèle anti de Sitter est donnée par 

𝑍ఉ = ∑ 𝑒ି
ಶ

಼೅ஶ
௡ୀ଴   

  = ∑ exp ቆ−𝛽෨𝑚𝑐ଶට1 +
ఉఠమℏమ௡మ

௖మ
+

ଶ௡ఠℏ

௠௖మ
ቇஶ

௡ୀ௢  (2.47) 

avec 𝛽 =
ଵ

௄்
 Pour faire le calcul de la somme sur 𝑛, nous allons utiliser 

la formule d'Euler donnée par 

            ∑ 𝑓(𝑛)ஶ
୬ୀ଴ =

ଵ

ଶ
𝑓(0) + ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 − ∑

ଵ

(ଶ௣)!

ஶ
௣ୀଵ 𝐵ଶ௣𝑓(ଶ௣ିଵ)(0)

ஶ

଴
 (2.48) 

où Bଶ௣ sont les nombres de Bernoulli et  𝑓(ଶ௣ିଵ)(0) sont les dérivées de la 

fonction 𝑓(𝑥) en 𝑥 = 0  

Mettant  γ = 𝛽෨𝑚𝑐ଶ  et  𝑦 = ට1 +
ఉఠమℏమ௡మ

௖మ
+

ଶ௡ఠℏ

௠௖మ
 ,l'intégrale sur 𝑥 dans 

(2.47) est alors donnée par 

  𝐽 =
൬

೘೎మ

ℏഘ
൰

ඥଵିఉ௠మ௖మ
∫ 𝑑𝑦𝑑𝑦 ቀ1 −

ఉ௠మ௖మ

ଵିఉ௠మ௖మ
𝑦ଶቁ

ି
భ

మ
𝑒ିஓ௬ஶ

ଵ
 (2.49) 

En utilisant le développement en série de la racine carrée, l'intégrale peut 

être évalué 

  𝐽 =
൬

೘೎మ

ℏഘ
൰

ඥଵିఉ௠మ௖మ
∑ (−1)ିଵ (ଶ௡ିଵ)!!

ଶ௡!!
ஶ
௡ୀ଴ ቀ1 −

ఉ௠మ௖మ

ଵିఉ௠మ௖మቁ
௡

ቂ
Г(ଶఒା௡)

ఊమ೙శమ
−

                                                     
௘షം

(ଶ௡ାଶ)
ɸ(1,2,2𝑛 + 2; 𝛾)ቃ (2.50) 
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Dans le régime à haute température𝛾 <  1, les contribution de premier et 

troisième termes dans (2.48) et celui du deuxième terme de (2.49) sont 

négligeables par rapport au terme 
ଵ

ఊమ೙శభ
 . On obtient alors 

   𝑍ఉ ≈
൬

೘೎మ

ℏഘ
൰

ඥଵିఉ௠మ௖మ
∑  (−1௡)ஶ

௡ୀ௢ Г(2𝑛 + 2)
(ଶ௡ିଵ)!!

ଶ௡!!
η௡ (2.51) 

Avec 

              η =
ଵ

(ఉ෩௠௖మ)మ ቀ
ఉ௠మ௖మ

ଵିఉ௠మ௖మቁ  (2.52) 

A ce stade, nous montrons que pour l'expansion à haute température η est 

un petit paramètre. En fait, nous ont 1 >  𝛽𝑚ଶ𝑐ଶ et η est donné par    

                                 η = ቀ
(∆௑)೘೔೙

௟೟೓
ቁ

ଶ

 (2.53) 

Où 𝑙௧௛ =
ℏ௖

௄்
  représente la longueur d'onde thermique obtenue à haute 

température. Cette  longueur d'onde est une longueur caractéristique du 

système et afin d'être accessible expérimentalement, elle doit être 

supérieure à la longueur minimale.  

Prenons seulement les termes au premier ordre en 𝛽, on  

           𝑍𝛽 ≈
(௄்)మ

௠ℏఠ௖మ −
ଷఉ(௄்)ర

௠ℏఠ௖ర ൬1 −
1

6
ቀ

𝑚𝑐2

𝐾𝑇
ቁ

2

൰ (2.54) 

En Utilisant le fait que ൬1 −
ଵ

଺
ቀ

௠௖మ

௄்
ቁ

ଶ

൰ ≈  1, on obtient finalement le 

développement de la fonction de partition 

                   𝑍ఉ ≈
(௄்)మ

௠ℏఠ௖మ
−

ଷఉ(௄்)ర

௠ℏఠ௖ర
 (2.55) 

Le premier terme est la fonction de partition de l'oscillateur de Dirac 

habituel, tandis que le second terme représente la correction apportée par 

le modèle anti de Sitter. 

De (2.55), on déduit la contrainte suivante sur la distance minimale : 

                                 (∆𝑋)௠௜௡ ≤
௟೟೓

√ଷ
 (2.56) 

L'énergie moyenne définie par 𝑈 ≈ kTଶ ப௟௡௓

ப୘
 est alors donnée par    

                     𝑈 ≈ 2kT ൤1 − 3 ቀ
(∆ଡ଼)೘೔೙

௟೟೓
ቁ

ଶ

൨  (2.57) 

tandis que la capacité calorifique 𝐶 =  
డ௎

డ்
 est 
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                        𝑈 ≈ 2k ൤1 − 9 ቀ
(∆ଡ଼)೘೔೙

௟೟೓
ቁ

ଶ

൨  (2.58) 

A la limite 𝛽 =  0 et (2.57) et (2.58)  se réduisent à l′énergie moyenne et 

capacité calorifique de l′oscillateur de Dirac habituel donnée, 

respectivement, par 2𝑘𝑇 et 2𝑘. On remarque que, à haute températures, 

l'énergie moyenne et la capacité calorifique dans le cas de modèle anti de 

Sitter sont plus faibles que ceux dans le cas habituel. 
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1. La mécanique quantique dans le cafre du modèle anti-de Sitter 

 
       Le modèle de Sitter est basé sur l’algèbre d’Heisenberg modifiée 

suivante 

  [𝑋, 𝑃] = 𝑖ℏ(1 − 𝛽𝑋ଶ) (3.1) 

De la même manière utilisée dans le chapitre précédent, on peut tirer le 

principe d’incertitude à partir de la relation de commutation précédente 

  (∆𝑋)(∆𝑃) ≥
ℏ

ଶ
(1 − 𝛽(∆𝑋)ଶ) (3.2) 

La solution de cette inégalité nous donne  

                     −
(∆௉)

ఉℏ
−

ଵ

ఉ
ට𝛽 +

(∆௉)మ

ఉℏమ
≤ (∆𝑋) ≤ −

(∆௉)

ఉℏ
+

ଵ

ఉ
ට𝛽 +

(∆௉)మ

ఉℏమ
 (3.3) 

des opérateurs 𝑋 et 𝑃 satisfaisant (3.1) sont donnés par 

              𝑋 = 𝑥 (3.4) 

  𝑃 =
ℏ

௜
(1 − 𝛽𝑥ଶ)

డ

డ௫
 (3.5) 

Dans ce modèle, la définition de produit scalaire et la relation de fermeture 

est 

                                                          ∫
ௗ௫

(ଵିఉ௫మ)
|𝑥⟩⟨𝑥| = 1 (3.6) 

et 

                                              ⟨𝜑|𝜓⟩ = ∫
ௗ௫

(ଵିఉ௫మ)
𝜑∗(𝑥)𝜓(𝑥)  (3.7)  

 

1. Solution de l’oscillateur du Dirac dans le cadre du modèle de 
sitter 

 

 En introduisant les operateurs (3.4) et (3.5) dans le système d’équation de 

Dirac  on obtient  

  

                                𝑐 ቀ−𝑖ℏ(1 − 𝛽𝑥ଶ)
డ

డ௫
+ 𝑚𝜔𝑥ቁ 𝑔 = (𝐸 − 𝑚𝑐ଶ)𝑓 (3.8) 
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                                𝑐 ቀ𝑖ℏ(1 − 𝛽𝑥ଶ)
డ

డ௫
+ 𝑚𝜔𝑥ቁ 𝑓 = (𝐸 + 𝑚𝑐ଶ)𝑔 (3.9) 

  

En remplaçant (3.9)  dans (3.8) nous obtenons l’équation différentielle de f 

suivante 

                                  
ቂ(1 − 𝛽𝑥ଶ)

డ

డ௫
(1 − 𝛽𝑥ଶ)

డ

డ௫
−

௠ఠఉ

ħ
ቀ1 +

௠ఠ

ℏఉ
ቁ 𝑥ଶቃ 𝑓

= − ቀ
ாమି௠మ௖ర

௖మℏమ
+

௠ఠ

ℏ
ቁ 𝑓

      (3.10) 

On pose 𝑢 = ඥ𝛽𝑥, d ou l’équation precedente devient 

                       ቂ
డ

డ௨
(1 − 𝑢ଶ)

డ

డ௨
−

௠ఠ

ℏఈ
ቀ1 +

௠ఠ

ℏఉ
ቁ

௨మ

ଵି௨మ
ቃ 𝑓 = −

൬
ಶమష೘మ೎ర

೎మℏమഁ
ା

೘ഘ

ℏഁ
൰௙

ଵି௨మ
 (3.11) 

 

ou bien       

              ൥(1 − 𝑢ଶ)
డమ

డ௨మ
− 2𝑢

డ

డ௨
+

௠ఠ

ℏఉ
ቀ1 +

௠ఠ

ℏఉ
ቁ −

൬ି
ಶమష೘మ೎ర

೎మℏమഁ
ା

೘మഘమ

ℏమഁమ ൰ 

ଵି௨మ ൩ 𝑓 = 0 (3.12) 

on remarque que cette équation a la forme suivante                      

                          (1 − 𝑢ଶ)𝑓ᇱᇱ − 2𝑢𝑓ᇱ + ቀ𝑞(1 + 𝑞) −
ఌమ 

ଵି௨మ
ቁ 𝑓 = 0 (3.14) 

avec 

                                             𝜀ଶ = ቀ−
ாమି௠మ௖ర

௖మℏమఉ
+

௠మఠమ

ℏమఉమ
ቁ et q= 

௠ఠ

ℏఉ
   (3.13) 

Comme nous savons, la solution de l’équation (3.14) est le polynômes de 

Legendre associé . On en deduit que la solution de l’équation (3.12) est 

donnée par 

                                                        𝑓 = 𝑁𝑃௤
ఌ(ඥ𝛽𝑋) (3.14) 

Avec N est une constant de normalisation qui peut être calculer à partir de 

la condition de normalisation. 𝑃௤
ఌ(ඥ𝛽𝑋) représente le polynômes de 

Legendre associé. 

On va remplacer (3.14) dans (3.9) nous obtenous 
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                        𝑔 =
ே௖

(ாା௠௖మ)
ቀ𝑖ℏ(1 − 𝛽𝑥ଶ)

డ

డ௫
+ 𝑚𝜔𝑥ቁ 𝑃௤

ఌ(ඥ𝛽𝑥) (3.15) 

En utilisant la propriété des polynômes de Legendre associé suivante 

(1 − 𝑥ଶ)
𝜕

𝜕𝑥
𝑃௟

௡ = 𝑙. 𝑃௟
௡ − (𝑙 + 𝑛)𝑃௟ିଵ

௡  

On trouve 

  𝑔 =
ே௖

(ாା௠௖మ)
൫−ℏ𝛽𝑞𝑥𝑃௤

ఌ(ඥ𝛽𝑥) + ℏඥ𝛽(𝑞 + 𝜀)𝑃௤ିଵ
ఌ (ඥ𝛽𝑥) + 𝑚𝜔𝑥𝑃௤

ఌ(ඥ𝛽𝑥)൯  

 

Ou bien 

                        𝑔 =
ே௖ℏඥఉ

(ாା௠௖మ)
(𝑞 + 𝜀)𝑃௤ିଵ

ఌ (ඥ𝛽𝑥) (3.16) 

 

       Pour trouver le spectre d’énergie, nous écrivons la solution en fonction 

de la fonction hypergéométrique. Pour cela nous utilisons la relation entre 

le polynôme de Legendre associé et la fonction hypergéométrique suivante 

     𝑃௤
ఌ൫ඥ𝛽𝑋൯ =

(ିଵ)೙Г(௤ାఌାଵ)(ଵିఉ௫మ)
ഄ
మ

ଶ೙Г(௤ିఌାଵ)ఌ!
𝐹ଵ(𝜀 − 𝑞, 𝜀 + 𝑞 + 1, 𝜀 + 1,

ଵିඥఉ௑

ଶ
) (3.17) 

 

Et on remplacer (3.17) en (3.14) nous obtenons 

            𝑓 = 𝑁
(ିଵ)೙Г(௤ାఌାଵ)(ଵିఉ௑మ)

ഄ
మ

ଶ೙Г(௤ିఌାଵ)ఌ!
𝐹ଵ(𝜀 − 𝑞, 𝜀 + 𝑞 + 1, 𝜀 + 1,

ଵିඥఉ௑

ଶ
) (3.18) 

Pour que 𝑓 et 𝑞 deviennent finis, il faut que 

           𝜀 − 𝑞 + 𝑛 = 0 ⇒ 𝜀 = 𝑞 − 𝑛 ⇔ 𝜀ଶ = (𝑞 − 𝑛)ଶ (3.19) 

En remplaçant (3.13) en (3.19), on obtient 

                  ቀ−
ாమି௠మ௖ర

ఉ௖మℏమ
+

௠మఠమ

ℏమఉమ
ቁ = (𝑞 − 𝑛)ଶ ⇒

ாమି௠మ௖ర

ఉ௖మℏమ
= −(𝑞 − 𝑛)ଶ +

௠మఠమ

ℏమఉమ
  

Ou bien 

        𝐸ଶ − 𝑚ଶ𝑐ସ = 𝑐ଶℏଶ ቀ−𝛽(𝑞 − 𝑛)ଶ +
௠మఠమ

ℏమఉ
ቁ               (3.20) 
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On déduit que le spectre d’énergie pour l’oscillateur de Dirac dans le cadre 

de modèle de Sitter est donné par 

               𝐸 = ±𝑚𝑐ଶට1 − 𝛽
ఠమℏమ௡మ

௖మ
+ 2𝑛

ఠℏ

௠௖మ
        𝑛 = 0,1,2,.                          (3.21) 

En développer au premier ordre dans  𝛽 on obtient 

 𝐸 = ±𝑚𝑐ଶට1 + 2𝑛
ℏఠ

௠௖మ
ቈ1 ∓

ఉℏమఠమ

ଶ௖మ

௡మ

ଵାଶ௡
ℏഘ

೘೎మ

቉                       (3.33) 

 

Le premier et le deuxième terme de (3.32) représente le spectre d'énergie 

de l'oscillateur de Dirac unidimensionnel habituel et le troisième terme 

représente la correction apporté par le modèle anti de Sitter. Nous notons 

la dépendance à 𝑛ଶ qui est une caractéristique du confinement dur. C'est 

une  conséquence naturelle puisque notre problème d'origine est un 

mouvement d'une particule ponctuelle près de la surface d'une sphère qui 

est essentiellement un mouvement dans un potentiel de puits. Dans notre 

cas, les limites du puits sont  ±
గ

ଶඥఉ
  . Une autre propriété intéressante est 

que n grand la différence entre deux niveaux  d'énergie  devient constante. 

En effet 

 

                            𝑙𝑖𝑚௡→ஶ|∆𝐸| =  ℏ𝜔𝑚𝑐ඥ𝛽                                  (3.22) 

 

Ca veut dire que la continuité d’énergie pour les grandes valeurs de n dans 

le cas de l’oscillateur de Dirac dans le cas habituel, est éliminée dans le cas 

de de modèle anti de Sitter. En plus, le  comportement de l’oscillateur de 

Dirac dans le modèle anti de Sitter est similaire au comportement de 

l’oscillateur harmonique dans la mécanique quantique habituelle. 

 

          Comme dans le cas habituel, la limite non relativiste est obtenue, en 

mettant  𝐸 = 𝑚𝑐ଶ + 𝐸௥     avec  𝑚𝑐ଶ ≫ 𝐸௥ . Une expansion de Taylor de 

(3.34) donne 
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                     𝐸 ≈ 𝑚𝑐ଶ + 𝑛ℏ𝜔 ቀ1 −
ఉℏఠ௠௡

ଶ
ቁ −

ఠమℏమ௡మ

ଶ௠௖మ
ቀ1 −

ఉℏఠ௠௡

ଶ
ቁ

ଶ
     (3.23) 

 

Il est clair que, le deuxième et le troisième terme représentent, 

respectivement, l'énergie de l'oscillateur non relativiste et la correction 

relativiste à la fois dans le modèle anti de Sitter. 

Les corrections à l'oscillateur harmonique ordinaire s’obtiennent  en 

mettant  𝛽 = 0 dans (3.35) ou directement en définissant 𝛽 =
ଵ

௠మ௖మ
 dans 

(3.34).  

       Nous allons étudier maintenant la limite𝛽 → 0. Dans cette limite, nous 

avons λ → ∞ . En utilisant les relations suivantes 

 

           
𝑙𝑖𝑚௡→ஶ𝜆ି

೙

మ𝐶௡

ഊ

మ ቆ𝑥ට
ଶ

ఒ
ቇ =

ଶ
ష

೙
మ

௡!
𝐻(𝑥),

𝑙𝑖𝑚௡→ஶ
Г(ఒା௔)

Г(ఒ)
𝑒ି௔௟௡ఒ = 1,              

                                        

(3.24) 

et  

                               Г(2𝑥) =
ଶమೣషభ

√గ
Г(𝑥)Г ቀ𝑥 +

ଵ

ଶ
ቁ                        (3.25) 

et en a pour  (à O (𝛽ଶ)) 

  (1 + 𝛽𝑥ଶ)ି
ഊ

మ = 𝑒𝑥𝑝 (−
௫మ

ଶ௠ℏఠ
),   (3.26) 

on obtient 

 

                  𝑓(𝑝) = ±
(ாା௠௖మ)మ

௖మ
ቂ2ଶ௡𝑛! √𝜋𝑚𝜔 ቀ

(ாା௠௖మ)మ

௖మ
 + 2𝑛𝑚ℏ𝜔ቁቃ

ି
భ

మ
 

                         𝑒𝑥𝑝 ቀ−
௣మ

ଶ௠ℏఠ
ቁ 𝐻௡ ቆට

ଵ

௠ℏఠ
𝑝ቇ                                  (3.27) 

et    

                  𝑔(𝑝) = ±ඥ𝑛√𝑚ℏ𝜔 ቂ2ଶ௡ିଵ√𝜋(𝑛 − 1)! ቀ
(ாା௠௖మ)మ

௖మ
+ 2𝑛𝑚ℏ𝜔ቁቃ

ି
భ

మ
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                          𝑒𝑥𝑝 ቀ−
௣మ

ଶ௠ℏఠ
ቁ 𝐻௡ିଵ ቆට

ଵ

௠ℏఠ
𝑝ቇ                              (3.28) 

 

Ce sont les fonctions propres de l'espace de la position de l'oscillateur de 

Dirac pour  𝛽 =0 et elles coïncident avec celles obtenues directement à 

partir de l'équation de Dirac habituelle pour la cas de l’oscillateur de Dirac. 

1. Propriétés statistiques 
 

        La fonction de partition de l'oscillateur de Dirac, à une température T, 

dans le modèle anti de Sitter est donnée par      

                                                                                                                                                                   

  𝑍ఉ = ∑ 𝑒ି
ಶ

಼೅ஶ
௡ୀ଴   

        = ∑ 𝑒𝑥𝑝 ቆ−𝛽𝑚𝑐ଶට1 −
ఉఠమℏమ௡మ

௖మ
+

ଶ௡ఠℏ

௠௖మ
ቇஶ

௡ୀ௢  (3.29) 

 

avec 𝛽 =
ଵ

௄்
. Pour faire le calcul de la somme sur 𝑛, nous allons utiliser la 

formule d'Euler donnée par 

 

            ∑ 𝑓(𝑛)ஶ
௡ୀ଴ =

ଵ

ଶ
𝑓(0) + ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 − ∑

ଵ

(ଶ௣)!
ஶ
௣ୀଵ 𝐵ଶ௣𝑓(ଶ௣ିଵ)(0)

ஶ

଴
 (3.30) 

 

où 𝐵ଶ୮ sont les nombres de Bernoulli et  𝑓(ଶ௣ିଵ)(0) sont les dérivées de la 

fonction 𝑓(𝑥) en 𝑥 = 0. 

Mettant γ = 𝛽𝑚𝑐ଶ et  𝑦 = ට1 −
ఉఠమℏమ௡మ

௖మ
+

ଶ௡ఠℏ

௠௖మ
 , l'intégrale sur 𝑥 dans (3.42) 

est alors donnée par 

 

  𝐽 =
൬

೘೎మ

ℏഘ
൰

ඥଵିఉ௠మ௖మ
∫ 𝑑𝑦𝑦 ቀ1 +

ఉ௠మ௖మ

ଵାఉ௠మ௖మ
𝑦ଶቁ

ି
భ

మ
𝑒ି௬௬ஶ

ଵ
 (3.31) 
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En utilisant le développement en série  de la racine carrée, l'intégrale peut 

être évalué 

  

 

                       
 𝐽 =

൬
೘೎మ

ℏഘ
൰

ඥଵାఉ௠మ௖మ
∑ (−1)ି௡ (ଶ௡ିଵ)‼

ଶ௡!!
ஶ
௡ୀ଴ ቀ1 +

ఉ௠మ௖మ

ଵିఉ௠మ௖మ
ቁ

௡

ቂ
Г(ଶ௡ାଶ)

ఊమ೙శమ
− 

௘షം

(ଶ௡ାଶ)
ɸ(1,2,2𝑛 + 2; 𝛾)ቃ          

                (3.32) 

 

Dans le régime à haute température 𝛾 <  1, la contribution de premier et 

troisième termes dans (3.42) et celui du deuxième terme de (3.44) sont 

négligeables par rapport au terme 
ଵ

ఊమ೙శభ
 . On obtient alors 

 

   𝑍ఉ ≈
൬

೘೎మ

ℏഘ
൰

ඥଵିఉ௠మ௖మ
∑  (−1௡)ஶ

௡ୀ௢ Г(2𝑛 + 2)
(ଶ௡ିଵ)!!

ଶ௡!!
𝜂௡ (3.33) 

 

Avec 

              𝜂 =
ଵ

(ఉ௠௖మ)మ
ቀ

ିఉ௠మ௖మ

ଵାఉ௠మ௖మ
ቁ  (3.34) 

 

A ce stade, nous montrons que pour l'expansion à haute température α est 

un petit paramètre. En fait, nous ont 1 < 𝛽𝑐ଶ et 𝜂 est donné par    

 

                                 𝜂 = ቀ
(∆௑)೘ೌೣ

௟೟೓
ቁ

ଶ

 (3.35) 

 

Où 𝑙௧௛ =
ħ௖

௄்
  représente la longueur d'onde thermique obtenue à haute 

température. Cette  longueur d'onde est une longueur caractéristique du 

système et afin d'être accessible expérimentalement, elle doit être 

inferieure à la longueur maximale. 

        Prenons seulement les termes au premier ordre en 𝛽, on obtient 
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           𝑍ఉ ≈
(௄்)మ

௠ℏఠ௖మ
+

ଷఉ(௄்)ర

௠ℏఠ௖ర
൬1 −

ଵ

଺
ቀ

௠௖మ

௄்
ቁ

ଶ

൰ (3.36) 

 

En utilisant le fait que ൬1 −
ଵ

଺
ቀ

௠௖మ

௄்
ቁ

ଶ

൰ ≈  1, on obtient finalement le 

developpement de la fonction de partition à haute température  

                   𝑍ఉ ≈
(௄்)మ

௠ℏఠ௖మ
+

ଷఉ(௄்)ర

௠ℏఠ௖ర
 (3.37) 

 

Le premier terme est la fonction de partition de l'oscillateur de Dirac 

habituel, tandis que le second terme représente la correction apportée par 

le modèle anti de Sitter. 

L'énergie moyenne définie par 𝑈 ≈ kTଶ ப௟௡௓

ப୘
 est alors donnée par    

 

                     𝑈 ≈ 2𝑘𝑇 ൤1 + 3 ቀ
(∆௑)೘ೌೣ

௟೟೓
ቁ

ଶ
൨  (3.38) 

tandis que la capacité calorifique 𝐶 =  
డ௎

డ்
 est 

                        𝐶 ≈ 2𝑘 ൤1 + 9 ቀ
(∆௑)೘ೌೣ

௟೟೓
ቁ

ଶ
൨  (3.39) 
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Conclusion 
L’objet central de ce mémoire était la dérivation des fonctions d'ondes 

et le spectre d'énergie et les propriétés statistiques de l'oscillateur de Dirac 

à 1D et dans le cadre du modèle anti de Sitter et aussi dans le cadre du 

modèle de Sitter. 

 

Le premier chapitre contient deux parties. Dans la première partie, on 

a donné un rappel sur l’équation de Dirac puis ont dérivé sa solution pour le 

cas d.une particule libre et aussi pour le cas de l’oscillateur de Dirac à une 

dimension. 
  

 

Dans le chapitre 2, en utilisant la représentation de l’espace des 

positions, nous avons résolu exactement l’équation de Dirac pour 

l’oscillateur de Dirac à une dimension dans le cadre de modèle anti de Sitte. 

Ensuite, nous avons obtenus les valeurs propres et les fonctions propres. 

Contrairement à l’oscillateur Dirac habituel à une dimension, les niveaux 

d’énergie sont dépends de n2 comme les niveaux d’énergie d.une particule 

confinée dans un potentiel de puits. L’oscillateur Dirac dans le modèle anti-

Snyder dans un bain thermal est également étudié. Dans le régime à hautes 

températures, l’énergie moyenne et la capacité thermique sont plus faibles 

que celles de l’oscillateur de Dirac ordinaire. 

 

Dans le chapitre 4, nous avons fait la même chose qu on fait au 

chapitre précédent. On a trouve aussi  que  les niveaux d’énergie sont 

dépends de n2 comme les niveaux d’énergie d.une particule confinée dans 

un potentiel de puits. Par contre, dans le régime à hautes températures, 

l’énergie moyenne et la capacité thermique sont plus fortes que celles de 

l’oscillateur de Dirac ordinaire. 
 


