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Introduction

Introduction

Le probleme de 'oscillateur de Dirac est tres important soi pour
la théorie ou dans l'application. Il était étudié pour la premiere fois par
Ito et al. [1]. Ils ont considéré une équation de Dirac dans laquelle le
moment p est remplacé par p-imBwr, avec r étant le vecteur de position,
m la masse de la particule, et w la fréquence de I'oscillateur. Ce probleme
a été relancé par Moshinsky et Szczepaniak [2], qui lui ont donné le nom
d’oscillateur de Dirac (DO) parce que, dans la limite non relativiste, il
devient un oscillateur harmonique avec un tres fort terme de couplage
spin-orbite. Physiquement, il peut étre démontré que l'interaction (OD)
est un systeme physique, qui peut étre interprété comme l'interaction du
moment magnétique anormal avec un champ électrique linéaire [3,4]. Le
potentiel électromagnétique .Le potentiel électromagnétique associé a
1'0OD a été trouveé par Benitez et al. [5]. Expérimentalement, cet oscillateur
a été bien établi par Franco-Villafane et al. [6].

Dans les dernieres années, plusieurs modeles de la mécanique
quantique basée sur des relations de commutation modifiées ont été
étudiés par plusieurs physiciens. Cette modification de la relation de
commutation impliquent une incertitude minimale sur la position
conduisant a une longueur minimale [7],[8]. Il existe aussi des relations
de commutations modifiées qui conduisent a une impulsion maximale

[[9]-[16]].

Apres l'introduction de la constante cosmologique dans la théorie
de la relativité générale d'Einstein pour obtenir des solutions
cosmologiques statiques, Dirac [17] a proposé d'étudier les équations de
la physique atomique dans un espace-temps avec une constante
cosmologique que l'on appelle I'espace de Sitter. Par conséquent, en
présence d'une constante cosmologique, la relativité restreinte de
Poincaré ordinaire doit étre remplacée par une relativité restreinte de de
Sitter. Il est intéressant de noter que l'algebre de Sitter déformée a deux
échelles invariantes [18], la vitesse de la lumiere c et le rayon R = +3/A,
ou le signe * est pour AdS et dS, respectivement. Récemment, il a été
montré par Guo et al. [19] qu'il existe un correspondance entre le modele
de Snyder et la dS relativité restreinte. De plus, Mignemi [20] a montré
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que sur background (A)dS, la relation de commutation doit étre modifiée
en introduisant des corrections proportionnelles a la constante
cosmologique.

Dans ce mémoire, nous allons attaquer la formulation
mathématique du probleme de l'oscillateur de Dirac a 1d et ses
conséquences en résolvant des équations fondamentales dans le cadre de
la mécanique quantique relativiste dans le cadre des deux model, de
Sitter et anti de Sitter. Ce mémoire se décompose a une introduction, ou
on parle sur l'oscillateur de Dirac et le sur le model anti de Sitter et le
modele de Sitter

Dans le premier chapitre nous allons donner un rappel sur
I'équation de Dirac et sa solution pour une particule libre et aussi pour le
cas de l'oscillateur de Dirac.

Dans le deuxieme chapitre, nous allons formuler la mécanique
quantique basée sur le modele anti de Sitter. Puis, nous allons étudier le
probleme d'oscillateur de Dirac a 1d dans le cadre de ce modele.

Dans le chapitre 3 nous allons faire la méme chose qu'on a fait dans
le chapitre précédent, mais cette fois dans le model de Sitter.



Chapitre 1:Oscillateur de Dirac ordinaire

1. Notation
Pour passer de la mécanique quantique habituelle a la mécanique
quantique relativiste, il suffit de remplacer la géométrie euclidienne par

celle de Minkowski, ou bien on remplace la métrique par celle de Lorentz
dé.nie par:

(1.1)

OO O
© O R O
I
O o O
_ o O O

En utilisant cette métrique , on peut défnir la longueur du vecteur
Bdx = {dx*} par ds* = g,dx*dx’ M[@Cette relation est souvent
considérée comme la relation de définition du tenseur métrique La
forme contra-variante@fldu tenseur métrique est

9" = (9 Vo = (1.2)

oo RO

1 0 0
0 0 0
0 10
0 0 1

On remarque que, le tenseur métrique contra-variant et le tenseur
meétrique covariant sont identiques :

g"’ = g,, (Pour Lorentz métrique 1.3
T)

A partir de maintenant, nous utiliserons le quadrivecteur contra-
variantes

x* = (x9 x1,x%,x3) = (ct,x,y,2) (1.4)

Pour décrire les coordonnées de l'espace-temps. Le quadrivecteur
covariants est donnée par

X, = gt = (X0, %1, %2, x3) = (ct, —x, —y, —2) (1.5)

En utilisant la convention de sommation d’Einstein, nous obtenons le
carré de lalongueur de vecteur x* donné par

x.x=xtx, =Y3xtx, =x"x0 +xtxy +x%x, + 13 x5
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:Cztz_xz_yz_zz
= c2t? — x? (1.6)

Méme chose pour la définition du 4-vecteur de moment, c-a-d :

pt = {g,px,py,pz} (1.7)

Et nous écrivons le produit scalaire en quatre dimensions (espace-
temps) comme :

E,E
P1P2 = P P2u—7 — P1. P2 (1.8)

Ou également
x.p=xtp, =x,p' =Et—x.p (1.9)

Par analogie avec mécanique quantique habituelle, on peut écrire le
4-opérateur de moment par

sp— i 0 [ O 9 7
pH = lhaxu_{ha( D’ +lh +lh +lhax3}

= (AVH = {lhﬁ —lh— —lh— —in }

= lh{lhm -} (1.10)

Il se transforme en un 4-vecteur contra-variant, de sorte que
d 0 1 92 0% 0% 0%
hp, = —h*—— = —h* (55— — (—+—+ +)
P Pu Xy xH c20t2 0x2  0y?

= -1’0 = (52 - A) (1.11)

2
Avec A=V? et O= %% — A représentent respectivement le
Laplacien et le D'alembectien. En utilisant (2:4) et (1:10)on obtient la

relation de commutation suivante:
[P, xV] = lfl[ g x] ihg"* =2 = ihg"? 84 = ihg"* = ihgt” (1.12)
Xu

Le 4-potentiel du champ électromagnétique est donné par:
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At ={Ay, A} ={Ay, Ay, Ay AL = g*v A, (contravariant) (1.13)
At ={Ay, —Ay, —A,, —A,} (covariante) (1.14)

a partir de A*, le tenseur de champ électromagnétique suit de la
manieére bien connue :

/0 E. E, EZ\
_GA“ 0AH _Ex 0 BZ —B

—_—— y
0xy  Oxy | —Ey —-B, 0 B, | (1'15)
\—EZ B, —-B, 0 /

2. Equation de Dirac
En 1928, Dirac a trouvé une équation d'onde relativiste covariante,
de la forme de Schrodinger et avec une densité de probabilité positive,
donnée par:

Ay = in2t (1.16)

A cette époque, il existait des doutes sur l'équation de Klein-Gordon,
qui donnait des énergies négatives . Et comme l'interprétation de la
densité de charge n'était pas connue a ce moment-la et aussi les mésons
nt et m~Bsous forme de particules de spin 0 chargées n'avaient pas
encore été découverts, les énergies négative représentent un grand
probleme.

Puisque I'’équation (1.16) est linéaire dans la dérivée temporelle, il
est naturel d'essayer de construire un Hamiltonien également linéaire
par rapport aux dérivées spatiales. Par conséquent, 1'équation doit
prendre la forme suivante

oY [hc(. O R . 0 A _
iy =T (A5m+ Qagat@ags) + mec?|p = Ay (117)

Ou y est un vecteur donné par

e
Px) = | V2¢O (1.18)
P60

Les et @;@sont des matrices de dimensions N x N et
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-0 0) a=(l 9= 0

l

oll B et@; sontles matrices 2 X 2 de Pauli et I est la matrice d'unités 2
X 2. Donc on écrit ces matrices en détail comme suit:

0 0 0 1 0 0 0 -i
. 0 0 1 0 R 0o 0 i o0
a, =10 1 0 O Ay = | 0 —i 0 0 ,
1 0 0 0 i 0 0 0
0 0 1 0 100 0
. 0 0 0-1 A 0-1 0 0
;=1 o o o] , B=[o o-1 o (1.20)
0-1 0 0 0 0 0 -1

Pour trouver I'équation de la continuité, il suffit de multiplier (1.17)
par T par la gauche. Ce qui donne:

it Zop =53 YT s+ mePtpy (1.21)

D'autre part la multiplication de 1'équation conjuguée de (1.17) pary a
nous donne

t t A
—IhSe = TN SR +mectyty (1.22)

la soustraction de (1.22) de (1.21) donne
., 0 h 0 .
ih= (pT) = =iy s Wi @) (1.23)

Cette équation appelée I'équation de continuité et s'écrit comme suit

2+7.j=0 (1.24)
avec
p=yiy =3t vy (1.25)

représente la densité définie positives et

j* =cyptaky ou j = cyptay (1.26)

représente la densité de courant
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3. la solution de I'équation de Dirac pour une particule libre
Pour une particule libre (V=0) 1'équation de Dirac (1.17) s'écrit
sous la forme

., 0 = PN 5
ih—-(x) = Hrp = (ca.p + moc? By (1.27)
En remplacant I'expression suivante
Y(x,t) =yP(x)exp [— (%) et] (1.28)

Dans I'équation (1.27) nous obtenons I'équation de Dirac pour le cas
stationnaire

() = Hap(x) (1.29)
Maintenant nous allons chercher la solution de (1.29) en mettant
_ (¢ _ (" _ (Vs
1/)—()() avecw-(lpz) et X_(1/J4> (1.30)

En utilisant la forme explicite des matrices @ et £ (1.19), I'équation
(1.29) devient

€ (}";) = C(; g().gﬁ (g’;) + mocz(é ?) (g’;) (1.31)

Ou bien
£Q = c6.Py + myc?e
£p = c0.Pp —mycty (1.32)

Pour un moment p, on définit les états :

o\ — (¢ L
(1) = (%) exv (i) (1.33)
En remplagant ces quantités dans 1'équation (1.32) on obtient les
équations de ¢, et x,

(e —myc®)I@py—c6.Pyo =0 (1.34)
—c6. Py + ((e+myc®)Iy, =0 (1.35)

Ce systeme d'équations n'a pas de solution sauf pour que le déterminant
s'annule. Ou bien
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det = |( ool <P )| =0 (1.36)

—co.P (e+mgyc?)I
En utilisant la relation
(6.A)(6.B) =A.BI +i6.(AXB), (1.37)

L'expression (2.36) devient

det = ((¢2 —mjc*)I — c?(6.P)(6.P)
= (g2 —=mjc* — c*PH)I =0 (1.38)

Ce qui donne :

¢ ==E,, E,=+cyP?+myc? (1.39)

Les deux signes, plus moins, correspondent aux deux type de
solution de I'équation de Dirac et on dit la solution positives et la solution
négative. De 1'équation (1.34), pour ¢ fixé on obtient

_ c(@.P)
0= m 0 (1.40)
Soit la notation suivante
po=U= () (1.41)
Avec U normalisé, ou bien
Utu =U;U, +UU, =1 (1.42)

Et aussi U; et U, sont des complexe. En utilisant (1.28) et (1.33), on
obtient les deux solutions de Dirac, positive et négative pour une
particule libre sous la forme

U expli(P.x—et)/h]
x,t)=N| (e 1.43
Pps (%, 1) <m0 « +TE,,U> e (1.43)

Avec € =X Ej, et x= x1.Pour déterminer N, on applique la condition de
normalisation suivante

Jbps e, 5 (x, )dPx = 6,,06(p — P') (1.44)
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Ce qui donne

NZ(U*U+U+MU) 1 (1.45)

mgcC +>\Ep

En utilisant (2.37), on obtient

2.2
N = /W (1.46)

4. Solution de l'oscillateur de Dirac

L'équation de Dirac pour un oscillateur de Dirac a une dimension
s’obtient en remplacant P par P — ifmwX dans I'équation de la particule
libre. Ce qui donne

[ca(p — ifmwX) + fmc?|yY = EY (1.47)
ou m est la masse au repos et w est la fréquence de l'oscillateur. En

mettant Y = (g ) , I’équation précédente devient

@ D)oLy mor]+ () me = (5)

ou bien

{c(—ip +mwX)g = (E —mc?)f (1.48)

c(ip + mwX)f = (E + mc?)g

En utilisant la définition des opérateur des position et de moment dans
I'espace des positions, nous obtenons le systeme des équation
différentielle suivant

c (ihaa—x+ mwx)g = (E — mc?)f (1.49)

C(—ih;—x+mwx)f = (E + mc?)g (1.50)
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La combinaison de ces deux équations nous donne I'équation
différentielle suivante

E?+m?c*

(=iho +max) (iho=+mox) f = ( =55)f  (1.51)

On peut écrire cette équation sous forme d'une équation de Schrodinger
pour un oscillateur harmonique

h? 92  mw? 5 _ (E*-m?c* | hw
(mamzet ) = e+ 3 (1.52)
AvecI'énergie de cet oscillateur harmonique est
E?-m?c*  hw
e=(m ) (1.53)
La solution de (1.52) est
1
1 Z _N@,2
f(x):m.(%)4.Hn< m—;)x)e e (1.54)

Puisque notre systéme est équivalent a un oscillateur harmonique, on a

_ ( _I_hw)_ Ez—mzc4+hw
P E RO T\ 2mer T2
D ou le spectre d’énergie de 'oscillateur de Dirac est donné par

hw

mc?

E=+4mc? |1+ 2n (1.52)

La limite non relativiste est obtenue, en mettant E = mc? + E,
avec mc? > E, . Une expansion de Taylor de (1.52) donne

w?h®*n?

2mc?

E ~ mc? + nhw — (1.53)

Il est clair que, le deuxieme et le troisieme terme représentent,
respectivement, 1'énergie de 1'oscillateur non relativiste et la correction
relativiste a la fois dans le modeéle anti de Sitter.

10
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Chapitre Il: L'oscillateur du Dirac dans 'espace anti-deSitter

1. La mécanique quantique dans |'espace temps anti-de Sitter
L'algebre de Heinsenberg modifiée qui conduit a un principe d’incertitude
étendue dans le modele anti de Sitter est donnée par
[X,P] = ih(1 + BX?) (2.1)
ou a > 0, est un petit parametre positive proportionnel a la constante
cosmologique , le cas B = 0 on obtient la mécanique quantique habituelle .

En utilisant la méme méthode utilisée dans le cas de la mécanique
quantique ordinaire ,on peut montrer que la relation de communication
(2.1) conduit au principe d'incertitude étendu suivant

(AX)(AP) 2 2 (1 + B(AX)?) (2.2)
La solution de cette équation en fonction (AP) est
_ Bh 1
(AP) = Y (ﬁ (AX) + m) (2.3)

Cette solution implique I'existence d'une incertitude minimale non nulle
donnée par

(AP iy = IF (2.4

On peut interpréter ce résultat comme un effet infrarouge (IR) de la gravité
sur un systéme quantique.
La représentation de la relation de commutation (2.1) peut étre
obtenue a partir des opérateurs X et P suivants
X=x (2.5)

P—h1+ 2y 0
=z A+ px7) o~

La valeur propre de I'operateur des moment dans l'espace position est
la solution de 1'équation de différentielle suivante

h 2 a _
7(1 + Bx )§<PA(X) =A@y (x)

La solution de cette équation est

12
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l

A
@ (x) = @ \/ﬁ

Il est important de noter que la relation de fermeture, le produit
scalaire et
la relation de projection sont données respectivement dans ce cas par

—=arctan (,/8x)

© dx o
oo gy [XNx| = 1 (2.6)
et
Wlo) = [ mpm ¥ e (2.7)
et
(x]x') = (1+ Bx*)S(x — x) (2.8)

2. Solution de l'oscillateur de Dirac

Pour trouver la solution de I'’équation de Dirac pour le cas de
l'oscillateur de Dirac dans I’espace anti de Sitter, il suffit de remplacer les
operateur Xet P par les définitions (2.1) dans le systeme d’équations de
Dirac Ce qui donne

c(—ih(i-i—ﬁxz);—x-l—ma)X)g = (E —mcH)f (2.15)
¢ (ih(i + px?) =+ mwX) f = (E +mc?)g (2.16)
La deuxiéeme équation de ce systeme nous donne a
c 0
Eim )<lh(i+ﬁx2)a+mwx>f

En remplagant cette derniere équation dans la premiere équation du
systeme (2.15), on aboutit a 'équation différentielle suivante

(—h(i + ,sz)aa—x + ma)X) (h(i + Bx?) aa_x + ma)X)f
(),

|+ Bx?) - (1 + px?) o=+ 2 (1= 22 ) 22 f

h

g =

13
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= - (e me) g (2.17)

c2h?
En introduisant la nouvelle variable
1

q= 7 arctang(\/ﬁx).

L'équation ( 2.17) devient
2+ 2 (- () + =0 @10

A
+ m—;) . Le changement de fonction f(q) = (1 — u?)z. h(u)

E?—m?c*
C2h2

Avec u = sin(\/ﬁq). Nous donne I'équation différentielle suivante

Avec ¢ =

NP ; e 2, Mo AA-1) me .

(1—u?)h" — (21 + Duh +(B 2y - (1
maw 1
) )0 -
Pour réduire (2.12) a une classe d'équations différentielles connues, nous
éliminons d'abord le terme proportionnel a (1_1u2) en mettant

mw mw

E(1—5)—1(2_1)_0 (2.21)
Ce qui donne

1

Al=’;‘—;),12=1—,g:; (2.22)
La solution A, n est pas acceptable parce que elle ne vérifie pas la condition
maw
73 < 1

(1—u?)h" — (22 + Duh' + n(n+20) h(uw) =0 (2.23)

Avec

nn+ 21) = % (2.24)

n un entier non négatif. La solution de I'équation (2.23) est donnée en
termes de polynomes de Gegenbauer par
h(u) = N.cl} () (2.25)

14
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avec N une constante de normalisation .On en déduit que les fonction
propre de 'oscillateur Dirac unidimensionnel dans le modele anti-Sitter
sont données par
f=N{1- uz)%cl(u)

g=m[(1—uz)—+— u| f (2.26)
En remplagant la premiere équation dans la deuxieéme, on obtient la fonction
de g suivante

ChN

9= T me

En utilisant la propriété des polyndémes de Gegenbauer suivante

(1 —u?) -+ 22| (1 - u2yac (w) (2.27)

—cn ) = 2Ac¢H i (w) (2.28)
on obtient
chN [ A_
= —BhAvu(l — 2)2 cA(u) +22(1 — u? 2 c/1+1 u
Rl ] (- ud) 2 i)
+ T2 —wryrchw)
P u“)zch(u
D’ou

2chNmw /1_,_1

= ThEeme?) 1(w) (2.29)

Dans les anciens variables ou u = (1:{_% , les solutions s’écrivent comme
suit
_ L \GoA(VBx
f= N(1+BX2) ((1+Bx2))
2Ncmw 1 \/Ex
g = A+1 T)l'-l—% (1+Bx2)) (2'30)

ﬁZ(E+mcz) (1+Bx2%) 2
Pour calculer N, nous utilisons la condition de normalisation suivante

2
[ oz 12 + 19171 = (2.31)
En insérant (2.30) dans (2.31) et utilisant I'identité suivante

+1 2 /’l—l 2 2 m
J_; du(@ —u?)" 2 (cp(w)?* = nl(n+1)[[(A)]2

(2.32)
On obtient

15
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1
B 2’1[3%[ r(2A+4n) c?m?w? [(2A4+n+1) ] 2 (2.33)
T Vzm lnlm+)[r()12 T B3(E+mc?)? (n—1)!(n+A)[[(A+1)]? '

Vérifions maintenant si les fonctions d'onde données par (2.30) sont
physiquement acceptables. Nous devons avoir

(X%) = [ g X217 + 1g17] < o0 (234)

Ou bien

dx 2 2 dx
V@ X <o et | G

Pour les petites distances, la convergence est évidente puisque A est positif

X?|g|* < o (2.35)

et g se comporte comme p~?*~2, Pour les grandes distances, on a f~p~%*

on en déduit que f est convergeant siA > % Cela conduit a la longueur

minimale
h (AX)min
lnin = o 2 (2.36)
On peut tirer le spectre d'énergie est de ' equation (3.20) ce qui conduit a
EZ_mzc’l—I_%_ ( 2"‘2)\ ) 2.37
c?h? o ﬁ n 1 ( : )

D’oul on tire le spectre d'énergie exacte

w?h2n? wh
+ 2n

c? mc?

E= imcz\/l +B n=012,.. (2.38)

En développer au premier ordre dans £ on obtient

2,.2 2
E=+mc? [1+2n-2 [1iﬂ“’ . ] (2.39)
mc 2c2  142n2

TTLC2

Le premier et le deuxieme termes de (3.38) représente le spectre d'énergie
de l'oscillateur de Dirac unidimensionnel habituel et le troisieme terme
représente la correction apporté par le modele anti de Sitter. Nous notons la
dépendance & n? qui est une caractéristique du confinement dur. C'est une
conséquence naturelle puisque notre probleme d'origine est un mouvement
d'une particule ponctuelle pres de la surface d'une sphére qui est

essentiellement un mouvement dans un potentiel de puits. Dans notre cas,
T

205

grand la différence entre deux niveaux d'énergie devient constante. En effet

les limites du puits sont + —. Une autre propriété intéressante est que n
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Chapitre Il: L'oscillateur du Dirac dans 'espace anti-deSitter

lim,,_,o, |AE| = hwme,/B (2.40)
Ca veut dire que la continuité d’énergie pour les grandes valeurs de n
dans le cas de I'oscillateur de Dirac dans le cas habituel, est éliminé dans le
cas de de modele anti de sitter. En plus, le comportement de 'oscillateur de
Dirac dans le modele anti de Sitter est similaire au comportement de
'oscillateur harmonique dans la mécanique quantique habituelle.
comme dans le cas habituel, la limite non relativiste est obtenue,
en mettant E = mc? + E, avec mc? > E, . Une expansion de Taylor de
(2.40) donne
E ~mc? + nho (1 +22900) - 0 (1 4 ﬁh“;m”)z (2.41)

2mc?

Il est clair que, le deuxiéme et le troisieme termes représentent,
respectivement, I'énergie de I'oscillateur non relativiste et la correction
relativiste a la fois dans le modele anti de Sitter. Les corrections a
l'oscillateur harmonique ordinaire s’obtiennent en mettant f = 0 dans
(2.41) ou directement en définissant f = # dans (2.40).

Nous allons étudier maintenant la limite § — 0. Dans cette limite, nous
avons A — oo . En utilisant les relations suivantes

n & _E
lim,, A 2C} <x 3) = Zn—‘ZH(x),

A
. r(A+a) _qima _
lim,,_, D e =1, (2.42)
et
22X—1 1
[(2x) = =TT (x+3) (2.43)

et en a pour (a 0(B?))

A 2
2N—T o X
(1+pBx°) 2=exp( thw), (2.44)
on obtient
1
2\2 2\2 .
f(p) = i% [22”71! Tmw % + anhw)] ’
x2 1
. €Xp (_ thw) H mhw p> (2'45)
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Chapitre Il: L'oscillateur du Dirac dans 'espace anti-deSitter

1

g(») = tVnm/mhw [22”‘1\/E(n —1)! ((E+TCY;CZ)2 + anhw)]_z

x? 1
x exp (= ——) Hy_ ( Mx) (2.46)

Ce sont les fonctions propres de I'espace de la position de I'oscillateur de
Dirac pour 8 = 0 et elles coincident avec celles obtenues directement a
partir de I'équation de Dirac habituelle pour la cas de l'oscillateur de Dirac.

3. Propriétés statistiques
La fonction de partition de 'oscillateur de Dirac, a une température T,

dans le modele anti de Sitter est donnée par
E

ZE = Yn=o€ KT
=Y exp <—/§mcz\/1 + ﬁwihznz + 2nwh> (2.47)

mc?
avec f = % Pour faire le calcul de la somme sur n, nous allons utiliser
la formule d'Euler donnée par
S0 f() =5 £(0) + [ f)dx = Toa o= Bop fPTD(0)  (2.48)
ou B,, sont les nombres de Bernoulli et £@P=1(0) sont les dérivées de la
fonction f(x)enx =0

~ 2h2 2
Mettant y = fmc? et y = \/1 + Bw =+ Zntw J'intégrale sur x dans

(2.47) est alors donnée par

mc? 1
2.2 -
J = ﬁ(,%f dydy (1-5555y?) “e™” (249)

En utilisant le développement en série de la racine carrée, l'intégrale peut
étre évalué

mC2

< hw >

1 (Zn nHi o pm ['(2A+n) o
] WZn O( 1) 2l ( 1— Bmzcz) [ y2n+2
" (1,2,2n + 2; y)] (2.50)

(2 +2)
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Chapitre Il: L'oscillateur du Dirac dans 'espace anti-deSitter

Dans le régime a haute températurey < 1, les contribution de premier et
troisieme termes dans (2.48) et celui du deuxiéme terme de (2.49) sont

négligeables par rapport au terme — . On obtient alors

2n+1 "
y +
mc?
hw

Cn-1)!! 4

28~ Frppaaam=o (C1) TR0 +2)=00m (2.51)
Avec
_ 1 Bm?c?
n= (Bmc?)2 (1_ﬁmzcz) (252)

A ce stade, nous montrons que pour l'expansion a haute température n est
un petit parameétre. En fait, nous ont 1 > fm?2c? et est donné par
AX)min ’
N = (%) (2.53)
th

AY h 4 ] . \
oul,, = — repréesente la longueur d'onde thermique obtenue a haute
KT

température. Cette longueur d'onde est une longueur caractéristique du
systeme et afin d'étre accessible expérimentalement, elle doit étre
supérieure a la longueur minimale.

Prenons seulement les termes au premier ordre en 3, on

2 S TIICZ 2
7~ (KT)?  3B(KT) (1 _l(_) ) (2.54)

p mhwc? mhwc? 6 \ KT

1 (mc?\?
En Utilisant le fait que (1 - ( poe ) ) ~ 1, on obtient finalement le

développement de la fonction de partition

Z; ~ (KT)? _ 3B(KT)*

(2.55)

mhwc? mhwc?
Le premier terme est la fonction de partition de 1'oscillateur de Dirac

habituel, tandis que le second terme représente la correction apportée par
le modeéle anti de Sitter.
De (2.55), on déduit la contrainte suivante sur la distance minimale :

l
(AX)min = tfg (2.56)

L'énergie moyenne définie par U =~ kT? a(;_;;z est alors donnée par
. \2
U ~ 2KkT [1 — 3 (Fmin) ] (2.57)
lth

: . o d
tandis que la capacité calorifique C = % est

19



Chapitre Il: L'oscillateur du Dirac dans 'espace anti-deSitter

U~ Zk[l —9 ((AL)Z] (2.58)

Ltn

Alalimite 8 = 0et(2.57) et (2.58) se réduisent a I'énergie moyenne et
capacité calorifique de 1'oscillateur de Dirac habituel donnée,
respectivement, par 2kT et 2k. On remarque que, a haute températures,
I'énergie moyenne et la capacité calorifique dans le cas de modele anti de
Sitter sont plus faibles que ceux dans le cas habituel.
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Chapitre III: Oscillateur de Dirac dans I’espace de Sitter

1. La mécanique quantique dans le cafre du modele anti-de Sitter

Le modele de Sitter est basé sur I'algebre d’Heisenberg modifiée
suivante

[X,P] = ih(1 — BX?) (3.1

De la méme maniere utilisée dans le chapitre précédent, on peut tirer le
principe d’'incertitude a partir de la relation de commutation précédente

(AX)(AP) 2 2(1 = B(AX)?) (3.2)

La solution de cette inégalité nous donne

(AP) 1 ’ (AP) (AP) (AP)

des opérateurs X et P satisfaisant (3.1) sont donnés par
X=x (3.4)
_ gy 2
P=-(1-px%) (3.5)

Dans ce modele, la définition de produit scalaire et la relation de fermeture
est

[ o e =1 (36)

et

(plp)y = [ @ ()P(x) (3.7)

(1ﬁ2)

1. Solution de l'oscillateur du Dirac dans le cadre du modele de
sitter

En introduisant les operateurs (3.4) et (3.5) dans le systeme d’équation de
Dirac on obtient

C(—ih(l—ﬁxz);—x+mwx)g = (E —mc?)f (3.8)
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Chapitre III: Oscillateur de Dirac dans I’espace de Sitter

c (ih(l — [)’xz):—x+ mwx)f = (E + mc?)g (3.9)

En remplagant (3.9) dans (3.8) nous obtenons I'équation différentielle de £
suivante

(1 - px) 2 (1 - pa?) = - 2B (1 + 22) 22| f

hpB
T (3.10)
- ( c?h? + T) f
On pose u = \/Ex, d ou I'’équation precedente devient
9 9 2 (%ﬂnw)f
g1, _mnw mwy u — _\ c*n?p hB
[au (1—u9) ou ha (1 + h[)’) 1—u2] f 1-u? (3.11)
ou bien
( E2—m2c4lm2w2>
2h2B ' h2pg2
(1—u2)——2 —u+ B(1+—B)— P f=0(3.12)

on remarque que cette équation a la forme suivante

2
(1 —ud)f" - 2uf' +(q =)f=0 (3.14)
avec
E?-m?c*  m2w? mw
82=(— ey hzﬁz)etqzﬁ (3.13)

Comme nous savons, la solution de I'équation (3.14) est le polynomes de
Legendre associé. On en deduit que la solution de I'équation (3.12) est
donnée par

f = NP£(\/BX) (3.14)

Avec N est une constant de normalisation qui peut étre calculer a partir de

la condition de normalisation. qu(\/EX) représente le polynomes de
Legendre associé.

On va remplacer (3.14) dans (3.9) nous obtenous
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Chapitre III: Oscillateur de Dirac dans I’espace de Sitter

9 = o (ih(1 = px?) -+ mex) PE(JBx)  (3.15)
En utilisant la propriété des polynémes de Legendre associé suivante
0
(= x?) 3 Pl = LA = (L + mPLLy
On trouve

g = (EJZ;CZ) (—h/}quqg(\/Ex) + h\/ﬁ(q + E)Pj_l(\/ﬁx) + mwqug(\/Ex))

Ou bien

= MM (g + £)Pe_y () (3.16)

Pour trouver le spectre d énergie, nous écrivons la solution en fonction
de la fonction hypergéométrique. Pour cela nous utilisons la relation entre
le polyndme de Legendre associé et la fonction hypergéométrique suivante

_ (—D)(g+e+1)(1-px)2 1- \/_x
PE({J/BX) = rrane — FiE—qeta+ e+, ) (3.17)
Et on remplacer (3.17) en (3.14) nous obtenons

(—1)”F(q+s+1)(1—BX2);
2T (g—e+1)¢e!

f=N Fl(s—q,£+q+1,e+1,#) (3.18)
Pour que f et g deviennent finis, il faut que
ce—q+n=0>c=q—noe?=(q—n)? (3.19)

En remplacgant (3.13) en (3.19), on obtient

( E?—m?c* m?w? m?w?

B B 5 E2—m?2c4 L B 2
Bc2h2 + hZBz) - (q Tl) = Bc2h2 - (q Tl) e

Ou bien

2 2.4 _ 212 —n)? + w?
E* —m*-c —ch(ﬁ(q n)- + hzﬁ) (3.20)
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Chapitre III: Oscillateur de Dirac dans I’espace de Sitter

On déduit que le spectre d’énergie pour l'oscillateur de Dirac dans le cadre
de modele de Sitter est donné par

+ 2n

c? m

n=012, (3.21)

w2h2n? wh
c2

Ezimcz\/l—ﬂ

En développer au premier ordre dans £ on obtient

2,.2 2
E = +mc? /1+2n%[ T - hw] (3.33)
+2n——y

mc?

Le premier et le deuxieme terme de (3.32) représente le spectre d'énergie
de l'oscillateur de Dirac unidimensionnel habituel et le troisieme terme
représente la correction apporté par le modele anti de Sitter. Nous notons
la dépendance a n? qui est une caractéristique du confinement dur. C'est
une conséquence naturelle puisque notre probléeme d'origine est un
mouvement d'une particule ponctuelle pres de la surface d'une sphere qui
est essentiellement un mouvement dans un potentiel de puits. Dans notre

cas, les limites du puits sont +—= . Une autre propriété intéressante est

2/
que n grand la différence entre deux niveaux d'énergie devient constante.
En effet

limy, | AE| = hwme,/B (3.22)

Ca veut dire que la continuité d’énergie pour les grandes valeurs de n dans
le cas de l'oscillateur de Dirac dans le cas habituel, est éliminée dans le cas
de de modele anti de Sitter. En plus, le comportement de I'oscillateur de
Dirac dans le modele anti de Sitter est similaire au comportement de
'oscillateur harmonique dans la mécanique quantique habituelle.

Comme dans le cas habituel, la limite non relativiste est obtenue, en
mettant E = mc? + E, avec mc? > E, . Une expansion de Taylor de
(3.34) donne
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Chapitre III: Oscillateur de Dirac dans I’espace de Sitter

2 2mc?

E ~ mc? + nhw (1 - Bhwmn) el (1 — Bh(;)mn)z (3.23)

Il est clair que, le deuxieme et le troisieme terme représentent,
respectivement, I'énergie de 'oscillateur non relativiste et la correction
relativiste a la fois dans le modele anti de Sitter.

Les corrections a l'oscillateur harmonique ordinaire s’obtiennent en

. o 1
mettant f = 0 dans (3.35) ou directement en définissant § = —= dans
(3.34).

Nous allons étudier maintenant la limiteff — 0. Dans cette limite, nous
avons A — oo. En utilisant les relations suivantes

n A =
LMy, 2C2 <x %) =" H(x),

I'(A+a) —alnl
—_—e =
lim,_, D ,

(3.24)

et
[(2x) = —F(x)r(x+) (3.25)

eten apour (2 0(8?))

2

(1+ sz)_g = exp (— ), (3.26)

2mhw

on obtient

f(p) = —(E+mc ) [22” Tmw (—(Eﬂcnc - anhw)]

p? 1
exp (_ thw) H”( %F) (3.27)

et
9@) = +Vnvmhe [22 W — 1) (EE 4 2nmi )]
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Chapitre III: Oscillateur de Dirac dans I’espace de Sitter
e (~5255) s i) (3.29)

Ce sont les fonctions propres de I'espace de la position de I'oscillateur de
Dirac pour S =0 et elles coincident avec celles obtenues directement a
partir de I'équation de Dirac habituelle pour la cas de I'oscillateur de Dirac.

1. Propriétés statistiques

La fonction de partition de I'oscillateur de Dirac, a une température T,
dans le modele anti de Sitter est donnée par

E
_ ['® —r
Z5 = n=0€ KT

B

c? mc?

— Y% exp (—,Bmcz\/l _ Bt 2”“) (3.29)

1 . .
avec f = P Pour faire le calcul de la somme sur n, nous allons utiliser la

formule d'Euler donnée par
co 1 0o o0 1 _
Tiieo f(n) = 3£(0) + [} F()dx = Loy = By fPP7D(0)  (3.30)

ou B, sont les nombres de Bernoulli et £@P=1(0) sont les dérivées de la
fonction f(x) en x = 0.

2KH2192
BauA'n 2::5 , I'intégrale sur x dans (3.42)

Mettanty = fmc? et y = \/1 —

c?
est alors donnée par
(TZ—CCUZ) &0 pmic? 5 _% -yy
J = T dyy (1415 55y7) e (3:31)
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Chapitre III: Oscillateur de Dirac dans I’espace de Sitter

En utilisant le développement en série de la racine carrée, l'intégrale peut
étre évalué

mc?
hw

_ ) g qy-n@DU pmic? \T
] - F1+Bmzczzn=0( 1) 2l (1+1—Bm262) (332)
r(2n+2) eV
o2 - S e22n + 2,)

Dans le régime a haute température y < 1, la contribution de premier et
troisieme termes dans (3.42) et celui du deuxieme terme de (3.44) sont

. On obtient alors

négligeables par rapport au terme ot

(5)

o (2n-1)!!
Zg % gz Tneo (-1 (20 +2) =" (3.33)
Avec
B 1 —Bm?c?
= (Bmc?)? (1+Bm262) (3.34)

A ce stade, nous montrons que pour l'expansion a haute température o est
un petit parameétre. En fait, nous ont 1 < Bc? etn est donné par

n = (%)2 (3.35)

len

\ h 4 ] . \
Ou l,, = — représente la longueur d'onde thermique obtenue a haute
KT

température. Cette longueur d'onde est une longueur caractéristique du
systeme et afin d'étre accessible expérimentalement, elle doit étre
inferieure a la longueur maximale.

Prenons seulement les termes au premier ordre en £, on obtient
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Chapitre III: Oscillateur de Dirac dans I’espace de Sitter

mhwc? mhwc? 6 \ KT

(KT)? 3B(KT)* 1 2y 2
Zy ~ 4 (1—-(”“) ) (3.36)

. ) 1 (mc?\? ) .
En utilisant le fait que [ 1 — A ( pn ) ~ 1, on obtient finalement le

developpement de la fonction de partition a haute température

(KT)*> | 3B(KT)*

mhwc? mhwc*

Zg ~ (3.37)

Le premier terme est la fonction de partition de I'oscillateur de Dirac
habituel, tandis que le second terme représente la correction apportée par
le modele anti de Sitter.

dlnz

> est alors donnée par

L'énergie moyenne définie par U ~ KT?

U ~ 2kT [1 +3 (%)2] (3.38)

ltn

. . . U
tandis que la capacité calorifique C = 57 est

C ~ 2k [1+9((A’?ﬂ)2] (3.39)

th
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Conclusion

Conclusion

L’objet central de ce mémoire était la dérivation des fonctions d'ondes
et le spectre d'énergie et les propriétés statistiques de l'oscillateur de Dirac
a 1D et dans le cadre du modele anti de Sitter et aussi dans le cadre du
modele de Sitter.

Le premier chapitre contient deux parties. Dans la premiere partie, on
a donné un rappel sur I'équation de Dirac puis ont dérivé sa solution pour le
cas d.une particule libre et aussi pour le cas de l'oscillateur de Dirac a une
dimension.

Dans le chapitre 2, en utilisant la représentation de l'espace des
positions, nous avons résolu exactement I'équation de Dirac pour
l'oscillateur de Dirac a une dimension dans le cadre de modele anti de Sitte.
Ensuite, nous avons obtenus les valeurs propres et les fonctions propres.
Contrairement a l'oscillateur Dirac habituel a une dimension, les niveaux
d’énergie sont dépends de n2 comme les niveaux d’énergie d.une particule
confinée dans un potentiel de puits. L'oscillateur Dirac dans le modele anti-
Snyder dans un bain thermal est également étudié. Dans le régime a hautes
températures, I'énergie moyenne et la capacité thermique sont plus faibles
que celles de 'oscillateur de Dirac ordinaire.

Dans le chapitre 4, nous avons fait la méme chose qu on fait au
chapitre précédent. On a trouve aussi que les niveaux d’énergie sont
dépends de n2 comme les niveaux d’énergie d.une particule confinée dans
un potentiel de puits. Par contre, dans le régime a hautes températures,
I’énergie moyenne et la capacité thermique sont plus fortes que celles de
'oscillateur de Dirac ordinaire.
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