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Abstract : 

In this memory we study, the bounded ofa nonlinear integral equations 

Hammerstein type, in Lebesgue fonctional spaces. We use the simplest 

method, which is the fixed point method. Numerical examples are presented. 

Keywords : 

                    Boundedness, Convergence, Nonlinear Integral Equations,  

                      Lebesgue Functional Spaces, Hammerstein, fixed point 

 

 

Résumé : 

               Dans ce mémoire, on a étudié les propriétés de bornétude et de 

               la convergence dans les équations intégrales non linéaires, de type  

               Hammerstein dans des espaces Fonctionnels. En utilisant la méthode  

              du point fixe, des exemples numériques sont appliqués dans Les  

              équations intégrales de Hammerstein. 

Mots clés : 

                   Bornétude, convergence, espaces fonctionnels de Lebesgue,   

                      Hamerstein point fixe, équation intégrales 
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6 PREFACE

0.1 INTRODUCTION

Les équations intégrales linéaires et non linéaires ont plusieurs applica-
tions en biologie, control optimal, économie, physique mathématique et in-
génierie.
Parmi les équations intégrales non linéaires, les équations intégrales non

linéaires de type Hammerstein

u (x) =

Z



k (x; y) f (y; u (y)) dy (x 2 
) (1)

où 
 est un compact de RN ,u est la fonction inconnue,k est le noyau
donné,f une fonction donné. Ces équations semblent les plus investies.
Le premier résultat signi�catif concernant la résolubilité de telles équa-

tions a été obtenu par A. Hammerstein.
utilisant des méthodes variationnelles. Dans leurs travaux, le noyau k est

supposé symétrique dé�ni positif et borné ou bien de carré intégrable ; dans
le premier cas, aucune condition sur le taux de croissance de la fonction f
par rapport à u n�est exigée, tandis que dans le second cas, il est supposé que
la fonction f soit sous-linéaire.
La méthode de Hammerstein atteint son plus grand développement dans

les travaux de M. Golomb et M. M. Vainberg ;
De nouveaux résultats concernant la résolubilité des équations d�Ham-

merstein ont été obtenu par M. Krasnosel�skii [1] .
Ces résultats sont basés sur de nouvelles méthodes, utilisant des argu-

ments topologiques, pour l�existence de solutions.
Dans les premiers travaux sur les équations d�Hammerstein, il a été mon-

tré que pour obtenir des conditions de résolubilité, il est nécessaire d�avoir
un certain accord entre le caractère des singularités du noyau k et le taux
de croissance de f par rapport à u ; Suivant cet accord, l�étude de l�équation
d�Hammerstein à non linéarités d�ordre �ni (d�ordre pronominale ) est faite
dans les espaces classiques de Lebesgue Lp, tandis que l�étude de cette même
équation à non linéarités essentielles ( d�ordre exponentiel) est faite dans les
espaces fonctionnels.
Dans ce travail, nous discutons l�existence de solutions dans les espaces Lp

des équations intégrales de type Hammerstein et nous proposons de suivre
la même méthode utilisée dans Lp, a�n d�obtenir des résultats d�existence
dans les espaces fonctionnels,c�est-à-dire mettre l�équation intégrale de type
Hammerstein (1) sous la forme d�une équation d�opérateurs
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u = (ANf )u (2)

où A est l�opérateur intégral linéaire de Fredholm

A (u) (x) =

Z



k (x; y)u (y) dy (x 2 
) (3)

et où Nf est l�opérateur non linéaire de Nemytskij associé à f

Nf (u) (x) = f (x; u (x)) : (4)

cet opérateur appelé aussi opérateur de superposition .on l�étudié dans
les espaces fonctionnels (espaces de Lebesgue).
Dans cet étude on utilise une technique important et ce qu�on appelle li-

néarisation,à ce fait, chercher des conditions pour que l�opérateur de Nemyts-
kij Nf associé à f soit borné et continu et des conditions pour la continuité
et la complète continuité de l�opérateur intégral linéaire de Fredholm A. En
combinant ces conditions, nous obtenons des conditions su¢ santes pour la
continuité et la complète continuité de l�opérateur intégral d�Hammerstein T

T = ANf : (5)

Par application du principe de Leray-Schauder, l�opérateur intégral d�Ham-
merstein T aura au moins un point �xe dans les espaces fonctionnels,et par
conséquent l�équation intégrale d�Hammerstein (1 ) aura au moins une solu-
tion dans espaces fonctionnels.
Notre travail est organisé en trois chapitres :
le premier chapitre on rappels quelques dé�nitions(espaces fonctionnels)

et des propriétés des opérateurs linéaires ( bornés, continus, compact,... etc),
aussi quelques théorèmes fondamentals très utiles dans ce qui suit.
Le deuxième chapitre est très important est une introduction à la termi-

nologie et à la classi�cation des équations intégrales, qui a pour notre objectif
aussi il est consacré aux propriétés de l�opérateur de superposition dans les
espaces de Lebesgue Lp (
) :
Dans le troisième chapitre,on résoudre l�équation de Hammerstein dans

l�espace de Lebesgue Lp (
) et démontrer l�existence et l�unicité de la solution
de cette équation, avec la comparaison entre la solution numérique a ses
équations et la solution exacte.
Pour plus de détails voir [1].
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Chapitre 1

RAPPELS ET NOTIONS
FONDAMENTALES

Dans ce chapitre on présente un rappel sur les notions de l�analyse fonc-
tionnelle et on donne quelques notations sur les opérateurs et ses propriétés,
qui l�on utilisera dans les chapitre qui se suivent.

1.1 Espace vectoriel normé

De�nition 1 Soit E un espace vectoriel sur |= R ou C ,on appelle norme
sur E toute application notée k:kdé�nie sur E à valeurs dans R+ ,

véri�e les conditions suivantes :

1. kxk = 0 () x = 0;

2. 8� 2 |;8x 2 E; k�xk = j�j kxk ;
3. 8(x; y) 2 E2; kx+ yk � kxk+ kyk ;
Tout espace vectoriel muni d�une norme est appelé espace vectoriel normé.

1.2 Espace complet

De�nition 2 un espace vectoriel normé (E; k:k)est dit complet,si toute suite
de Cauchy xnd�éléments de E est une suite convergente dans E.

Lemma 3 Tout espace vectoriel normé complet est appelé espace de Banach.

Example 4 (C ([�; b] ;R) ; k:k1) est un espace de Banach.

1
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1.3 Espace Modulaire

De�nition 5 Soit X un espace vectoriel sur le corps |. La fonction � : X
�! [0,1] est dite semimodulaire dans X; si les propriétés suivantes sont
satisfaisantes :

(i) �(0) = 0.
(ii)�(�x) = �(x), 8x 2 X, � 2 |, avec j�j = 1:
(iii) � est continue à gauche.
(iv) �(�x) = 0, 8 � > 0 implique x = 0.
le semimodulaire � est dit continu si,
(v) l�application � 7! �(�x) est continue dans (0;1], pour x 2 X.
1. Le semimodulaire est toujours convexe.

2. Le semimodulaire est dit modulaire si, �(x) = 0 implique x = 0.

Si 1 � p <1 et 
 � Rn, alors

��(f) =

Z



jf(x)jp dx

dé�nie un modulaire continu sur L0(
).
Si � est un semimodulaire ou modulaire dans X , alors.

Xp = fx 2 X ; lim�!0�(�x) = 0g

est appelé espace semimodulaire ou espace modulaire (respectivement).
Soit � un semimodulaire dans X, alors Xp est un espace vectoriel normé

sur le corps |,où la norme dé�nie par

kxk� = inf
�
� > 0; �

1

�
x � 1

�
Lemma 6 Soit � un semimodulaire sur X, alors kxk� � 1 et �(x) � 1
sont équivalent.

Si � est continu, alors aussi kxk� < 1 et �(x) < 1 sont équivalents, comme
kxk� = 1 et �(x) = 1.
Soient � un semimodulaire sur X et xk 2 X�, alors xk ! 0 pour k !1

si et seulement si
limk!1 �(�xk) = 0 pour tout � > 0.
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1.4 Espaces Lp

De�nition 7 (Espace L1 (
))

Soit 
 un ouvert de Rn, on désigne par L1 (
) des fonctions intégrable
sur 
 à valeur dans R, on pose

kfk1 =
Z



jf (x)j dx:

De�nition 8 (Espace Lp (
))

Soit 1 � p � +1, on pose

Lp (
) =
�
f : 
! R; f mesurable et jf (x)jp 2 L1 (
)

	
muni de la norme

kfkLp = kfkp =
�Z




jf (x)jp dx
� 1

p

:

Si p = 1, on a L1 (
) est l�espace des fonctions f : 
 ! R mesurable,
véri�ant

9c > telle que jf (x)j � c; p:p:sur 
 .
La norme est notée par

kfkL1 = kfk1 = inf fc > 0; jf (x)j � c; p:p:sur 
g .

Remark 9 Si f 2 L1 (
),ona

jf (x)j � kfk1 ,p:p:sur 
 .

Theorem 10 (Fischer-Riesz) L�espace Lp est un espace de Banach pour
tout 1 � p � 1.

Theorem 11 (Théorème de convergence dominée de Lebesgue) Soit (fn) une
suite de fonctions de L1. On suppose que
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i) fn (x)! f (x) p:p:sur 
.

ii) il existe une fonction g 2 L1telle que pour chaque n,jfn (x)j � g (x)
p:p:sur 
.

Alors

f 2 L1 (
) et kfn � fkL1 ! 0:

De�nition 12 soit p ��(
),on dé�nit la fonction �p et k:kp par

�p(f) =

Z

n
1

jf(x)jp(x) dx+ ess sup jf(x)j

kfkp = inf
�
� > 0 : �p(f=�) � 1

	
�p(f) etkfkps�appelle modulaire et la norme de l�espace(respectivement).

1.5 Espace Lp(x)

De�nition 13 L�espace de Lebesgue généralisé Lp(x)(
), c�est les classes de
toutes les fonctions u, telles que :�p (�u) < +1 ,pour � > 0

1. si p 2 � (
),alors on a kfkp(:) � 1 équivalent à �p(:)(f) � 1:

2. Pourf 2 Lp(:)(
), on a

(i) Si kfkp(:) � 1, alors �p(:)(f) � kfkp(:).
(ii) Si 1 < kfkp(:), alors kfkp(:) � �p(:)(f):

Remark 14 Si la fonction p(x) = p = cst, donc la norme coïncide avec la
norme usuelle de l�espace Lp(
), autrement dit

Lp(x)(
) = Lp(
)
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1.5.1 Inégalités auxiliaires

(a) Inégalité de Hölder

Soient p et q deux exposants conjugues (i.e.1
p
+ 1

q
= 1) et f 2 Lp; g 2 Lq

alors,

f:g 2 L1et
Z
jfgj � kfkp : kgkq

(b) Inégalité de Minikowski

Soit p � 1 et f , g deux fonctions dans Lp(
) ; alors, la somme f + g est
aussi dans Lp (
) et l�on a

kf + gkp � kfkp + kgkq .

1.5.2 complétude de l�espace

Theorem 15 L�espace Lp(x)(
) est un espace normé complet, c�est-à-dire
un espace de Banach.

Si j
j = 0,alors l�espaceLp(x)(
) c�est l�espace d�Orlicz

1.6 Critères de compacité

1.6.1 Critère la Vallée Poussin

Nous nous rappelons qu�une famille < de fonction '(x) équi-continue
absolument en intégrale, si pour un " arbitraire et un h > 0 peut être trouvé,
tels que, on a Z

"

j' (x)j dx < "

pour toutes les fonctions dans la famille <, où mes " < h.
Le critère général pour l�équi-continue absolument en intégrale d�une fa-

mille des fonctions est donnés par le théorème suivant.

Theorem 16 (la Vallée Poussin) soit ' (u) ; (0 � u <1) une fonction mo-
notone et croissante qui satisfaite la condition
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lim
n!1

' (u)

u
=1

Supposer que u(x) une fonction d�une certaine famille de <, l�intégrale de
fonction ' [ju (x)j] est uniformément bornéeZ




' [ju (x)j] dx � A <1; u (x) 2 <

Alors la famille < est équi-continue absolument.
Proof. Pour la preuve voir [1]



Chapitre 2

NOTIONS SUR LES
OPERATEURS

De�nition 17 Soient X et Y deux espaces normés, un opérateur A dé�ni
sur X dans Y et dit linéaire s�il véri�e les conditions suivantes :

pour tout u; v dans X et �; � dans R

i) Au 2 Y .
ii) A (�u+ �v) = �Au+ �Av.

De�nition 18 Un opérateur linéaire A dé�ni sur X dans Y et dite borné
s�il existe une constante positive C, telle que :

kAukY � C kukX ,8u 2 X .

Proposition 19 Le plus petit de nombres C véri�ant cette inégalité s�ap-
pelle norme de l�opérateur A et se note kAk, on a

kAk = sup
kuk�1

kAuk = sup
u 6=0

kAuk
kuk .

Proposition 20 Soient X et Y deux espaces normés et T : X ! Y un
opérateur linéaire, les propriétés suivantes sont équivalentes

7
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i) L�opérateur T est continu sur X.
ii) L�opérateur T est continu au point 0x.
iii) L�opérateur T est borné.

Theorem 21 Soit A un opérateur linéaire borné d�un espace de Banach E
dans lui-même avec kAk < 1, et soit I l�opérateur identique dans E.

Alors, l�opérateur I �A admet un opérateur inverse borné, donné par la
série de Neumann :

(I � A)�1 =
1X
k=0

Ak;

de plus 

(I � A)�1

 � 1

1� kAk .

Theorem 22 (théorème des opérateur inverses) Soit A un opérateur borné
et bijectif ,dé�ni sur un espace de Banach E dans un espace de Banach F ,
alors l�opérateur inverse A�1est aussi borné

Proof. Il en résulte immédiatement du théorème de l�application ouverte,l�application
A étant bijective,continue et ouverte elle donc bicontinue ,Alors on a

A 2 L(E;F ); A bijectif =) A�1 2 L(E;F )

2.1 Opérateur intégral linéaire

De�nition 23 Un opérateur intégral linéaire A est un opérateur qui admet
une formulation de la forme suivante

(A')x =

bZ
�

K (x; t)' (t) dt:

La fonction K étant appelée noyau de l�opérateur A.

Remark 24 Si K est une fonction continue de [�; b] � [�; b], l�opérateur A
est appelé opérateur intégral à noyau continu K.
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2.2 Opérateurs compacts

De�nition 25 (Compacité) Soit U un ensemble d�un espace normé X, U
est dit compact si de tout recouvrements de U par des ouverts de U on peut
extraire un sous-recouvrement �ni i.e

8Vj; j 2 J (ouverts) ;U � [
j2J
Vj;9Vj(k) = 1; 2; � � � ; n tel que U � [

k=1

nVj (k)
.

De�nition 26 Un sous ensemble d�un espace normé est dit relativement
compact si son adhérence est compacte.

De�nition 27 (Opérateur compact) Soit T un opérateur d�un espace normé
X dans un espace normé Y , on dit que T est un opérateur compact s�il
envoie tout ensemble borné dans X à un ensemble relativement compact
dans Y .

De�nition 28 (opérateur complètement continu) L�opérateur T est dite com-
plètement continu, si elle est continu et compact.

De�nition 29 L�opérateur T est compact, si et seulement si pour toute
suite bornée fxngn�1 � X, la suite fTxngn�1 admet que sous suite conver-
gente dans Y . Dans le cas particulier où X = C([�; b]), le théorème suivant
d�Arzela-Ascoli est généralement utilisé pour prouver la compacité de T .

Theorem 30 ( Arzela-Ascoli ) Une condition nécessaire et su¢ sante qu�ne
famille des fonctions continues dé�nies sur l�intervalle compact [�; b], est
compacte dans C([�; b]) est que cette famille est uniformément bornée et équi-
continue.

Theorem 31 L�opérateur intégral A de C([�; b]) dans C([�; b]) à noyau
continu est un opérateur compact.

Proof. Soit E un ensemble borné de C([�; b]) alors, on ana k'k �M , pour
tout ' 2 E , de plus

jA' (x)j �M jb� �j max
x;t2[�;b]

jK (x; t)j ;8x 2 [�; b] et 8' 2 E .

D�ou l�ensemble A(E) uniformément borné.
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D�autre part, le noyauK est uniformément continu sur le compact [�; b]�
[�; b], d�ou pour tout x, t , z de [�; b], on a

8" > 0;9� > 0; tel que jx� tj < � ) jK (x ,z)�K (t ,z)j < "

M jb� �j .

D�où,
jA' (x)� A' (t)j < " pour tout ' 2 E et x; t 2 [�; b] avec jx� tj < � .
Ceci exprime que l�ensemble A(E) est équicontinu, d�où A(E) est relati-

vement compact par le théorème d�Arzela-Ascoli, alors A est compact.

Theorem 32 Un opérateur compact est un opérateur borné, la réciproque
est fausse.

Proof. En e¤et, si on désigne par :

B (0; 1) = fx 2 X , kxk � 1g ;
alors, T (B(0; 1)) est relativement compact d�ou

kTxk � C;8x 2 B (0,1) .
Alors T est borné.
Réciproquement, l�opérateur indentique I deX dansX est borné, mais il

n�est pas compact car I(B(0; 1)) = B(0; 1), n�est pas relativement compacte
sauf si X est de dimension �nie.

Corollary 33 Soit E un espace vectoriel normé de dimension in�nie. Alors,l�opérateur
identité de E n�est pas compact.

Plus généralement, tout isomorphisme T : E ! E n�est pas compact.

Remark 34 Une application linéaire A : E ! F entre espaces vectoriels
normés qui est continue est souvent dite bornée.

Notation 35 On note L(E;F ) l�espace vectoriel des applications linéaires
continues entre E et F . Quand E = F , L(E, F ) est noté L(E) .

Proposition 36 Soient A 2 L(E;F ) et B 2 L(F;G). Si A ou B est com-
pact alors BA est compact.
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Proof. Si A est compact, alors, pour tout bornéM � E, A(M) est compact.
Or, l�image d�un compact par une application continue est compacte, donc,
B(A(M)) est,compact. Il résulte que B� A(M) � B(A(M)) est relativement
compacte.
Si B est compact, alors, pour tout borné M � E, A(M) est aussi borné

et donc B � A(M) est relativement compacte.
On s�intéresse maintenant à une classe d�opérateurs dits de rang �ni.

2.3 Opérateur de rang �ni

De�nition 37 Soient E et F deux espaces vectoriels normés. Un opérateur
T 2 L(E;G) est dit de rang �ni si la dimension de l�image de T est �nie,
dim T (E) < +1

Remark 38 Tout opérateur de rang �ni est compact.

Corollary 39 Soient E et F deux espaces de Banach. Soit T 2 (E ; F ), tel
qu�il existe Tn 2 L (E , F ) , Tn de rang �ni, et lim

n!1
kTn � Tk = 0 Alors T

est compact.

2.4 Opérateur de Hammerstein

De�nition 40 La fonction f étant une fonction de Carathéodory, on sup-
pose compact et considère un noyau de Green G associé à la fonction f .
Alors, l�opérateur H dé�ni par

(Hu) (x) =

Z



G (x; y) f (y; u (y)) dy

est appelé opérateur de Hammerstein.

2.5 Principe du point �xe

De�nition 41 Soit T un opérateur dé�ni dans un espace de Banach E dans
lui-même, alors pour tout x 2 E, tel que x = T (x), s�appelle un point �xe de
l�opérateur T .
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De�nition 42 Soit T un opérateur d�un espace de Banach E dans lui-même,
T est un contraction (ou application contractante), s�il existe une constante
0 � k < 1 telle que, pour tout x, y 2 E,on ait

kT (x)� T (y)k � k kx� yk (2.1)

Remark 43 (i) si k � 0 dans la relation (1),T est dit Lipschitzienne.

(ii) L�application Lipschitzienne est nécessairement continue.

(iii) Si k < 1 dans la relation(1),T est dit contraction.

Theorem 44 Soit E un espace de Banach et F un sous-ensemble fermé de
E.

Soit f une application contractante de F dans E, alors il existe un unique
z 2 F , tel que

f (z) = z.

Theorem 45 Soient A un opérateur borné dans un espace de Banach E
dans lui-même et g un élément de E, alors l�opérateur dé�ni par

T' = �A'+ g

a un point �xe, pour j�j su¢ samment petit, de plus, si k est une constante
positive, telle que

kA'k � k k'k ,' 2 E
alors T' = ' admet une solution unique pour j�j k < 1.

Proof. Puisque l�opérateur A est borné, alors il existe une constante k, telle
que

kA'1 � A'2k � k k'1 � '2k pour '1,'2 2 E
ainsi

kT'1 � T'2k = j�j kA'1 � A'2k � j�j jkj k'1 � '2k
et par conséquent T est une contraction, lorsque j�j k < 1.
Dans ce cas et par le théorème précédant, T admet un point �xe unique.



Chapitre 3

CONTINUITE DE
L�OPERATEUR DE
SUPERPOSITION DANS LES
ESPACES DE LEBESGUE

On donne les dé�nitions et les types des équations intégrales (classi�ca-
tions)

3.1 Equation intégrale

Une équation intégrale est une équation dans laquelle l�inconnu, géné-
ralement une fonction d�une ou plusieurs variables, s�apparaît sous le signe
intégral. Nous allons s�intéresser beaucoup plus aux équations intégrales non
linéaires dont les formes suivantes

' (x) + f (x) = �

Z



k (x; t)F (x; t; ' (t)) dt (1)

3.2 Classi�cations des équations intégrales

La classi�cation des équations intégrales porte sur beaucoup de caracté-
ristiques de base, ce sont :

13



14CHAPITRE 3. CONTINUITEDE L�OPERATEURDE SUPERPOSITIONDANS LES ESPACESDE LEBESGUE

(A)- Linéarité ou non, (B)- Limite de l�intégration, (C)- Le placement de
la fonction inconnue.

3.2.1 Equations intégrales linéaires

1- On appelle équation intégrale de Fredholm (EIF )de seconde espèce,
une équation de la forme

' (x)� �
bZ
�

k (x ,t)' (t) dt = f (x) (2)

2- On appelle équation intégrale de Fredholm de première espèce, une
équation de la forme

�

bZ
a

k (x,t)' (t) dt = 0 (3)

3- On appelle équation intégrale de Volterra (EIV ) de seconde espèce,une
équation de la forme

' (x)� �
xZ
�

k (x ,t)' (t) dt = f (x) (4)

3- On appelle équation intégrale de Volterra de première espèce, une équa-
tion de la forme

�

xZ
a

k (x,t)' (t) dt = 0 (5)

L�équation intégrale de Volterra est un cas particulier de l�équation inté-
grale de Fredholm,il su¢ t de prendre le noyau K(x, t) = 0 pour t > x.

3.2.2 Equations intégrales non-linéaires

1- On appelle équation intégrale non-linéaire de Fredholm (EINF ) de
deuxième espèce, une équation de la forme
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' (x)� �
bZ
�

k (x; t; ' (t)) dt = f (x) (6)

2- On appelle équation intégrale non-linéaire de Fredholm de première
espèce, une équation de la forme

�

bZ
�

k (x; t; ' (t)) dt = 0

1- On appelle équation intégrale non-linéaire de Volterra (EINV ) de
deuxième espèce, une équation de la forme

' (x)� �
xZ
�

k (x; t; ' (t)) dt = f (x) (7)

2- On appelle équation intégrale de Volterra de première espèce, une équa-
tion de la forme

�

xZ
a

k (x; t; ' (t)) dt = 0

(i) Si f(x) 6= 0, dans les équations (2), (4), (6) et (7) sont dites non
homogènes
(ii) Si f(x) = 0, dans les équations (2), (4), (6) et (7) sont dites homo-

gènes.
On présente maintenant deux théorèmes de point �xe : le théorème du

point �xe de Banach avec application aux équations intégrales non linéaires
de Fredholm et de Volterra de seconde espèce et celui de Schauder avec ap-
plication à ces dernières équations. Pour l�étude de l�existence de solutions
pour les équations non linéaires d�opérateurs, on a souvent recours à la théo-
rie du point �xe. Plusieurs théorèmes d�existence sont obtenus à l�aide des
théorèmes de points �xes de Banach et celui de Schauder en reformulant le
problème d�existence en un problème de point �xe.
Pour plus de détails voir Réf. ( [Precup], [Hochstadt] et [Porter])

Theorem 46 Soit E un espace vectoriel normé, A : E ! E un opérateur
et f 2 E donné.
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Pour résoudre l�équation

Ax = f (2.1)

on dé�nit souvent d�une certaine manière un opérateur T : E ! E,par
exemple

Tx = f + (I � A)x;

où I est l�opérateur identité, et on réécrit l�équation ( 2.1) comme un
problème de point �xe

Tx = x

Par application d�un des théorèmes de point �xe, nous obtenons un point
�xe pour T qui est une solution pour l�équation ( 2.1).

Théorème du point �xe de Banach

Theorem 47 ( du point �xe de Banach ) Supposons que

(i) M est une partie fermée non vide d�un espace métrique complet (X; d) ;

(ii) l�opérateur T :M !M est une contraction de rapport k; 0 � k < 1;i.e.,

d (Tx; Ty) � kd (x; y) ; 8x; y 2M:

Alors, on a

(a) Existence et unicité : T a exactement un point �xe dans M ;

(b) Convergence de l�itération : la suite des approximations successives (xn+1 = T (xn))n2Nconverge
vers l�unique point �xe, x, de T dans M , pour un choix arbitraire du
point initial x0 dans M ;

(c) Estimation de l�erreur : pour tout n 2 N, nous avons l�estimation à priori

d (xn; x) � kn (1� k)�1 d (x0; x1) ;

et l�estimation à posteriori

d (xn+1; x) � k (1� k)�1 d (xn; xn+1) ;



3.2. CLASSIFICATIONS DES ÉQUATIONS INTÉGRALES 17

(d) Vitesse de convergence : pour tout n 2 N, nous avons

d (xn+1; x) � kd (xn; x) :

Remark 48 L�estimation à priori (c) montre que, quand on part du point
initial x0 dans M , l�erreur d�approximation du ni�eme itéré est complètement
déterminée par le coe¢ cient de contraction k et par le déplacement initial
d (x0; x1).

*L�estimation à posteriori montre que, pour obtenir l�erreur d�approxima-
tion désirée du point �xe,d (xn; x) < ",on doit stopper le processus d�itération
à la première étape n pour laquelle le déplacement entre deux étirées consé-
cutives est au plus (1� k) �=k.
Donc, l�estimation à posteriori o¤re un critère d�arrêt direct pour l�ap-

proximation itérative des points �xes, tandis que l�estimation à priori nous
donne indirectement un critère d�arrêt.

Equation intégrale non linéaire de Fredholm Considérons l�équation
intégrale non linéaire de Fredholm de seconde espèce

' (x) = f (x) + �

Z 1

0

k (x; y; ' (y)) dy x 2 [0; 1] ; (2.2)

où � est un nombre réel donné.
Si on cherche une solution continue pour l�équation ( 2.2), alors on peut

la reformuler en un problème de point �xe, sous des hypothèses appropriées.
Supposons que :

(i) k : [0; 1]� [0; 1]� R! R est continue, bornée ;

k est appelée noyau de l�équation intégrale.

(ii) k est L-Lipschitzienne par rapport à la troisième variable, i.e. il existe
L > 0 tel que pour tout x, y 2 [0; 1] et z1, z 2 2 R, on a

jk (x; y; z1)� k (x; y; z2)j � L jz1 � z2j ;

(iii) f : [0; 1]! R est continue ;
(iv) ' : [0; 1]! R est la fonction inconnue, supposée continue.
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On considère l�espace de Banach E = C ([0; 1] ; k:k1) des fonctions conti-
nues de [0; 1] dans R muni de la norme k'k1 = sup

x2[0;1]
j' (x)j. On dé�nit sur

l�espace E l�opérateur T donné par

(T') (x) = f (x) + �

Z 1

0

k (x; y; ' (y)) dy x 2 [0; 1] : (2.3)

Il évident que T applique E sur lui même ( k et f continues ) et donc
T (E) � E.
Donc, l�équation intégrale ( 2.2) est équivalente au problème de point �xe

T' = ';

où T est dé�ni par ( 2.3). De plus, T est Lipschitzien et, sous des hypo-
thèses appropriées sur �, T est une contraction. En e¤et,

jT ('1) (x)� T ('2) (x)j =
����� �Z 1

0

k (x; y; '1 (y)) dy �
Z 1

0

k (x; y; '2 (y)) dy

�����
� j�j

Z 1

0

jk (x; y; '1 (y))� k (x; y; '2 (y))j dy

� j�jL
Z 1

0

j'1 (y)� '2 (y)j dy:

Mais

j'1 (y)� '2 (y)j � k'1 � '2k1 pour tout y 2 [0; 1]
et donc, pour tout x 2 [0; 1] et tout '1, '2 2 E, on a

jT ('1) (x)� T ('2) (x)j � j�jL k'1 � '2k1 :
Finalement, on obtient

kT ('1)� T ('2)k1 � j�jL k'1 � '2k1 ; '1; '2 2 E;
ce qui montre que T est j�j L-Lipschitzien.

Remark 49 Si on choisit �tel que j�jL < 1, alors T est une contraction, et
donc, par le théorème du point �xe de Banach, T a un unique point �xe,qui
est la solution unique de l�équation intégrale ( 2.2), et cette solution peut-être
obtenue par les approximations successives.
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Théorème du point �xe de Schauder

Theorem 50 ( du point �xe de Schauder ) Soient E un espace de Banach
et C � E un convexe non vide, et T : C ! C une application continue. Si,
de plus

C est fermé et borné et T compact ou C est compact, alors T possède un
point �xe.

Equation intégrale non linéaire de Fredholm

Considérons l�équation intégrale non linéaire de Fredholm de second es-
pèce

' (x) =

Z 1

0

k (x; y; ' (y)) dy x 2 [0; 1] : (2.4)

Si on cherche une solution continue ' pour l�équation ( 2.4) dans la boule
de centre 0 et de rayon R, BR(0;C([0; 1];R)), de l�espace C([0; 1];R), alors
on peut la reformuler en un problème de point �xe, sous des hypothèses
appropriées. Supposons que :
k : [0; 1]� [0; 1]� [�R;R]! R est continue et que

M = max
[0;1]�[0;1]�[�R;R]

jk (x; y; z)j � R:

On considère l�espace de Banach E = C ([0; 1] ; k:k1)des fonctions conti-
nues de [0; 1] dans R muni de la norme k'k1 = sup

x2[0;1]
j' (x)j :

On dé�nit l�opérateur T : BR (0;C([0; 1] ;R))! C ([0; 1] ;R) donné par

(T') (x) =

Z 1

0

k (x; y; ' (y)) dy x 2 [0; 1] : (2.5)

L�opérateur T applique la boule BR (0;C([0; 1] ;R)) ,sur elle-même.
Donc, l�équation intégrale ( 2.4) est équivalente au problème de point �xe

T' = ';

où T est dé�ni par ( 2.5).
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Remark 51 L�opérateur T est continu et compact, et alors, par le théo-
rème du point �xe de Schauder, T a au moins un point �xe dans la boule
BR (0;C([0; 1] ;R)),qui est une solution de l�équation intégrale ( 2.4),dans la
boule BR (0;C ([0; 1] ;R)) :

3.2.3 Equations intégrales de Uryson et de Hammer-
stein

De�nition 52 (équation de Uryson)

On appelle équation intégrale de Uryson une équation de la forme

' (x)�
Z



F (x; t; ' (t)) = g (x) ; t 2 
;

où F et g sont des fonctions arbitraires.

De�nition 53 (équation de Hammerstein) On appelle équation intégrale de
Hammerstein, une équation de la forme

' (x)�
Z



k (x; t) f (x; t; ') = g (x) ; t 2 


Remark 54 L�équation de Hammerstein est un cas particulier de l�équation
de Uryson.

3.3 Les équations intégrales dans les espaces
fonctionnels

Après une brève de mise en contacte des activités scienti�ques de re-
cherche pour virons de qu�elle étude fondamentales d�autre chercheurs basés
(Méthodes et techniques).
Dans ce chapitre nous discuterons sur l�objectif de notre article dont on

prouve l�existence de la solution d�une équation intégrale non linéaire de type
Hammerstein, en utilisant la technique de décomposition de l�opérateur A en
deux opérateurs K et N dans les espaces de Lebesgue.
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3.3.1 Opérateur linéaire dans Lp

On donne quelques résultats et théorèmes qui sont utiles dans ce qui suit.

De�nition 55 Soit D un ensemble mesurable de 
. On dé�nit l�opérateur
linéaire PD, par

PDx (s) =
�

x(s) ,s2D
0 , s=2D

(i) Il est claire que P 2D = PD et kPDkP = 1.
(ii) Si mes(D) 6= 0. La norme dans LP (
), posée la propriété de la conti-

nuité uniforme,alors pour une fonction x(s) 2 Lp(
), on a

lim
mes(D)!0

kPDxkp = 0.

De�nition 56 On dit qu�une familleM de fonctions dans Lp équi-continues
en norme, si quel que soit " > 0, on peut trouver � > 0,tel que mes (D) < �
et x (s) 2M ,ce qui implique l�inégalité

kPDx (s)kp < ":

Remark 57 Il claire que la convergence de suite de fonctions xn(s) vers
x0(s) en norme de Lp, implique la convergence de cette suite en mesure (mais
n�est pas presque partout).

Lemma 58 Une familleM des fonctions x(s) 2 Lp est compacte, si et seule-
ment s�elle est compacte en mesure et M est équi-continues en norme.

Remark 59 Pour véri�er que les fonctions dans un ensemble M sont équi-
continues absolument en norme, il est parfois, utiliser le critère la Vallée-
Poussin.

Nous nous rappelons qu�une familleM de fonctions '(x) a intégrale équi-
continues absolument,si pour " arbitraire un h > 0 peut être trouvé, tels que
pour toutes les fonctions dans la famille M , parZ

�

j' (x)j dx < ".

Des critères généraux pour l�équi-continues absolument des intégrales
d�une famille des fonctions sont donnés par le théorème suivant.
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Lemma 60 L�ensemble bornéM des fonctions dans L0 est compact si seule-
ment si, pour tout " > 0,

il existe une partition �nie de l�ensemble 
,


1,
2,. . . ,
n ,telle que

pour toute fonction x(s) 2M

ess sup
s;t2
i

jx (s)� x (t)j < " ,i = 1,2,. . .n

Remark 61 On peut modi�er la condition de compacité, si M est borné
dans un sous espace de L0.

Par exemple, si M � (C l�espace de fonctions uniforment continues), et

 est un ensemble borné, alors le critère d�Arzela-Ascoli est valid.

De�nition 62 Soient E1, E2deux espaces fonctionnels et soit A un opéra-
teur de E1dans E2. On dit que A est un opérateur positif, s�il transforme des
fonctions positives aux fonctions positives.

Remark 63 Si A est un opérateur linéaire positif, alors on a l�inégalité sui-
vante

jAxj � A jxj .

Theorem 64 Soit A un opérateur linéaire positif de L�à L� . Alors A est
continu.

Proof. Pour la preuve voir [?]

3.3.2 Opérateur non-linéaire dans Lp

Dans tout ce qui suit 
 désigne un ensemble mesurable de l�espace eucli-
dien.
L�objet présent est l�étude de l�équation

u (x) =

Z



k (x,y) f (y,u (y)) dy (8)
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avec x, y désignant des variables indépendantes. L�équation plus générale

' (x) = g (x) +

Z



k (x,y) f (y,' (y)) dy (9)

dans laquelle g(x) est une fonction connue, se ramène à l�équation (8) par
la substitution

u (y) = ' (y)� g (y) ,

cette équation a été étudiée par M.M. Hamerstein, Iglisch, Leray et Cac-
ciopoli. Mais tandis que ces auteurs se sont bornés à l�étude du noyau symé-
trique.

3.4 Equations intégrales de type Hammerstein

Nous présentons trois opérateurs continus opérant dans les espaces Lp :
l�opérateur de superposition de Nemytskij ; l�opérateur intégral linéaire

de Fredholm et l�opérateur intégral non linéaire d�Hammerstein. Puis, nous
donnons des résultats d�existence dans Lp avec l�aide du principe de Leray-
schauder, pour l�équation intégrale de type Hammerstein.

3.5 Existence dans Lp

3.5.1 L�opérateur de superposition dans les espaces de
Lebesgue

De�nition 65 (Fonction de Carathéodory) Soit la fonction f : 
�R! R,
on dit que f est satisfaite la condition,de Carathéodeory, si

(i) La fonction x ! f(x, y) mesurable dans l�ensemble 
 , pour y 2 R,
(ii)La fonction y ! f(x, y) est continu dans R, pour x 2 
 .

De�nition 66 Opérateur de Nemytskii (ou de superposition) On dit qu�une
fonction f : 
� Rn ! R, est une fonction de Carathéodory si l�application
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(x; s) ! f(x; s) est continue en s et mesurable en x.
L�opérateur F de superposition dé�ni par

(Fu) (x) = f (x; s)

est appelé aussi opérateur de Nemytskij

3.5.2 Propriétés de l�opérateur de superposition dans
l�espace de Lebesgue

Theorem 67 L�opérateur de superposition F est généré par l�application f
de Lp dans Lq si seulement si il existe une fonction � 2 Lq et des constantes
b � 0,� > 0 tels que

jf (s; u)j � � (s) + b jujp=q (10)

pour tous les (s; q) 2 
� R tels que

� (s) � �� (s) jujp � �p : (11)

Proof. Pour la preuve voir [2][.

Theorem 68 Si F une application de Lp dans Lq,alors F est localement
borné si et seulement si la fonction f(s ,:) est borné pour chacun s 2 
d.

Theorem 69 Si F une application de Lp dans Lq,alors F est borné sur les
ensembles bornés si et seulement si pour chacun r > 0 il existe une fonction
�r 2 L1et une constante br � 0 tels que

jf (s; u)jq � �r (s) + br jujp

pour tous les (s; u) 2 
� R tels que

� (s) jujp � rp

D�ailleurs, l�évaluation suivante

�F (r) � �f (r) � kF�kq + 3�F (r) (12)

se tient par
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�F (r) = � (F; br) = sup
k{k�r

kFxk et �f (r) = inf fk�rk1 + brrpg :

Proof. Pour la preuve voir [2][..

Theorem 70 Soit f une fonction sup-mesurable,et supposer que l�opérateur
de superposition F est généré par l�application f de Lp dans Lq .alors les
trois conditions suivantes sont équivalentes :

Corollary 71 (a) F est absolument borné,

(b) ¨ Pour chacun r > 0 il existe une fonction monotoniquement croissante
�r dessus [0;1) tels que est � une fonction croissante non négative
sur [0;1) tels que lim

u!1
�(u)
u
=1 prise, et l�opérateur de superpositioneFr est généré par la fonction

efr (s; u) = u0 (s) �r �jF (s; u)uju0 (s)�1�
(avec u0 une unité arbitraire dans Lq) est borné sur la boule Br (Lp) .

(c) Pour chacun r > 0 et " > 0 un peuvent trouver une fonction �" 2 L1
tels que

jf (s ,u)jq � �" (s) + " jujp (� (s) jujp � rp)

Theorem 72 Soit f une fonction sup-mesurable,et supposer que l�opérateur
de superposition F est généré par l�application f de Lp dans Lq, alors F est
continu si et seulement si f est sup-équivalent à une certaine fonction de
Carathéodory.

Theorem 73 Soit f une fonction sup-mesurable, et supposer que l�opérateur
de superposition F est généré par l�application f de Lp dans Lq Alors F est
uniformément continu dessus ensembles borné si et seulement si pour chacun
" > 0 et r > 0un peut trouver b" � 0, � > 0 et �" 2 Lq avec k�"kq � " tels
que

jf (s; u)� f (s; v)j � �" (s) + "
�
jujp=q + jvjp=q

�
+ b" ju� vjp=q
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se tient pour

� (s) jujp � rp; � (s) jvjp � rp et � (s) ju� vjp � �p:

D�ailleurs, l�évaluation suivante :

!F (r; �) � vf (r; �) �
�
1 + 21+1=q

�
!F (r; �) (13)

se tient, par !F (r; �) où est dé�nie

!F (r; �) = fkFx1 � Fx2k : kx1k � r; kx2k � r; kx1 � x2k � �g

et vf (r; �),

vf (r; �) = inf
n
k�"kq + 2"rp=q + b"�

p=q
o

Proof. Pour la preuve voir [2]

Theorem 74 Soit f une fonction sup-mesurable, et supposer que l�opéra-
teur de superposition F est généré par l�application f de Lp dans Lq. Est F
alors faiblement continu si et seulement si la restriction de 
c� Rsatisfait

f (s; u) ' � (s) + b (s)u (� 2 
c; u 2 R) ; (14)

avec � 2 Lq et b 2 Lq=Lp ,et la restriction de f à 
d�R est une fonction
de Carathéodory.

De�nition 75 ( (p ,q)-Carathéodory )

Soit 
 un ouvert borné de RN et soit p 2 [1;+1] et q 2 [1;+1[. On
appelle fonction (p; q)-Carathéodory toute fonction

f : 
� Rm ! Rn

(x; s) 7! f (x; s)

véri�ant la condition suivante :� si 1 � p < +1 alors jf (x; z)j � g (x) + c jzjp=q pour presque tout
x 2 
; tout z 2 Rm et g 2 Lq (
;R+) ; c 2 R+

si p = +1 alors pour tout R > 0; il existe gR 2 Lq (
) avec jf (x; z)j � gR (x)
pour presque tout x 2 
 et tout z 2 Rm avec jzj � R:
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Bornitude et continuité l�opérateur de Nemytskij

Theorem 76 Soit 
 un ouvert borné de RNet soit p 2 [1;+1] et q 2
[1;+1[. Supposons que la fonction f : 
�Rm ! Rn est (p; q)-Carathéodory.

Alors l�opérateur de Nemytskij associé à f , N f : L
p(
 ; Rm) ! Lq(
 ;

Rn),est bien dé�ni, continu et véri�e.

� (i) pour 1 � p < +1 : kNf (u)kLq(
;Rn) � kgkLq(
) + c kuk
p=q
Lp(
;Rm)

pour tout u 2 Lp (
;Rm) ;
(ii) pour p = +1 : kNf (u)kLq(
;Rn) � kgRkLq(
)

pour tout u 2 L1 (
;Rm) avec kuk1 � R et tout R > 0:
(15)

Remark 77 L�inégalité dans (précédente) montre que l�opérateur Nf est
borné de LP (
;Rm)dans Lq(
;Rn).

3.5.3 Opérateur intégral de Fredholm

De�nition 78 Soit k : D �D ! R. On dit que k 2 Lp(D;Lr(D))si

(i) l�application k (x; :) 2 Lr (D) pour presque tout x 2 D ;
(ii) l�application x 7! k (x; :) 2 Lr (D) 2 à Lp (D ;Lr (D)) :
On dit de même pour k 2 C

�
D ;Lr (D)

�
:

Theorem 79 Soit D un ouvert borné de Rn, p ; q 2 [1;+1], r 2 [1;+1]

le conjugué de q,1=q + 1=r = 1, et soit k : D �D ! R.
Supposons que�

si 1 � p < +1 alors k 2 Lp ((D;Lr(D)) ;
si p = +1 alors k 2 C

�
D ;Lr (D)

�
.

(16)

Alors l�opérateur intégral de Fredholm A de noyau k

A : Lq (D ;Rn) ! Lp (D ;Rn)

u 7! A (u) (x) =

Z
D

k (x,y)u (y) dy (x 2 D)
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est bien dé�ni et complètement continu. De plus, pour p = +1 on a

A(Lq (D;Rn)) � C
�
D;Rn

�
:

3.5.4 Opérateur intégral d�Hammerstein

Considérons l�opérateur intégral d�Hammerstein donné par

T (u) (x) =

Z
D

k (x; y) f (y; u (y)) dy (x 2 D) : (17)

Cet opérateur sommable. être une composition de l�opérateur intégral de
Fredholm A de noyau k et de l�opérateur de Nemytskij Nf associé à f

T = ANf .

Theorem 80 Soit D un ouvert de Rn, k : D � D ! R et f : D �Rn !
Rn.Soit p 2 [1;+1], q 2 [1;+1[et soit r 2 ]1;+1] le conjugué de q.

Supposons que l�opérateur intégral de Fredholm
A : Lq (D ;Rn)! Lp (D ;Rn) de noyau k soit bien dé�ni et complètement

continu. En plus supposons que f est une fonction (p; q)-Carathéodory.
Alors l�opérateur intégral d�Hammerstein T : Lp(D ;Rn) ! Lp(D ;Rn)

donné par (17) est bien dé�ni et complètement continu.

Remark 81 Si D est borné et (16) véri�ée pour k, alors A est bien dé�ni
et complètement continu ; de plus,

dans ce cas, pour p = +1,

T (L1(D;Rn)) � C(D;Rn);

et donc tout point �xe deT appartient à C(D ;Rn).

3.5.5 Equation intégrale de type Hammerstein

Nous présentons un principe d�existence très général pour l�existence de
solutions dans Lp et l�existence de solutions continues de l�équation intégrale
d�Hammerstein
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u (x) =

Z
D

k (x; y) f (y; u (y)) p:p:sur D. (18)

D est un compact de RN . Pour p 2 [1;+1] donné, nous cherchons une
solution faible, i.e.une fonction u 2 Lp(D ;Rn) qui véri�e l�équation (précé-
dente) pour presque tout x 2 D. En plus, nous cherchons des solutions dans
U , où U est un ouvert borné de Lp(D ;Rn) contenant la fonction nulle.

3.5.6 Principe de Leray-Schauder

Theorem 82 (Principe de Leray-Schauder)

Soit E un espace de Banach, K un fermé convexe dans E,U un ouvert
borné dans K et u0 un élément �xé dans U . Supposons que l�opérateur T :
U ! K soit complètement continu et véri�e

u 6= (1� �)u0 + �T (u) pour tout u 2 @U ,� 2 ]0,1[ :
AlorsT admet au moins un point �xe dans U .

Theorem 83 Soit D un ouvert de RN ,k : D�D ! R et f : D �Rn ! Rn.

Supposons qu�il existe p 2 [1;+1], q 2 [1,+1[ tel que l�opérateur intégral
linéaire de FredholmA : Lq(D ;Rn)! Lp(D ;Rn) de noyau k soit bien dé�ni et
complètement continu et que f soit (p; q)-Carathéodory. En plus,supposons
qu�il existe un ouvert borné O dans Lp(D ;Rn) contenant la fonction nulle,tel
que

u 2 O
pour toute solution u 2 O de l�équation

u (x) = �

Z
D

k (x; y) f (y; u (y)) dy p:p sur D , (19)

pour chaque � 2 ]0; 1[. Alors l�équation (19) admet une solution dans
Lp(D ;Rn) avec u 2 O.

Remark 84 Si D est borné et (16) véri�ée pour k, alors l�opérateur intégral
linéaire de Fredholm A de noyau k est bien dé�ni et complètement continu
de Lq(D ;Rn) dans Lp(D ;Rn) ; dans ce cas, pour p = +1, les solutions de
l�équation (19) sont continues sur D .
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Corollary 85 Soit D un ouvert borné de RN ,k : D�D ! R et f : D� !
Rn ! Rn .

Supposons qu�il existe p 2 [1,+1],q 2 [1,+1[ tel que k 2 Lp(D ; Lr(D))
(1=q + 1=r = 1),f soit (p,q)-Carathéodory et

(i) pour 1 � p < +1 alors
�
kgkq + cRp=q

�
kkk (x; :)krkp � R;

(ii) pour p = +1 alors kgRkq kkk (x; :)krk1 � R:
En plus, si p = +1 supposons que l�opérateur intégral linéaire de Fred-

holm A : Lq(D ;Rn) ! L1(D ;Rn) de noyau k soit complètement continu.
Alors l�équation (19) admet une solution u 2 Lp(D ;Rn) avec kukp � R .

3.6 CONCLUSION ET PERSPECTIVES

3.7 Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons durant ce travail, abordé l�étude de l�exis-
tence de solutions des équations intégrales non linéaires de type Hammerstein
dans les espaces Lp

u (x) =

Z



k (x; y) f (y; u (y)) dy (x 2 
)

où 
 est un compact de RN , en suivant la méthode qui suit,

1 Mettre l�équation intégrale de type Hammerstein sous la forme d�une équa-
tion d�opérateurs

u = (ANf )u

où A est l�opérateur intégral linéaire de Fredholm

A (u) (x) =

Z



k (x; y)u (y) dy (x 2 
)

et où Nf est l�opérateur non linéaire de Nemytskij associé à f

Nf (u) (x) = f (x; u (x)) :

2 Chercher des conditions pour que l�opérateur de Nemytskij Nf associé à f
soit borné et continu.
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3 Chercher des conditions pour la continuité et la complète continuité de
l�opérateur intégral linéaire de Fredholm A.

4 Combiner les conditions trouvées en (2) et (3), a�n d�obtenir des conditions
su¢ santes pour la continuité et la complète continuité de l�opérateur
intégral d�Hammerstein T

T = ANf :

5 Appliquer le principe de Leray-Schauder, pour montrer que l�opérateur
intégral d�Hammerstein T a au moins un point �xe dans l�espace Lp,et
par conséquent l�équation intégrale d�Hammerstein aura au moins une
solution dans cet même espace Lp:

3.8 Perspectives

Le but de notre travail était l�étude de l�existence de solutions pour les
équations intégrales non linéaires de type Hammerstein dans des espaces bien
appropriés.
En Doctorat, si ALLAH grand puissant le veut, je souhaite étendre cette

étude dans les espacesd�Orlickz, qui sont plus complqués.
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