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Introduction

La théorie des relations multivoques est une théorie trés importante dans le domaine
de l'analyse fonctionnelle. Elle a été étudiée par plusieurs auteurs, dont Cross [16] , Wilcox
[25] et d’autres.

Dans le premier chapitre, nous avons rappelé la théorie des opérateurs compacts dans
les espaces de Banach, qui constitue la partie opérateurs d’une relation multivoque.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons abordé d’autres aspects tels que (Opérateurs
Linéaires et Relations Linéaires,Relations Semi-Continues, Continuité et la Norme des Re-
lations Linéaires, Quelques notions d’ Espaces Vectoriels, Quotients, Sous-Espaces et Pro-
jections, Continuité et Fonction de Norme pour les Relations Linéaires,Relations Ouvertes
et Modules Minimaux,Sélections Linéaires,Relations Linéaires Fermées et Fermées,L.’adjoint
d’une Relation Linéaire,Nullité,Déficience,et I'indice des relations multivoque).

Ensuite, dans le troisieme chapitre, nous avons appliqué cette théorie aux relations
multivoques, en nous concentrant notamment sur les relations demi-compactes relatives aux
opérateurs compacts. Nous avons également exploré quelques notions liées a ces relations
demi-compactes. Pour plus de détails, je vous invite a consulter les articles de référence sur

ce sujet[1] [3] [2].



Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-
quées ci-dessous :
(-,+) : Produit scalaire.
L(E, F) : L’espace vectoriel des applications linéaires continues.

E' : L’espace dual de E.

o(T) : Spectre de T.
r(T) : Le rayon spectral de T
o,(T") : Spectre ponctuel de T

(1) :

o.(T) : Spectre continu de 7.

R\(T) : La résolvante de T', ou A n’appartient pas au spectre de T.
K(E, F) : L’ensemble des opérateurs compacts.

Ind(T") : L’indice de T.

B(X,Y) : Espace des opérateurs linéaires et bornés de X vers Y.
B(X) : Algebre des opérateurs linéaires et bornés de I'espace X.
By : La boule unité fermée de I'espace métrique X.

C : Les nombres complexes.

R : Les nombres réels.

N : Les nombres naturels.

Z : Les nombres entiers.

Ker : Noyau.

dim : Dimension.

d(.,.) : Application de distance.



LR(X,Y) : Ensemble des relations linéaires de 1'espace X dans l'espace Y.
I : Application identité de 'ensemble. F

K : Corps quelconque.

|.| : Module complexe / valeur absolue.

X/M : Le quotient de I'espace X par le sous-espace M.

P(Y) : L’ensemble des partitions.

i.e : C’est & dire.



Chapitre 1

Préliminaires sur les opérateurs

compacts en espace de Banach

Soit E un espace vectoriel normé, on note Bg(0,r) la boule ouverte de centre 0 et de
rayon r > 0 et Bg(0,7) la boule fermée.
Dans le cas ot 7 = 1 on note pour simplifier By = Bg(0,1) et By = Bg(0, 1), tout au

long de ce chapitre on entend par E,F' des espaces de Banach.

1.1 Définitions et Exemples

Définition 1.1.1. Un opérateur linéaire T de E dans F est dit compact si T(Bg) est
relativement compact dans F', ot Bg désigne la boule unité fermée de E.

L’ensemble des opérateurs compacts de E dans F est noté K(E, F).
Si E = F, alors on note K(E).

Proposition 1.1.1. Un élément T de L(E, F) est un opérateur compact si et seulement si

["mage par T de toute partie bornée M de E est relativement compacte dans F'.

Définition 1.1.2. En d’autres termes, T est un opérateur compact si, pour toute suite

bornée (), dans E, la suite (T'(x,)) contient une sous-suite convergente.

Démonstration. On suppose que T’ soit compact et on considére une suite bornée quelconque

(Tp)n. Si on pose a = sup ||T(x,)| alors la suite (T'(x,)) est contenue dans l'ensemble



T(Bg(0,a)) ou T(Bg(0,a)) est relativement compact, on peut alors extraire de (T'(z,)),
une sous-suite convergente.

Soient maintenant M une partie bornée de E et (y,) une suite d’éléments de T'(M). I

existe alors une suite (z,), d’éléments de T'(M) telle que :

S|

Izn = ymll <

Par hypothése, la suite (z,), admet une sous-suite convergente, la suite y, )aussi. Il en

suit que T'(M) est relativement compact. D’ou, T' est compact. O

Remarque 1. Un opérateur compact n’est pas nécessairement continu, car sinon il existerait

une suite (xy,), bornée telle que ||T'x,|| — +00, ce qui contredirait la compacité.

1.2  Propriétés fondamentales des opérateurs compacts

On commence par rappeler le théoréme de Riesz sous forme de lemme.

Lemme 1.2.1. (Théoréme de Riesz) Soit E un espace vectoriel normé. Alors, la boule unité

fermée de E est compacte si et seulement si E est de dimension finie.

Remarque 2. Le théoreme de Riesz peut s’exprimer sous la forme suivante :

Lidentité sur E est un opérateur compact si et seulement si E est de dimension finie.
Théoréme 1.2.1. L’ensemble K(E, F) est un sous-espace vectoriel de L(E, F).

Démonstration. Soient T et S deux opérateurs compacts de E dans F', et A\, u des éléments

de K alors

(AT + pS)(B(E)) € XT(B(E)) + pS(B(E)).

Or, si K7 et Ky sont deux compacts de F' alors AK; 4+ K5 qui est I'image compacte de
K, x K, par lapplication continue (z,y) — Ax + py est compact. O]

Théoréme 1.2.2. Si E ou F' est de dimension finie, alors K(E,F) = L(E, F).



Démonstration. Si E est de dimension finie, alors B sera compacte,d’ou T'(Bg) est com-
pacte pour tout T' € L(FE, F') car T continu. On Suppose que F' est de dimemsion finie, alors

T(Bg) est bornée donc relativement compacte (car F' est de dimension finie). O

Remarque 3. On a :
— Tout opérateur compact est borné, c’est-a-dire que l'on a Uinclusion K(F) C L(E).

— Toute fonctionnelle linéaire f € E' est compacte (1l suffit de remarquer que dim(K) =
1).
Théoréme 1.2.3. L’ensemble des opérateurs compacts est :

(a) un sous-espace vectoriel fermé de L(E).

(b) un idéal bilatére de L(E), c’est-a-dire que si T € K(E) et S € L(E), alors TB et
BT sont dans K(F).

Démonstration.  (a) voir [21].

(b) SiT est compact, alors, pour tout borné M C E, T (M) est compact. Or, 'image d'un

compact par une application continue est compacte, donc, B(T'(M)) est compact. 11

résulte que BoT' (M) C B(T(M)) est relativement compacte. Si B est compact, alors,
pour tout borné M C E, T(M) est aussi borné et donc B o T'(M) est relativement

compacte.

1.2.1  Opérateur de rang fini

Définition 1.2.1. Soit T € L(E, F). On dit que T est un opérateur de rang fini si Im(T')

est de dimension finie. Le rang de T est la dimension de son image.

Exemple 1.2.1. Soit E un espace de Hilbert séparable et soit (e,) une base hilbertienne
de E. Pour tout entier n, on désigne par P, ['opérateur de projection orthogonale sur le

sous-espace engendré par {ey, e, ...,e,}. P, est un opérateur de rang fini égal a n.

Théoréme 1.2.4. Un opérateur borné T est de rang fini si, et seulement si, son adjoint T™

I’est aussi. Dans ce cas, T et T ont méme rang.



Démonstration. On suppose T de rang fini soit {e;};e; une base orthonormée de Im(7T)
et soit P l'opérateur de projection orthogonale sur 'image de 7. On a T' = PT et donc

T* = P*T (car P est auto-adjoint). On en déduit que pour tout z € E,

Trx=T" (i(x, ei>ei> = i(m, ei)T™e;
i=1 i=1

L’image de T™* est donc engendrée par les vecteurs (T%e;)" ,, et le rang de T est inférieur

ou égal a celui de T'. Comme (7*)* = T', on en déduit que 7" et son adjoint ont méme rang. [
Proposition 1.2.1. Tout opérateur borné de rang fini est compact.

Démonstration. Soit T € L(E,F) un opérateur de rang fini. L’opérateur 7' est continu
donc, pour tout = € By : || T(x)|| < ||T||. Alors, T'(Bg) est borné dans F' et, par conséquent,
T(Bg) aussi. De plus, Im(T") est fermé car ¢’est un espace vectoriel de dimension finie, donc,
T(Bg) C Im(T) = Im(T). Enfin, T(Bg) est fermé borné de I'espace vectoriel de dimension
finie Im(T"), il est compact de Im(T"). D’ou il résulte que T' € K(E, F'). L’espace K(FE, F)

est fermé et tout opérateur borné de rang fini est compact. O

Corollaire 1.2.1. Tout limite dans L(E,F) d’opérateurs de rang fini est un opérateur

compact.

Proposition 1.2.2. Soit T € K(E, F). Alors, Im(T) est fermée si et seulement si T est de
rang fini.

Pour montrer cette proposition, on rappelle d’abord le théoréeme suivant :

Théoréme 1.2.5. (théoréme de ’application ouverte)
Soient E, F deux espaces de Banach et T € L(E, F) surjective. Alors, T est ouverte, i.e.,

T transforme tout ouvert de E en un ouvert de F'.

Démonstration. de la Proposition (1.2.2) On suppose que Im(7") est fermée dans l'espace de
Banach F alors, Im(7") est aussi un espace de Banach. L’opérateur T est continu et surjectif
de l'espace de Banach F sur l'espace de Banach Im(7'). Alors, T est ouverte (d’aprés le

théoréme de I'application ouverte). Comme la boule fermée Bp est un voisinage de 0 dans



E et T est ouverte, alors T'(Bg) est un voisinage de 7'(0) = 0 dans Im(7"). D’ou, il existe
r > 0 tel que
Bimr)(0,7) = {y € Im(T).||y|| < r} C T(Bg) :

L’adhérence BIm(T)(O,r)F de Bimr)(0,7) dans F' est un fermé dans le compact T'(Bg),elle

est donc un compact de F'. De plus, on a

Bimry(0,7) € T(Bp) C Im(T)" = Im(T);

donc Bim(1) (0, r)F est un compact de Im(7"). On en déduit que la boule unité de Im(7") est

un compact de Im(7"). D’owt, Im(7T’) est de dimension finie. O

1.2.2 Opérateur compact dans un espace de Hilbert

Théoréme 1.2.6. Soit H un espace de Hilbert et T € K(FE, H). Alors, il existe une suite
(T)n de L(E, H) d’opérateurs de rang fini, qui converge vers T dans L(E, H).

Démonstration. Soit n € N fixé. Comme T'(Bg) est compact de H, il existe k, € N et

Y1, -5 Yk, € H tels que
kn

T(Bg) C UBH(yi7

i=1

1
n—+1

) (L.1)

ou By(y,r) ={z € H : |[x —y|| <r} et F, = vect{ys,...,yx, } est un espace vectoriel de
dimension finie, donc un fermé de I'espace de Hilbert H, d'ou H = F,, & Fi-.
Soit P, € L(H) la projection orthogonale de H sur F,,. Alors, T,, = P,T € L(E; H) est

un opérateur de rang fini car
dim(Im(7,)) = dim(Im(P,T)) < dim(F,) < k,.
D’autre part, pour tout x € B, d’aprés (1.1) , il existe ig € {1,...,k,} tel que
IT() ~ yioll < —
x) — vy —
Yoll S 01

Soit y;, dans F,, et P,T(x) est la projection orthogonale de T'(z) sur F;, donc

IT(2) = PuT(@)] = d(T(), Fa) < I1T(2) = gl < —



Il résulte que

Ve € B T(x) —z|| < ——
v € By |T(a) — ol < —

En revenant a la définition de la norme d’opérateurs, on trouve
1T~ Tl < o5 O

Remarque 4. Soit T € L(H). De ce qui précede, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. L’opérateur T est adhérent (en norme d’opérateur) a l’espace des opérateurs linéaires

bornés de rang fini.

2. L’opérateur T est compact de H dans H.

1.3 Quelque exemple

1.3.1 Opérateurs de Hilbert-Schmidt

Définition 1.3.1. Soit H un espace de Hilbert séparable, et soit (xy)y une base hilbertienne
de H. Un opérateur linéaire T : H — H est un opérateur de Hilbert-Schmidt (ou simplement

HS) si
S ITw? < +oo
k=1

Le réel | T||us = Oy HTkaQ)%, est appelé la norme de Hilbert-Schmidt de T .

Exemple 1.3.1. (Opérateurs a noyau)
Soient LQ(Q‘C) (011 QC R") et k(-,-) € L*(Q2 x Q; C). Alors,L opérateur
f—=Tf(x fﬂ t)dt est un opérateur de Hilbert-Schmidt.

Remarque 5. Tout opérateur de Hilbert-Schmidt sur L*(); C) se représente de maniére

unique a l'aide d’une fonction k(-,-) € L*(2 x Q;C).
Théoréme 1.3.1. Tout opérateur de Hilbert-Schmidt est compact.

Théoréme 1.3.2. On considere un espace de Hilbert séparable H et un opérateur T. Soit

(en) une base orthonormée de H. Alors, la suite (Te,) tend vers 0.



Démonstration. On suppose que (T'e,,) ne tende pas vers 0. Sinon, pour un certain € > 0,

on pourrait extraire de (e,) une sous-suite (ex,)) telle que
[ Termll > ¢

pour tout n. Comme 7" est compact, on peut extraire de (T'eys,)) une sous-suite (notée

(Tex(ny)) convergente. Si on note x sa limite, on a
]l > e.
Or, pour tout y € H, on a

(z,y) = nggloo<T€k(n>7y> = (erny, T"y) = 0.

lim
n—-+o0o

La derniére égalité découle du fait que pour tout vecteur z € H, la série

> e 2)?

converge alors, son terme général tend vers 0. En choisissant y = z, on obtient z = 0, ce qui

est une contradiction. O

1.3.2 Alternative de Fredholm

Définition 1.3.2. Soit ' C E un sous-espace vectoriel (non supposé fermé). On appelle
codimension de F' la dimension de E/F. On note codimF = dim(E/F), ot E/F est l’espace
vectoriel quotient, qui est une notion algébrique. Lorsque F' est fermé, on a la somme directe

E=F®F*, donc E/F est isomorphe a F* et codimF = dim(F71).
Définition 1.3.3. Soit T € L(E). On dit que T' est un opérateur de Fredholm, si les trois
conditions sutvantes sont équivalentes :

a) limage de T est fermée,

b) le noyau de T est de dimension finie,

c¢) Uimage de T est de codimension finie.

On note alors,

Ind(T) = dim(ker (7))

10



Exemple 1.3.2. L'opérateur f — f" est un opérateur de Fredholm de C?([0,1];R) dans

C([0,1]; R). Il est clair qu’il est surjectif et son noyau est de dimension 2 (fonctions affines).

Théoréme 1.3.3. (Théoréme de Fredholm)
Soient T € IC(E) et B = Idg — T.alors, B est un opérateur de Fredholm et

Ind(B) =0

Autrement dit ,si T € K(FE) alors,on a
1. ker(Idg — T) est de dimension finie et Im(Idg — T) = ker(Idg — T*)*.
2. DUopérateur Idg — T est injectif si et seulement s’il est surjectif.
3. dim(ker(Idg — T)) = dim(ker(Idg — T™)).

Démonstration. voir|22] O

Corollaire 1.3.1. (Alternative de Fredholm) Soit T € K(FE) et A C E, avec 0 ¢ A. On

considere ’équation de Fredholm : pour y € E, trouver x € E tel que
Az — Tz =y. (1.2)

Alors, on distingue deux cas :
1. Soit, pour tout y € E, il existe une solution unique x de l’équation (1.2).

2. Soit, l’équation homogéne Ax — Tx = 0 admet une solution non triviale x # 0. Dans
le deuzieme cas, 'équation (1.2) admet une solution (non unique) si et seulement si

Yy < Im(AIdE — T)

1.4 Opérateurs compacts auto-adjoints

1.4.1 Décomposition spectrale des opérateurs compacts auto-adjoints

On commence par rappeler le théoréme spectral pour les opérateurs auto-adjoints en

dimension finie.

11



Théoréme 1.4.1. Soit T € L(H) un opérateur auto-adjoint. St H est de dimension finie

n, alors :
1. Les sous-espaces propres ker(AMgy — T').
2. T est diagonalisable dans une base orthonormée et H = @/\Eg(T) ker(AMgy —T).

3. T admet la décomposition spectrale sutvante :

T = Z APy

Aeo(T)
ot Py est la projection orthogonale de H sur ker(Ayy — T). Dans ce lemme, nous

caractérisons la norme d’un opérateur auto-adjoint compact.
Lemme 1.4.1. Soit T € L(H) un opérateur auto-adjoint compact. Alors,
1T = max{|A; A € 0,,(T)}

Démonstration. La condition H # {0} est nécessaire pour assurer l'existence d’une valeur

propre. Soit A € 0,(T), alors, il existe y € H tel que ||y|]| =1 et Ty = Ay. D’ou,

AL =10y 0| = KTy, )| < [ITylllyll < ITHyl* = 7]

De plus, comme l'opérateur 7' est auto-adjoint, d’apreés le théoréme, il existe \g € o(T') telle
que |[Xo| = ||T]|. Si Ag = 0, alors, T'= 0, d’ott \g € 0,(T) (car H est non réduit a {0}). Si

A # 0, comme T est compact, on a
Ao € a(T) \ {0} = 0,(T) \ {0}
D’ou, A\g € 0,(T"). On en déduit
1T = Aol < max{|A[; A € op(T)} < [|T|
O

Théoréme 1.4.2. (Décomposition spectrale) Soit T € L(H) un opérateur auto-adjoint com-
pact. Si H est séparable, alors, il admet une base hilbertienne formée de vecteurs propres de

T. Autrement dit, T est diagonalisable dans une base hilbertienne.

12



Démonstration. Comme T est compact, alors, son spectre est constitué de 0 et d’une suite
finie ou non de valeurs propres non nulles. Comme T est auto-adjoint, ses valeurs propres
sont réelles. Soit (A,)n>1 la suite des valeurs propres distinctes de T' (A\g = 0). On pose
F, = ker(A\Iygy — T) et Fy = ker(T). D’aprés le théoréme de Fredholm, les espaces F,
sont de dimension finie pour tout n > 1. De plus, les sous-espaces F;,, sont deux & deux
orthogonaux. Soit F' I’espace vectoriel engendré par les (F),),>0. On va montrer que F est
dense dans H. On remarque d’abord que T(F) C F de sorte que T(F+) C F*. En effet,
pour tout z € F* et tout y € F, on a (Tz,y) = (Tz,Ty) = 0. Soit B la restriction de T
a F-. D’aprés ce qui précéde, B est un opérateur de F- dans F*. L'opérateur B = Tips
est auto-adjoint compact et o(B) = {0}.En effet, si o(B) \ {0} est constitué¢ des valeurs
propres de B, qui seraient alors aussi des valeurs propres de T'. Les vecteurs propres associés
appartiendraient donc a F et & F*, ce qui est absurde. D’aprés le corollaire..., B = 0 et on
a

Ft Cker(T)CF

ce qui entraine que F+ = {0}. Autrement dit, I’ est dense dans H. Il reste & la fin de choisir
dans chaque F}, une base hilbertienne. La réunion de ces bases est une base hilbertienne de
H formée de vecteurs propres de T'.

Ainsi, le résultat obtenu en dimension finie se généralise en dimension infinie comme suit. [J

Théoréme 1.4.3 (Théoreme 2.4.3). Soit T € L(H) un opérateur auto-adjoint compact.

Alors on a :

T = Z APy, = Z AP,

Xeop(T) Aeop(T)\{0}

ou Py est la projection orthogonale de H sur ker(A gy — T)).
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Chapitre 2

Relations linéaires entre espaces de

Banach

2.1 Opérateurs Linéaires et Relations Linéaires

La plupart des préliminaires dans cette section se trouvent dans Cross [16].

Définition 2.1.1. Soient X, Y des ensembles non-vides. Une relation T de X dansY est
une application définie sur un sous-ensemble non-vide D(T') de X, appelé le domaine de
T, qui prend des valeurs dans P(Y)\ {0}. Nous notons la classe des relations de X dans'Y
par R(X,Y).

Définition 2.1.2. (Graphe) Pour T € R(X,Y') nous définissons formellement son graphe

G(T), un sous-ensemble de X x 'Y, comme suit :
G(T):={(zr,y) e X xY |2 eD(T),yeT(x)}.

Remarque 6. Si T envoie les points de son domaine a des singletons, alors T est dite une

relation univoque ou une fonction.

Définition 2.1.3. (Rang) Le rang R(T) de T est défini par



Remarque 7. Si R(T) =Y, alors nous disons que T est surjectif, et si A C X, alors

l'image de A sous T est

T(A) = U Ta.

acAND(T)

Définition 2.1.4. (L’inverse) L’inverse de la relation T~ est donné par le graphe
G(I™) ={(y.x) €Y x X | (z,9) € G(I)}.
Proposition 2.1.1. Une relation est dite injective si T~ est univoque.

Définition 2.1.5. (L’image inverse) Si B C Y, alors l'image inverse de B sous T est

définie comme ’ensemble
TY(B):={xeD(T)| TzN B #0}.
Définition 2.1.6. (Noyau) Le noyau de T est défini comme [’ensemble
TYB):={xcD(T) | T(z) C B}.

Définition 2.1.7. (Composition) Soient S,T € R(X,Z). La composition ou produit
ST deT et S est définie par

ST(x):=S(Tx), VrelX.

Définition 2.1.8. (Restriction) Si A C X, alors la restriction de T a A, notée Ty, est
définie par
G(T|a) ={(z,y) e G(T) | v € A}.

Définition 2.1.9. (Extension) Supposons S € R(X,Y). Alors S est dite une extension
de T si
SlD(T) =T.

Notation 1. On désigne par LR(X,Y) l'ensemble des relations linéaires de X dans Y. Si
X =Y onnote LR(X,X) = LR(X).
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Proposition 2.1.2. Soit T € R(X,Y). Alors
(a) T (y) ={x e D(T) |y € Tz} poury € R(T), et donc,
D(T ') = R(T) et R(T™*) = D(T).
(b) SiT est injective alors Txy = Txy tmplique x1 = x5 pour x1, x5 € D(T).
(c) SiT est univoque, alors T~'(B) =T (B) pour BCY.

(d) Pour B € R(Y,Z), le domaine et le graphe de ST sont donnés par

D(ST) = {z€ X | STz # 0}
= {zeX|TznD(S) + 0}
= T4(D(9)),
G(ST) = {(z,2)e X xZ|FyeY :(x,y) € G(S)}.

(e) Pour les sous-ensembles non vides Ay et Ay de X on a

T(A U Ay) = T(A)UT(Ay),

T(A,NAy) = T(A)NT(Ay),

T(X\ A1) > R(T)\T(A), et
Ay C Ay = T(A) CT(A).

Définition 2.1.10. Soient X etY des espaces vectoriels sur un corps K, et soient x1, x5 € X
et a € K. L'opérateur linéaire T’ : X — Y est une application linéaire de X dans'Y telle
que
T(xy4+x2) = T(x1)+ T(x9),
T(axy) = oT(x1).
Nous désignons la classe des opérateurs linéaires de l'espace X dans Y par L(X,Y). Un
opérateur linéaire multivoque ou relation linéaire T : X — Y est une relation dont le

graphe est un sous-espace vectoriel de X xY . La classe des relations linéaires de X dans'Y

est notée par LR(X,Y).

Remarque 8. T est une relation linéaire si et seulement si T~ est une relation linéaire.
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Proposition 2.1.3. Soit T € R(X,Y). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) T est une relation linéaire.

(ii) Pour x1,x9 € D(T) et chaque scalaire non-nul o € K on a

T(x1) +T(z2) = T(x1+ 29),
aT(z1) = T(axy).

Corollaire 2.1.1. Soit T € R(X,Y). Alors T est une relation linéaire si et seulement si
aT(z1) + pT(x2) = T(axy + Prg)
pour tous x1,xe € D(T) et a, f € K*.

Proposition 2.1.4. Soit T € R(X,Y) on a "équivalence entre les assertions suivantes :
(1) T est une relation linéaire.
(11) G(T) est un sous-espace vectoriel de X x Y.
(iii) T~ est une relation linéaire.

(iv) G(T™1) est un sous-espace vectoriel de Y x X.

Démonstration. (i) = (i) On a (0,0) € G(T') car on a D(T) est un sous espace vectoriel
donc 0 € D(T) et pour tout z,y € D(T) on a 0 € 0Tz + 0Ty C T'(0z + Oy) = T'(0). Soient
maintenant (x,y) € G(T), (a,b) € G(T),a € K, on a

(x,y) + a(a,b) = (z + aa,y + ab).
D’une part, on a z + aa € D(T') (car z,a € D(T)). D’autre part, si a # 0 on a
T(x+ aa) =Tz + aTa.
OryeTxetbe Ta, donc
y+abeTr+ala=T(x+ aa)

et par suite (z + aa,y + ab) € G(T'). Si o = 0 évident.

(i4) = (i) En premiére partie on montre que D(7T') est un sous espace vectoriel. Soit

P:XxY — X

(z,y) — =z
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on a D(T) = P(G(T)) avec G(T) est un sous espace vectoriel et P linéaire. Donc D(T') est

un sous espace vectoriel. En deuxiéme partie soit z,y € D(T'), montrons que
T(x+y)=Tz+Ty.

Soit z € T(x+y), alors (x+vy,2) € G(T) et onax,y € D(T) donc Tx # () et Ty # (). Soient
a €Tz, be Ty, done (z+y,a+b) € G(T) et ona (x+y,z) € G(T),d'on (0,z—a—b) € G(T).
Donc z —a — b € T(0) et par suite z € a + b+ T(0). Dot z € Tx + Ty + T(0) et on a
Ty+T(0) =Ty (car (0,0) € G(T)) donc 0 € T'(0) et Ty C Ty + T(0), soit z € Ty + T(0)
donc

z=a+b, a€Ty, beT(0)et (y,a), (0,b) € G(T)

et par suite (y,a+b) € G(T'), donc (y, z) € G(T) et z € T'y). Inversement soit z € Tz + Ty,
donc

z=a+bacTz,beTy

et par suite (z,a), (y,b) € G(T). Alors,
(x+y,a+b) € G(T) et (x+y,z2) € G(T),
donc z € T'(x + y). Finalement soit © € D(T'), « € K montrons que T'(ax) = aTx. On a

z€T(ax) < (ax,z) € G(T)
— aluz, é z) e G(T)
= :v(, (;() 2) )e G(T)
— é) ze€Tx
=

z e alx,

donc 7" est linéaire.
(i17) = (4v) il suffit d’appliquer (i) = (1) a T~1.

27) = (2v) par symétrie. O
(i) = (iv) par sy

Corollaire 2.1.2. Soit T € LR(X,Y). Alors T (0) et T~ (0) sont des sous-espaces vecto-

riels de Y et X, respectivement.
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Corollaire 2.1.3. Soit T € LR(X,Y) et soit M un sous-espace vectoriel de X. Alors

Définition 2.1.11. Le sous-espace T~ (0) est appelée l'espace nul ou Noyau de T et est
noté N (T).

Proposition 2.1.5. Soit T € LR (X,Y),
(a) Soit x € D(T). On a l’équivalence suivante :

yeTeeTe=y+T(0).

En particulier,

0Tz e Te=T(0).
(b) Pour xy1,x5 € D (T) on a ’équivalence suivante :
TryNTxy # 0 < Try = Tas.
Corollaire 2.1.4. Soit T € LR(X,Y), on a

(a) TT-(0)="T1(0).
(b) T7'T(0) =T-1(0).
Démonstration. On a T relation linéaire. Alors T (0) et T~ (0) sont des sous-espaces vec-

toriels, donc 0 € TT~'(0). D’ou T (0) = TT~'(0). Substituant 7~! par T nous donne la

deuxiéme égalité. |

Corollaire 2.1.5. Soit T € LR (X,Y), on a
(a) Siye R(T), alors TT 'y =y +T(0).

(b) Sixz e D(T), alors TT 'z =2+ T71(0).

Corollaire 2.1.6. Supposons T, S € LR (X,Y) et
G (S) C G(T). Alors T est une extension de S si et seulement si S (0) =T (0).
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Proposition 2.1.6. Soient « € K*, et ABC X, C CY, soitT € LR(X,Y), alors
(a) T (aA)=aT (A).
(b) T(A)+T(B) CT(A+ B).
(c) Si AC D(T) ou B C D(T) , alors T (A+ B) =T (A)+T(B).
(d) SiAc D(T) ou BC D(T) et AN B = {0},
alors T(A+B)=T(A)+T(B) etT(A)NT (B)=T1(0).
() TT'C=CNR(T)+T(0).
(f) T'T(A)=AnD(T)+T71(0).
(8) T71(0) x {0} = G(T) N (X x {0}).
(h) {0} xT(0) =G(T)N ({0} xY).
(i) X xR(T)=G(T)+ (X x {0}).
(@) D(T)xY =G (T) + ({0} xY)
L’égalité ne tient pas nécessairement dans (b) - on peut considérer le cas A = {a}, B = {b}

telle que a +b € D (T) alors que a ¢ D(T') et b ¢ D(T).

Démonstration. Soit T € LR (X,Y),

(a)

T (aa) = U{(T(aA)):ac AND(T)}
= U{a(Ta):ae AND(T)}
= aU{Ta:aec AND(T)}
= aT(a).

(c) Soit a € A, b e BC D(T).Sia+b¢ D(T), alors 9 = T(a+b) C Ta+ Tb
trivialement. On d’autre parte si a +b € D(T), alors a € D(T) et T (a+0b) =
Ta+TbCTA+TB.

(d) Immédiate.

(e), (f) suivre immédiatement dans le Corollaire (2.1.5).

(j), (g) sont des conséquences simples de la définition.
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2.2 Relations Semi-Continues, Continuité et la Norme
des Relations Linéaires

Dans cette section, X et Y désignent des espaces normées.

Définition 2.2.1. Soit € > 0, et M C X. Alors les ensembles B (M,e),Bx,U (M,¢),Ux
et Sx sont définis par :

B(M,e) = {veX|[d(x,M)<e},
Bx = {reX|d(z,0) <1},

U(M,e) = {zeX|d(x,M)<ce},
Ux = {zreX|d(0) <1},
Sx = {xeX|d(z,0)=1}.

Définition 2.2.2. Un sous-ensemble U de X est un ensemble au voisinage de point v € X

st U contient un ensemble ouvert contenant x.

Définition 2.2.3. Une relation T € R(X,Y) est dite supérieur semi-continue (s.s.c)
au point x € D(T) si pour tout voisinage U de T (x) il existe € > 0 telle que pour tout
z € B(z,e) onaT(z) CU.T est dite un supérieur semi-continue si il est supérieur

semi-continue & chaque x dans son domaine D (T).

Il résulte de la Définition précédente que T' est s.s.c & x € D(T) si et seulement si le

noyau de tout ensemble ouvert est ouverte.

Définition 2.2.4. Une relation T € R (X,Y) est dite un inférieur semi-continue (i.s.c)
au point x € D (T') si pour tout y € T (x) et pour tout suite x, C D (T) telle que x,, — x
il existe y, € T (x,) telle que y, — y. T est dite un inférieur semi-continue si il est

inférieur semi-continue a chaque x dans son domaine D (T').

Il résulte que T est i.s.c a x € D (T) si et seulement si I'image inverse de tout ensemble
ouvert qui intersecte 7' (x) est un voisinage de x. Ainsi T est i.s.c si et seulement si I'image

inverse de tout ensemble ouvert est ouverte.
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Remarque 9. Les Définitions de la semi-continuité supérieure et inférieure sont équiva-
lentes pour les applications univoques. De plus, il est bien connu que la continuité d’un

(univoque) opérateur linéaire peut caractériser en terme de l’opérateur normé.

Définition 2.2.5. Soient X et Y des espaces normés, et T € L(X,Y). La norme de T
est définie comme suit :

Tx
IT] = sup [Te]| = sup 122
lz]=1 w20 |||

Théoréme 2.2.1. Soit T € L(X,Y). Alors les éléments suivants sont équivalents :

(i) T est continue au point,
(i) T est uniformément continu sur son domaine,
(iii) 1l existe M € R telle que ||Tz|| < M ||z|| pour tout x dans la domaine de T,

(iv) 1T} < oo.

Remarque 10. La Définition de la quantité d’opérateur normé peut étre étendue aux re-
lations linéaires. En outre, il peut montrer que la propriété de inférieur semi-continuité
d’opérateurs multivoques est équivalente a la propriété d’une norme finie .

Pour cette raison nous choisissons la notion de semi-continuité inférieur pour servir a la
définition de la continuité d’un opérateur linéaire multivoques. Nous fournissons des Dé-
finitions dans le chapitre suivant. Le terme "est continue” aussi plus pratique a utiliser
fréquemment, ’expression plus précise semi-continuité inférieur. Notez que dans la littéra-
ture de l’analyse convexe, l'application est dite continue si et seulement si elle est a la fois

semi-continue supérieure et inférieure .

Notation 2. Soit B (X,Y) désigne la classe d’opérateurs linéaires continues au univoque

de lespace normé X dans Y et B (X) indique cette classe pour le cas X =Y.

Définition 2.2.6. Soit T € LR(X,Y). Si T et lapplication inverse T~ sont univoque,
continues et partout définie, puis T est dit un isomorphisme. T est dite un isométrie si

1 T]| = ]

Théoréme 2.2.2. Soit T € L(X,Y). Alors T™! est continue et univoque si et seulement

st il existe m > 0 telle que

| Tz|| = mllz]|,z € D(T).
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2.3 Quelques notions d’ Espaces Vectoriels

Dans Cette section nous allons introduire les propriétés qui sont utilisées dans la suite

de ce memoire.

Définition 2.3.1. Deuz espaces normés sont dite isomorphes ( isométrique) s’il existe un
isomorphisme ( isométrie ) qui applique un espace sur l’autre.

Un espace normé peut étre classé en termes de isomorphismes et isométries de [’espace
dans lui-méme, ou de son sous-ensemble, dans un sous-ensemble des espaces classique. Ca-
ractérisation des propriétés d’espace normés peuvent étre topologiques, par exemple , faible
compacité de la boule unitaire, ou giométrique. Les espaces sont également étudiés via leurs
propriétés locales, i.e. construite a partir de sous-espaces de dimension fini. Plus générale-

ment nous avons les identifications suivantes.

Théoréme 2.3.1. Si K et H sont des espaces métriques compacts, alors K est homémorphe

a H si et seulement si C (K) est isométrie o C (H).

Théoréme 2.3.2. Si K et H sont des espaces métriques compacts non dénombrables, alors

C (K) est isomorphe o C (H).

Le Théoréme (2.3.1) au départ, a été prolongé par M.H.Stone aux espaces de Hausdorff
compacts. Cependant, C' (K) peut étre isomorphe & C'(H) sans K est un espace métrique
compact non dénombrable, il suffit de considérer K = [0, 1]. D’autre part que K varie sur
des espaces métriques compacts dénombrables, il existe un nombre non dénombrable de

classes pour C' (K).

Théoréme 2.3.3. Si X est un espace normé de dimension n sur R (ou sur C ), alors X

est isomorphe a R™ (respectivement, C" ).

Lemme 2.3.1. 5@ X est isomorphe a un espace de Banach, alors X est aussi un espace de

Banach.
Corollaire 2.3.1. Si X est un espace normé de dimension fini, alors X est complet.

Corollaire 2.3.2. Si B est un ensemble fermé borné dans un espace normé de dimension

finie X, alors B est compact.
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L’inverse est aussi vrai, i.e. la propriété de la boule unité donnée dans le Corollaire (2.3.2)
caractérise les espaces vectoriels de dimension finie. Le lemme de Riesz est généralement

utilisé pour prouver cela.

Théoréme 2.3.4. (Lemme de Riesz) Soit M un sous-ensemble de l’espace normé X,

telle que M n’est pas dense . Alors il existe une suite {x,} C Sx telle que d (z,, M) — 1.

Théoréme 2.3.5. Si X est un espace normé telle que Bx est totalement borné, alors X

est de dimension finie.

2.4 Quotients, Sous-Espaces et Projections

Définition 2.4.1. Soit M un sous-espace vectoriel de X, dénote par |x] 'ensemble de tous

les €léments équivalente a x sous la relation d’équivalente
yRr < y—x € M.
L’espace quotient X/M est défini par :
X/M :={[z]|x € X}.

Si M est le sous espace fermé d’un espace normé (X, ||.||y), alors X/M est un espace normé

de norme ||.|| défini par :
2]l := d (2, M) = it o —m].

Remarque 11. Le fait que la norme sur X/M est bien définie résulte du fait que si yRx

alors
[yl = infrenmlly —m|

= infpem |z — ((y —2) +m)||
= infen ||z —ml|
= [l

1l s’ensuit que

[[z]]l = inf [ly[].
y€lz]
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Définition 2.4.2. L’opérateur Q5 : X — X/M Défini par Q3;x = |x] est appelé lapplica-

tion quotient naturel avec domaine X et espace nul M .

Théoréme 2.4.1. Soit X un espace de Banach. Si M est un sous-espace fermé de X alors

X/M est l’espace de Banach .

Proposition 2.4.1. Soit M est un sous-espace fermé de X, et soit N C X est un sous-

espace telle que M C N. Alors N est fermé si et seulement si N/M est fermé dans X/M.

Démonstration. Supposons que N/M est fermé, et {z,},.y C N et une suite convergent

vers ¢ € X, alors {[z,]}, .y C N/M, et

}lié%iﬂfmeM |(z, —x) —m| =0

= lim |||z, —z]|| =0
neN
= lim|fz,] — [2]| =0

Puisque N/M est fermé, [z] € N/M et Jy € N telle que [y] = [z]. Puisque y — 2z € M il suit
que z € N.

L’implication inverse esr similaire. O
Proposition 2.4.2. Soit T € LR (X,Y), et soit M C X. Alors
dmR(T) /T (M) <dimD(T)/D(T)NnM < X/M.
En particulier, si M est codimensionnel fini de R (T') .
Démonstration. Voir Cross [16] O

Définition 2.4.3. Soit X un espace vectoriel, et soit M C X. Alors, nous définissons ce

que l’on appelle parfois annilateur M~ de M par :
M+ ={recX | 2vr=0Y xec M}
De méme, si N € X' alors N est définie par :

Nl ={zeX | 22=0 Va'e N}
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Remarque 12. M+ et N7 sont des sous-espaces fermés de X' et X respectivement. De

plus, M*~T = M, et N+ est la fermeture x-faible de N.

Proposition 2.4.3. Soit M un sous-espace d’un espace normé X. Alors

(a) X'/M~ est isomorphe isométriquement a M’ sous lapplication U définie par :
Ula'] =2y,

ou [2'] € X/M' et 'y, est la restriction de x' a M.

(b) Si M est fermé , alors (X/M)' est isomorphe isométriquement a M=+ sous appli-
cation V' définie par :

(V2w =2 [z],
ot 2 € (X/M)'.

Définition 2.4.4. Soit M est un sous-espace d’un espace vectoriel X, alors un (univoque)
projection linéaire de X sur M est un (univoque) opérateur linéaire qui satisfait a la
condition P? = P.

St M et N sont des sous-ensemble d’un espace vectoriel X, alors la somme M + N disigne
I’ensemble

{m4+n|meMeneN}.

Si M et N sont des sous-espaces vectoriels de X qui satisfait X = M+ N et M NN = {0},
alors N est appelé un complément de M. Si en autre, il y a une projection linéaire continue

de X sur M, alors N est appelé complément topologique de M. Dans ce cas nous écrivons

X=M®N.

Proposition 2.4.4. Soient M et N sont des sous-espaces linéaires de X. St N est un

complément de M, alors N est isomorphe a l’espace quotient X /M.

Théoréme 2.4.2. Soit M sous-espace fermé de l’espace de Banach X . Il y a une projection

linéaire continue de X sur M si et seulement si il existe un sous-espace fermé N telle que

X=M+N et MNN ={0}.
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Théoréme 2.4.3. Si M un sous-espace de dimension finie de [’espace linéaire normé, alors

M est complété topologiquement.

Définition 2.4.5. Un sous-espace fermé M d’un espace de Banach X est dit quasi-complétions

s’il existe un sous-espace fermé N telle que M NN = {0} et M + N est dense dans X .

Théoréme 2.4.4. Chaque sous-espace fermé d’un espace de Banach séparable ou réflexif

est quasi-complété.

2.5 Continuité et Fonction de Norme pour les Relations
Linéaires

Notation 3. Soit T' € LR(X,Y). Nous soient Qr, ou simplement Q, lorsque T quand est-il

deY surY/T(0).

compris, dénoter 'application du quotient naturelle, Q%

L’approche de la factorisation des partie a valeurs d’ensemble 7' (0) d’une relation li-
néaire 1', en utilisant une application de quotient associée, est au coeur de nombreuses
preuves des la théorie de relations linéaire. En particulier, dans cette section, I'application
de quotient est utilisée pour étendre la définition de norme des 'opérateur aux relations
linéaires. Quelques propriétés élémentaire sont passées en revue, nous fournissons une ca-
ractérisation géométrique de la norme et montrons que la continuité d’une relation linéaire

équivalent a la finitude de sa norme.
Proposition 2.5.1. QT est une univoque

Démonstration. Soit x € D(T), et soient y;,y2 € QTx. Alors y; — yo € QTx — QTx =

QT(0) C QT(0) = 0. O
Proposition 2.5.2. Soit T € LR(X,Y). Alors
N(T) C N(QT)

avec égalité si T'(0) est relativement fermé dans R(T).
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Démonstration. Nous appliquons Proposition (2.1.5) :

N(T)={ze X|Tx=T(0)} C {zeX|TxCT(0)}
= {z e X|QTx =0} = N(QT).

Si T'(0) est relativement fermé dans R(T), alors I’égalité tient.
L’exemple suivant montre que ’égalité ne tient généralement pas dans la proposition (2.5.2).

]

Proposition 2.5.3. Soit T € LR(X,Y). Si R(T) est fermé, alors R(QT) est fermé. Inver-

sement, si R(QT) est fermé et T'(0) C R(T'), alors R(QT) est fermé.
Démonstration. C’est une juste un cas particulier de la proposition (2.4.1). ]

Définition 2.5.1. Soit T € LR(X,Y). Alors T est dit continu en un point x € D(T) si
Itmage inverse de tout voisinages des Tx est un voisinage de x. T est dit continu s’il est
continus en tout point de son domaine.

Pour x € D(T) nous définition ||Tz|| par
[Tx]| = [| QT

et la quantité ||T||, qui est appelée la norme de T, est définie par
1T == QT

On note que |T|| n’est pas une vraie fonction "norme” puisque ||T|| = 0 n’implique pas
T7=0.
Proposition 2.5.4. Soit T € LR(X,Y).

(a) Pour x € D(T)

| Tzl = d(y,7(0)) pour tout y € Tx

= infyer, [y
= d(y+17(0),0) pour tout y € Tx
= d(Tx,0)=d(Tz,T(0))

(b) T = sup,ep,, ., 17|
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Démonstration. (a) La premiére égalité découle de la définition de ||Tz|| et Proposition
(2.1.5) et la deuxiéme égalité découle de la définition et des propriétés de la norme

sur X/T(0). Le reste est évident.

(b) Nous avons |[T]| = [QT]| = subcp, g, QT = up, e, 1T
Nous avons ||T|| < oo si et seulement si T est continue. Mais d’abord, nous illustrons
I’extension de certains résultats bien connus sur la norme de la somme et les multiples

scalaires des opérateurs linéaires. O

Proposition 2.5.5. On a

(a) Pour S,T € LR(X,Y) etz € D(S+T) on a
1Sz + Tz| < |[Sz|| + [T
Si de plus S(0) € T(0) alors
[ Tx| = ||Sz|| < | Tz — Sx|.
(b) Poura € K etz e D(T) on a
laTz|| = |alf| T

Démonstration. (a) Soit s € Sxett e Tx. Alors s+t € Sv+Tx = (S+T)x. Donc :

|Sz+Tz|| = d(s+t,(S+T)0))
< d(s,S(0) +T(0)) +d(t, S(0) +T(0))
< d(s,5(0)) +d(t,7(0))
|

= [ISz]| + [[T].-
Si S(0) € T(0), alors par ce que nous venons de montrer,

|1 Tz]| = | Tw + Sz = Sz|| < ||Tw = Sz + [|Sz]|

(b) Ona [[aTz| = [|Q(aT)(2)|| = [|aQTz|| = |af[|@Tz| = |af|[Tz|.
L’exemple suivant montre qu’il n’est pas vrai en général que ||Tz|| — ||Sz| < ||Tz — Sx||

pour les relations linéaires. O
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Proposition 2.5.6. Soient S,T € LR(X,Y) et soit a € K. Alors
@) IS+l <[ISI+ 171

(b) 5i 5(0) € T(0) alors | T|| — S|l < [IT = S].

() [loT| = |l |T]| -
Démonstration. (a) On appliquons la Proposition (2.5.5) :

15+l

sup{||Sx 4+ Tz|||x € Bx " D(S)N D(T)}
sup{||Sz|| + | Tz|||]x € Bx " D(S) N D(T)}
sup{[|Sz([|z € Bx N D(S) N D(T)}
+sup{||Tz||x € Bx " D(S)ND(T)}

IN

IN

IN

sup{[|Sz(||lz € Bps)} + sup{|[T|||z € Bper)}
= [ISI+171-

(b) Suit des Propositions (2.5.5) et (a) , et (c) suit des propositions (2.5.4) et (2.5.5).

O
Proposition 2.5.7. Soit T € LR(X,Y). Alors
(a) ||T]| < oo < il existe X > 0 telle que
TBpry C MBrery + T(0). (2.1)
(b) Si||T|| < oo alors
T = 1nf{/\|TBD 1) C ABrry+T(0)}. (2.2)
Démonstration. (a) supposons que ||T'|| < co. On applique la proposition (2.5.4) : pour
x € Bpry ety € Tz il existe k € T'(0) tel que étant donné € > 0,
ly — kIl < 1T + ¢,
ie.y—ke (|T|| + €)Br). Donc
€ (IT]| + €)Brery + T(0) (2.3)

30



Comme requise.
Inversement, supposons que (2.1) détient. Soit © € Bp(r) et choisir y € Tz . Alors
y=Ayi+koulyl <letkeT(0). Ainsi ||ly—k| < A, en particulier,d(y, T(0)) < .

I1 découle de la proposition 2.2.7 que ||T]| < A < oc.

(b) Supposons que ||T|| < oo. Si ||T']| = 0, alors TBpy C T(0) et (2.2) est valable.

Supposons que ||T|| > 0. Ensuite, il découle de (2.3) que
1Tl = inf {A|IT'"Bpr)  ABrr) +T(0)}
Soit a a tel que 0 < o < ||T'||, et choisir € Bp(r),y € Tx telle que
a < d(y,T(0)) (2.4)

Si TBpry C aBgry + T(0) alors il existe ¢, € Bper), et K € T'(0) telle que y =
ayy + k. Mais alors
ly =kl <o,

Ce qui contredit (2.4). Ainsi,
a < ;I;fO{MTBD(T) - )\BR(T) + T(O)}

et le résultat suit.

[l
Proposition 2.5.8. Soit T € LR(X,Y)
(a) T est continue si seulement si |T|| < oc.
(b) Sidim D(T) < oo, alors T est continue.
Démonstration. (a) supposons que T est continu. Puisque T'(0)+ By est un voisinage de

7(0), s’ensuite que T-1(T(0) + By) = T'Bg(r) est un voisinage de 0. Ainsi 3\ > 0

t.q.
ABpry C T7' B

et, par conséquent,

AT Bpiry C Brery +T(0) € TT " Bgr).
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D’aprés la proposition (2.5.7), cela implique que ||T']] < oo.
Inversement, supposons que ||| < oo. Soit x € D(T), et soit V' une boule fermée
non trivial dans R(T") de centre y ot y € Tx. Alors Vo = V — {y} = aBgr) pour

certains o > 0. En appliquant la proposition (2.5.7), il existe A > 0 telle que
TBpry C ABR(T) +7(0).

Il s’ensuite que

BD(T) + T71<0) C )\TﬁlBR(T) = ail/\Til‘/g

Ou, équivalent,
A aBpay + T7H0) CT Vo =TV —y).
Par conséquent,
AN aBpy + Ty CTV =Ty + Ty =T7'V,

Et A taB p(T) + T~y est un voisinage de x dans D(T'). Supposons maintenant que
W soit un voisinage de T'z, soit U C W un ensemble ouvert contenant y € Tz, et
soit V' C U une boule fermée non triviale de centre y. De ce qui a déja été montré, il

s’ensuite que T~ 'W est voisinage de x. Donc T est continu.

(b) sidim D(T) < oco. Alors QT est un opérateur continu a une seule valeur, i.e. [|QT]| <

oo. Puisque ||T|| = [|QT|, le résultat découle de (a) .

2.6 Relations Ouvertes et Modules Minimaux

Dans cette section, nous définissons ce que signifie qu'une relation linéaire est ouverte.
Ensuite, nous introduisons le module minimaux «y (7") d’une relation linéaire 7', et donnons
des caractérisations équivalentes de cette quantité (Propositions (2.6.1) et (2.6.2)) . On
montre alors que (7)) = |77, et en déduire que la relation linéaire T est ouverte si et

seulement si y(7") > 0. Dans la Proposition (2.6.5) nous considérons la relation entre v(7")
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et v(QT), et dans la Proposition (2.6.6) nous donnons des critéres pour 7°(0) soit fermé
dans R(T'), et pour I'égalité N(T') = N(QT). Nous concluons cette section en donnant des

inégalités pour le module minimaux et la norme de la composition des relations linéaires.

Définition 2.6.1. Une relation linéaire T € LR(X,Y) est dite ouverte si son inverse T~
est une relation linéaire continue.

Le module minimum de T est la quantité
Y (T) := sup{\|||Tz|| > Ad(x, N(T))pourx € D(T)}.
La proposition suivante fournit une définition équivalente pour v(T).

Proposition 2.6.1. Soit T € LR(X,Y).

oo si D(T)cC N(T)

T) = T N
W) =9 {%u e D(T)\N(T)} sinon

(2.5)

Démonstration. Soit v, (T") dénote I'expression dans (2.5) et pour tout z € D(T') soit A > 0

satisfait
| Tx|| > Ad(x, N(T)). (2.6)
Si D(T) ¢ N(T), Alors A < % (T) = oo. Si D(T) ¢ N(T), alors par (2.6) nous avons
T -
% > Apour z € D(T)\N(T). Ainsi A < (7). Prendre le supréme en A dans (2.6)

rendements (T') < v (T).

Supposons v(T") < y1(T). Alors v(T') < oo, et donc de la définition de v(7") il s’ensuite que
D(T) ¢ N(T). 1l s’ensuite également qu'il existe D(T) telle que ||Tz|| < v (T)d(z, N(T)),
qui contredit (2.5). donc y(T") > 71 (T). O

Proposition 2.6.2.
Y(T') = sup{\|TBp(r) D ABr(1)} (2.7)

Démonstration. Soit 1 'expression en (2.7). Supposons 71 # 0o et ;1 > v(7T), et choisissez

e > 0 suffisamment petit pour que 73 > (1 + 2¢)y(T"). Depuis ||Tz| = inf,er, ||y| et

. | T| o
Y(T') = inf by A N(T))’ On peut choisir (z,y) € G(T') Telle que

1yl 1
v (T) < m < 71(1+42€).
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Maintenant, si n > 0, alors Iyl = ] . Donc, soient 1 = nx,y; = ny et

: d(nxz, N(T)) — d(z, N(T))

7 = ——, NOUS avons
1yl

1= gl < md(ar, N(T).(1 +2¢)7 (2.8)

De (2.7), TBpry D 71(1 4 €)' Br(r)- Donc, y1 € 77 (1 +€)TBp(ry et 23 € 77 (14 €) Bp(r)
peut-étre choisi pour que y; € T'zy. Puisque x5 — 2 € N(T'), sa suit de (2.8) que

14 2e < md(xy, N(T)) = d(za, N(T)) < mljza]] < 1+¢€

une contradiction. Donc v < (7).

Pour l'inégalité opposée, nous pouvons clairement supposer que y; < 0o. Supposons 7vy; <
a < (T). Alors TBp(r) 2 aBgr) et il existe y € R(T) telle que ||ly|| =1 et y ¢ o 'TBpr
et, d’ou,

|z]| =a ' =y ¢ Ta. (2.9)
Soit xg € D(T) satisfait y € Txq et fixé § telle que v < 8 < (7). Alors
L= [lyll = [ITxol| = Bd(xo, N(T))-

Choisir 1 € N(T) de sorte que ||Tzg|| > «||lzo + x1||. Soit & := xy + 21, nous avons ca

Txg = Tx et, par conséquent, y € Tx ou 1 = |ly|| > ||Tz| > «||z||, qui contredit (2.9). Donc

T = y(T).

Pour le cas v; = oo on a
TBpry O Unen{nBrmr)} = R(T).
Prendre des rendements inverses
Bpy +T7(0) D D(T).
Par conséquent, pour chaque ¢ > 0 on a
eBpry +T7'(0) D D(T).

Prendre U'intersection € > 0 rendements N(7T") D D(T') qui par proposition (2.6.1) implique
Y(T) = . O
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Proposition 2.6.3. Soit T € LR(X,Y). Alors
2(T) = ||~ (2.10)
Démonstration. Soit A > 0. Alors

T_IBR(T) D) )\BD(T) = BR(T) + T(O) D) )\TBD(T)
= T_lBR(T) + T_l(O) D /\BD(T) + T_l(O)
= TﬁlBR(T) D) /\BD(T)

En particulier

AT Bpry C Brry +T(0) < ABp(r) C T™' By (2.11)

Nous considérons deux cas
— lecas 1: ||T] < o0
Des Propositions (2.5.7) et (2.6.2), les caractérisations géométrique de la norme et
des modules minimaux respectivement, et en appliquant I’équivalence (2.11) nous

avons

HT” = 111f{>\ > O‘A_lTBD(T) C BR(T) —+ T(O)}
= (Sup{)\ > O|/\TBD(T) C BR(T) + T(O)})il
= (sup{)\ > O’T_IBR(T) D) )\BD(T)}>_1
= y(TH7
— lecas 2: ||T|| =

Encore une fois, nous appliquons la Propositions (2.5.7). Dans cette cas on a :
VA > 0, TBD(T) g )\BR(T) + T(O)

Donc,

VYA > 0, \"'"T'Bp(ry € Brery + T(0).

Par conséquent, en appliquant I’équivalence (2.11)
VA >0, )\BD(T) g T_lBR(T).

En appliquant la Propositions (2.6.2), v(T~!) = 0, et 1’égalité souhaitée tient.
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Proposition 2.6.4. Soit T'€ LR(X,Y).
(a) T est ouvert si et seulement si y(T) > 0.

(b) Sidim R(T") < oo, alors T est ouvert.

Démonstration. (a) Appliquer la Proposition (2.6.3) & la Proposition (2.5.8).

(b) Cela suite de substituer 7~ pour 7' dans la Proposition (2.5.8).

Nous examinons la relation entre v(T') et v(QT). O

Proposition 2.6.5. Soit T € LR (X,Y). Alors

(1) <A(QT)
avec ['égalité si T(0) est relativement fermée dans R(T).

Démonstration.
1T) = sup{A||Tz| = Ad(z, N(T))vVx € D(T)}
< sup{A|T]| = M(x, N(QT))¥a € D(T)}
= sup{A|[|QTx|| = Ad(z, N(T'))Ve € D(T)}
= 7(QT).
Par la Proposition (2.5.2), I'égalité est tient quand 7'(0) est fermé dans R(7T"). Proposition
(2.6.5) preuve que T est ouvert, alors QT 'est aussi. La réciproque est fausse et 1’égalité ne

doit pas contenir. Ceci est illustré dans I'exemple suivant : O

Le résultat suivant fournit des critéres pour 7'(0) que soit fermé dans R(T). Cela peut

aussi appliqué a Proposition 1.7.5.

Proposition 2.6.6. Soit T' € LR(X,Y) ouvert. Alors

R(T)NT(0) CcTT-1(0),
avec ’égalité si N(T) est relativement fermé dans D(T).

Démonstration. Nous établissons d’abord le résultat pour la cas quand ou 7T est injectif.

Supposons que {y,} est une séquence dans T'(0) telle que y,, — y € R(T'). Alors

Tim |77 (g — y)ll < |77 lim [l — yl| = 0
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puisque 71 est continue. Ainsi |7 'y|| = 0. Donc T~ 'y = 0 et, puisque 7! est valeur-
unique, y € N(T71) = T(0) = TT~1(0) C TT-1(0). Si N(T) est fermé dans D(T), alors

TT-1(0) = TT-1(0).
Maintenant soit ) := Qr-1. Alors

TQ_1<BX/TT(O)) = T(BX + Tﬁl(O)) D TBX D) ABR(T)

pour certains A > 0 puisque 7" est ouvert. Donc TQ~! est ouverte. En appliquant la pre-

micre partie de la preuve, nous avons que D(QT ') N N(QT-1) = R(TQ™H) NTQ-(0) C

TQ~(QT-1(0)). D'ou

R(TYNT(O) = DT HNN(T1)
C DT HNNQT)
c I _

TQ™HQT(0)) =TQ7(0) = TT(0).
Si N(T) est relativement fermé dans D(T'), alors

R(T)NT(0) D T(0)=TT*(0)=TT-1(0),

et I'égalité détient. O]
Corollaire 2.6.1. SiT € LR(X,Y) est ouvert et N(T) est fermé alors
(a) N(T) = N(@QT).

(b) ¥(T) =~+(QT).

Démonstration. (a) Puisque T71(0) est ferm¢, R(T) N T(0) = T(0). Le résultat suit de
la Proposition (2.5.2).

(b) Comme dans (a), Le résultat suit de la Proposition (2.6.5).
[

Proposition 2.6.7. Soit M sous ensemble non-vide de R(T'), et soit y(T') < 0o. Alors pour
N cCD(T) ona
A(TN, M) > A(T)d(N, T~ M),
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Démonstration. Si TN N M # 0, alors ) = T-Y(TN N M) = (N + N(T)) N (T~'M), donc,
d(N, T~ M) = 0.
Supposons que TN N M = (), soit € > 0, et choisissez m € M et n € N telle que
d(TN,M) > d(Tn —m,0) —e. (2.12)
Maintenant
d(Tn—m,0) = d(Tn—m—T(0),0)=d(Tn,m+T(0)) = d(Tn,TT 'm)
— infy ey, (TR, Th) = infy g, d(T(n — R),0) = infcp,, [IT(n — )]
> A(T)infyerry, d(n — b, T7H0)) = y(T) inf)cp1,, d(n, h + T7(0))
= (D)d(n,T7'm) = y(T)d(n, T7'M) > y(T)d(N, T~ M).

Puisque € a été choisi arbitrairement, il découle de (2.12) que

d(TN, M) > ~(T)d(N, T~ M).

]
Proposition 2.6.8. Soient T € LR(X,Y) et S € LR(Y, Z). Alors
AST) 2 4(S|aer)V(T)  (c0.cxelure). (2.13)
avec §(ST) = 0o quand 4(T) = 0o (pair si 7(S|rr)) = 0). En autre
S7H0) € R(T) = ~(ST) > 4(S)(T). (2.14)

Démonstration. Soit x € D(ST). Nous considérons d’abord le cas quand (S),v(T) < oc.
Puisque ST = (S|ger)T, nous supposons que S = S|g). Alors S71ST(0) = T(0) +
S7H0) € R(T) et T~1(0) € T-1S~1(0). Tl découle de la Proposition (2.6.7) que
|STx| = d(STz,ST(0)) > ~(S)d(Tz,S~15T(0))
> y(S)(T)d(x, T~ S71ST(0))
= (S(T)d(z, T7157(0)).
Donc, en appliquant la Proposition (2.6.1), inégalité (2.13) tient. Supposons maintenant
S71(0) € R(T) et que ce n'est pas nécessairement le cas que S = S|g(r). Alors
d(Tz,S7'ST(0)) > ~(T)d(x, T~*S7'ST(0))
= (T)d(x, T ((T(0) N D(S)) + 57(0)))
= y(T)d(z, T~*S71(0)).
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Ainsi, comme avant,

ISTz|| = v (S)(T)d(z, T7S7(0)),

et 'implication (2.14) de la fagon suivante.

Ensuite, nous considérons le cas v(7T') = oo, et supposons S = S|g). Par la Proposi-
tion (2.6.1), N(T) = D(T). Puisque N(T) C N(ST) et D(T) > D(ST), il s’ensuite que
N(ST) est dense dans d(ST"). Donc v(ST) = oo, et I'inégalité souhaitée dans (2.13) tient.
Si S71(0) € R(T), alors la preuve de l'inégalité (2.14) est similaire.

Enfin suppose que v(S) = oo et 0 < v(T") < 00, et supposons que S = S|gr). Puisque S7(0)
est dense dans D(S) il s’ensuite que d(T'z, S~*(0)) = 0. Par conséquent, y(T)d(z, T-1S71(0)) =
0 (appliquant la Proposition (2.6.7) ), i.e. N(ST') est dense dans D(ST). Donc v(ST') = oo,
et encore et le désiré I'inégalité dans (2.13) suivante. Si S~1(0) C R(T), alors la preuve de

I'inégalité (2.14) est similaire. O

Remarque 13. Si ue y(S) = oo et v(T) = 0, alors linégalité (2.13) peut manquer de
tenir envisager S := f et T := f~! ou f est une fonction linéaire discontinu sur un espace
de dimension infinie. Alors v(ST) = v(ff™) = v(I) = 1 tandis que v(S) = oo (puisque
N(f)=X), et gamma(T) = || f||~" = 0.

Corollaire 2.6.2. Soient T € LR(X,Y) et S € LR(Y, Z). Alors
ST < IS HHacs) Tl (000 exclue). (2.15)
avec ||ST|| = 0 quand ||S|| =0 (pair si Iyr) = o0) . En outre,
7(0) € D(S) = [[STI < [ISIIT- (2.16)

Démonstration. Appliquant de la Proposition (2.6.3), 'inégalité (2.15) découle de (2.13) du
Proposition (2.6.8).

Si T(0) € D(S), alors pour z € D(ST) et y € Tx ont que Tx C D(S) + T(0) = D(S5)
(puisque z € T71(D(S))) . Donc Iy Tx =Tx N D(S) =T, et

ST < [ISTIT pesm

a partir duquel (2.16) suivante. [
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Remarque 14. Le cas ot 00.0 apparait sur le coté droit de (2.15) correspond au cas analogue
dans Proposition (2.6.8) (appliquant la Proposition (2.6.3)) . Dans ce cas aucune conclusion

ne peut étre tirée de I’hypothese (voir les remarques suivant la Proposition (2.6.8)) .

Proposition 2.6.9. Supposons que T € LR(X,Y), et S € LR(Y,Z) est continu avec

D(S) D T(0). Alors
QsrST = QsrSQ7 QrT.

Démonstration. Soit Q notée Qr, et soit y € Tx. Alors SQ™'Qy = S(y +T(0)), et puisque

S est continu avec D(S) D T'(0),
ST(0) C ST(0).
et, d’ot,
SQ7'Qy C Sy + ST(0).

Il s’ensuite que

QstSQ'Q, C QsrS, C Qsr(SQT'Q,),

et, d’ou,
QsrSQ™'Qy = QsrS,y.
Donc
QsrSQ™'QT, = Qsr ST,
et le résultat suivante. O

2.7 Sélections Linéaires

Les sélections ou les parties a valeur unique des applications & ensembles-valeurs sont
été considérées dans les Problémes d’extension en topologie (voir par exemple Michael [23])
, et font encore 'objet d'une enquéte aujourd’hui. Sélections jouent un role important dans
I’analyse convexe, et il existe une théorie bien développée sur les sélections de applications
a ensembles-valeurs qui satisfont divers propriétés (voir par exemple Aubin et Cellina [6] ou
Aubin et Frankowska [7]) . Dans cette section, nous donnons en revue bréve des sélections

linéaires de relations linéaire et considérons certaines conditions de continuité.
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Définition 2.7.1. Un opérateur linéaire a valeur unique A est appelé sélection linéaire

(ou partie a valeur unique) d’une relation linéaire T' si

T=A+T-T. (2.17)
Si A est une sélection de T alors pour tout x € D(T') on a

Tx=Ax+T(0). (2.18)

Il résulte de (2.18) que R(T) = R(A) +T(0). Cependant, cette somme peut ne pas toujours

directe. Le résultat Suivant fournit une méthode pour construire des sélections.

Proposition 2.7.1. Si P est une projection linéaire a valeur unique avec le domaine R(T')
et le noyau T'(0), alors PT est une sélection de T. Inversement, si A est une sélection de T
et R(A)NT(0) = {0}, alors la projection & valeur unique définie sur R(T') avec lintervalle
R(A) et le noyau T(0) satisfait A= PT.

Démonstration. Soit P comme décrit. Alors PT'(0) = {0}, et pour y € Tz on a
Tx=y+T(0)=Py+(I—P)y+T(0)=PTz+T(0).

Inversement, soit A une sélection de T' et soit P une projection linéaire définie sur R(T")
avec 'intervalle R(A) et le noyau T(0) . Alors pour x € D(T) on a Tx = Az + T(0), d’ou
PTx = PAz = Ax — (I — P)Az = Ax. O

Proposition 2.7.2. Soit T € LR(X,Y).

(a) Si T a une sélection continue A, alors T est continu et
171 < 1Al

(b) SiT(0) est topologiquement complétée dans R(T'), alors T est continu si et seulement

st T a une sélection continue.

Démonstration. (a) Supposons que A est une sélection continue de 7. Alors pour = €

D(T), on a Tx = Az +T(0), i.e. Az € Tx. Depuis
I Tz| = inf [yl < [|Az]| < [|Alll|=]-
yeTx

Le résultat suit.
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(b) Soit P une projection continue définie sur R(T") avec le noyau 7'(0). Si T est continue,

alors PT est une sélection continu de T'. L’implication inverse est contenue dans (a).

]

2.8 Relations Linéaires Fermées et Fermées

Dans cette section, nous donnons les propriétés de base des relations fermées et nous
considérons la relation entre une relation linéaire 1" et sa fermeture. Nous Considérons aussi

la connexion entre les propriétés de continuité et de fermeture.

Définition 2.8.1. La fermeture d’une relation T € LR (X,Y) est la relation T définie
G(T) = G(T). (2.19)

Une relation est dite fermée si son graphe G(T') est fermé en X X Y ou, de maniére
équivalente, si T =T .
Proposition 2.8.1. Soit T € LR(X,Y). Alors
(a) T € LR(X,Y).
(b) T est fermé si et seulement si T~ est fermé. De plus, (T)' = T-1.
(c) Si T est fermé alors T(0) est fermé.
(d) SiT est continu et D(T) et T'(0) sont fermés, alors T est fermé.
Démonstration. (a) et (b) découlent de la définition de T et du fait que G(T') est un
sous-espace linéaire de X x Y.

(c) Si{y,} est une séquence dans 7'(0) telle que y, — y, alors (0,y) € G(T') puisque T’

est fermé.

(d) Supposons que {(x,,y,)} est une suite dans G(T) telle que (x,,, y,) — (x,y). Alors
x € D(T) puisque D(T) est fermé. En laissant z € Tz, il découle de la continuité de
T que 3z, € Tz, telle que z, — z. Puisque 2z, —y, € T(0) et 2, —y, — z—y € T(0),
il s’ensuite que y € z +T'(0) = T'x.
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Définition 2.8.2. Une relation linéaire est dite fermentable si T est une extension de T.

Nous donnons un exemple de relation continue qui n’est fermée ni fermentable, et don-
nons un exemple de relation fermé qui n’est pas continue. On note que T’ n’a pas besoin une
extension de 7. On n’a seulement que G(T') C G(T) et Tx C Tx pour tout = € D(T). De
plus, m C T(0), et I'égalité n’a pas besoin vérifiée, comme on le voit dans la troisiéme
des exemples ci-dessous.

Exemple 2.8.1. On a Soit T une relation linéaire telle que T'(0) # T'(0). Soit F' tout sous-

espace de dimension finie de D(T). Alors T|p est continu. Cependant, T|r(0) = T'(0) #

T(0). Ainsi T|p(0) n’est pas fermé, et T|p n’est pas fermentable.

Remarque 15. Clairement T est fermable si et seulement si T(0) = T(0), et T~ est
fermable si et seulement N(T) = N(T). Cependant, il existe un manque malheureuz de
symétrie en ce que T fermable n’implique pas que T~ est fermable. L’exemple suivant illustre

ceci.

Proposition 2.8.2. Soit T € LR(X,Y). Alors

QrT = QrT.

Démonstration. Soit Q = Qp = QX

RO soit (z,2) € G(QT). Alors Jy € R(T) telle que

(z,y) € G(T) et Qy = z. Soit (x,,, y») une suite dans G(T) convergent vers (z, y). Maintenant
Qyn converge vers Qy = z. Donc (2, QTx,) = (Tn, Qun) — (7, 2), i.e. (z,2) € G(QT).

Inversement, soit (z,z) € G(QT). Alors 3(z,, z,) € G(QT) telle que (zn,2,) — (,2).
Ainsi, Jy, € R(T) telle que (z,,y,) € G(T) et Qu, = 2z, — z € Qy € Y/m pour
certains y € Y. Donc 3k € T(0) telle que y,, — y — k. Puisque T(0) € T(0), il s’ensuite que

(z,y — k) € G(QT). Puisque Q(y — k) = Qy = z nous avons que (z, z) € G(QT). O
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Proposition 2.8.3. Soit T € LR(X,Y). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) T est fermé.

(i) QT est fermé et T'(0) est fermé.

Démonstration. (i) = (ii) Cela découle de la proposition (2.8.2) et de la Proposition

(2.8.1) (c).

(ii) = (i) En appliquant la Proposition (2.8.2),
D(T) = D(QT) = D@T) = D(QT) = D(T).

De plus, pour 2 € D(T) on a QTz = QTx. Ainsi, Tz + T(0) = Tz + T(0), i.e.
Tz =Tz. 1l sensuite que T =T

Proposition 2.8.4. Soit T € LR(X,Y).

1Tl < 17

avec égalité valable si T(0) = T(0).

Démonstration. Nous pouvons clairement supposons que ||T|| < oo. Nous prouvons par
contradiction. Supposons que ||T|| > ||T||. Choisir € > 0 et (0, yo) € G(T) telle que ||z¢|| < 1
et

d(yo, T(0)) > || T|| + 2e. (2.20)

Maintenant choisir (z,z) € G(T) telle que ||z]] < 1 et ||z — x|l + ||y — vol| < €. Puisque
|d(y0, T(0)) — d(y, T(0))] < |lyo — y|| < ¢, il résulte de (2.20) que

7| + 2€ < d(yo, T(0)) < d(yo, T(0)) < d(y, T(0)) + ¢ < [T +e,

Ce qui est une contradiction. Ainsi ||T| < ||T.

Supposons maintenant que 7(0) = 7T(0). Alors pour # € D(T) et y € Tz C Tx on a
|Tx|| = d(Tx,T(0)) = d(Tx,T(0)) = ||Tx||, et P'égalité souhaitée suit. O

Corollaire 2.8.1. Soit T € LR(X,Y), Alors

Avec la tenue d’égalité si N(T') = N(T).
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Proposition 2.8.5. Soit T € LR(X,Y) fermé et soit Y complet, Si S € LR(X,Y) est

continue avec S(0) C T(0) et D(S) D D(T), alors T+ S € LR(X,Y) est fermé.

Démonstration. Supposons que 1" et S sont une valeur unique, et soit (x,) une suite dans

D(T) telle que (T'+ S)x, -y €Y et x, — x. Alors
1T (n = zm)[| < (T + ) (@n = zm) [l + 1S][l2n — 2], (2.21)

Et, puisque S est continu, le membre droit de (2.21) converge vers zéro lorsque m,n — oc.
Ainsi, {Tx,} est une suite de Cauchy, et 3z € Y telle que T'x,, — z. Puisque T est fermé,
il résulte que x € D(T) = D(T + S) C D(S) et Tz = z. Puisque S est continu, Sz, — Sz.
Ainsi, (T'+ S)z, = (T'+ S)x =y, i.e. T + S est fermé.

En passant au cas général, il découle de la Proposition (2.8.3) que (7'+ S)(0) = T'(0) est
fermé, et Q7T est fermé. De plus, Q7S est & valeur unique et continue (par la proposition
(2.6.9)). Par ce que a déja été montré, Qrys(T+S) = QrT + Q7S est fermé. En appliquant
la Proposition (2.8.3), T'+ S est fermé. O

2.9 L’adjoint d’une Relation Linéaire

Définition 2.9.1. L’adjoint ou conjugué T’ d’une relation linéaire T € LR(X,Y) est
défini par
G(T):=G(-TH cY' x X'

Ou

[(y, @), (v, 2)] = [2,2] + [y, y] = 2’z + ¢y,

Remarque 16. Nous notons que les termes adjoint et conjugué sont utilisés de maniere
interchangeable partout.
Si (y,2") € G(T") alors y'y = x'x pour tout y € Tx,x € D(T), i.ex’ € Ty & 2'x =y'Tx
pour tout x € D(T), i.e.

:LJ|D(T) = y/T
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St T est densément défini, alors y'T', qui est une valeur unique, a une unique extension de

X, rendant T" & valeur unique. Ainsi, nous pouvons faire les affirmations suivantes.

Proposition 2.9.1. 7" € LR(Y', X') est une relation fermée avec
D(T") ={y' € Y'|y/Test continue et o une seule valeur}
Et T'y'x =y'Tx € K pour x € D(T) ety € D(T").

Proposition 2.9.2. Soit T € LR(X,Y). Alors
(a) (T) =T
(b) (T)~' = (T71)

(c) (\T) = \T"
Démonstration. 11 suffit de vérifier (c) : Soit A € K, A # 0. Alors

G((AT)) = {.2)|y'y = 2’zpour(z,y) € G(AT)}
= {, \)|y'(\y) = (A\2")zpour(z,y) € G(T)}
= GOT).

Proposition 2.9.3. Soit T € LR(X,Y). Alors
(a) N(T") = R(T)*
(b) 77(0) = D(T)*
(c) N(T)=R(T")"
(d) T(0) = D(1)"

Démonstration. Les déclarations en (b) et (d) découlent de (a) et (c), respectivement, en
remplacant 7' par 7~!. Ainsi nous montrons seulement que les deux derniers sont valables.
(a)
yeNT) < (y,0)eG(T")
& yy=0vy € R(T)
& y € R(T)* .
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(c)
r€N(T) & (2,0)€GT)=GT)"" =G((-T71))" =G(—(T)")'
& 2'r =0V2' € R(T")
& zeR(T).

Proposition 2.9.4. Soient s,T € LR(X,Y). Alors
(a) G(S"+T") C G((s+T)).
(b) (S+T) est Une extension de S'+T" si et seulement si (D(S)ND(T))* = D(S)* +
D(T)*.

(c) Si D(T) C D(S) et S est continus, alors s' +T' = (S+T)'.

Démonstration. (a) Soit (v/,2") € G(S"+T"). Alors (v, z}) € G(S') et (v, xh) € G(T")
ouz) € Sy et xfy € Ty o' = 2} + . Soit (z,s+t) € G(S+T),s € Sz, t € Tx.
Alors
Y(s+t)—2'x=y's+y't— a2z —abe =0,

le. (v,2") e G(S+T)).

(b) Puisque (S + T)" est une extension de S’ + T si et seulement si (S + 7)'(0) =
S’(0) +77(0), le résultat Découle de Proposition (2.9.3) (b).

(c) Nous montrons d’abord que les domaines sont égaux. Supposons y' € D((S +

T)").Alors y'S"(0)+y'T"(0) = v/ (S+T)(0) = 0 et donc, y'S’(0) = y"1"(0) = 0. Puisque

S est continu, ainsi est y'S | et aussi y'T puisque y'Tx = y'(S + T)x — y'Sx pour

tout x € D(T) C D(S). Ainsi, v € D(T") N D(S") = D(S"+ T"). Puisqu’il résulte de

(a) que D(S"+T") € D((S+T)'), les domaines sont égal. Maintenant D(S) > D(T)
implique (D(S) N D(T))*, et donc (b) est vrai. Il s’ensuite que S' + 71" = (S + T)'.

[
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Proposition 2.9.5. Soient T € LR(X,Y) et S € LR(Y, Z). Alors
(a) G(T'S") C G((ST)).
(b) Si soit
(1) R(T")=X' et D(S)C R(T)
ou (2) D(S")=2' et R(T)C D(S)
alors (ST) = T'S'.

Démonstration. (a) Supposons (Z/,z') € G(T'S"). Alors il existe y' € Y’ telle que
(2",y) € G(S') et (v,2') € G(T"). D'on 2’z = y'y = 2’z pour tout (z,2) € G(ST),
ie. (2,2") € G((ST)).

(b) Supposons que (1) vrai, et soit (z/,2') € G((ST)'). Puisque 2’ € X’ = R(T"), il
existe y' € Y’ telle que (v, 2') € G(T"). Soit (y, z) € G(S). Alors y € D(S) C R(T),
et il existe x € D(T) telle que (z,y) € G(T). Ainsi y'y = 2z, et puisque (z,z) €
G(ST), 7z =2’z = y'y, ie. (2,y) € G(S') . Il en découle que (/,2') € G(T'S’), et
I'égalité découle de (a).

Supposons maintenant que (2) soit vérifiée. Par Proposition (2.9.2) (b) , nous avons

que R((S7Y)) = Z', et D(T™') C R(S™'). Ainsi, d’aprés ce qui a été montreé,
(T—ls—l)/ — (S_l)/(T_l)/.

Une autre application de la Proposition (2.9.2) (b) donne le résultat.
O]

Notation 4. Soit E un sous-espace d’un espace linéaire normé X . Soit on note Jx Uappli-

cation d’injection naturelle de E dans X, i.e. pour v € E, Joxz =z € X.

Proposition 2.9.6. Soit E un sous-espace de X. Alors
() (J§) = Q..
(b) Si E est fermé, alors (Qx) = JX..

X/

Démonstration. (a) En appliquant la Proposition (2.4.3), Q3. : X' — L' avec

(Qpe)(e) = a'e (2.22)
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pour ' € X' et e € E.
De méme (Jp) : X' — E' et

(J3)'2")(e) = 2/ (Jp)e = 2'e (2.23)

Pour 2’ € X' et e € E. L’égalité s’ensuite en combinant (2.22) et (2.23).

(b) En appliquant a nouveau la proposition (2.4.3), (Q%)" : E+ — X' avec
(Qp)e) (@) =€(@Qp)r =z (2.24)
pour z € X et € € B+,
De méme Jiﬁ B+ — X! avec

(JELe)(z) = ¢x (2.25)

pour x € X e ¢ € E+. L’¢galité s’ensuite en combinant (2.24) et (2.25).

Proposition 2.9.7. Soit T € LR(X,Y). Alors
(a) (QrT) = T’J}/(/O)L.
(b) (T'Jpr)) = QpT'.
(c) (QrTJIpwr)) = QrT Jrp)-.

Démonstration. Ces égalités découlent des applications directes de Propositions (2.9.5) et

(2.9.6). O

Corollaire 2.9.1. Soit T' € LR(X,Y), Alors D(T") = D((QT)’). De plus, T"y' = (QT)"y/
poury € D(T").

Proposition 2.9.8. Soit T € LR(X,Y). Alors

1771 < IIT°-
Démonstration. On peut Clairement supposer que ||7'|| < oco. Soit J := Jp(r) on a de la
Proposition (2.9.7) que
(QTJ)/ - QT/T/JT(O)L. (226)
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D’aprés la Proposition (2.9.3), le domaine De la relation ci-dessus contient D(7”) et donc
pour y € D(T') On a (QTJ)y = QpT'Jre+y'. De plus, (QT'J)" est & valeur Unique
puisque QT'J est défini Partout. Ainsi

170 = Qe T Izl = supyes,,, I@QTI)Y]

Supy’EBD<T/) SuszBD(T) ||y’(QTJ)93H

IN

IN

SUDy/ € By 1y SUPweBpry 1Y III|QT |

QT Il = [IT|-

IN

Proposition 2.9.9. Soit T € LR(X,Y). Alors

(T7) 2 A(T).
Démonstration. Cela découle de la Proposition (2.9.8) combinée a la Proposition (2.6.3). O

Proposition 2.9.10. Soit T € LR(X,Y). Alors
(a) Si T est continue, alors D(T") = T(0)*.
(b) Si T est ouvert, alors R(T") = N(T)*.
(c) Si T est continu, alors ||T"|| = ||T]|.

(d) Si T est ouvert, alors y(T") = ~v(T') > 0.

Démonstration. 1l suffit de montrer que (a) et (c¢) sont valables.

(a) Supposons que T est continue. Alors d’aprés la Proposition (2.9.8), (QTJ)" est
continue, et, par Proposition (2.9.1), son domaine est I'espace entier i.e. T'(0)*. Ainsi,
d’aprés la Proposition (2.9.7), I'égalité souhaitée est vraie.

(c)

IT"] = supyep, ., (QTT)Y|
Dy SWscnn |4/ (QTT)al

= SUpyen, .\ SWrenyq, Y (QT)x]|

= SUPsespq, [(QTJ)7]|

= [[QTJI =TIl
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2.10 Nullité,Déficience,et I'indice des relations multivoque

Dans cette section, nous montrons que le théoréme fondamental de 1’algébre linéaire est
valable pour Opérateurs a valeurs multiples (Proposition (2.10.1)) . Nous donnons ensuite
une preuve algébrique d’un théoréme d’indice pour la composition d’opérateurs a valeurs
multiples dans la Proposition (2.10.2).

Nous donnons les relations de dualité entre les dimensions des noyaux et les codimensions
des ranges de T' et 1" dans la Proposition (2.10.3). Ces quantités satisfont également des
inégalités importantes lorsqu’une relation ouverte 7" est perturbée par une autre relation de
petite norme convenablement . C’est donné dans une généralisation multivaluée du théoréme
de petite perturbation classique pour les opérateurs linéaires et ses corollaires au chapitre
3. Ces résultats de perturbation sont central des preuves des différents résultats de stabilité
pour les opérateurs de type Fredholm qui sont considérés de plus tard. Nous commencons

par quelques définitions.

Définition 2.10.1. La nullité et la déficience d’une relation linéaire T € LR(X,Y") Sont
définies respectivement comme suit :

a(T) = dimN(T), et
codimR(T') := dimY/R(T).

=
3
i

La quantité B(T) est définie comme suit :

B(T) = codimR(T) :=dimY/R(T).
Si a(T) < 0o ou B(T) < 00, alors nous définissons l'indice d’une relation linéaire comme

suit :

Ou la valeur des différences est considéré comme k(T) := oo si a(T) est infini et B(T) < oo
et k(T) := —o0 si B(T) est infini et a(T) < oc.

L’indice réduit R(T') d’une relation linéaire est défini de maniére analogue :

R(T) :== a(T) — B(T).
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a condition que a(T) < 0o ou B(T) < oo, et ot K(T) := oo si a(T) est infini et B(T) < oo,

R(T) := —o0 si B(T) est infini et a(T) < co.
Proposition 2.10.1. Soit T' € LR(X,Y). Alors
dim D(T) + dim T'(0) = dim R(T") + dim N (T).
Démonstration. Pour les opérateurs de valeur unique on a 1’égalité
dim D(T') = dim R(T") + dim N(T') (2.27)

Soit ¢ : Y — Y/T(0) l'application de quotient a de Y sur Y/T'(0). Alors ¢7" a une va-
leur unique avec D(¢T) = D(T) et N(¢qT) = N(T). De plus, ¢qT satisfait 'égalité (2.27).
Maintenant

dim R(T") = dim R(qT) + dim 7'(0). (2.28)
Ainsi, en combinant (2.27) et (2.28), on a

dim D(T) +dim7T'(0) = dim D(¢T) + dim7(0)
= dim R(¢T") + dim N(T) + dim T'(0)
= dim R(T) + dim N(T).

]

Proposition 2.10.2. Soient T € LR(X,Y) et S € LR(Y,Z). Supposons que D(S) =Y.
Alors

a(ST) + B(T) 4+ B(S) + dim(T'(0) N N(S)) = B(ST) + a(T) + «(5). (2.29)

Démonstration. Nous supposons d’abord que S est & valeur unique. L’application

n : N(ST)/N(T)— R(T)NN(S)
nlz] = TxnN N(S)

est sur et a un inverse a une seule valeur. Ainsi, d’apres la Proposition (2.10.1), dim N (ST)/N(T)+
dim7[0] = dim(R(T) N N(S5)) , et donc

dim N(ST) + dimn[0] = dim(R(T) N N(S)) + dim N(T). (2.30)
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Soit A := R(T)NN(S), et choisissez un sous-espace B telle que N(S) = A+ B, ANB = {0}.
Ainsi on a que

dim N(S) = dim A 4+ dim B. (2.31)

De plus R(T) N B = {0}, et on peut choisir un sous-espace C telle que Y = R(T) + B + C
et (R(T)+ B)nC = {0}. Alors

codimR(T) = dim B + dim C. (2.32)

Maintenant S est une application sur C' puisque N(S) = A+ B C R(T) + B. Ainsi
dim S(C) = dimC et R(S) = S(R(T) + C) = R(ST) + S(C) avec R(ST) N S(C) =
S(0) = {0}. 1l S’ensuite que dimY/R(S) = dimY/(R(ST) + S(C)) et ainsi,
codimR(S) + dim C' = dim Y/R(ST). (2.33)
Par I'égalités (2.30), (2.31), (2.32) et (2.33), on a
a(ST) + dim(7T'(0) N N(S)) + B(T) 4+ B(S) dim C

— dim A+ a(T) + dim B + dim C + B(ST) (2.34)

= a(S)+a(T)+ B(ST) + dimC
Maintenant si dim C' = oo, alors 5(7') = oo par (2.32) et (2.33) implique que 5(ST) = oo et
I'égalité, donc, ’équation (2.29) est vrai . Si dim C' < oo, alors soustraire dim C' de I’équation
(2.34) donne l'égalité souhaitée.
Pour le cas ou S est a valeurs multiples, nous considérons l'opérateur & valeur unique
qsS Y — Z/S(0), ou gs : Z — Z/S(0) est application de quotient naturel. Soit D un
sous-espace de Z telle que Z = R(ST) + D et R(ST)N D = {0}. Alors 5(ST) = dim D,
et gs(Z) = qs(R(ST)) + qs(D) avec qs(R(ST)) N gs(D) = {0}. Maintenant gs est une
application une-une sur D puisque S(0) C R(ST). Donc dim gs(D) = dim D, et

BlgsST) = B(ST).

Puisque N(ST) C N(gsST) C N(qstST) = N(ST),ouqgst : Z — Z/ST(0) est 'application

de quotient naturel, il s’ensuite que

a(qsST) = a(ST).
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Il s’ensuite de méme que
a(gsS) = a(S)
et
BlqsS) = B(S).
Ainsi, en substituant ¢sS a S, le résultat découle du cas ou S est supposé étre a valeur

unique. L]

Corollaire 2.10.1. Soient T' € LR(X,Y) et S € LR(Y, Z). Supposons que D(S) =Y et

supposons que T et S sont des indices finis. Alors
k(ST) = k(T) 4+ k(S) — dim(T'(0) N N(5)).
Lemme 2.10.1. Soient S,T € LR(X,Y) et soit S une extension de T telle que dim D(S)/D(T) =
n < oo.
(a) Si T est fermé, alors S l'est aussi.
(b) SiT(0) est fermé et R(T') est fermé, alors R(S) est fermé.
(c) Si T aun indice, alors k(S) =n+ k(T).

Démonstration. (a) Par I’hypothése, D(S) = D(T) & N ou dim N = n. Soit = € D(T),
s € N.Si(z+s,y) € G(S), alors, puisque S(0) = 7'(0), il en résulte que y = y; + 2
ouy, € Sx =Tz et y, € Ss. Ainsi (x,y1) € G(T), (s,y2) € G(S|n) et (x + s5,y) =
(x,y1) + (s,92). Ainsi, G(S) = G(T) + G(S|n). De plus, puisque S(0) = 7°(0), il
s’ensuite que

G(QS) = G(QT) + G(QS|v) (2.35)
Puisque QS est a valeur unique, dim G(QS|y) < dim N < oo. Par conséquent,
puisque G(QT) est un sous-espace Fermé, G(Q.S) est fermé.

(b) Si R(T') et T(0) sont fermés, alors R(QT') est fermé et par (2.35)
R(QS) = RQT) + QS(N) (2.36)
Ainsi, puisque QS(N) est de dimension finie, R(QS) est fermé. il s’ensuite que R(S)

est fermé.

54



(c) Si ¢ désigne 'application de quotient définie sur Y avec noyau 7'(0), alors k(S) =
k(qS) et k(T) = k(qT). 1l suffit alors de prouver Il énoncé pour le cas ou T, et donc
S, sont valeur unique, et n = 1.
Supposons N = sp{x} pour certains x € D(S),x # 0, Si Sz ¢ R(T), alors R(S) =
R(T) 4 sp{w}, ot w = Sz, N(S) = N(T) et, par conséquent, 5(T) = 5(T) + 1 et
a(T) = a(S). Donc k(S) = w(T) + 1.
Si Sz € R(T), alors R(S) = R(T). Ainsi, il existe un non nul z € D(T) telle
que Sx = Tx = Sz. Puisque S(z —x) = 0 et z —x ¢ D(T), il s’ensuite que
N(S)=N(T)+ sp{z — x}, i.e. a(S) = a(T) + 1. Ainsi x(5) = w(T) + 1.

Proposition 2.10.3. Soit T' € LR(X,Y). Alors
(a) o(T") = B(T).

(b) o(T) < 5(T").
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Chapitre 3

Relation linéaire demicompact

3.1 Relations de Fredholm

3.1.1 Généralités et définitions

Définition 3.1.1. Soit (X, dx) un espace métrique quelconque. Alors, il existe un unique
espace métrique complet ()?, dg) qui contien X comme sous espace dense. X estle complété

de X.

Définition 3.1.2. Soient X le complété de Uespace normé X, T € LR(X,Y). La relation
linéaire T définie sur LR()?,};) dant son graphe est le complété de G(T), est appelée le
complété de T.

Définition 3.1.3. Soient T' € LR(X,Y), Xr Uespace vectoriel normé de D(T) de norme
[zl = 2l + [[T2]] (x € D(T)).

Soit Gr € LR(Xr,X) lUinjection de Xp dans X, c’est-a-dire, D(Gr) = X, Groz = ©
(.’L‘ € XT)

Proposition 3.1.1. (i) Si T =0, alors v(T') = v(IT'Gr) = 0.
(i1) Si T # 0, alors
(T) 00
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Démonstration. (i) Le résultat découle du définition de (7).

(17) Dans ce cas N(T'Gr) est un sous espace fermé propre de Xp. Pour tout € X7 on a,

d (.73, N(TGT>> = IIlf {HGTJI — GTZH -+ ||TGT:L’ — TGTZH}
GTZGN(T)
= inf  {||Grx — Grz|| + || TGrz|} .
GTZEN(T)

Par conséquent,

Maintenant, on montre que

1(T)

Si v(T'Gr) = 0, alors on a le résultat. Supposons que y(T'Gr) > 0 et on choisi A dans
Uintervalle [0, v(T'Gr)]. Alors, d’aprés la définition de v(T'Gr) on a,

TGzl = Md(Gre, N(T)) + | TGrz]),

d’ou

A
ITGre|| 2 = d(Gra, N(T)) (Grz ¢ N(T)).
Puisque, A € [0,7(T'Gr)] a été choisi arbitrairement il s’ensuit que,

V(TGr)
V(T) > m

I1 ne reste plus qu’a prouver 'inégalité inverse. Si y(7') = 0, on a le résultat. Supposons que

Y(TGr) > 0 et on choisi une suite croissante (d,), C [0, 1] tel que

lim On =~(T).

n—oo | — 571

n

Pui T) >
uisque (7)) s

> (0 on a,

[ TGra|| =

On
2 d(Gra, N(T)

pour chaque x € X7 et chaque n € N. Par conséquent,

|TGra|| = 6,(d(Gra, N(T)) + [ TGrzl|)

57



pour chaque z € Xr et chaque n € N. Il s’ensuit que, v(T'Gr) > 4, pour chaque n € N.

Ansi,

On fait tendre n — oo, on trouve le résultat. n

Définition 3.1.4. (i) La dimension du noyau d’une relation linéaire T' est appelé nullité

de T et est notée par :

a(T) = dim N(T).

(17) La codimension de l’image d’une relation linéaire T' est appelé déficience de T et est
notée par :

B(T) = codimR(T) = dimY/R(T).
Si a(T) est finie ou/et S(T) est finie, alors on appelle indice de T le nombre :

il i(T) = o(T) — B(T) € Z U {—o00,+oo}.ill

Remarque 17. Pour un sous espace vectoriel fermé E de X donné, on a
i(Q%) = dimE. En effet, il est claire que N(Qyx) = dimE et R(Q%) = X/E. Par consé-
quent, a(Qx) = dimE et B(Qy) = 0.

Définition 3.1.5. Soit T € LR(X,Y).

(1) On dit T est sur-semi-Fredholm, s’il existe un sous espace fermé M de X de codimen-
sion finie tel que inverse de la restriction Ty est continue et uni-valeur.

On note par F (X,Y) ou simplement F l’ensemble des relations sur-semi-Fredholm.

(1) On dit que T est sous-semi-Fredholm, si l’adjoint T est une relation sur-semi-
Fredholm. On note par F_(X,Y) ou simplement F_ [’ensemble des relations sous-semi-
Fredholm.

(131) On note F(X,Y) = F (X, Y)NF_(X,Y) l’ensemble des relations de Fredholm.
(tv) Dans le cas ou X et Y sont des espaces de Banach, nous étendons les classes d’opé-
rateurs fermés de type Fredholm a valeur unique fermés précédemment afin d’inclure les

opérateurs fermés a valeurs multiples, et notons que les définitions des classes Fy(X,Y),
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F_(X,Y) et F(X,Y) sont respectivement compatibles avec
O, (X,)Y)={T e CR(X,Y):a(T) <o et R(T) estfermé dans Y},
O (X,)Y)={T e CR(X,Y):B(T) <oo et R(T) estfermé dans Y}, et

O (X,Y) =0, (X,Y)ND_(X,Y).
SiX =Y, alors ®,(X,Y),d_(X,Y) et (X, Y) sont respectivement remplacée par (X)), _(X)
et ®(X).

Remarque 18. (i) T € F (X,Y) <= Q7T € F.(X,Y). En effet, si T admet un sous
espace fermé M de X de codimension finie tel que linverse de la restriction Ty est continue
et uni-valeur, alors d’apres Proposition (?7), Q7T vérifie les méme propriétés.

(i) T € F_(X,Y) <= QT € F_(X,Y). En effet, (QrT)" vérific les méme propriétés de

/

1.

3.1.2 Propriétés

Proposition 3.1.2. Soit T' € F(X,Y). Alors, toute suite borné (x,), dans D(T') tel que

Tx, est de Cauchy, admet une sous suite de Cauchy.

Démonstration. On remplace T par Q7T s’il est nécessaire, on peut supposer que 1 est
uni-valeur. Il existe une projecton borné P définie sur D(T) avec R(I — P) < oo et
T|rep) est injective et ouverte. Soit (x,), un suite qui satisfait ||T(x, — z,,)|| = f(n,m)
ou f(n,m) n,m:)+oo 0. Puisque T'|g(;—py est continue, la suite T'(I — P)x, est borné dans

I'espace de dimension finie R(7T'(I — P)). On choisi une sous suite (zy, ), de (z,), tel que

(I — P)xy, est de Cauchy. Alors,

TPk, — x|l < NT (2w, = 2p, )| +1TU = P)g, =zl = 0.

n,m—400

Par conséquent (T'Pzy, ), est de Cauchy. On a,

TP (2, = @)l 2 A(T o) 1P (2r, = 2

puisque, T'|g(py est injective. Donc, P(xy,) est de Cauchy. On choisi une sous suite (wy,)n
de (xg,)n tel que (I — P)w, est de Cauchy. Alors, (w,), = (Pw, + (I — P)w,), est de
Cauchy. O]
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Théoréme 3.1.1. Les propriétées suivantes sont équivalente :

(1) T ¢ F (X,Y).

(1) Il existe un sous-ensemble borné non-précompact W de D(T) tel que Qr(W) est pré-
compact.

(1ii) T' admet une suite singulier c’est-a-dire, la suite (z,), de norme un élément de D(T)

tel que (x,), n'a pas de sous suite de Cauchy et lim [|[Tz,|| = 0.
n—oo

Démonstration. (iii) = (ii) On a (z,), est une suite de norme un élément de D(T') tel
que (z,), n’a pas de sous suite de Cauchy. Dongc, il existe un sous-ensemble borné non-
précompact W de D(T'). Or on a nhjEO |QrTxy,| = ||Tx,| = 0. D’ou, Qr(W) est précompact.
(17) = (i) D’aprés Proposition (3.1.2), on trouve le résultat.

(i) = (i77) D’aprés Remarque (18) (i), on peut supposer que 7" est uni-valeur. On considére
le cas ot T est borné. Dans ce cas T est borné et uni-valeur, et le noyau de T est de dimension
finie et son image est fermé. En premiére partie on montre 'existence d’une suite singulier
de T. D’aprés Théoréme V.1.6 cross|16], il existe un sous espace de dimension infinie de X
noté M tel que T |ar est compact. En autre on peut supposer que M est fermé (comme T est
continue). Si M NN (T ) est de dimension infinie, alors T admet une suite singulier. D’autre

part, il existe un sous espace de dimension infinie N de M avec N N N(T') = {0}. Soit

() une suite de N de norme 1 tel que |7z, || = 0. Alors, (z,), n’admet pas une sous
n—-+0oo

suite de Cauchy. Passant a T', on choisi (2,,), C D(T) de ||z,]| =1 et ||z, — || < % pour
tout n € N*. On observe dans ce cas que (z,), est une suite singulier de T si, et seulement
si, (zn)n est une suite singulier de T Ainsi, (i) = (i7i) si T" est borné. Finalement d’aprés
Proposition (3.1.1), on observe que T' ¢ F(X,Y) si, et seulement si, TGr ¢ F,(X,Y)
et danc T'Gr admet une suite singulier (z,), par ce que nous venons de vérifier. Puisque
TGrz, . _:>roo 0 il est claire que si (z,), n’admet pas une sous suite de Cauchy (par rapport
a ||.]lz), alors on a la méme chose est vraie pour Grz,, avec en plus ||Grz,|| o 1. Alors,
puisque (||Grz,|| ) TGrz, e 0, il s’ensuit que (||G7rz,||"'Grz,), est une suite singulier

de T. 0
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Théoréme 3.1.2. Soient X un espace de Banach, Y un espace normé et T € LR(X,Y).
Alors, les propriétées suivantes sont équivalentes :
(1) T est sur semi-Fredholm.

(13) Il existe un opérateur borné A et l’opérateur de projection borné de rang finie P tel que

AT = Iper) — P.

Démonstration. (i) = (ii) On remplace T par Q771 s’il est nécessaire on peut supposer que
T est uni-valeur. Il existe un opérateur partiellement continue S de domaine R(7) et un

opérateur continue de rang finie F} tel que
ST = Ipr) + I
Puisque X est complet, S = C + F; ou C est borné et F; est de rang finie. On a
CT = Ip) + Fs
ou F3 = F} — F;T. Soit P; une projection borné définie sur X, de noyau R(F3). Alors,
P.CT = Ipa + (P, — Ix).
Par conséquent on pose A = P,C, P = (P, — Ix), on a
AT = Ipgy + P.
(i1) = (¢) Soit M un sous espace de codimension finie de R(T") = R(T) ND(A) tel que A|y
est continue. Puisque AT € F, (X,Y’), alors on a
dim N(T) < dim N(AT) < .
Par conséquent 7' (M) est de codimension finie dans D(AT) = D(T). En autre puisque
ATT'm = Am + AT(0) = Am (m € M), on a
AT =101y = (Ala)(T|r-100)

ot Ay est continue. On suppose que T ¢ F(X,Y). Alors, T|p-1n) ¢ Fr(X,Y) (T71(M)
est de codimension finie). D’aprés Théoreme (3.1.1), T'|p-1(5s) admet une suite singulier
(n)n. D’apres la contunuité de Ay, [|ATz,|| T 0, (z,), est une suite singulier de
AT. Mais alors AT ¢ F.(X,Y) (Théoréme (3.1.1)). Cette contraduction montre que T €
Fo(X,Y). O
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Proposition 3.1.3. |25, Proposition 5.9.2| Soit T' € F(X,Y). Alors, toute suite bornée

(xn)n dans D(T) tel que (QrTxy), est une suite de Cauchy admet une sous suite de Cauchy.

Démonstration. soit (z,), une suite borné de D(T) tel que (QrTx,), est de cauchy. On
commence par montrer le résultat dans le cas ou T est uni-valeur. D’aprés Proposition
(3.1.2), il existe un opérateur de projection P continue avec D(P) = D(T), R(P) est fermé
de codimension finie dim N(P) < oo et 7| r(p) est injective et ouverte. Puisque, N(P) =
R(I —P) est de dimension finie, T|R(I — P) est continue, et la suite (7'(] — P)x,),, est borné
dans Despace de dimension finie R(T(I — P)). On choisi une sous suite (24, )n de (z,)n tel

que T(I — P)xy,, est de Cauchy. Alors,

ITP(xy, = @) < 1T (wn, = o) |+ ITU = Py, —a, )l = 0.

n,m—-+00

Par conséquent, (T Py, )n est de Cauchy. On a

TP (wh, = @)l 2 A(T o) 1P (2 = 20 )

puisque 7T | r(p) est injective. Donc, P(xy, ) est de Cauchy. On choisi une sous suite (wy,),, de
(xk, )n tel que (I — P)w, est de Cauchy. Alors, (w,), = (Pw, + (I — P)w,), est de Cauchy.
Puisque, ||QrTzx| > ||fox|], z € D(T) il s’ensuit que, si (QrTx,), est de Cauchy, alors
(QTT Tn)n est aussi de Cauchy. Par conséquent, on remplace T par foa:, il résulte de ce

qui précede que le résultat est valable pour le cas multivalué. O

3.2 Relations linéaires demicompactes

La notions fait dans ce travail se trouve dans les de articles|1] [3] [2]

Définition 3.2.1. Soient X un espace de Banach et T : D(T) C X — X une relation

linéaire. On dit que T est demicompact si pour tout suite borné (x,,), dans D(T) tel que

Qrall =T)ry = yeX/T=T)0),

alors (QTxn)n admet une sous suite convergente.

Notation 5. On note l’ensemble des relations linéaires demicompact sur X par : DKR(X).
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Remarque 19. La relation T : D(T) C X — X est demicompact si et seulement si pour
tout suite bornée (x,), dans D(T) tel que Qrx, — QrTx, — y € X/W il existe une sous

suite convergente de (Qrxy)n. L’assertion ((3.1)) est équivalente 4 Qrx, — QrTx, —
n—+o00

y € X/T(0). En effet, on a T(0) est un sous espaces vectoriel de X, alors (I —T)(0) =
—T1(0) =T(0). Donc,

Qrr(I-T)=Qr(I =T)=Qr - Qr(T).

(I =T)(0) = =T(0) = T(0)

Qr-r(I =T)=Qr(I =T) = Qr — Qr(T).

3.2.1 Propriétés des relations linéaires demicompactes

Proposition 3.2.1. Soit X un espace de Banach. Si T € LR(X) tel que T'(0) est compact,

alors T est demicompact si, et seulement si, pour tout suite bornée (x,,), dans D(T) tel que

Qr(x, — Tx,) o YE X/T(0), (zn)n admet une sous suite convergente.
n—-—+0o0

Démonstration. ” = 7 T est demicompact, alors pour tout suite bornée (z,,),, dans D(T') tel
que Qr(x, — Tx,) =Y € X/T(0), on a (Qrz,), admet une une sous suite convergente
n—-—+0oo

(Qrzgm)n)n- (i1), on a (QzgyTem)n = (QrTpm)n et T(0) est compact, donc (zy(n))n

admet une sous suite convergente. Par suite (x,), admet une sous suite convergente.

7 <7 Si pour tout suite bornée (x,,),, dans D(T) tel que Qr(x, — Tx,) 2 YE X/T(0),
n—-—+0oo

(2,,)n admet une sous suite convergente (Zy(m))n. ON & (Zy(m))n est convergente et 1T°(0) est

fermé, (i), (Q7gyTem))n = (Q1Tpm))n est convergente. D’ot, T est demicompact. O
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Théoréme 3.2.1 (Théoréme de Bolzano-Weierstrass). Un espace métrisable X est compact
(au sens de l'aziome de Borel-Lebesque) si, et seulement si, toute suite d’éléments de X
admet une valeur d’adhérence dans X ou, de maniére équivalente, admet une sous-suite qui

converge vers un élément de X.
Théoréme 3.2.2. SiT € KR(X) alors T € DKR(X).

Démonstration. Soit (x,), une suite bornée de D(T') tel que

QT(xn - Ta:n) = (QT(xn) - QTTxn) — Yo

n—-+o00

On a (z,), est bornée, alors il existe M > 0 tel que pour tout n € N ||z,|| < M. Alors,
on a 1-||z,| < 1, et par suite 5;x, € By ou By := {z € X : [|z| < 1}. Par conséquent
ﬁQTycn € QrBx. Or T est compact, c’est-a-dire, Q7 Bx est compact. Donc d’aprés Théorém
de Bolzano-Weierstrass, (1;Q72,), admet une une sous suite ((1;Q7u(n))n)n qui converge

vers y;. Donc (Qraym))n converge vers yo + My;. O]
Démonstration. On a,
|Fll = 1K + F — F|| < K| + | F — F| = | K] < oo,
donc F' est continue et on a D(F) = D(K) = X. D’ou, F est borné. D’autre part,
QrF =Qr(K+ F —F)=QrK

et on a K compact, donc QrF est compact. D’ou, F' est compact. Puisque K fermé et
dim F(0) < oo, alors, QpyK = QrK = QpF est fermé. Or F(0) est fermé. Alors, F' est

fermé. O

Remarque 20. La réciproque du Théoreme (3.2.2) n’est pas toujours vrai. En effet, —I est

un opérateur demicompact mais n’est pas compacte en dimension infini.

Lemme 3.2.1. Soit D un sous espace vectoriel fermé de X . Si (x,,), est une suite conver-

gente dans X alors Qpx, est aussi une suite convergente.

Démonstration. Soit D un sous espace fermé de X et soit (x,), une suite convergente vers

x donc d’aprés la continuité de Qp on a (Qpx,), converge vers Qpx. O
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Lemme 3.2.2. Soit D un sous espace vectoriel compact de X. Soit (x,,), une suite de X

tel que (QD:cn)n est une suite convergente alors (:cn)n admet une sous suite convergente.

Démonstration. Soit D un sous espace vectoriel compact de X et soit (x,,),, une suite dans X

tel que (Qpx,), converge vers Qpr € X/p ,z € X. Soit € > 0, il existe Ny € NV n > Ny,

|@pzn — Qpzl| = |[Q@p(wn — )| < /2
e, d(x, —x,D)<e/2or D est compact alors il existe (d,), € D tel que
d(x, —x,D) = |z, —x—d,|
en autre d’aprés la compacité de D, (d,), admet une sous suite (dy(,)), convergente vers

d € D. Donc pour £/2 > 0, il existe Ny € N ¥V n > N ||dym) — d|| < e/2, finalement pour
n > sup(Ny, Na) on obtien

1oy — 2 — d|| < [|[Zpm) — T = dpm) | + | de(ny — dl]
<eg/24¢/2=¢
alors (Zy(n))n converge vers x + d. O

Théoréme 3.2.3. Soit T : D(T) C X — X une relation linéaire. Si I — Qr est compact,

alors T est demicompact si, et seulement si, Q71T est demicompact.

Démonstration. ” =7 Soit (x,), une suite borné de D(T) tel que z,, — QrT'z, DY On
a

T, — QrTx, = (I — Qr)r, + Qre, — QrTz,.
Or I — Qr est compact et (x, — QrTx,), est une suite convergente, donc d’aprés (3.1), on
a (Qrx, — QrTz,), admet une sous suite convergente. On ajoute que 7" est demicompact

a ce qui précéde on obtien que (Qrx,), admet une sous suite convergente. En autre on a
Tp = Tn — QTxn + QTxn - (I - QT)xn + QTIn-

Puisque I — Qr est et (Qrz,), admet une sous suite convergente, ainsi (z,), admet une
sous suite convergente.

? <7 Soit (x,), une suite borné de D(T) tel que Qrz,, — QrTx, —J>r y. On a
n——+0oo

QTJ77L - QTTxn = _<] - QT)xn + T, — QTTl‘n

65



On ajoute a I’équation (3.1) que Q7T est demicompact et que (Qrz, — QrTz,), est une
suite convergente on trouve que (x, — QrT'x,), admet une sous suite convergente. Or QT
est demicompact et (x, — QrTz,), admet une sous suite convergente, donc (x,), admet

une sous suite convergente. En plus on a

QTxn = QTxn — Xy + Ty = _([ - QT)xn + xp,
et on a I — Qr est compact, ainsi (Qrx,), admet une sous suite convergente. ]

Proposition 3.2.2. Soient p € C* et T : D(T) C X — X une relation linéaire a domaine
dense tel que ||Tz| < |u||Qrz|| pour tout x € D(T). Si |u| < 1, alors T est une relation

linéaire demicompact.

Démonstration. Puisque

1Tzl < [ulllQrel
=Tzl > —[ull|Qrz]
1@rl| = |Tzl| = (1= [u))]|Qrz]]

Q1 Ty
L= lul
Soit (x,), une suite borné de D(T) tel que Qr(I — 1)z, oY On applique (3.1) on
n—-+0o0

obtien [|Qr (2, — y)

|Qra|| <

| — 0.Donc (Qr(z,)), admet une sous suite convergente. O
n—-+00

Théoréme 3.2.4. Soit T € LR(X) tel que N(I —T) est compact, R(I —T') est fermé

et I —T est ouverte, alors T est demicompact.

Démonstration. Soit (x,), une suite bornée de D(T') tel que Qr(I — T')x,, —+> Qrxo.
n—-+0oo

on a Qr(I — T) est ouverte et N(Qr(I —T)) = N(I —T) (car on a I —T ouverte et

(I=T)"'(0) = N —T) ferme). Alors, Qn(—1)(Q7r(I —T))~" est une relation uni-valeur

(c’est un opérateur). En effet,

Qnu-n(Qr(I =T))70) = Qnu-nN(Qr(I -T))
= Qnu-nyN{I —T)
_ (o).
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On a,

D(@na-1(Qr(I =T)7")

Qnu-1)(Qr(I —T))

Qnu-1)(Qr(I —=T))"

Qnu-n)((I =T)"

puis d’aprés Remarque (17), on a

Qni-m)((I = T)(

Corollaire 3.2.1. Soient X est un espace complet, T € CR(

demicompact.

'QrN (Qrxy))

o)+ (I —=T)"

{y € X/T(0)
{y € X/T(0)
{y € X/T(0)

D((Qr(I -

) (Qr(I
) (Qr(I
) (Qr(I
™)

R(Qr(I =T))
R(I —T)/T(0).

- (QT(I - T))xn

"Qrmy) =

H(Qr'(0)))
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Qni-1)((I —

Qn(-T)

(
(
-1)(
(

Qni-1)(Qr(I —
N(Qr(I -
N(I —

QN(I T) ZUn)

7)

—T))"'(y) N D(Qn-1)) # 0}
—T)"y) N X # 0}
1))\ (y) # 0}

Q7 (Qrao)),

+Qr((1 —T)7(0)))
+ N(Qr(I =T)))

X). Si1 € p(T) alors T est



Démonstration. 1 € p(T) , (I —T)~! est un opérateur linéaire borné de X. Donc (I —T)~!
est continue et par suite I — T est ouverte. (i), on a R(I — T) est fermé. (I — T)7'(0) =
0= N(I —T) est compact. Alors, T est demicompact. O

Théoréme 3.2.5. Soit T'€ LR(X) tel que T(0) est compact. Si T est demicompact, alors
[—TeF,(X,Y).
Démonstration. Supposons que I —T ¢ F(X,Y) . D’aprés Théoréme (3.1.1), I — T admet

une suite singulier c’est-a-dire, la suite (z,), de norme un élément de D(T') tel que (z,),

n’a pas de sous suite de cauchy et lim ||(/ — 7T)z,|| = 0. Mais
n—oo

I = T)anl| = |Qr-r(I = T)an| = [[Qr(I = T)znl],

alors (Qr(I — T)x,,), converge vers 0. Puisque 7" est demicompact, alors (Qrz,), admet
une sous suite convergente. D’aprés Lemme (3.2.2), (z,,),, admet une sous suite convergente
ceci contredit le fait que (x,), n’admet pas une sous suite de Cauchy. Alors, I —T €
F (X,Y). O
Théoréme 3.2.6. Soient X un espace de Banach, T € LR(X). Sil —T € F(X,Y), alors

T est demicompact.

Démonstration. Supposons que I — T € F (X,Y). D’aprés Remarque (18),
Qrr(I-T)=Qr(I—-T) € Fy (X,Y).

Alors, en utilisons Théoréme (3.1.2), il existe un opérateur linéaire borné A et 'opérateur

de projection borné de rang finie P tel que
AQr(I =T) = Ipy — P.

Si (xy,), dans D(T') une suite borné tel que

Qr(I —T)x, n_>—>+oo y € X/T(0),

alors AQr(I —T)x, — Ay . Par conséquent,

n—-+00

x, — Px, — Ay.

n—-+00
Puisque P est compact, alors d’aprés Théoréme (3.2.2), P est demicompact. Donc (x,),

admet une sous suite convergente. O
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Remarque 21. On peut montrer Théoréme (3.2.6) d’une autre maniére. Effectivement
supposons que I —T € F(X,Y) et (x,), dans D(T) est une suite bornée telle que Qr(I —

T)x, o YE X/T(0). on obtient que (z,), admet une sous suite de cauchy. Puisque X
n—-—+0o0

est complet, (z,,), admet une sous suite convergente.

Corollaire 3.2.2. Soient X est un espace de Banach, T € LR(X) tel que T(0) est compact.

T est demicompact si, et seulement si, [ —T € F.(X,Y).

Démonstration. ” =7 Si T est demicompact, alors d’aprés Théoréme (3.2.5), ona [ —T €
F(X,)Y).” <781 1-Te€ F (X,Y), alors d’aprés Théoréme (3.2.6), on a T est demi-

compact. N

3.3 Relations linéaires relativement demicompactes

Définition 3.3.1. Soient X et Y deux espace de Banach. SiT :D(T)C X — Y
et S:D(S) C X — Y sont deux relations linéaires de domaine dense avec S(0) C T'(0)
et D(T) C D(S), alors T est dit S-demicompact (ou relativement demicompact par

rapport a S), si pour toute suite bornée (x,), dans D(T') tel que

Qs—1(S—T)x, =Qr(S —T)x, L YE X/T(0),
alors (QTan)n admet une sous suite convergente.

Notation 6. On note I’ensemle des relations linéaires relativement demicompact par rapport

aS de X dansY par : DKRg(X).

Remarques 3.3.1. (i) Pour S = I, on revient au définition de demicompact.

(17) Dans le cas ou D(T) est inclu dans un sous espace de dimension fini de X la condition
de relativement demicompact est automatiquement satisfaite. En efftet, (iii) T est continue.
Done, Q7T est continue. Par conséquent, pour toute suite bornée (x,,), dans D(T) Q7T (x,)

est borné.

Lemme 3.3.1. Soient T : D(T) C X — Y une relation linéaire et S : D(S) C X — Y
une relation linéaire continue. Si Qs — Qr est compact, alors T est S-demicompact si,

et seulement si, Q71T est QgS-demicompact si, et seulement si, Q71T est QrS-demicompact.
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Démonstration. ” = 7 Soit (z,), une suite bornée dans D(T") = D(QrT) tel que Q7S(x,,) —
QrT(z,) — z€X O

n—+o0

Proposition 3.3.1. Soient T,T) : D(T) = D(T1) € X — Y deux relations linéaires a
domaine dense et S : D(S) C X — Y une relation linéaire fermée a domaine dense avec
D(T) C D(S) et S(0) C T1(0) C T(0). On suppose que Ty est S-demicompact et il existe
a,b e C tel que |a| <1 et pour tout x € D(T)

Tz — Tz + Sz — Sz|| < |al||Sz — Tx| + |b|||Sz — T1z||.
Alors, T est une relation linéaire S-demicompact.

Démonstration. Puisque,

|Sz — Thz| — ||Sz —Tz|| < ||[Tx—Tix+ Sx— Sx||

|Se — Tyl - |Se = Ta|| < al||Sa — Tal| + o]} Sz — Tia]

(1= [pDl[Sz = Thzl < (14 la])||Sz —Tx|

1+ |a

1— o]

On prend une suite bornée (), de D(T) tel que Q7 (S —T)x, N2 On applique ((3.1))
n—-+0oo

on obtien, ||Qr (S —T1)(z, —vy)

1Sz = Thz|| < (

)| Sz — Tx||.

— 0. Donc, Qr, (S —T1)x, — y, et on utilise le fait
—+00 n—-+oo

n

que 17 est S-demicompact. Par conséquent (Q7,Sx,), admet une sous suite convergente.

D’autre part, on a

|QrSznl| = d(T(0), Sxn)
< d(T1(0), Sz,)
= [|Qn Szal.
Alors, on a (Q7Sx,), admet une sous suite convergente. n

Proposition 3.3.2. Soient T,T1 : D(T) = D(1T1) € X — Y deux relations linéaires a
domaine dense et S : D(S) C X — Y wune relation linéaire continue, fermée et a domaine
dense avec D(T) C D(S) et S(0) C T1(0) C T(0). On suppose que T est continue et Ty est
S-demicompact et il existe a,b,c et d € C tel que |a| > 1 et pour tout x € D(T)

la|||Sz — Tvz|| — |b]||Sx — Tz|| < ||Tx — Tyx + Sx — Sx||.
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Alors, T est une relation linéaire S-demicompact.

Démonstration. Puisque,

Tz — Tz + Sz — Sz|| < ||Sx—Tiz| + | Sz —Tx||
cll|Sz — Thal| = |d|[|Sz — Tyl < |[Sz—Twl| + ||Sz — Tz
(el = D[Sz = Tyl < (1 +[d])][Sz —Tx|

1+ |d|
lef -

1
On prend une suite bornée (), de D(T') tel que Q7 (S —T)x, a2 On applique ((3.1))
on obtien ||Qr, (S —T1)(z, — v)|| o 0. Donc Qr, (S — T1)xy, LY et on utilise le fait

que 717 est S-demicompact. On obtlent que (Qr,Sx,), admet une sous suite convergente.

Sz — Thx|| < ( Sz —Tul.

Or on a
|QrSznll = d(T(0),Sx,)
< d(T1(0), Sz,)
= [|Qz Szal.
Alors, on a (Q7Sx,), admet une sous suite convergente. O
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons appris beaucoup de notions sur la théorie des opé-
rateurs et leur extension aux cas des relations multivoques. Nous avons également exploré
les différentes propriétés existantes entre ces deux notions. En perspective, il reste a étudier

cette théorie dans d’autres espaces, autres que les espaces de Banach, par exemple.
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Abstract:

In this note, we studied multivalued applications in Banach spaces, as well as demi-compact
linear relations, providing examples.

keywords: (Linear Relations,Fredholm relations,demi-compact linear relations.)

Resumeé:

Dans cette note, nous avons étudié les applications multivaluées dans 1’espace de Banach, ainsi
que les relations linéaires démi-compactes, en donnant des exemples.

Mots-clés: (les Relations linéaires,Relations de Fredholm,Relations linéaires demi-compact.)
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