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Notations

S : L’espace de schwartz.

S ={p €S :<p,p>=0,Vp € P, <% ¢ >=0Va }.
Ps : espace de tous les polynomes.

S' : espace des distributions tempérées.

S._(R") : L’espace des distributions tompérés modulo les polynomes Py, .
[f] =4[+ p,Vp € Py} est la classe équivalence.

Qj, Sk, Ay sont des applications linéaires continue sur L,(R").
H? : L’espace de Sobolev.et méme H}, HY est espace de Sobolev.
He L’espace de Sobolev homoéne.

H : espace de Hilbert.

H? : L’espace de potentiel de Bessel , 1 < p < oc.

p

H, : L’espace de potentiel de Bessel homogene.
C” : L’espace de Holder.
Cs L’espace de Holder homogene.

L,(R™) : espace des fonctions mesurables.



Notations

(<) :L’injection {F — F :1) EC F,z € E=x € F et 2)id: E — F continue ;

lid(z) == [[r< cll2 ||z}

W2 : espace de Sobolev.

Wz : 'espace de Sobolev homogene.
L(A, B) : I'ensemble de tous les opérateures bornés de A dans B.

L(A, B) : 'ensemble des applications linéaire continues.

H~!: Tinverse de 'espace de Hilbert.



Introduction

Nous allons commoncer par exposer les themes abordés dans cette theése ; nous détaillerons
ensuite chaque partie ; en présentant les travaux déja effectués.

De facon générale, ce travail est divisé en trois chapitres.

Dans le premiére chapitre, nous rappelons les espaces de Besov homogénes et non ho-
mogenes. Nous obtenons des résultats concernant des propriétés et des exemples de 1’espace
de Besov.

Dans un deuxieme chapitre, nous parlons d’une entrée compléte l'interpolation linéaire,
et a travers elle d’aller plus profond & linterpolation non linéaire. Nous obtenons des
résultats concernant 'interpolation non linéaire. Pour compléter ce chapitre on a besion
d’un petit rappel sur l'interpolation non linéaire.

Dans le troisiéme chapitre , nous donnons quelques exemples.



Chapitre 1

Rappel sur les espaces de Besov

homogénes et non homogénes

L’objectif de ce chapitre est de rappeler les notions essentielles, dans un cadre général les
espaces de Besov homogenes et non homogenes , les propriétés et les outils que nous allons

utiliser.

1.1 Séries de Littlewood-Paley

Les séries de Littlewood-Paley jouent un réle important dans la définition des espaces de
Besov homogénes et non homogeénes. Nous allons rappeler la définition de la décomposition

de Littlewood-Paley d’une distribution temperée.

Définition 1.1.1 (Fonction Cut-off) Une fonction p est dit Cut-off si elle est
p€C®(R™),0< p<1, paire. Autrement dit p est une fonction de classe C*, positive,

radiale sur R™.

ie: p(&) = ([€]), avec ¢ € D (R™) telle que

1 si ¢l <1

p(§) = ,
0 st [¢]>0.

On définit
Y(€) =p() —p(28), VE€R™



1.1. Séries de Littlewood-Paley

La fonction v € S (R") est telle que

L suppy C {€: 5 < ¢ < 3}

2. y(§) = 0 pour 3 < [¢] < 3.
3. ) 7 (277¢) =1, V6 € R™\ {0} .
jez
Ona:p(f)=1- Z v (277€), et on obtient que la fonction p € C* (R™) est telle que
i>1

suppp C {f eR": ¢ < g}, (1.1.1)

donc pour tout £ € R", on a la partition de I'unité non homogéne suivante :
3

PO+ v(27¢) =1

Jj=1

Si & # 0, alors ny (279¢) = 1 est appelée partition de 'unité homogene. A la partition
jez
(1.1.1) on associe une suite d’opérateurs de convolutions notés

Qi + SR — C*(R"),
Sy S'(RY) — C>®(R"),
définis par
Qif (x) = F1(y@7)«f(x) j=1,
Spf(x) = F1(p(27%))«f(z) k>0,

ou bien

avec la notation: )y = 5.

Si dans la relation (1.1.1) on change & par 277¢ et on multiplie par f (&) on obtient

F©pr2*)+1©) Y, 727 =1(©). (1.1.2)
j>k+1
En appliquant ’application F~sur (1.1.2) on obtien
Sef+ Y. Qif =1 (1.1.3)

j>k+1



1.2. Les espaces de Besov B (R")

Pour £ = 0 on trouve

Sof +>_Qif =,

Jj=1
pour tout f € S’ (R™) la décomposition de Littlewood-Paley de f est alors I'identité
f=2_Qif (1.14)
j=0
La série (1.1.4) converge au sens des distributions tempérées.

de (1.1.3) et (1.1.4) alors
k
Sef+ Y. Qif =Y Qif+ Y Q;f,
J2k+1 j=0 J>k41

donc

k
Sef = _Qif
j=0

Définition 1.1.2 Pour toute f € S’ (R") alors la décomposition de Littelwood-Paley de f

est donné par

F=Quf+ ) Q;f (1.1.5)

§>k+1

La série (1.1.5) converge au sens des distributions tempérées.

Remarque 1.1.1 La série (1.1.5) peut s’écrire aussi sous la forme
f=Qrf+ D Qif,
j>k+1

valable pour toute f € S’ (R") et tout k € N.
Grace a linégalité de Young, les opérateurs Qy et S sont bornés uniformément sur

LP(R™) pour tout p € [1,400].

1.2 Les espaces de Besov B, (R")

Nous donnons dans cette partie les définitions des espaces de Besov et quelques propriétés

de ces espaces.



1.2. Les espaces de Besov B (R")

Définition 1.2.1 Soient s €e R, 1 < p < 0 et 1 < q < o0, alors 'espace de Besov noté
By (R") est définit par f € S (R") tels que

1

q
(Z?jsqu@jfn;i) < oo, pour q# oo,
1f 1, =

Jj=0
sup 2° | Q; f[|, < o0, pour ¢ = oc.
Jj=0
1.2.1 Inégalités principales
Théoréme 1.2.1 (Inégalité de Holder)
Soient f € LP (R") et g € L1 (R™) avec 1 < p,q < oo alors
1,1 _ 1
Ifgll, < 71, llglly pour 5+ =5

Théoréme 1.2.2 (Inégalité de Young)
Soient p,q,r € [1,+00] et %—i—% = %—l—l, avecr > p etr > q, alors pour toute f € LP (R")
et g€ L9 (R") on a

frgeL"(RY) et |[f*gll, < 1,19l

Théoréme 1.2.3 (Inégalité de Bernstein)
Soient 1 < p < r < oo, il existe ¢ > 0, telle que YR > 0 et toute f € LP (R"), avec
suppf C{¢ €R": |¢[ < R}, on a

7], < R Gl £, va e N

1.2.2 Quleques propriétés

Les propriétés suivantes sont vérifées

*

(B, (B 11

B;’q> est un espace de Banach.
* B (R") =C°(R") si s € RF\N.
* B3, (R") = H*(R"), Vs € R.

* By (RY) = Hy (R"), Vs € Ret 1 < p < oo.



1.2. Les espaces de Besov B (R")

Preuve. Voir [5, 7, 8]. =
Proposition 1.2.1 Soit s e R, 1 < p < o0, 1< g <00, alors
e S(R") — B: (R") — S (R").
e By (R") — LP(R") si s>0.
Preuve. Voir [4,5]. =
Théoréme 1.2.4 Soit s e R, 1 < p < oo, 1< q < oo, alors
S(R") =B;,(R").

Proposition 1.2.2 L’opération de dérivation 0%, envoie l'espace By, . (R™) dans Bi“(Rrm).
De plus : pour tout f € By (R") on a

I o

<l Rn)_ cl|l f |Bs (R7) - (1.2.1)

Preuve. Par l'inégalité de Bernstein on a

1Qi(0°F) o< 21| Qsf -

En passant a la norme dans By (R™), on obtient

o@Dy | Q507 ) 12)7 < oD (27 1| Qsf 1))

Jj=0 J=0

D’ou l'inégalité (1.2.1). m
Théoréme 1.2.5 Soit s c R;1 <p< oo, 1<q< o0, alors

! s—1
i feB,, aors [ €B; ",

avec

!

f

< cllfllsg,

s5—
p.q



1.2. Les espaces de Besov B (R")

Preuve. d’apres I'inégalité de Bernstein on a
11
lgll, < B gl,. v >p.

suppg C {¢: [¢| < R}.
On pose: g =@, f, donc suppéj\f C{&: €] < 27}

|@if)| =G jgus1,.

Si r=pona
|@y|| <,

En multipliant les parties par 2/~ on a

9i(s=1) H(ij)'Hp < ¢27° ||ij|’p,

de plus
1 1
j(s—1)q % jsq q !
Soae @) <e( 2o
720 b >0
alors
1fllgss < <l flls,

Exemple 1.2.1 On a
e Si f=H =§¢€B;, alors He B3i'.

e Sif=0¢€B,, alors 5m e By "

Théoréme 1.2.6 Soient 1 < p,q,r < o0 et s € R.

Sis>%—"Tou(l—2)—s=0eqg=1 Ona

S
—
B, , = L.



1.2. Les espaces de Besov B (R")

Preuve. Soit f € L, = f =) Q,f ona

320
1l < 2@ llr carr =1,
720

d’aprés 'inégalité de Bernstein, on obtient

n
r

Y ANQif I < X2 Qf I,
j20 j20

par simplification on a

n
T

PG QS = (SPETEN@ Qf )

j>0 >0

par l'inégalité de Holder, on a
(n_n_g . n_n_ 0\ 1
(T2GTIN@ N Qif ) < (T2 (@0| Quf IIg)e
Jj=0 Jj=0
par conséquent
n_n_ o L is 1 (n_n_g, L
(2GS (20|| Qif 1)1 < (LGN | f sy,
Jj=0 Jj=0
m.n ro 1
car (];]2](1)_7'_8)(’ )¢ converge si (& — 1) —s < 0alors s > % — " ou (5 — 1) —s=0
et ¢ = 1.
donc

I Fll-<ell fls;, -

Proposition 1.2.3 On a
1. Sis1,89 €ER, 51> 85 et 1 <p,q< o0, alors
Byy = Byl
2.5 $1,9€ER ,59>s1€etl1<p <py<o00,1<q <q <00, alors

BSl N BSQ

P1,91 P2,q2°

10



1.2. Les espaces de Besov B (R")

3.8 $1,9€ER, 51 >8,1<g<00,1<p; <py <0 et sl—pﬂlZSQ—pﬂz, alors

Bt <y B2

P1,9 p2,9°
4. 81 s €R, etlﬁpgoo,lgqgoo,%—s<0, alors

B, (R") = L.

Preuve. On va montrer que

1. Soit f € Bs (R"), alors f € S (R") et <Z (25j‘1 HQJH;)) converge .

7>0

On a 51 > S9, alors 2°29 < 251 donc

(Z (201 ij§)>; < (Z (200 ||@jf||g))

j=0 j20
1/ 11 32, < /]

1

S1
Bpsq ’

[ f1l 531, < oo ce qui donne f € By2 (R"), donc
1 gz, < 1 fllge, -

2. D’apres I'inégalite de Bernstien on a

1

1Q;fIl, < cR"G—+

~—

1Q;fll,, r=p.
On pose r = ps , p = p; donc

n 1 1
1,71, < eR"Grm) Q11
alors
25 1Q,f],, < @™ g,

d’aprés 'inégalité de Holder, on a

1

j ) a1
2 Qs < 20 (Z 2o Quf Zi) ,

Jj=0

11



1.2. Les espaces de Besov B (R")

par conséquent on a

1 1

js q2 ” jn<82+i—i—81)Q2 -
dome|iflE ) < (D 2 £l -

520 >0

1

az
in(sotL—L—s .
2’ ( *Trr T p2 1)q2 converge si sy + + — L — 5 =0, alors
P1 D2 !

Jj=0

1|z, < cllflls

P2,92 P1,91

3. D’apres I'inégalité de Bernstien , on a

~—

n(i_1
1Q;f1, < cR"G=Qif1l,. > p.

Supp(@> C{&: ¢l <2/}

On pose 1 =py et p= p1, alors
1Q;£1,, < @ Gimi) £l
En multipliant les parties par 2752
25 1Q, ], < @t aim £l

pour 1 < g < oo, on a

1 1

(ZymHij”gZ) < (i) <szslq||ij|lf,l) :

Jj=0 Jj=0

alors

/]

B2, <c ||f||B;},q .

n _

C j<82+£—p 51) : n n _ I n __
ar 2 1 P2 converge, si sy + 2t — 2t — s =0alors s — - =s1 — .

12



1.2. Les espaces de Besov B (R")

4. Loo (R*) C S (R™), alors f = Z Q;f,

Jj=0

donc

1flloe < D 1Qifllue

Jj=0

d’apreés 'inégalité de Bernstien on a

Y olQifllg < €D 27 1011,

j=0 j=0

de plus

X 2H QSN < e3P (20,1,

Jj=0 Jj=0
d’apres 'inégalité de Holder on a
) %
CZ 91 (5-5) <2js ||ij||p) <c (Z QJ(Zs)q/> ! <Z oajs ||ij||§> 7
j>0 J=0 Jj=0

par conséquent on a

1
T

Ifll. < (Z zﬂ'<?5>q’) T;

Jj=20

3
Bf’,q

1
T

VAKX )

Car (Z 91 (5 S)q) converge, si % —s<0= 2 <s,
j=0

donc

1/l < cllf]

s .
BPle

Théoréme 1.2.7 (Inégalité de Gaglirdo-Nirenberq)
Soient 1 <p,gq<oco,acRet0<0<1 Ona

B

YA Lo — B?

p,q’

avec

1-6
1llgs, < el 1]

0
g
lgp9,9q

13



1.3. Les espaces de Besov homogénes B’; . (R")

Preuve. On a

e L’espace de Besov
1

by, = (Z % HWHZ) ,

320

/]

o et : Lo, N Ly — L, avec
1S =l S 16”1 f 15, - (1.2.2)

D’apres 'inégalité(1.2.2) on a
1Q;f b=l Qif 11571 Qif Ny
par Phypothése || @ [l< c[|fll.., on a
1Qsf b=l £ 171 Qs 1o (1.2.3)
en remplacement [|Q; f[|] par || f 155911 Q5 f 1|5, dans I'ingalité (1.2.3), on obtient

5y, < (Z 2% (| 11570 Qs ||zp)Q) ,

Jj=0

Q=

/]

par simplification on a

0
q0

Q;f ||9p)q6> ,

If1

s, <IFIS? (Z (279

Jj=0
par conséquent on a

/]

1-6 0
[ e T

p0,q0

1.3 Les espaces de Besov homogénes B]‘j?q (R™)

Définition 1.3.1 Soit s e R, 1 < p < 00, 1 < q < o0. L’espace de Besov homogéne noté

By (R") est l’ensemble des fonctions f € S, (R") tels que

1
q
<Z 2874 HijHZ) < 00, pour q# .
1715, =

J€z
sup 29 1|Q; f|l, < o0,  pour q=oco.
je

14



1.3. Les espaces de Besov homogénes B’; . (R")

1.3.1 Quelques propérités
Les propriétés suivantes sont vérifiées
* (B;,q (R™); H-HB;) est un espace de Banach.
* B3 o (R") = C*(R") si s € RF\N.
* B (R") =W (R"), Vm € R
Preuve. Voir [1] =
Proposition 1.3.1 On a
1. SoitseR,1<p<oetl<qg <q <00, alors

B, (R™ — B2 (R").

p:q1 p,q2

2. Soit s1,89 ER , tels que s1 < sgetl <p; <py<o00,1<g< o0 etsl_pﬂlZSQ_pﬂQ,

alors
B;l,q (Rn) - B;mq (Rn) :
Preuve. Voir (proposition 1.2.3) =
Proposition 1.3.2 Soit s e R, 1 <p< oo etl<qg< oo alors

Soo (R") = By, (R") — Sl (7).

Preuve. Voir [1] =

15



1.4. Les espaces de Besov non homogénes B,  (R")

Théoréme 1.3.1 (Nikol’skii) Soit 0 < a < b et (U;)jez C S, telle que
o suplU; C {€: a2/ <|€|< 27}

¢ Ai= (X290 Uj [2)7 < oc.

jez

Alors S_U; converge dans S, et

JEZ
1> U; |

jEz

e < CA.
Bp,q_

Proposition 1.3.3 ] existe deux constantes 0 < ¢y < ¢y tel que pour toute f € B;,q (R™)

et tout X > 0, alors

ci || f]

s SN IF Oy, < c2lf]

SR
BP#I

1.4 Les espaces de Besov non homogeénes B,  (R")

Définition 1.4.1 (définition de l’espace de Besov non homogéne) Soit s > 0, l’espace

de Besov non homogéne noté By,  (R") est l’ensemble des fonctions f € LP (R") telle que

f] B;q (R™), et

I/ ]

By =l f o+ 1 ]

o5 .
BP#Z

1.5 Exemple de fonctions dans ’espace de Besov

Exemple 1.5.1 Si f € §'(R"), alors [|Q; f|, < 277N, pour j > 0.
Soit f(z) =e* € S (R") donc

1Q; 11, < 27N VN €N, j > 0.
2js Qjefxz S Canj(Nfs)
p ) )
q\ ¢ q
(S (o)) < (Semey)
§20 g >0 1
‘
— 2 —ni(N— q
e < [ (v ) .
X (jzo



1.5. Exemple de fonctions dans I’espace de Besov

(Z (cQ‘”j(N_S))q> converge si N — s > 0, alors e™ € B3 (R").

>0

Exemple 1.5.2 f =6 € S’ (R")(la masse de Dirac)

Qif = (fLFy@(xz—),

alors
QR0 = (0,F v (2 (x—.))
= F (2 (z-0)
= Fly(2x),
donc )
+o0 13
@, = 2| [1F e
+0o0 3
= 270173) /Iflv(y)lpdy
= 2 (173) | F 191,
alors
1Q561, = 2"72), 0 < p < oo.
On a o
@91, = (=)
2% 11Q;9ll, = 2 (s+n(1-3))i
(Z (27 chjaup)q> - c<22<”"<1‘“>”) -
j=>0 j=>0
(Z 2(s+"<1_117))qj) converge
3=>0

. 1 1 - "
1. st—l—n(l—;) <OCZZOTSS<7”L<I;—1>7@ZOT35EBP#Z(R ).

2. Sz's—l—n(l—zl)):Oalorss:nG)—l),alors

20Ql, = e Viz0
= sup29Q;d],
Jj=0

= [l9]

s 9
BPKI

17



1.5. Exemple de fonctions dans I’espace de Besov

donc
- 1
o€ B,, si s<n<5—1>,1§p,q§oo.

. _ 1 _
0€ B, si s-n(;—l),lgpgoo,q—oo.

18



Chapitre 2

L’interpolation non linéaire

L’objectif de ce chapitre est de rappeler I'interpolation linéaire.

2.1 Interpolation

Au cours des trente derniéres années la théorie de l'intrpolation est devenue la théorie des

équations aux dérivées partielles linéaires et non linéaire.

2.1.1 La méthode réelle

Par (Ag,A1)g, on désigne le résultat du foncteur d’interpolation réelle appliqué & Ag et A;.

Définition 2.1.1 Notons L(A, B) l'ensemble de tous les opérateurs linéaires bornés de A

dans B. Ce qui signifie que si T € L(A;, B;), tel que i = [0, 1].

On a T est une application linéaire borné de (Ao, By)g,, dans (Ay, By)g, €t

H T H(140730)9,11*%141,B1)(9,qS c || T ||,14;9—>B0|| T ||9A1—>B1 .

avec ¢ indépendant de 7'

Proposition 2.1.1 Soit 0 < 60 <1 et q # qo # ¢1-

Supposons que s # s1 et s = (1 —0)sg+ sy, alors

(B Bily o = (Fo Fib Jog = By

P,907 T P41 P90 © P,q1

19



2.2. Rappel sur l'interpolation linéaire

Preuve. Voir [7] =

Remarque 2.1.1 La méthode d’interpolation réelle posséde la propriété dite d’interpolation.

2.2 Rappel sur 'interpolation linéaire

Définition 2.2.1 Si Aj et Ay sont deux espaces de Banach inclus dans un espace localement

convere A on note pour tout élément a de Ag+ Aj.
K(t,a) = inf{ag € Ap,a1 € Ar,a0+ a1 =a ||| ao ||a, + || @1 || 4, }- (2.2.1)
Si 0 < pg,p1 < +00 on note pour tout a de Ag+ A,
K(po,p1;t,a) = inflag € Ag,a1 € Ay,a0+a1 = a || ao |I%, +t || a1 [I%},}- (2.2.2)
Définition 2.2.2 Si0 <0 <1 etl<p<+o00, on note
(Ao, A1)y ={a € Ag+ A1 | t7% K(t,a) € L2(0,00)}. (2.2.3)

Ou LE(RT) = LP(RT; dt|t); on le munit de la norme

la llcao.ano, =l K (t, @) ll200,00 - (2.2.4)

Proposition 2.2.1 (Ay, A1), muni de la norme (2.2.4) est un Banach. Les espaces définis
ainsi vérifient la "propriété d'interpolation linéaire”.
De plus : si By, By est un autre couple et si T est une application linéaire de Ag+ Ay

dans Bo + By alors

T € E(Ao, Bo) ﬂ ,C(Al, Bl) — T c ﬁ((Ao, A1)97p, (Bo, Bl)g’p.
Proposition 2.2.2 §10<f0<1etl<p<qg< 400, alors
(Ao, A1)ap C (Ao, A1)g g

Si 1 <p <400 alors AgN Ay est dense dans (Ag, A1)gp.
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2.3. L’interpolation non linéaire

Proposition 2.2.3 Sia € Ay+ Ay avec a = vy(t) + v1(t),Vt > 0.
tel que
t™%vo(t) € L (Ay),

et
"0 (t) € L (Ay),

ol

a € (Ao, A1)op,

ot 0 <0 <1 etl<py,p <400, alors
1 1-60 6

P Po 1

et

@ Hetoarroy < C 11 E00(8) [m a1 02(0) 1150,

2.3 L’interpolation non linéaire

2.3.1 Cas des majorations locales

Soient Ag C A1, By C B des espaces de Banach. Soit U un ouvert non vide de A; et T une

application de U dans By, tel que on a les hypotheses suivantes :
T envoie Ay N U dans By, (2.3.1)

do,5:0<a<1;0<p,

tels que

Va € U, dV voisinage de a dans U et dec > 0;
beV =|Ta—-Tb|p<cla-0b]%,

be ANV = Tb||p,< e(|| b ||y, +1). (2.3.2)

Théoréme 2.3.1 [6, Thm.1, p.472] Sous les hypothése (2.3.1), (2.3.2).
Si0<0<1,1<p<+o0etac (AyA)gy,NU, alorsTa e (By, B1)y, ot
l—-n 1-f0a

=5 (2.3.3)
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2.3. L’interpolation non linéaire

P 1-60 0

,m) = max(1, (T +-)p).

Théoréme 2.3.2 [6, Thm.2, p.474] Si0 <0 <1let1<p<+o0, ona

g = max(1

| Ta losne< Chl alla) Il a 87050 (2:3.4)
Ou n,q sont donnés par (2.3.3) , (2.3.4) et h par
h(t) = g(2t) " f(t,2t)". (2.3.5)

Preuve. Soient a € (Ao, A1)gp, € >0 et a = ap(t) + ar(t) ,
avec

I ao(®) lag + [ a1 (t) [la, < (1 + €) K (L, a).

Comme ¢ =0+ a on a

K(tva) <t H a ||A17

donc

lax(®) la,< (T+€) [l allay,

et
[ ao(®) [[4,< (2+€) | alla,,

on rappelle que ( d’apres le théoréme 2.3.1) on a

A= L L=n
08  (1—60)a’
On pose
Ta = by(t) + bi(t),
avec
bo(t) = Tae(t*) pourt >0,
alors
1'00(t) I, < g(2+e) [l alla) Il ao(t) 4,
[01(t) 5., = | Ta — Tao(t*) ||5,,

< fllalla, @+e) lalla) l ar(t) [3,.
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2.3. L’interpolation non linéaire

donc
00 - 2+¢lla 5 0 dt
/ | 57"bo(s) |3, & < gl Jala, / |t VK (t,a) [P —.(1+€)P,
0 s A 0 t
> _ e ods _ f(]lal|la,2+€) | ala 5
[0 s, 2 < L@ 49 L) D

‘/ k) P e
) ; [

D’aprés la Proposition 2.2.3 on a

n

_ 1- _
1 70 5100 % ¢ 570 gy 5700 117

* (Bl) '
On fait ensuite € tendre vers 0 , on a (2.3.5) et (2.3.6). =

2.3.2 Cas des majorations uniformes

Dans le théoréme précédent, si f et g sont des constantes, on obtient pour (2.3.5) une
majoration uniforme.

On va voir qu’on peut obtenir la méme majoration dans des cas ot 'on n’a plus Ag C A;.

Soit T une application définie sur Ay + A; a valeurs dans By + B; vérifiant
T AO — Bo.

Sia,be Ag+ Ar et a—b e Ay, alors

Ta—Th € By,

VYa € Ay on a

| Ta |l <cllall, (2.3.6)
Va,b € Ag+ A;a—b e Ay on a

| Ta—=Tb|p<clla—=bl3 -

Théoréme 2.3.3 [6, Thm.3, p.475]

Si0<6<1,1<p<+4o0 etT envoie (Ag,A1)gp dans (By, B1)y,q, avec n,q vérifiant
(2.8.3), (2.3.4) et on a
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2.3. L’interpolation non linéaire

1— +na
| Ta (o5, < € Il a It - (2.3.7)

Preuve. Soit a € (Ag, A1)g, tel que a = ag(t) + a1(t), pour t > 0.

avec
| ao() [lag +¢ || ar(?) [|4,< 2K (¢, a),
posons
TCL = bo(t) + bl(t),
avec
b()(t) = T(ZO (tA),
avec
A= L=n
03 (1—0)a’
on a

10(t) llmo< € || ao(t) |14, -
Onaa, ag(t) € Ag+ Ay et a — ap(t) = a1(t) € Ay, donc d’apres (2.3.7) on a
Ta —Tay(t) € By,
et donc
bi(t) € By,

de plus
161(t) [l3,=] Ta — Tao(t) |5, < ¢ || aa(tY) |14, -

On termine comme au théorémes précédents 2.3.1 et 2.3.2. =

Théoréme 2.3.4 [6, Thm.4, p.476]

On suppose qu’on a (2.3.7) avec l'hypothése supplémentaire

| Ta—=Tb|p, < cla—0b]|4, Va,b € A,
| Ta—Tblp < cala—0b|% VabeAg+Aia—be A

Alors si0 <0 < 1,1 <p<+00 on a
1— 1—-n)B+na
| Ta—Tb | y,51),,< ¢:Co"CL [ a=b |G 000, (2.3.8)

Va, b € (Ao, A1)9,p-
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2.4. L’interpolation non linéaire dans ’espace de Besov

2.4 L’interpolation non linéaire dans I’espace de Besov
pour compléter ce chapitre , on a besoin d’'un petit rappel sur 'interpolation non linéaire.

Proposition 2.4.1 /5, Prop.1, p.84] Soient 0 < 0 <1 et 0 < q¢ < +o0.
Soient (Ao, A1) et (By, By) des couples d’interpolation.
on suppose que

AO — Al-

Soit T' un opérateur non linéaire tel que T'(0) =0, et

1T(f) =T(9) la<cll f =g lla

pour tout [ € Ag et tout g € Ay.
Alors T est un opérateur borné de (Ay, A1),y dans (By, B1)gq-
De plus

|| T(f) H(BmBl)e,qS ¢ H f ||(A07A1)9,q7

pour tout f € (Ao, A1)gq-

Proposition 2.4.2 [5, Prop.2, p.84-85] Soient 0 < 6 <1, 0 < ¢ < 400 et T un opérateur
tel que T'(0) = 0. On suppose que pour sy > so , (s = (1 —0)so+6s,) on a

I1T(f) = T(9) 520, < holll f llewes 1 9 o) 1 f = 9 Iz,

P,qo P,q0

pour tout f,g € B N Ly,

P,q0
et

I1T(f) |

pour tout f € B N Ly,

p,q1

o, < Pl fllze) Il S|

P,q3

51
Bpjgy?

ol hg, hy sont deux fonctions positives croissantes.
Alors, T' est un opérateur borné de By, , M Lo, dans B .

De plus ,il existe deux constantes a,c telles que

1T(f) |

By, < chy (@l fllewrall fllzc)Ri(a | fllze) I f g,

pour tout f € By N Leo.
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2.4. L’interpolation non linéaire dans ’espace de Besov

Nous allons voir le théoréme principale de ce mémoire :

Théoréme 2.4.1 Soit 0 <0 <1 et0<q<+o0.
On suppose que pour s1 > Sg, (s = (1 —0)sg+ 0s,),

un opérateur T tel que T'(0) =0, on a

I1T() = T(9) g0, < holll f [y 1l g =) 1 =9 llsge,,
pour tout f,g € B% N WT:O,
et
1T gy, < balll S L) WS Nl g,
pour tout f € Bl N W:i,

ol hg, hi sont deux fonctions positives croissantes.
-m
Alors, T' est un opérateur borné de B, ,NW dans B ,.

De plus ,il existe deux constantes a, c telles que

1T(f) |

5 S M@l ) F e VGl £ ) I F
pour tout f € By, N W::

Preuve. D’aprés le Théoreme de Peetre’s K-Fonctional on a

K(t, £, B, By) = mf{ll £ =g llo, +t 19|

. S1
B;,lq1' g€ BP#]I}'

On a g définie par

k
1 1 1
gk:Z]-“fle*f:]—"flwk*f avec;+1:_+_,
j=0

P oq
tel que
F () + zk:f‘lso(% )=1
” k
Frert) = Y F ),
alors k "
G = z;f_l[%ff](-) = F @ 7F)Ff), k=0,1,2, ...
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2.4. L’interpolation non linéaire dans ’espace de Besov

donc

I gk oo <Il ¥k f oo <IF g (2]l f oo
de plus
0" gy = Yy x 0" [,

par l'inégalité de Young on a

I g =l 6™ ool Il F e

Mais
sup || g [l = sup | g™ oo 2m)F | F7 all £ = a || £ [l
tel que a € R.
On suppose que ho(a || f [l a || f llym) =ho et hala | f ) = hi,
on a

KT, B Bit) < Ty o, < ho(ll £l 0) 1 £ Il -

p,q2’ P,q3

Ce qui se traduit par

5 .
Bpaq

. s 51 yqdt\L _
(/ho t OQK(t’Tf’Bp?qz’Bp,qs)q?)q < chg’hi || f |

h1
Pour certains ¢ indépendante de f, hg et hq.
Soit 0 < ¢ < 22,
1

on choisit g = g telles que

2_(k+1)(81_80)h0h1—1 S t S 2—k(81—50)h0h1_1’

alors o
Mg (¢, Ty, B, B;}qs)q%
k 0
< ey Her0lap Onl(hg || f — g gz, +275 o || gr |3, )
J=0 ) ) %
< Ch(()l—e)qhél)q ZQk(s1—so)0q ( Z 9isod ” F-1 [cpj}—f] () “Z)
k=0 j=k—1
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2.4. L’interpolation non linéaire dans ’espace de Besov

[SYES)

0 k+1
+22k(51_50)9q (szsldQ—k(sl—so)d || f_l [@]ff] () ||g) N
k=0 J=0

1-6)g; 0
< ch§ R f
avec d = min(p, q,qo,q1) car

_ —0 K s s
- /0 = (t’ f’ Bp?qo’Bp}m)q t

q
|| f ||(B;9qovB:z,1q1)9,q

|
Exemple 2.4.1 On a f,g € B} N WZ, fe W:) — fM e L.

e on pose : f(x) =z +sinz.

Si fe WioAlors f'(z) = —cosz € Le.
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Chapitre 3

Applications

Les exembles suivants se trouvent dans le livre de L.Tartar [481-488][Voir [6]]

dans le cas général (n > 1).
Exemple 3.0.2 (Applications D’EDP Linéaires)[Voir [6]]

Pour n =1et a;; = as , a; = a; et b; = 0.

Exemple 1

e Soit V = H} () espace de Sobolev , Q =|a, b est un ouvert borné régulier de R.

a(u,v) :/agulvlda:—f—/(aluvl—|—b1u/v)da:—|—/a0uvda:.
0 0 Q

Solution
On suppose que aq, az by, ap € L*(2) de sorte que a(u,v) = (Au,v) avec

A€ L(v,v") on fait I'hypothése qu’il existe a > 0
alu,u) > allu|? VYueV.
Alors A est un isomorphisme de V sur V' et

|| A_l Hﬁ('u/,v)S

Q|+

Si les ay, as by, ag € WH(Q) (fonctions lipschiziennes sur Q ), alors A est un
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3. Applications

isomorphisme de H2 N H} () sur L*(Q). De plus, comme dans I’exemple 1 on a
e )l
Lo°

Sia(u,u) > a | u ”2’6 et si les coefficients vérifient

i js iy biyag € (WH2(Q); L°(Q))g, , avec 0 <0 < 1,1 <p < +o0,

8&2
an

8@1
8$k

by

Lo Hk

wwm<—nmwm+cﬂ

Conclusion en général on a

alors A est un isomorphisme de

(H?* N Hy(Q), Hy(Q))o,  sur (L), H™H(2))o,-
Exemple 2
e Soient V et H deux espaces de Hilbert.V inclus et dense dans H.Soit A € L>(0, 00; L(v,v"))

vérifiant

(AV)u,u) > o | u|? a>0,Vt>0,Vuel.

On considére le probléeme

du
o + Au = f, u(0) = 0. (3.0.1)

Solution

Sous ces hypothéses % + A est un isomorphisme de

L*RY; V)N HYRY VY sur LART; V),
On a aussi le théoréme de régularité suivant
Si A € Whe(R*; L(v,v")) alors £ + A est un isomorphisme de
HERT; V)N HFFY R V) sur HERT V).

tel que k entier > 1.

En dérivant k fois I'équation (3.2.1) on obtient

1
| ™ || 2y < o F 2 +C 1 A lwrseepll w2y -
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3. Applications

On considére alors

Ar = HER:V)« WER(RT L(V,V)),

By = HERY V)= HET (R V).
Ag et By obtenus en remplagant k£ par k + 1.
Conclusion en général
Alors compte tenu de ce qui précéde on a
Si

Ae (WHIRRY LV, V), WERY LV, V)))o,.

Tel que 0 <0 < 1;1 <p < 4o0.

Et si (A(t)u,u) > o || uw ||* alors £ + A est un isomorphisme de
(Hy ™ (R*5 V), Hy (R V))op N (Hy (R V'), Hy ™ (RS V),
sur  (HYP(RY V), HE (RS V))g,.

Exemple 3.0.3 (Applications D’EDP Non Linéares)[Voir [6]].

On considére dans ce paragraphe des équations non linéaires Au = f,
mais on considére ’application f — u.

Exemple 1

e Soient as ,ap € L®(Q2), Q) est un ouvert borné de R, vérifiant

as(2)€,&y > al; 0 <a<a(x).

Solution
Soit 5 un graphe maximal monotone sur R tel que 5(0) = 0.
Soit B la fonction convexe sur R de sous-gradient [ et telle que B(0) = 0.

On pose
a(u,u) = / agu,vldx—l—/aguv dr  pour wu,v€ Hy(Q).
Q Q

Pour f € H~(Q) il existe u unique tel que

31



3. Applications

a(u,v —u) + B(v) — B(u) > (f,v — u), Vv € Hy.
La solution vérifie
— (agu”> + agu + B(u) > f, si f € L*(Q) par exemple.

On a aisément

1
Fur —us = — Il fr = fo lla-r -

Si feL*Q) onaB(u)e L) et
| B(w) |2 <I| f |22(0);

donc si on pose (Au,v) = a(u,v).

Conclusion en général, on a

Si fe(L2(),H 1 (Q)y, ona Au € (L*(Q),H (),
SifelP(Q),1<p<+ooonaf(u)e€LP(Q) et Bu) o= f e -
On peut donc interpoler entre LP(Q) N H1(Q) et H1(Q).

telle que az = a;; et a1 = a; et by = b;.

Exemple 2
e Méme exemple avec B(u) =| u P72 u, p > 1.

Le cas intéressant est le cas p > 2 on a (f(u) — f(v), u —v) > C | u—v [P .On a donc

2
lur = s ey < C | fi = fo ey -
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3. Applications

Exemple 3

e A est comme dans I'exemple 1. On veut résoudre

%—l—Au—i—\u]p_zu = f.

u(0) = 0.
On suppose que p > 2 par exemple.
On a alors
| ur — w2 || 2pynce )< C Il fr = fo 2@,
et

w1 = [leoan < C Il fr = fo [l -

De plus si f € L*(L*(Q2)) on a

1w P72 w22 < C | S 2z -
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/ Résumé

On s'intéresse a etudier l'interpolation non linéair sur certains espace du type
de Besov homogénes et non homogeénes.

Nous arrivons a généraliser, dans un sens un résultat de Runst et Sickel .

Mots-clés : les espaces de Besov -les espaces de Besov homogénes et non

homogenes-L'interpolation-L'interpolation linéaire-L'interpolation non linéaire.

/ Abstract

We are interested in studying the nonlinear interpolation on certain
homogeneous and non homogeneous Besov spaces.

We come to generalize, in a sense, a result of Runst and Sickel

Key words :The spaces of Besov - The homogeneous and non
homogeneous Besov spaces - Interpolation - Interpolation linear -
Interpolation nonlinear.
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