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Notation

ODE Equation différentielle ordinaire.

EDP Equation aux dérivées partielles.

PME Equation de milieu poreux : % = 8;;‘;” )

NDE Equation de diffusion non linéaire pas sous forme de divergence.
HE Equation de la chaleur.

By : Le solution de Barenblatt.

R: Nombres réels (—oo, ) .

R, : Nombres réels positifs (0, 00) .

R™ : Espace euclidien de dimension n, n un nombres naturel non nuls.
k: Désigne le corps R ou bien C.

C (2, R):  Espace de toutes les applications continues sur 2 dans R.

C™ (€, R) :  L'espace des applications (avec ses dérivées d’ordre n) continues
sur (2 dans R.
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Introduction

Les équations différentielles et les systemes différentiels ont une importance fonda-
mentale dans les problemes pratiques. Ceci est di au fait qu'un grand nombre de lois
et de relations physiques se traduisent mathématiquement sous forme d’équations diffé-
rentielles. Les équations différentielles constituent une des branches les plus fertiles des
mathématiques, 1'étude de ce type d’équations différentielles est liée a I’étude des phéno-
menes naturels.

Le développement des équations aux dérivées partielles linéaires a connu gronde pro-
gres, mais il a rapidement été observé que la plupart des équations de modélisation des
phénomenes physiques ne sont pas linéaires. Jusqu’au 20°" siécle, il était impossible de
faire beaucoup de progres significatif dans les équations aux dérivées partielles (EDPs)
non linéaires en général et en particulier dans le domaine des équations paraboliques.
Comme l'équation de diffusion non linéaire pas sous forme de divergence (noté par

(NDE)) s’écrit comme suit :

ou . 0%
5 — U @,me[o,l)u(l,oo),xeR,t>O,

est une équation parabolique non linéaire qui touchent quelques domaines de pratique.
Ce modele a été proposé par B. Basti et N. Benhamidouche [5].

En général, n’existe pas des méthodes générales pour trouver des solutions exactes,
surtout a conditions initiales. Mais quelquefois, pour quelques EDPs qui possedent la
caractérisation de la symétrie, on peut déterminer leurs solutions exactes avec quelques
transformations, I’'EDP devient une équation différentielle ordinaire (EDOs), dans ce cas
les solutions sont appelées "solutions auto-similaires".

Les solutions auto-similaire sont trés important en physique car elles modélisent des
phénomeénes qui sont indépendants de 1’échelle de mesure, De méme on peut classer les
solutions auto-similaires en plusieurs catégories.

Le théoreme du point fixe de Banach représente d’importants outils mathématiques

de base pour montrer 1’existence et 1'unicité de solutions pour divers types d’équations.

1



Introduction

Ainsi, la théorie du point fixe est au cceur de I’analyse non linéaire appliquée aux équa-
tions différentielles.

Ce mémoire contient trois chapitres.

Dans le premier chapitre nous donnons les différentes définitions de 1’équation de dif-
fusion non linéaire pas sous forme de divergence (NDE), en particulier, on donne les cri-
teres d’auto-similaire présentant de cette équation et le principe d’auto-similaire général.

Dans le deuxieme chapitre on développe les travaux établis par B. Basti et N. Benha-
midouche [5], pour étudier 1'existence et l'unicité d"une solution positive sous la forme
auto-similaire générale de 1'équation (NDE).

Finalement, dans le dernier chapitre, on donne quelques solutions explicites pour 1'équa-

tion (NDE), et les formes des solutions auto-similaires.



Chapitre 1
Quelques notions de base préliminaires

Dans ce chapitre nous allons présenter premierement 1'équation appelée "Equation de
diffusion non linéaire pas sous forme de divergence" noté par (NDE). Ensuite le principe
d’auto-similaire générale.

L’équation de diffusion non linéaire pas sous forme de divergence, est une équation

parabolique dégénérée crier sous la forme :

ou 9%u

- — um_
ot 0x?’

Ot u = u(z,t) est une fonction scalaire non négative des variables spatiales z € R et le

m € [0,1)U(1,00). (NDE)
temps t > 0.

1.1 Equation aux dérivées partielles

Définition 1.1 (Dérivée partielle) Une dérivée partielle d'une fonction a plusieurs variables est

la dérivée par rapport a une seule de ses variables, les autres étant gardées constantes.

Définition 1.2 (Equation aux dérivées partielles) Une équation aux dérivées partielles (EDP)
pour la fonction wu est une relation entre u, les variables indépendantes (xq1,xs,...,x,) € R™ et
une ou plusieurs dérivées partielles qu’on peut écrire sous la forme :
ou  Ou Pu 0?u  O*u o"u
Flux,..., , e g ey s ] =0.
0x1 O0x Oxs’ O0xs" 0x1019 ox?

Définition 1.3 (Equation aux dérivées partielles non linéaires) On rencontre des EDPs non
linéaires c’est-a-dire que la relation entre les dérivées partielles est non linéaire. Par exemple elle
fait intervenir le carré d’une dérivée ou bien on multiplie par une fonction qui dépend elle-méme de

la solution.



1.1. Equation aux dérivées partielles

Définition 1.4 (Solution faible) Une fonction u dite une solution faible ou généralisée de

si elle vérifie I'équation au sens des distributions.

Définition 1.5 (Solution classique) On dit que u est une solution classique de I'équation

dans un domaine ouvert Q) de R™ x R™, si ¢’est une fonction C? de x, et C' de t dans 0, et si elle

satisfait point par point dans ).

Théoreme 1.1 (Accroissements finis) Soif f : [a,b] — R une fonction continue sur |a,b], et

dérivable sur (a,b) . Alors il existe c appartenant a (a, b) tel que :
fe)(b—a)=f(b) = f(a).

Définition 1.6 L'équation de milieu poreux (porous media) est une équation parabolique non

linéaire crier sous forme ([2,18,[13],119]) :

ow _ 9*(wP)
= o, >1,z€R, t>0,
{ oo P ! (PME)

w(x,0) =wg(x), =R

L’équation du milieu poreux est une équation qui admet les propriétés de simi-
larité. Il y a plusieurs familles fondamentales connues de solutions auto-similaires, peut-
étre la plus importante est-elle formée par les solutions de Barenblatt B, découvert in-
dépendamment par Barenblatt dans [2] et par Zeldovich et Kompaneets en [21], qui sont

écrits sous la forme suivante :

1

5t -1 o 9,—-2\\r1 1
Be (x,t) = ¢ <2pl()p+1) (C —xt ”“)) , pour |z| < Ctr1, C' >0,

0, autrement.

(1.1)

Remarque 1.1 L'équation implique que peut étre écrire I'équation des milieux poreux for-
mellement sous la forme de non divergence avec m € (0,1), par le changement de variable
suivante :

1
w = pp%lw%, tel que p = T m € (0,1). (1.2)
—m

D’apres le changement ona:

—1
m=2"" = priu
p
Alors
ow prrOou 1_4 » Ou 1-p
— = —_— = plfp —-—Uu r
ot p Ot ¢
et
(‘32(wm) _p_ 82u
= pp—l
02 0x?



1.2. Solutions auto-similaires

Donc
P 8u 1-p P 82u

1— —U — —1
T

ce qui implique ) ) )
Ou _ et 0“u m O
ot

P =" —.
02 0x?

1.2 Solutions auto-similaires

Les solutions auto-similaire jouent un grand role dans les équations aux dérivées par-
tielles d’évolution, elles permettent surtout de déterminer le comportement en temps des
solutions au voisinage de 1l'infinie out zéro. Nous suggérons de trouver la solution de
I'équation sous forme "auto-similaire" suivante :

u(z,t) = XNz, M), a, f € R. (1)
Pour tout (z,t) € R x R*.

Remarque 1.2 Le principe de la recherche des solutions auto-similaires consiste a remplacer la
forme (1) dans I'équation (NDE), ce qui permet de transformer I'équation aux dérivées partielles

INDE en une équation différentielle ordinaire EDO non linéaire.

1.2.1 L’invariances d’échelles

Soit P (z,t,u,%%,...) = 0, une équation aux dérivées partielles alors, P admet une

) O
solution auto-similaire si et seulement si elle invariante (par échelle) sous 1’action de dila-

tation, c’est-a-dire si on fait le changement de variables suivant :
@ =Hu, =Kz, =Lt (1.3)

avec H, K et L sont des parametres positives, et u(x,t) est une solution de 1'équation P

alors : )
. fn T t
U (x,ﬂ = Hu (?, Z) , (1.4)

est aussi une solution de 1'équation P.

1.2.2 Reégles de dérivation (condition d’invariances d’échelles)

On remplace la forme de équation (NDE) on trouve :
ou (&,t) _ OHu(z,t)  HOu(z,t)

ot OLt L ot

5



1.2. Solutions auto-similaires

et
0 (2,1)  ?Hu(x,t)  H 0%*u(x,t)

072 0K 22 K2 Ox?
Alors 1’équation (NDE) équivalent a :

Hou(z,t) H™?  0%u(x,t)
— = u .
L 0Ot K? 0x?
D’ot, (1.4) sera une solution de (NDE) si et seulement si :
H Hm+1 K2
N - [ —— 1.
L~ K L (1.5)

La condition (1.5) qui s’appelle la condition de similarité ot bien "condition d’invariance

d’échelle" pour I'équation (NDE).

Exemple 1.1 Dans le cas m = 0 alors équation devient :

o _ &y pour (x,t) € R x Rt (HE)
u(x,0) =ug(z), =€k

Qui s’appelle probleme de Cauchy pour I'équation de la Chaleur avec la donnée initiale uy € R.

Cette équation admet une solution auto similaire si elle vérifie la condition de simila-

rité, on remplacer m = 0 dans la condition de similarité (1.5) on obtient :
K?=1L. (1.6)

Donc qui s’appelle la condition d’invariance d’échelle pour 1’équation de la chaleur.

1.2.3 Forme de solution auto-similaire

Dans le cas général pour m > 0, la condition (1.5) devient :

K2\ m
o= (2",
(7)

Alors la formule (1.4) devient comme suit :

K2\ ™
a(z,1) = <—> u(x,t).
L
Pour cette raison, on peut donne une formule générale pour la formule (1.4), si on pose :

@ =Tu tel que w > 0.

Tu(x,t) = <KT) " u (%, %) : (1.7)

Alors :



1.2. Solutions auto-similaires

Remarque 1.3 En pratique, on peut utiliser un seul parametre pour classifier la famille des solu-

tions de I'équation (NDE). L'idée la, si on pose une nouvelle relation entre les deux parametres H

et K, alors on obtient la transformation a un seul parametre L. Si on prend :

H =K telques € R.

D’apres la condition on obtient :

2
goom o B et
L
D’autre part, on a :

H — Lomts.

; _ =3 _ 1 :
Sionpose a = 525 et B = 5 alors :

K=ILetH=L"° a,f€R.

On trouve les exposants o et 3 comme suit :

—0 1
a(m,9) om + 2’ B(m.9) om + 2
D’aprés et on trouve :
L=L7%
Donc :
0= %, tel que v, fet 6 € R.
On peut donc conclure une relation entre ccet 3, ona:
1
b= om+2
En prenant en compte la formule on obtient :
. 2a 1
am+ — = 1.
J
Ce qui implique :
am+ 206 = 1.

De méme, la transformation devient :

t
Tu(z,t) = L™ %u (%, z) :

Sion pose A = 1 > 0, alors la solution :

ux(z,t) = Au (/\57 /\t) , aet R

(1.8)

(1.9)

(1.10)

(1.11)

L’équation est appelée la solution auto-similaire de I'équation pour tout (z,t) €

R x (0,00).



1.3. Solutions auto-similaires générales

1.3 Solutions auto-similaires générales

Ce type de solution représente la forme générale des solutions de type classique.

Soit I’équation de diffusion non linéaire pas sous forme de divergence :

ou . 0%
5 — U @,me[o,l)u(l,oo),meﬂ%,t>0. (NDE)

Définition 1.7 La solution sous forme auto-similaire générale de I'équation (NDE) sécrit sous la

forme :

u(z,t) = c(t) f(n), avecn = % etz € R, (1.12)

Ol ¢ (t) et a (t) sont des fonctions non nulles qu’on pourra déterminer, et f est le profil de base.

Définition 1.8 (Solution globale) Une solution globale sous la forme auto-similaire générale

est définie pour tout t > 0.

Définition 1.9 (Solution d’explosion) Une solution explosion (blows up) sous le forme auto-
similaire générale est définie pour tout t € (0,T), oir T représente le temps d’explosion du solution
telle que :

lin%u (x,t) = +o0, pour tout x € R.

t—

1.3.1 Détermination des parametres c(t) et a(t)

Pour déterminer les parametres c(t) et a(t) de I’équation (NDE) il ya deux cas :

Cas1pourm =0: L'équation (NDE) devient I’équation de la Chaleur (HE).
Pour calculer la solution auto-similaire générale de I’équation de la Chaleur, il suffit de
remplacer la formule (1.12) dans 1’équation (HE) et on trouve :

ou 0

% = aewim
— O£ e 52 )
et 9 ( )
2y c(t "
2 = 2 (t)f (1),
alors
a(t) ()




1.3. Solutions auto-similaires générales

On remplace = par na (t) et en divisant par ¢ (¢) on trouve :

CF () = Snf () = 55" (n) aveca,c £0.

En utilisant le théoreme de séparation des variables, on peut déterminer les coefficients

c(t), a(t) par le systeme suivant :

¢ = Lo,
¢ a, B €R. (1.13)

On remplace ¢(t) a systeme (1.13) alors :
a(t) = (1 —28t)2, c(t) = (1 —26t). >,

tel que :

N, siN >0,
(N), = .

0, siN <O.

avec0 <t < T, etT le temps d’explosion de la solution.

Cas 2 pour m € (0,1) U (1,00) : On calcule les dérivées et on remplace dans (NDE) on

obtient [17] : " @
. a(t ! Cm+1 t m "
e(t) f(n) — C(t)GQ(t) xf'(n) = =) ) £, ().

On remplace = par na(t) et en divisant par ¢(t) on trouve :

¢(t) at) o M)
c(t)f(n) a(t)nf (n) = a2(t)f (n)fon (1), avec a,c # 0.
Alors, d’apres le théoreme de séparation des variables, on obtient ([6], [7], [17]) :
i~ %o,
i _cng (1.14)

1™ fy = of + Bnfy,
avec « et [ constants réelles.
Le systeme (1.14) a été résolu et bien étudié dans les chapitres 2 et 3.

9



1.4. Présentation du probléme de I’équation NDE

1.4 Présentation du probleme de I’'équation NDE

Dans cette partie, nous essayons d’abord de trouver 1'équivalent approximatif du pro-

bléme de I’équation de diffusion non linéaire pas sous forme de divergence :

(%:um%, r >0, me(0,1)U(1,00),
u(0,t) =c(t)U, U>0,t>0,
du(Aa(®),t) _ AB™() 1 1=m (1.15)
B = oo x_l})r\zl(t) [w(z, )], A>0,
m—1
Aa(t u(x,
10 (i6) " o< e, > 1, ¥ € [0, ().

Sous la forme auto-similaire générale qui est :
w(z,t)=c(t) f(n), avecn = % eta,ccR,. (1.16)

D’apreés la partie précédente, le systeme (1.14), on consideére ce probléme :

( ff" = af + Bnf’, n>0,me (0,1)U(L00),
f(0)=1, u>0,
Fr) =25 m f7m (), A0,
n—"y"
{ an @ <2 (n),  Ymo>1, ¥pe (0,0,

avec « et § sont des constantes réelles.

10



Chapitre 2

Etude de l'existence et 'unicité de

solution de I’'équation (NDE)

Dans ce chapitre, notre travail concerne sur les analyses et les preuves des théoremes,
qui démontrent |'existence et l'unicité d"une solution positive sous la forme auto-similaire
générale de I"équation :

ou 0%
5 U @,me(o,l)u(l,oo),xeR,t>O.

Soit le systeme (qui nous avons trouvé dans le dernier du chapitre 1) :

("= af + Bnf’, >0, me(0,1)U(1,00),
f0)=U0, U >0,
£ ) =22 lim 7 (p), A>0, (2.1)
n—""
X qu frmE) <3 (), Vm>1,vn € (0,0,

avec « et [ constants réelles.

2.1 Préliminaires, lemmes et définitions nécessaires

Dans cette section, nous étudions ’existence et 1'unicité des solutions auto-similaires
positives sous la forme générale pour le probleme de 1’équation de diffusion non linéaire

pas sous forme de divergence.

Définition 2.1 (Solution faible [5]) Soit f une fonction est appelé une solution faible a support
compact de probleme si et seulement si :

a) f est une fonction continue, bornée et non négative sur [0, o) .

11



2.1. Préliminaires, lemmes et définitions nécessaires

b) f a une dérivée continue dans un voisinage gauch de n = .

c) f satisfait l'identité :

/0 Oo (f’ ©+ e (5)) o (&) dg + (a + %) /0 TR e @ =0,

m+1
tel que ¢ € Cj ((0,00) ,R).
Nous discutons de 1'existence du profil de base f des solutions faibles avec support

compact, f est positive dans un voisinage a droit de n = 0, plus spécifiquement pour

certains ¢ > 0 il existe un nombre € < A\ < oo tel que :
f>0,sur (0,)),

et
f=0, sur (A, 00).

Supposons que f est une solution faible du probleme (2.1) avec support compact et A
positif nombre, nous intéresserons principalement a prouver l’existence et 1'unicité d"une
solution positive de probleme (2.1) sur un intervalle (0, \).

Soit I’équation différentielle non linéaire d’ordre m suivante :

™ () " (n) = af (n) + Bnf (n), (2.2)

avec les conditions aux bords :
F(O)=U, f(A)=0 etr>0. (2.3)

On va étudier I'existence et 1'unicité d"un solution positive du probléeme (2.1) sur l'inter-
valle (0, \), d’abord nous donnons les conditions nécessaires des parametres « et 5 pour

I'existence d’une solution faible non triviale avec un support compact du probleme (2.1).

Lemme 2.1 ([5]) Soit la fonction f une solution faible non triviale avec une support compact de
probleme (2.1)—(2.3), si et seulement si :

1. B < 0pourm e (0,1).

2. B> 0pourm > 1.

3. 8 = 0et o prend une valeur strictement positive.

12



2.1. Préliminaires, lemmes et définitions nécessaires

Preuve. Supposons que f une solution faible non triviale du probleme (2.1) avec un

support compact. Alors poure > 0,0ona:

s >0, sur (A—¢g, ), Y
=0, sur (A 00),

Pour f est une solution faible de (2.1) qui satisfaites (2.3) dans le voisinage gauche de
A = n. L'intégration de (2.2) commencant parna A, ot A — e < 7 < A on obtient :

A
(L= m) f' () = Buf™™ () + [ (m — 1) + / £ ) de. 2.4)

On a f et f' continue sur A, alors In* € (A —¢,\), tel que f(n*) < 0. On applique le

théoreme des accroissements finis sur (A — ¢, \) ona:

I € (A —e,)), tel que f' () = f<;>_—(J; (_A€—> e) _ _f(Ag— 2N

Alors le nombre a gauche de (2.4) au point n* = 7 est négatif pour m € (0,1) et positif

pour m > 1. Donc § et o (m — 1) + [ supérieurs a zéro pour m € (0,1), Beta(m — 1)+
inférieur a zéro pour m > 1, § = 0 implique que o > 0 (d’ou1 I'estimation (3)).

Car la fonction f est positive et tend vers zéro sin — A, le théoréme des accroissements
finis permet de prouver qu’il existe A — e < Ay < Atel que f'(n) < 0,Vn € (Mo, A),ilya

deux cas :

1. Pour m € (0,1), nous imposons 3 > 0 : Vn € (Ao, A), cela implique que o (m — 1) +

£ <0, alors:
(L=m) f' (n) > f17" () (B + e (m — 1) + B] (A =),
équivalent
(L —m) f () f"H(n) = Bn > [a(m —1) + B (A =n). (2.5)
OnaVn € [A\o, \) et V€ € (1, ), nous avons :
) > f(&).

Pour tout m € (0,1), cette :

Fmm) > ) et T ) S < L
également
A
[t ©ds<t-n),
n

Sin — Adans (2.5), la partie gauche est négative et la partie droite tend vers zéro,

contradiction, ce qui implique que # < 0 pour m € (0, 1).

13



2.1. Préliminaires, lemmes et définitions nécessaires

2. Pourm > 1, considérons § < 0 :

Vn € (Ao, A), cela implique que o (m — 1) + 8 > 0, en conséquence « > 0, il résulte de

que :
A
(1= m) £ () = s () < am —1) [ £ () de 26)
n
Sin — A dans (2.6), la partie gauche est positive et la partie droite tend vers zéro, contra-

diction.

Alors, nous avons déja prouvé que les coefficients :
B <0pourm € (0,1), ouf>0pourm > 1, ot f=0eta > 0.

Sont les seuls cas pour lesquels la solution faible non triviale avec un support compact du
probleme de la valeur aux limites (2.1)—(2.3) existe.

La preuve est complete. m

Solution explicite 5 =0etm € (0,1) U (1,2)

Soit A un nombre positif, les conditions nécessaire de I'existence d"une solution positive
du probléme (2.1)—(2.3) dans un voisinage gauche den = A estsoit 3 > O pourm > 1, 5 < 0
pour m € (0,1) ou B = 0 et & > 0. Dans cette parte est de montrer que cette condition est

également suffisante.

1) Pour f = O et o« > 0 : Nous pouvons alors résoudre le probleme (2.1)—(2.3) de
maniere unique. Apres un calcul élémentaire que la fonction :

1
OATTL2

est une solution unique du probléme (2.1)-(2.3).
Par § =0, et o > 01’équation (2.2) devient comme suit :

) f () =af ().

En multipliant par f~™, on trouve :

frn) =af=mm),

équivalent

") f () =aft =" () f' (). (2.8)

14



2.1. Préliminaires, lemmes et définitions nécessaires

Pour m € (0,1) U (1,2) on a de /" (\) = 0, par l'intégrale de n a A avec f' (\) = 0 on

obtien :

1 / 2 o 2—m
5 L] = 5—— 7" ().
Aussi, apres une simple intégration de 7 a A, nous avons la fonction f(n; \) qui est donne

dans (2.7).

Car f (0, ) est une fonction continue et monotone croissante de \, tel que :
£(0,0) =0, et f(0,00) = 0.

L'équation f(0,\) = U est résoluble de maniére unique pour tout U > 0.
Soit A\(U) sa solution, alors f = f(n, A\(U)) est'unique solution du probleme @2.1)—(2.3),

avec support compact définit pour tout 0 < n < X et satisfait :
f0,A) =Uet f(AX) =0,

ou
1

F(0,)) = (ﬂ;—%AQ)m:U:/\(U):

De plus, f est une fonction décroissante continue et monotone.

2) Pour 3 #0:

Remarque 2.1 Dans ce cas, nous donnons quelques lemmes élémentaires pour les deux cas sui-

vants § < 0 pour m € (0,1) et B > 0 pour m > 1.

Lemme 2.2 ([5]) f est une solution positif de probleme R2.1)-(2.3) on (A1, ) avec 0 < Ay < A

alors :

1. f'(n) < 0sur (A1, ), si et seulement si o > 2

1-m~

2. Sia< % et f'(ny) =0, on pose ny € [\, ). Alors f a un maximum a n, tel que :

0 < A [aoir(nm—_l)l;r 6], pour m € (0,1),
et
Mo > A [aoSTm_—l)lj m, pour m € (1,00).

3. Suppose que f un solution positif de sur [0, \), alors :

f(0) <0, pour a >

_m'

15
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4. Si

ona:
f/(()) :07 et fl (?7) < 07 V77 € (07)‘)7 C-d-df(?]) < f(O) = U7 V77 S [Oa)‘] (29)

Dans ce cas, nous trouvons une nouvelle solution explicite du probleme (2.1)-(2.3) comme
suit :

1

f(n, )= (% (A - 772)) " ,etme (0,1)U(1,00), |n| < A. (2.10)

Preuve. Pour € [\, \) 'équation intégrale (2.4) donne :

(1= m) f (n) = Bnf"™ () + [ (m — 1) + ] / £ ) de. (2.11)

1. Parce que 8 < 0 pour m € (0,1), le nombre droit dans est toujours négatif
c’est-a-dire f’' () < 0 si et seulement si a (m — 1) + § prend une valeur négative.
De la méme maniere, on § > 0 pour m € (1,00), puis le membre gauche in (2.11)
est toujours positif c’est-a-dire f’ (n) < 0 si et seulement si a (m — 1) + 5 prend une

valeur positive, donc :

f'(n) <0, sur [A;,\), pour a >

p— m.
2. Sia< % alors o < 0 pour tout m € (0,1) U (1, 00) , selon ib ona:
1" (ny) <0, lorsque f'(n,) = 0.

Donc f a un maximum 7, = 7 et strictement décroissant sur (7,, A), c’est-a-dire
1 (n) < 0sur (ny, A). On met n, = n dans (2.11), on obtient :

A
Biof17 (1) + [a (m — 1) + ] / frme)de =o.
o
Pourm € (0,1),ona < 0eta(m—1)+ [ > 0, ensuite :

Brgf 7™ (no) + [e (m — 1) + BI (A —ng) f17™ (ng) 2 0
= Bng+la(m—1)+F1(A=mnp) 20
= Bng—mola(m—1)+ 8] = =Ala(m —1) + j]
= na(m—1)<Aa(m—-1)+0

—
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oo o (m 1)+ 5
AMa(m—1)+
<
i = a(m—1)
De la méme maniere, pour m € (1,00) ona f > Oet a(m—1)+ < 0, puis on
trouve :
Ma(m —1) + /7]
fio = a(m-1)
3. Avecn =0, devient :
by
(1=m) £ © = falm=1)+ 5] [ f(©de 2.12)
0
Alors
g g
[a(m—l)—i—ﬁ]/ ) de < 0= a > .
0 1—m
4. Si
am—-1)+p=0,Yme (0,1)U (1,00).
On ade :
(L—m) f"(n) = Bnf " (n). (2.13)
Ce qui implique (2.9). L'intégration de a partir de n a A donne :
_i m _ 6 2 2

Ce qui implique la fonction f (1, A) présente dans (2.10) par :

1

fnA) = (% ()\2—772))m ,me (0,1)U(1,00), |n] <A
Soit A (U) sa solution.

Car f (0, A (U)) est une fonction continue et monotone croissante de A (U) , tel que :
f(0,0)=0et f(0,00) = 0.

Alors 'équation f (0, A (U)) = U est résolu de maniere unique pour tout U > O et f =
[ (n,X(U)) est I'unique solution du probleme .1)-(2.3) avec un support compact défini
pour tout || < \ satisfait :

fO,X)=Uet f(AA) =0,

ou

F(0,0) = (%v)m —U=A(U) =

De plus, f est une fonction décroissante continue et monotone.

2(m—1)

BmU.

La preuve est complete. m

Dans l'étape suivante, nous passons maintenant a la question de ’existence.
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Lemme 2.3 ([5]) Pour tout m € (0,1)U(1, co) et tout A > 0, le probléme avec les conditions

aux limites ([2.3), a une solution positive unique dans le voisinage gauche de n = \.

Théoreme 2.1 (Point fixe de Banach [111) Soit X un sous-ensemble fermé non vide d’un es-
pace de Banach E, ensuite toute application M contractante de X en lui-méme admet un point fixe

unique.

Preuve. Supposons que la fonction f soit une solution faible non triviale du probléeme
(2.1) avec un support compact. On a f' () < 0 pour n € (A —¢,\), pour certains € > 0
(Par Lemme 2.2).

1. Pour m € (0,1), ona 8 < 0.Dans ce cas, I’écriture de (2.11) est donnée comme suit :

f'(6)
i g)dg. (2.14)

£ () = an " () + [ (1 — m) — ] / ¢

Avec G(f) =nona:
G 1

= — : (2.15)
df oG —la(1—m) - 8] [] Ledyp
En intégrant I"équation différentielle (2.15) de 0 & f, on obtient :
f d
G(f)— A= / . (2.16)
) 0 aGetm —[a(1—m)— 8] ] SLdg
On pose :
H(f) =1-X"G(f) = G(f) = 1= H(f)) X
Alors I’équation (2.16) devient :
1 [ dy
H(f)= —/ . 2.17
D=5, aHptm — fpt-m — [a (1 —m) — B] [ 2dg 21

En utilisant le principe de contraction du théoreme de Banach, nous prouvons main-
tenant que 'équation (2.17) admet une solution positive a droite de f = 0.soit X
I’ensemble des fonctions bornées H(f) sur [0, ], h > 0, satisfaisant :

_ fm
o] (1 —=m) + |a (1 —m) — 5|

0<H(f)<p=

Soit ||.|| la norme définie sur X, alors X est un espace métrique complet. Sur X on

définit ’opérateur :

f
_ . (218
A /o aHp!-m — Lplom — [a (1 —m) — B] [ £ldg (219

0 g
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Premierement, nous prouvons que M est un application de X a X.Soit H € X. Il est

clair que :
B T H9)
S _ B 17m_‘a|H< ) 1m—]a(1—m)—B|HH”/¢ "
- 1—m90 e 0 ’ ’
. _1_5 o (2.19)

Par conséquent, a partir de (2.18), nous avons :

M(H)(f)<i/of dp  _(m-Dhr" (2.20)

= )\2 _%(plim — B)\zm

Ainsi, M (H) est bien défini sur X et M (H) : [0, h] — R est non négatif et continu. Le
coté droit de (2.20) montre que nous pouvons trouver hy > 0, tel que o < hg et :

|M (H)|| < p, pour tout H € X.

Donc M est un application de X a X pour quelques h < hg.Dans l'étape suivante,
nous montrons que M est une application contractuelle sur X. Soit H;, H, € X et

h < hg, étre un nombre réel positif, on met :

K(H)=alf (0) 9" = 12t~ fa(t=m) - 5] [T 20

Puis

1K (Hy) — K (Hy)|| < Jaf [Ha (9) — Hi (@) '~

A2 0= =By, () - )

< (la+ =B i (o) - ol
Donc
IM (Hy) — M (Hy)|| = ‘%/ T iz dego
B F /Of KK% H
< (1;25 m)” /Of HK(H;)Z(I K d(p
< (=m)al (1ﬂ:hm71;\5(§(1 —m) — 8] P
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Il existe donc un h; € (0, ho] tel que si h < hy, M est une contraction sur X. Apres le
principe de contraction de Banach [11], M a un point unique fixe dans X, par consé-
quent, il existe une unique positive solution pour le probleme (2.1) dans I'intervalle

(A — €, A) pour certains € > 0.

2. Apres avoir utilisé certaines techniques, nous utilisons les mémes étapes pour le cas

m € (1,00), pour prouver l'existence de une seule solution positive au probleme
(2.1).
n
Remarque 2.2 On continue maintenant f est une fonction positive de . Il y a maintenant trois
possibilités :
1. f(n) — oo comme n — n, pour certains n; € [0,\),
2. f(n) peut étre continué jusqu’a n = 0,

3. f(n) — 0commen — n, pour certains n, € [0, \) .
Nous commengons par étudier la possibilité 1.

Lemme 2.4 ([51) Soit ;1 € [0,\) étre un nombre réel positif. Si f est une solution positive du
probleme sur (u, \) , alors f est borné sur (u, \) et :

2 -

sup f (n) max {Ja (m — 1) + 26|, |8]}| , ¥m € (0,1) U (1,00).

<
p<n<A 2 |m - 1|

Preuve. Supposons que f est une solution positive de (2.1) sur (x, A) . Nous prouvons

ce lemme pour les deux cas suivants :

1. Pourm € (0,1),3<0:
a) Sia(m— 1)+ <0,danscecas f () < 0,¥ € (1, A) (Lemme[£2), c’est-a-dire :
&) <fm),vsemA),
et de @11) :
(L=m) f () = Bnf =" (n) + [a(m = 1)+ B8] f7™ () (A =n), ¥ € (1, ).
Dongc, pour tout 4 <n < Aona:

(L=m) ™ ) f'(n) = Bn+am—-1)A=n)+8(A—n)
> M+a(m—1)(A—1n). (2.21)
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L'intégration de (2.21) de n a A donne :

_1_Tmfm(77) > Aﬁ—i—%a(m—l)()\—??) (A=n)

) S gy e m A=) =25 ().
Donc )
sup 17 (1) < —% o (m— 1) +26]. e2)

b) Sia(m —1)+ 5 > 0, par I’équation (2.11)), on a pour tout u < n < A,

(L=m) f" () f' (n) = Bn. (2.23)
L'intégration de dena A donne:
L—m ., é 2 .2
=5 (V=)
Cela implique que :
BA2m
) < - 2.24
R T .

2. Pourm € (1,00),3>0:
a) Sia(m—1)+ B <0, par I'équation (2.11)), on a pour tout p < n < A
(L=m) f" () f' (m) < Bn. (2.25)

L'intégration de (2.25) de n a A donne :

. BA*m
MS<171]I<3Af (n) < m (2.26)
b) Sia(m—1)+5>0,Vne (u,A),ona:
A
(A=m) ') = o™ () +lalm—1)+8) [ 7€) de
< Bnf )+ G lom = 1)+ 6 ).

Puis \

(L=m) [ () /' (n) < Bn + 5 o (m=1) + 5] (2.27)
Apres 'intégration dena X donne:
m Nm

sup () < 1) [a(m —1)+2p]. (2.28)

Note que les bornes de (2.22), (2.24), (2.26) et (2.28) sont indépendantes de p et

par conséquent, f(n) ne peut pas étre illimité n — A.
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La preuve est complete. m

Les lemmes suivants distinguent les possibilités 2 et 3.

D’abord, nous donnons un lemme élémentaire pour le casm € (0,1), 5 < 0:

Lemme 2.5 ([5]) Supposons que f est une solution positive du probleme (2.1)—(2.3) dans le voisi-

nage gauche de n = \. Alors :
@) Sia(m—1)+28<0,alors f(n) > 0sur[0,\).
(ii) Sia(m —1)+28 =0,alors f (n) > 0sur (0, ) et f(0) = 0.

(iii) Sia(m —1)+ 26> 0,alors 37 € (0, \) tel que f (n) > 0 sur (7, \) et f(77) = 0.

Preuve. Supposons que f est une solution positive du probleme (2.1)-(2.3) sur [0, \),

pour le cas m € (0,1), 5 < 0.

Soit ’équation :

A
(1= m) f (n) = Bnf"™ (n) + [ (m — 1) + f] / £ e de.

L’intégration de 1’équation (2.29) de n a A donne par :

m—1

_ Bn [ dg a(m—1)+28 [* -1

fmfl
n
(i) Sia(m—1)+28 <0,alors f(n) > 0sur [0, \) et

()

_a(m-1)+28 [ ¢ B
f(0) = — /Ofml(g)dg_U>0'

m
(ii) Sia(m —1)+28 =0, de (2.30) nous trouvons :

_ Bn [N B
f(n) 1)/77 eI et f (0) = 0.

s

(iii) Sia(m —1)+ 25 > 0, alors 37 tel que :

f(n) >0, sur (77, A),

et
f (@) =0.

La preuve est complete.

(2.29)

(2.30)

Maintenant, nous donnons un lemme élémentaire pour le cas m € (1,00), 5 > 0:
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Lemme 2.6 ([5]) Supposons que f est une solution positive du probleme (2.1)—(2.3) dans le voisi-
nage gauche de n = \. Puis :

(i) Sia(m—1)+p>0,alors f (n) > 0sur[0,\).
(i) Sia(m—1)+p8<0,eta(m—1)+28>0,alors f(n) > 0sur[0,\).
(iii) Sio(m — 1)+ 208 <0, alors il existe un ) € (0, \) tel que f (n) > 0sur (n,X) et f(n) =0.

Preuve. Supposons que f est une solution positive du probleme (2.1)-(2.3) sur [0, \),
pour le cas m € (1,00), 5 > 0.

() Sia(m—1)+p>0,alorsa(m— 1)+ 28 > 0, aussi nous avons de (2.11) que :

(L —m) f'(n) > Bnf =" (n). (2.31)

L'intégration de (2.31) de n a A on trouve :

™ () > % (X =), (2.32)

Alors f (n) est toujours positive sur [0, \) , (d’apres (2.32)).
(i) Sia(m—1)+ 3 <0, onade @2.11) que

(L —m) £ () = Bof™ () + 2o (m — 1) + ] 1™ ().

2
Apres 1" intégrationdena Aona:

fmm) =

_5G?TEM%+AWOH—U+QMMA—W~

On observe dans ce cas estimations (ii) et (iii). On peut 7 comme suit :

Aa(m —1) +2p]
&)

n>— ,pourlecas — < a(m—1)+28<0.

La preuve est complete. m

Nouvelles solutions explicites pour o (m — 1) + 25 =0etm € (0,1) U(1,2)

Soit A un nombre positif.
Pourm € (0,1),si a(m — 1) + 28 = 0, I"équation (2.30) donne par :

B [N dg
J‘"(n)—m_l/?7 =16 (2.33)
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On pose g (n) = an fimm (&) d€, donne :
g\ =0, 49 (n)=~f""(n)<0,vne(0,N).

Alors I’équation (2.33) devient :

f(n) =[—¢ ()] = Lng (n) - (2.34)

m—1
En fait, a partir de la preuve du (Lemme qu'une condition nécessaire a l’existence
d’une solution positive de probleme (2.I)-(2.3) dans un voisinage gauche de 7 = A, est
soit 3 > 0pourm > 1,3 < 0pourm € (0,1) ot 5 =0eta > 0.
La valeur -2 est toujours positif. Dans ce cas, 'équation donne :

m—1

o= (") T pemgen ().

m—1
Alors .
~dmaro= () 0 235
L'intégration de dena A donne:
1-m
A (mﬁ_ 1) (=) (2.36)

D’apres (2.34) et (2.36), on a :
1

g(n)z[ " ( ’ )l_m(vm—nM)]m. 237)

2—m\m-—1

On remplace (2.37) dons (2.34) on trouve :

1

m

f(n ) = ((m — 15)7(2 —) ™ (A — n2_m)) , tel que 0 < 7 < A, (2.38)

est une fonction continue, pour tout A > 0, avec support compact et satisfit :

FON) = fF(LN) =0,

2.2 Théorémes et résultats principaux

Théoréme 2.2 ([5]1) Les énoncés (i) et (i) suivants sont valables.

(i) Supposons que U = 0. Alors pour tout \ > 0 il existe une solution f (n, ) du probleme de la
valeur limite (2.1)—(2.3) qui est positif dans (0, \) si et seulement si c(m — 1) + 23 = O et
B < 0pourm € (0,1), ousia(m—1)+28 =0et > 0pourm > 1.
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(ii) Supposons que U > 0. Alors le probleme de la valeur limite admet une solution unique
et la existe un unique X (U) > 0 tel que f (n, A (U)) soit positif sur (0, \) si et seulement si
am—1)4+28 < 0et < 0pourm € (0,1), 0usi a(m — 1)+ 28 > 0et § > 0 pour
m > 1.

Preuve. Une condition nécessaire a 1’existence d’"une solution est que 3 < 0 pour m €
(0,1), ot1 8 > 0 pour m > 1, (Lemme2.1)

Pour 8 = 0, @ > 0 nous avons déja donné la solution de pour m € (0,1) U
(1,2) qui est: 1

am?

fn,A) = (m()\—n)2>m, et <n <A,

Cette solution est continue et satisfait pour tout U > 0, que :
f(0,7) = Uet f(AA) =0,

ou

AU) = MUm.

am?
Dans ce qui suit, pour le cas § # 0 on met 5 < 0 pour m € (0,1) et § > 0 pour m > 1.

Nous avons déja prouvé dans le (Lemme[2.3), I'existence locale d"une solution positive
dans le voisinage gauche de 77 = A du probleme (2.1)—(2.3). Cette solution locale est unique
et peut étre poursuivie jusqu’a = 0 en tant que solution positive avec f(0) > 0 si et
seulementsi f < Oeta(m—1)+25 <0pourm € (0,1),aussisi f > 0eta(m—1)+25 >0
pour m > 1 (par les Lemmes 2.5 et[2.6).

On a, la condition aux limites an = 0 est satisfaite si on peut trouver un A(U) tel
que:

f(0,N) =U. (2.39)

S’il existe A qu'un seul, la solution est unique. On distingue deux cas :

(i) pour U = 0. Par les Lemmes [2.5| et I’équation (2.39) ne peut étre satisfaite que si
a(m—1)+25 = 0. De plus est alors satisfait pour tout A > 0. Alors il existe une
solution faible non triviale f avec support compact de le probleme 2.1)—(2.3) avecla
propriété :

f(n)>0 sur (0,)),
{ f(m) =0 sur {0} U[A 00).

(ii) Pour U > 0. Il résulte des Lemmes 2.5 et[2.6) que maintenant une condition nécessaire
pour que ait une solution est que < 0 et a(m — 1) + 25 < 0 pour m € (0, 1)
ouf >0eta(m—1)+28>0pourm > 1.
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Dans ce but, supposons que f(7, A) est une solution du probleme 2.1)—@2.3) sur (0, ),
Puis pour x> 0 la fonction o f (um, pA) est une solution de — sur (0, u\). Si
= A", ensuite :

A f(0,1) = U. (2.40)
Parce que f(0,1) > 0 dans les cas a(m — 1) + 25 < 0 pour m € (0,1) ot a(m — 1) +25 >0
pour m > 1. Nous obtenir une solution unique A = A(U) de (2.40).
Ainsi, la fonction f(n, \(U)) est I'unique solution de (2.1)-(2.3), avec la propriété :
f(n)>0 sur [0,)),
{ f(n) =0 sur [\ 00).
La preuve est complete. m

Maintenant, nous donnons le théoréme principal de ce travail.

Théoreme 2.3 (Existence globale et d’explosion de solutions auto-similaires [5]) Soit a(t),
c(t) étre un réel positif fonctions de t, qui satisfont :
a(0) = ¢(0) = 1, a(0) = —3, ¢(0) = a. (2.41)

Alors, pour f € C([0,\],RT), le probleme admet une solution exacte sous la forme générale :

u(x,t) =c(t) f(n), avecn = reR, t>0. (2.42)

o
a(t)’
Si le profil de base f est une solution du probleme sur [0, \] et satisfait a chaque point :

™) " () = af (n) + Bnfy (n) .
Sur ce, nous séparons les cas suivants :
1. Siam + 25 < 0, les fonctions a(t), c(t) sont donnés par :
B
t)=(1- 2(3)t)om+2p
alt) = (L= (am +25) 77557, o ) (2.43)
c(t) = (1 — (am +2B)t) om+25 |
2. Siam + 23 =0, les fonctions a(t), c(t) dans ce cas sont donnés par :
a(t) = e P,
vt > 0. (2.44)
c(t) = e™,
Dans chaque cas (1) et (2). Le probleme admet une solution globale dans le temps sous
le forme auto-similaire générale, cette solution définie pour tout t > 0. De plus, si a« < 0, on
a:

lim w(z,t) =0, pour tout x € R.

t——+o0
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2.2. Théoremes et résultats principaux

. Siaom + 20 > 0, les fonctions a(t), c(t) sont donnés par :

B

a(t) = (1 = (am +20) t)iT:% " 0<t<T. (2.45)

c(t) = (1 — (am +23)t), ",

_ 1
am+23

plus, si a > 0, le probleme admet une solution sous la forme auto-similaire générale,

Le moment T' = représente la valeur d’existence maximale des fonctions a(t), c¢(t). De

qui explose en une fois finie. La solution est définie pour tout t € (0,T"), oit T représente le

temps d’explosion du solution telle que :

1
pour tout x € R, lim wu(x,t) =400, T = 0.

_— >
t—T~ am + 23

Preuve. Nous avons déja prouvé dans le Théoréme 2.2|1'existence de la solution f de

(2.1), qui est avec compact support [0, A] si et seulement si :

@ a(m—-1)+28=0et[s <0pourm € (0,1) ou > 0 pour m > 1],

(b) a(m—1)+26<0et3 <0pourm e (0,1),

() a(m—1)+28>0ets >0pourm > 1.

Maintenant, pour déterminer les fonctions a(t), c(t), il suffit de résoudre le systeme

(1.14) qui est :

Les conditions (2.41) impliquent k£, = e

¢ "L

{ e @™ (2.46)
L= Sk
t ks = —/3, puis le systeme (2.46) peut étre résolu

comme suit :

m

= Sa, a Beé

; m @—:———’
:_0_25’ a o cC
a

Q| olo.

apres une intégration de 0 a t on déduit :

alt) = ca (t). (2.47)
Si on remplace (2.47) dans (2.46), on obtient :
e = adt. (2.48)

Si am + 2 # 0 on obtient facilement la solution de (2.48) comme suit :

o(t) = (1= (am +28) 1), |
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2.2. Théoremes et résultats principaux

de la méme maniere que nous constatons :
5
a(t) = (1 — (am+26) ).

On en déduit que les fonctions a(t), c(t) sont définis globalement si am + 25 < 0, et a(t),

¢(t) sont maximales fonctions si am + 23 > 0, et bien défini si et seulement si :
1
am + 28

Siam + 28 = 0, les fonctions a(t), ¢(t) sont définis globalement, on obtient dans ce cas :

a(t) = e P,
vt > 0.
c(t) = e,

O<t<T=

Nous remarquons a partir de ce théoreme que nous avons deux comportements temporels
des fonctions a(t), c(t), leurs comportements dépendent de parametres de similarités « et
.

En (a) et (b), c’est-a-dire am + 25 < 0, les fonctions a(t), ¢(t) sont définis globalement
dans le temps. Maintenant, le profil f est une fonction positive bornée pour tout z € R. Si
a<Oona:

lim c(t) =0,

t——+o00

dans chaque cas (a) et (b). Ainsi :
lim u(z,t) = lim c(t)f(—— ) =0
popgo ) = IR € a(t))
Dans le cas am + 23 > 0, (c’est-a-dire en (c)), nous avons un a(t), ¢(t) donné en (2.45), est
bien défini si et seulement si :
1
am + 28
On rappelle que la solution explose en temps fini sil existe un temps 7" < +o00, que nous

O<t<T=

appelons ¢a l'explosion temps, tel que la solution soit bien définie pour tout 0 < ¢ < T,
tandis que :

sup |u (z,t)| = +oo quand t — 1.
zeR

Si a > 0la valeur T représente le temps d’explosion de la solution, donc :
li t) = +oo,
e (t) = oo

et

lim u(z,¢) = lim c(t) f (ai)) = +o0.

t—T— t—T— (t

La preuve est complete. m
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Chapitre 3

Quelques solutions explicites de
I’équation (NDE)

Dans ce chapitre, on veut chercher des solutions particulieres de I'équation (NDE) sous

formes explicites, mais pour m € (0,1)U(1, c0), et les formes des solutions auto-similaires.

3.1 Différentes solutions de forme auto-similaire

Il y a plusieurs formes des solutions auto-similaires, on peut classer ces solutions

comme suit :

1. Solution auto-similaire classique (type 1) :

S’écrit sous la forme :
u(z,t) =t % (a:t’ﬁ) ,

ou «, 3 sont constantes et ¢ est le profil de la solution auto similaire.

2. Solution d’explosion (type 2) :

C’est une solution qui explose en temps fini, s’écrit sous la forme :

T

ulw,t) = (t—T) (m) , avec T > 0.

Avec a, 3 € R, et ¢ est le profil de la solution auto similaire.
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3.2. Solutions explicites (cas particuliers)

3. Solution auto-similaire générale (type 3) :

S’écrit sous la forme :
( t) = (t) - ett >0
u(x c(t)p
Y (t) Y Y

otl a(t) et ¢(t) sont des fonctions non nulles dépendantes de ¢.

4. Solution auto-similaire de forme exponentielle (type4) :

__ ot x
U(I,t) =ec P <%> )

ol o, B € R, et ¢ est le profil de la solution auto similaire.

3.2 Solutions explicites (cas particuliers)

3.2.1 Solution d’explosion

Pour § = 0 et a > 0, on a du Théoreme[2.3|que am + 23 = am > O et:

1 1
a(t)=1,ct)=1—amt),”,oul<t<T =—.
() =1, cft) = (1 - amt); —
Dans ce cas, la forme auto-similaire est une solution de séparation des variables u (z,t) =

c(t) f (), ou f estdonné en (2.7), par:

1

2

am 2\ ™
_ _ < .
f(z) <2(2—m)(>\ x)) ,me(0,1)U(1,2),0<z <A
Ensuite, la solution de (NDE) sous la forme auto-similaire général :
u(x,t):c(t)f(n),avecn:%,xeR,t>0, (3.1)

pour 3 = 0 et a > 0 est donné par :

3=

am? 2
U(.CC,t) = (2(2—m)(1—amt) ()\ - ZL’) ) ) 0 S z < >\’ m € (07 ]') U (172) )

0, si non.
Cette solution explose quand ¢ — —=. Dans ce cas :

AU) = MU’”, pour tout U > 0.

am?
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3.2. Solutions explicites (cas particuliers)

3.2.2 Solutions globales et d’explosions

Maintenant, nous présentons les nouvelles solutions explicites sur la forme auto-similaire
général de I"équation (NDE). Parce que le profile f est borné par un support compact, alors

il est une fonction intégrable sur R, ot :
/f (&) d§¢ = M, pour certains M > 0.
R
Par conséquent, pour m € (0,1) U (1,00) et:

/Ru(s,t)ds:cm(t).

On peut trouver explicitement une nouvelle solution exacte de (NDE). En effet :

/Ru(s,t)ds:/Rc(t)f(ﬁ) ds:a(t)c(t)/Rf(g)dﬁ:cm(t).

Cela implique que
Cmfl (t)

a(t)
D’apres les formules a(t) et ¢(t) dans (2.43) et (2.44), 1’égalité implique que :

f=a(l—m).

— M. (3.2)

Parce que 5 < 0 pour m € (0,1) et 5 > 0 pour m > 1, puis « < 0.
Pour a(m — 1) + 8 = 0, nous avons déja donné la solution (2.10) de (2.1) pour m €
(0,1) U (1,00) qui est:

1
m

[, A) = (ﬂri—%(v—ﬁ)) ,0<np< A\

Maintenant, nous déterminons les fonctions a(t) et ¢(t). Nous avons du Théoreme [2.3]:
am+2=am+2a(l—m)=a(2—m).

Si
a(2—m) #0, c-a-d m # 2,

les fonctions a(t) et ¢(t) sont données par :

L om#£2,0<t<T.



3.2. Solutions explicites (cas particuliers)

Ou T représente la valeur d’existence maximale :
__1 :

T = a@—m)’ s1m > 2,

T = +o0, sim < 2.

On obtient la solution exact de (NDE), pour m € (0,1) U (1,2) U (2, c0) comme suit :

20-m)\ \
u(z,t) = c(t) (% <)‘2 —a*(l—a2-m)t)," )) ,fzl <, (3.3)

0, si non,

ou
-1

rm=Al-a2-m)t)I>.

3

Cette solution est définie globalement en temps sim € (0,1) U (1,2), et explose quand :

1
t—>oé(2—_77/’/), pourmG (2,00)
Dans ce cas
2 —1
AU) = %U’”, pour tout U > 0.

Sim = 2, les fonctions a(t) et ¢(t) s’écrit (2.44), dans ce cas on obtient 5 = —« et :

at 2 2,26t —Bt
w (. t) = e \/B(A x2e ), lz| < Ae™Pt
0,

si non.

Cette solution est définie globalement dans le temps. Dans ce cas

AU) = %, pour tout U > 0.

Pour les fonctions a(t) et ¢(t) qui satisfont les parametres de la forme auto-similaire clas-
sique, c’est-a-dire :

c(t)y=1t" a(t)=t".

La solution auto-similaire (3.1) de I"équation (NDE]) s’écrit :
w(a.t) = °f (n) , avecn = at”,
ol « et J sont des exposants qui satisfont la condition de similarité ([14], [16], [17])

am+28+1=0, (3.4)
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3.2. Solutions explicites (cas particuliers)

et la fonction f est le profil auto similaire qui doit étre déterminé par la solution du diffé-

rentiel suivant équation :

f™ ) £ () = of () + B f (n).
Si 8 = a (1 —m) condition de similarité équivaut a :
am+20+1=a(2-—m)+1=0,

cela implique que
1—m
etf=——

a= .
m — 2

m— 2
On obtient pour m € (0,1) que «, 3 < 0. Donc la solution pour c(t) = t*, a(t) = t°,

s’écrit :

3|

U(z,t) =t (ﬁ ()\2 - x%Qii"?» , pour |z| < Mt#=, m € (0,1).

Egalement

1 i Lom [ n(1—m) ( 2 o 2(7}Lm))>1:,:n Tom m-1
Z/[(l',t) — (1—m) (t ? (2(2—m) A Tt ? ) ‘37’ <A %, (35)

0, si non.

Si on met pour m € (0,1) le parametre p = =~ > 1, puis la solution (3.5) de I'équation
(NDE) dans la forme auto-similaire classique s’écrit :

U (z,t) :pp%le( (x,t), p>1,

ou B, est les solutions de Barenblatt de I'équation du milieu poreux (PME), qui sont

données en (1.1) sous la forme suivante :

- 11 p—1 )\2 9, ——2- # 1
P —_ p+1 p+1
By (z,t) = t ot <2p(p+1) ( 7t vt )) , pour |z| < Atr1, p > 1,

0, si non.

3.2.3 Solution globale

Nous présentons les deuxiemes nouvelles solutions explicites sur la forme auto-similaire

générale de I'équation (NDE). Pour 0 < m # 1 et
ot
/u(s,t)dSZ < ()

R

33




3.2. Solutions explicites (cas particuliers)

on peut trouver explicitement une nouvelle solution exacte de (NDE). En fait :

us,tds:/ct (i)ds:atct/ d=C<,
Jutenas= [ewr () ds=aew [ 6=
cela implique que
cmfl (t) _
a2—(t) — M. (3-6)
D’apres les formules a(t) et ¢(t) dans (2.43) et (2.44), 1'égalité implique que :
b= M, puis a < 0.

Pour a (m — 1)+2f = 0, nous avons donné la solution (2.38) de (2.1) pour m € (0,1)U(1,2)
qui est :

f(n,A) = <(m— 15)7?2 _m)nm (A —n2_m))m , telque 0 <n < A

Maintenant, nous déterminons les fonctions a(t) et ¢(t). Nous avons du Théoreme
am+20=am+a(l—m)=a<0.
Les fonctions a(t) et ¢(t) sont données par :

{ a(t) = (1—at) =",

c(t) =

1—at’

vt > 0.

On obtient la solution exacte de (NDE), pour m € (0,1) U (1, 2) comme suit :

1
1 Bmaz™ 2—m 2y (A=m)(2=m) m
U (ZL’, t) — 1-at ((m—l)(?—m)am(t) <)\ -z ¢ 2 (t)>> , T €Ty,

0, si non,

ou

Ty = (O, A(1— ozt)lz’m> :

Cette solution est définie globalement en temps pour tout m € (0,1) U (1,2). Dans ce cas
A > 0.
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons détaillé le travail de B. Basti and N. Benhamidouche [5].
Qu’ils proposent et commencent de rechercher des solutions positives sous la forme auto-
similaire générale de I'équation de diffusion non linéaire pas sous forme de divergence.
On transforme 1'équation aux dérivées partielles (EDP) a une équation différentielle or-
dinaire (EDO) a puis démontré I’existence et 1'unicité de la solution. En fin, nous avons

donné quelques solutions particulieres de 1’équation (NDE) explicitement.
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Le but de cette travail est d'étudier l'existence et l'unicité de solution auto-
1 similaire générale pour une équation aux dérivées partielles non linéaire appelé :

1 équation de diffusion non linéaire pas sous forme de divergence, qui est criée comme :

ou d%u
E—u F, m € (0,1) U (1, ).

En appliquant les propriétés du théoreme de point fixe de Banach, nous établissons
pluszeurs résultats sur [’existence globale ou locale (aussi d’explosion) de la forme
génerale des solutions auto-similaires de cette equation.

Les mots clés: Solution auto-similaire générale, solutions exactes, explosion, |!
« existence globale, unicité.

equatlon not in divergence form, which is written as follows.
ou 0%*u
ot " ax’
: By applying the properties of Banach’s fixed point theorem, we establish
% several results on the global or local existence (also blow-up) of the general form

m € (0,1) U (1, o).
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