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Introduction Générale

En mécanique quantique, les systémes non conservatives sont généralement
représentés par des hamiltoniens dépendants du temps, parmi ces systémes les
oscillateurs harmoniques dépendants du temps. Les oscillateurs harmoniques
dépendants du temps ont suscité un intérét considérable dans la littérature grace a
leur utilité pour décrire la dynamique de nombreux systémes physiques tels que:
l'optique quantique [1-4], la physique des plasmas [5-7], la fission de noyaux
lourds [ 8], conductivité électrique [9,10], cavité résonnante optique [11-13], effet
Hall quantique [14,15], problémes de tunnel a travers les barriéres du potentiel
[16,17], courant Josephson [18-21] ou chaos quantique avec dissipation [22,23].
Entre-temps, les oscillateurs harmoniques bidimensionnels sont devenus d’outils
puissants de modélisation et, par conséquent, sont fréquemment utilisés pour
modéliser un large phénomenes physiques.

Parmi les différentes mathématiques de 1'é¢tude d'un tel systéme dépendant du
temps, nous choisissons la théorie qui est établie par Lewis et Riesenfeld [24] et
appelée méthode invariante dynamique de Lewis et Riesenfeld.

La géométrie non commutative est une géométrie ou les coordonnées de I'espace-
phase ne commutent pas, elle a été congue a la fois pour répondre a des besoins en
mathématiques et pour permettre d’aborder certains problémes de physique
théorique [25]. Ceci nous a motivé d’étudier (dans ce mémoire) l'oscillateur
harmonique stationnaire et non stationnaire en 2D dans [’espace-phase non
commutative. Nous écrivons I'hamiltonien du systéme en termes d'opérateurs de
création et d'annihilation (a;, aj ), puis nous résolvons I'équation de Schrodinger

indépendante du temps et dépendante du temps. Pour 1'équation de Schrodinger
non stationnaire, nous avons utilisé la théorie des invariants et la formulation de
transformation unitaire associée. La théorie des invariants suggérée par Lewis et
Riessenfeld peut résoudre exactement I'équation de Schrodinger dépendante du
temps. C'est un outil puissant pour traiter I'équation de Schrodinger non
stationnaire et le facteur de phase.

Ce mémoire a été structuré comme suit :

Le premier chapitre est consacré a 1’équation de Schrédinger non stationnaire
(dépendante du temps) avec ces méthodes de solution, dans le deuxiéme chapitre,
on présente la structure quantique de 1’espace-phase non-commutatif (la géométrie
non-commutatif). Au dernier chapitre, on détaille la Solution de 1'équation de
Schrédinger indépendante et dépendante du temps pour un oscillateur harmonique
a 2D dans l'espace-phase non commutative.




Chapitre 1
L’équation de Schrodinger
dépendante du temps




Chapitre I: I'équation de Schrédinger dépendante du
temps

1-Introduction

L’équation de Schrodinger est une équation qui décrit I’évolution temporelle et
spatiale de I’état quantique d’un systéme physique, elle a été¢ proposée de facon
inductive par Erwin Schrodinger en 1925 [26], c’est une équation fondamentale de
la mécanique quantique non relativiste. Elle contient toutes les informations du
systéme physique étudié. Cette équation joue un rdle fondateur en mécanique
quantique par analogue a I’équation de Newton en mécanique classique et les
équations de Maxwell en électromagnétisme.

2- Construction de I’équation de Schrodinger

Le physicien autrichien Erwin Schrodinger [26] utilisa les résultats de De Broglie
pour établir une équation régissant 1’évolution spatiale et temporelle de la fonction
d’onde d’un systéme physique. Pour obtenir I’équation de Schrodinger, en prenant
la formule de I’onde plane de Broglie :

P(#, t) = AelkT-wD) (I-1)

ol w : La pulsation et k: le nombre d’onde.
D’apres les postulas de la mécanique quantique sont liés a la particule classique

par la relation de Planck-Einstein :

E = ho (1-2)
et la relation de L. De Broglie :
B = hk (1-3)

alors:

Y(#t) = Ael®PT-EO/M (I-4)
on dérive ’onde par rapport au temps :
d - [ i(P7— ] -
—W(Ht) = - % EAe!(PT-EO/h — _ % EY (7, t) (1-5)

on obtient:
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EW(F,t) =ih=Y(7,1) (1-6)
donc :
£=ihs 17
= ih— (I-7)

o~

E : est 'opérateur d’énergie.

En dérivant I’onde par rapport a I’espace, il vient :

V(7 ) = 1 pAei®T-EO/h = Lpw (7, 1) (I-8)
ou:
= 50 > 0 = 0
V—la-l-]aﬁ-k& (1-9)

—

V est opérateur gradient, alors :

p = —ihV (1-10)
est ’opérateur d’impulsion.

On mécanique classique, 1’énergie mécanique de particule libre est donné par :
_ _ _p
E=E =T=%2 (1-11)

Cette quantité apparait dans la formulation hamiltonienne pour une particule libre
(V(#) = 0) de la mécanique classique.
En appliquant le principe de correspondance entre les valeurs classiques et

quantiques, pour 1’énergie, de I’équation (I-6) et (I-11) on obtient :
P Wit =ih I Wb (1-12)
2m ’ at ’

ou I'impulsion :p = — ihV

d’ou
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pz - 1 1 2 - hz _)2 -
(D =~ (—ihV) YF D = - VAP D) (1-13)
ou
VZ=A:estle Laplacien.
I Aw@ ) = ih L e (I-14)
2m 1) =i ot (7. 1) )

I’opérateur hamiltonien du systéme pour une particule libre s’écrit :

H=—-—A (I-15)

en utilisant A , on peut simplifier 1’écriture de I’équation de Schrodinger, on

obtient:
AY(F,t0) = ih=¥(F, 1) (1-16)

Lorsque la particule est plongée dans un potentiel scalaire V(7) (par exemple le
potentiel d’un oscillateur harmonique) d’apres la mécanique classique, 1’énergie

totale du systéme s’écrit comme suit:

E=T+V® =2 +V(@ 1-17)

avec cette nouvelle valeur d’énergie et a partir de 1’équation (I-7) et I’opérateur

d’impulsion p , I’équation de Schrodinger devient :

[~ LA +VH|¥ED = hZ¥ED (I-18)

I’énergie totale ce n’est que I’opérateur Hamiltonien du systéme :
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~ 1 5
H=-2A+V@ (I-19)
A¥@E 1) = iho WE D (1-20)

3-Solution de I’équation de Schriodinger
Dans cette partie, nous allons présenter la solution de I’équation de Schrodinger

indépendante du temps. En mécanique classique, 1’état d’un systéme est donné par
la résolution des équations du mouvement du systéme, par contre, en mécanique
quantique, 1’état du systeme est déterminé par la résolution de 1’équation de

Schrodinger c’est-a-dire la fonction d’onde [27-31].

3.1-La fonction d’onde
La fonction d’onde représente une solution de I'€quation de Schrodinger d'un

systéeme quantique, elle est un postulat quantique, qui décrit le mouvement des

particules quantiques, et donne toutes les informations des €tats quantiques.
La fonction d'onde W(7, t) doit satisfaire les conditions suivantes [27-31]:

- Elle doit étre continue pour 7.

aw

-La dérivé
ot

doit étre continue, ces contraints sont appliquées sous condition de
la limite sur les solutions.
-Elle doit étre normalisée. Cela implique que la fonction d'onde en approche a zéro

comme 7 approche a l'infinité c'est-a-dire :

[ @ oY@ odr = [ |v@v|2d’r =1 (1-21)

avec| W(7,t)|? est la densité de probabilité.

I 'y a deux types d’équations de Schrodinger: I’équation de
Schrédinger stationnaire dont son Hamiltonien (le potentiel et la masse) est
indépendant du temps et I’équation de Schrdodinger non stationnaire dont son
Hamiltonien (le potentiel et la masse) est dépendant explicitement du temps.

Dans ce qui suit, on s’intéresse a 1’équation de Schrédinger non stationnaire
(dépendante du temps).
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3.2-L’équation de Schrodinger indépendante du temps

(stationnaire)
L’équation de Schrodinger est une équation aux dérivées partielles, du premier

ordre par rapport au temps et du second ordre par rapport aux coordonnées de
l'espace ordinaire. Si I'Hamiltonien du systéme physique ne dépend pas
explicitement du temps, I’équation de Schrodinger est dit stationnaire, dans ce cas
'énergie totale E est conservée, donc 1'équation de Schrodinger s’écrite comme

[27-31]:

hz - — - s i -
—EAW(I‘, t)+ VO (r,t) = ih at‘P(r, t) (1-22)

Dans ce cas on peut utiliser la méthode de séparation de variables ; on écrit la

fonction d’onde comme :
YT, 0 = o) f(r) (I-23)

on remplace dans 1’équation de Schrédinger, on obtient :
. 0 5 h? S N o
(inZD) o) = (—%Aq)(r) = V(r)<p(r)>f(t) (1-24)

par conséquence :

B = LA X ap@® + V(D) (I-25)

f at - (1) 2m

Comme le membre de gauche de I’équation ne dépend que de t et que le membre
de droite ne dépend que de 7 ,il ne pourra y avoir de solution de la forme que si
I’équation est égale a une constante qui ne dépend donc ni de t ni de 7. Cette

constante a la dimension d’une énergie appelons .alors :
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ihof _ _
o (1-26)
et par conséquent :
CiEt
F(£) = Ae (1-27)
tandis que :
1 hz —> —> - _
e be®) + V@] = E (128)
donc :
— 2 Ap(P) + V(D) = Eg(7) (1-29)
c’est I’équation de Schrodinger stationnaire, d’ou:
- LEt —
Y7 t) =Ae n @(r) (1-30)

ou A: est la constante de normalisation et ¢ (7°): est appelée la solution stationnaire

de I’équation de Schrodinger :

M) + 25 (E —V(@)p() = 0

(1-31)

3.2.1-L’équation de Schrodinger stationnaire a une dimension
Si une particule de masse m se déplagant sur ’axe x, soumise a une potentiel

V(x), pour déterminer les niveaux d’énergie, et les fonctions d’ondes associées

nous devrons résoudre I’équation de Schrédinger unidimensionnelle suivante:
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[~ ==+ V@) 0 = Ep() (1-32)

2m dx?

ou—oo < x < +00,

3.2.2-L’équation de Schrodinger stationnaire a deux

dimensions
Dans ce cas le potentiel dépend de deux dimensions, et I’équation de Schrodinger

s’écrit comme suit :

. (;—x + ;7) +V(x, y)] ¢(x,y) =Ep(x,y) (1-33)

2m

3.2.3-L’équation de Schrodinger stationnaire a trois dimensions
Dans ce cas la particule se déplagant dans un potentiel qui dépend de 7 (V (7))

qui soit central ou non central. Il est préférable d’utiliser les coordonnées

sphériques qui sont mieux adaptées a laplacien A qui s’écrit :

10 (50 L?
A= (7 5) - (1-34)
avece
2 — _p2[ 19 (gl 1 9% ]
L*=-h [sineae (Sln969)+sin296<p2 (I 35)

ou L : est I’opérateur du moment cinétique et 0 < r < +o0 , et 6, ¢ sont les
angles polaire 0 < 0 < met 0 < ¢ < 2.

I’Hamiltoniens’écrit :

g=_ (ii (rzi)) s V() (1-36)

2m \r? or or

ce qui permet d’écrire I’équation Schrédinger pour un potentiel central V (r) sous

la forme :
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2m 2mr?

{_ﬁ(riz%(rzg))+ C v}, 0,9) = B¥(,0,0) (137)

a) La séparation des variables
L’expression (I-35) montre que toute la dépendance en 6,¢ est contenue dans

loperateur L? etona [H,L?] = 0 et [H,L,] = 0. Les trois observables H,L?, L,

admettent un systéme complet de fonctions propres [27-31] ; de sorte que I’on a

HY¥(r,0,¢9) = E¥Y(r, 0, p) (1-38)
L*¥(r,0,¢) = (1 + DA*Y(r, 0, ) (1-39)
L,¥(r,0,p) = mh¥(r,0,p) (1-40)

Les fonctions propres communes a L? et L, correspondants aux valeurs de [ et m

fixées sont les harmonique sphérique Y;™(8, ) . Les fonctionsW(r, 8, ¢) sont
donc forcément le produit d’une fonction radial R(r) par les harmonique
sphériques Y/ (6, @) , soit :

Y(r,6,9) =R() V" (6,9) (I-41)

en utilisant le fait que :

L?¥(r,6,9) = L’R(r) V" (6, 9) = ROLY™ (6, p)
= 1(L + DF*RMY™(6, 9) (1-42)

on aboutit a I’équation radiale suivante :

FEERCD) ol e e

2m 2mr?

10
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ou encore

{dZR(r) [E V( ) _ l(l+1)h ]}R( ) —0 (1_44)

avec [: est le nombre quantique orbital.

A cause de l'interprétation probabiliste due & M. Born en 1926 [32] des fonctions
d'onde, les solutions de I'équation de Schrodinger doivent appartenir a I'espace de
Hilbert. En plus de l'équation de Schrdédinger, les solutions de cette derniere
doivent vérifier 'équation de continuité suivante:

a";:” V/(#t) =0 (1-45)
avec
p(F ) =ypF O)YF t) (I-46)

représente la densité de probabilité et

J@,6) = == [* G OV G 1) — YF OV 7, 6)] (1-47)

est le vecteur de la densité de courant.

3.3-I’équation de Schrodinger non stationnaire
3.3.1-Introduction

Dans cette partie nous avons donné quelques méthodes de résolution de I’équation
de Schrodinger dépendante du temps. Différentes méthodes existent pour résoudre
I’équation de Schrédinger non stationnaire. Le choix d’une méthode particuli¢re
repose généralement sur la forme du potentiel et sur celle de la fonction d’onde
recherchée. En pratique, il existe plusieurs techniques de résolutions. Le but est de

trouver la solution | (t)) correspondant a la condition initiale| ¥ (¢t,)).

3.3.2- Méthodes de résolution de I’équation de Schrodinger

dépendante du temps
Il y a deux types de méthodes de résolution de I’équation de Schrédinger

dépendante du temps : les méthodes approximatives et les méthodes exactes [33-

35].
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3.3.2.1- Méthodes approximatives

On peut citer :

a-La théorie de perturbation

L’idée générale de la méthode est de dégager les effets principaux qui rendent
compte globalement du comportement du systéme, et ensuite de détailler certaines
quantités qui découlent d’effets secondaires moins importants [33-35].

Donc ’Hmiltonien du systeme s’écrit :

H(t) = Hy(t) + AW (t) (1-48)

ou Hy(t) est un Hamiltonien d’une équation de Schrédinger que I’on sait intégre
exactement et W (t) une fonction quelconque et A vérifie: 1 < 1.

Il est montré que I’opérateur d’évolution vérifie 1I’équation suivante:
U(t, ty) = UO(t, to) + X, UM (1, to) (1-49)

avec : | P(t) >= U(t, to)| Y(ty) >, et UO(t,t,) est la solution de I’équation non
perturbée.
avec la condition initiale :U(® (¢, t)) =1 etles U M (¢, ty),Vn =1 sont

donnés par :

U(Tl) (tl tO) =

(@n)™"a" |,

1>t >tn-1.>t

dt,dt,_,..dt;U°(t, t, )W (£ )U°(t,, t,m DW (t,,—1)

LU, t W (t)U (8, to) (I-50)

la théorie des perturbations dépendante du temps permet donc de calculer

approximativement les fonctions d’ondes a partir des états stationnaires du systeme
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non perturbé [35], et les différentes grandeurs physiques sont obtenues en calculant

les valeurs moyennes des opérateurs correspondants.

b-La méthode variationnelle
Cette méthode s’appuie sur le théoréme de Ritz, qui stipule que la valeur moyenne

de ’'Hamiltonien calculée par rapport a une fonction d’onde |#(t)) , c'est-a-dire :

(YOHO[P®)
HO)Y="wEro) -51

est stationnaire si elle avoisine I’une de ces valeurs propres. Alors, pour trouver les
valeurs propres de I’Hamiltonien on choisit une fonction d’essai appropriée
dépendante d’un certain parameétre, et en variant par rapport au parametre les
valeurs propres de I’Hamiltonien correspondent aux valeurs «; pour lesquelles la

valeur moyenne est extrémale [35].

c-L'approximation soudaine
Supposant que le systéme est soumis a un champ extérieur pendant un intervalle de

temps , on appelle approximation soudaine, I’approximation appliquée dans le cas
limite T — 0, elle s’énonce comme suit [33,34] :
« ... Alalimte ou T — 0, c'est-a-dire dans le cas du passage infiniment rapide,

I’état dynamique du systéme reste inchangé ... ».

lim U(T + toty) = 1 (1-52)

d-L’approximation adiabatique
Dans I’autre cas extréme ou ’hamiltonien du systéme varie lentement avec

le temps, c’est-a-dire T — oo; on parle de I’'une des méthodes les plus puissantes en
mécanique quantique : I’approximation adiabatique. Parmi I’'une des résultats de
ces applications dans la solution de I’équation de Schrodinger dépendante du temps

: la phase de Berry oul phase géométrique. A travers ce dernier on peut donner aux
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lecteurs une interprétation sur le réle de I’approximation adiabatique dans la

solution de 1’équation de Schrodinger dépendante du temps [35].

3.3.2.2- Méthodes exactes

a-Transformations unitaires
Il est important de se rappeler que pour décrire I’évolution du vecteur d’état

|¥(t)) dans I’espace de Hilbert, on doit choisir un systéme d’axes ou un
référentiel. Le choix de référentiel n’a pas de raison d’€tre unique, c’est-a-dire que
I’on est libre de passer a un autre systéme d’axes. Chaque fois que I’on change de
référentiel, on change de point de vue et par conséquent on observe le systeme
physique sous un angle différent. En pratique, pour passer d’un référentiel a un
autre, on utilise des opérateurs unitaires U qui peuvent étre indépendants ou

dépendants du temps et qui satisfont a la condition [35] :
uut=0%tU=1 (I-53)

U* est l'opérateur adjoint de U. Généralement, pour un hamiltonien dépendant du
temps, on utilise des opérateurs unitaires dépendants du temps qui transforment le

vecteur d'état de la fagon suivante :
1P(©) = U P (®) (I-54)
dans le nouveau référentiel, le nouvel hamiltonien s’écrit :

[H(®) = U HOU ) - iU ()™ 2 U (L) (I-55)

donc les transformations unitaires servent d’outils de recherche de nouvelles
représentations. Par exemple, dans le nouveau référentiel, on aimerait étre capable
d’effectuer une séparation de variables entre la partie temporelle et la partie
spatiale du vecteur d’état |P(t)) . En d’autres termes, on cherche des opérateurs
unitaires qui mettraient I’hamiltonien original H(t) sous une forme factorisable,
ieH{t)=Y,h,T, ou H(t)=g()k ,ules Ty et k sont indépendants du

temps. Dés lors, on pourrait intégrer analytiquement 1’équation de Schrodinger
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impliquant H(t) pour obtenir I"opérateur d’évolution temporelle dans le nouveau
référentiel. Dans cet esprit, de nombreuses ¢tudes dans la littérature de physique
mathématique ont porté sur la recherche ou I’identification de systémes, surtout
atomiques, qui admettent une solution exacte dans un certain type de référentiel.
Efthimou et Spector ont ainsi identifi¢ des classes de systémes qui admettent une
séparation exacte de variables espace/temps et ils ont donné aussi des
transformations unitaires pour obtenir le nouveau référentiel dépendant du temps

[35].

b- Opérateur d’évolution
Du fait de la correspondance linéaire entre |W(t,y)) et |¥(t)), il existe un opérateur

linéaire U(t, t,) tel que [35]:
IY(@©) = Ut to) | (o)) (I-56)

Il est clair, d’apreés la formule ci-dessus, que le role de cet opérateur est de
déterminer 1’évolution de I’état a tout instant, pour cette raison il est appelé
opérateur d’évolution. Dans le cas particulierement simple ou ’hamiltonien H du

systéme ne dépend pas du temps, I’opérateur U(t,t,) a une forme simple:

U(t, t,) = e wlBt0) (1-57)

effectivement, en prenant la dérivée partielle par rapport au temps de la fonction (I-

57) on obtient :
ih%U (t, ty) = HU(t, ty) (1-58)

on note que I’équation (I-58) présente le méme degré de difficulté que 1’équation
de Schrodinger, mais elle présente plus d’avantage lors de I’utilisation des
méthodes d’approximation. L’opérateur d’évolution total peut éEtre ainsi

décomposé en un produit d’opérateurs d’évolutions temporelles infinitésimales :
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Ut ty) = U(t, ti)U(tg, ti—q) oon oo U(t,, t1)U(ty, ty) (1-59)

on peut choisir £y, t; ... ... ty de telle sorte que les intervalles entre eux soient égaux.

Donc U(ty, t,) peut s’écrire :

U(ty, to) = [T Ui (&t — At) (I-60)

on arrive a conclure que le mouvement d’un ensemble quantique peut étre assimilé
a une succession de transformations unitaires.

Un cas particulier de la transformation (I-58), ayant de multiples applications dans
la théorie de diffusion des particules, est celui ou I’état initial est fixé non pas pour
to = 0 ; mais pour t, = —oo ; et I’état final |W(t))est considéré pour t = 4o ,

I’éq. (I-56) s’écrit alors

| (+0)) = U(—00, +00) |V (—0)) (I-61)
ou il est explicitement indiqué que t, = —oo , I'opérateur U étant défini par la
formule :

U= U(—o,+x) = ,dim U(t, tg) (I-62)
02—, t—>+w©

Cet opérateur porte le nom de matrice de diffusion.

c- Changement de représentation
Jusqu’a présent un mode de description a été généralement employé ; il s’agissait

de la description de Schrodinger. En réalité, elle n’est pas la seule représentation
possible. En fait, il n’est pas toujours nécessaire de trouver la solution de
I’équation de Schrdodinger qui contient souvent trop d’informations par rapport aux

questions que 1’on se pose et alors, I’intégration explicite de I’équation (I-59) [35] :

ih=-U(t, to) = HU(t, t,) (1-63)
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nécessite un effort inutile et excessif. Il est commode d’étudier ces phénomeénes
dépendants du temps dans des autres descriptions tels que la représentation de
Heisenberg et la représentation d’interaction.

Dans la description de Heisenberg la dépendance par rapport au temps est
transférée des vecteurs d’états aux observables. Bien entendu I’évolution du
systéme ne peut plus étre décrite a partir de la fonction d’onde, ce qui nous conduit
a une équation d’évolution des opérateurs ( Ayopérateur quelconque écrit en

description de Heisenberg) :
h—A = [Ay H +ih|—A I-64
l dt H(t) [ (t): (t)] l (lt s(t)) (' )

la représentation d’interaction semble étre une description intermédiaire entre la
description de Schrédinger et celle de Heisenberg. Ces représentations sont
strictement équivalentes, mais leur utilit¢ réside dans le fait que certaines
propriétés quantiques sont plus immédiatement apparentes dans 1’'une que dans

[’autre.

d- La théorie des invariants

1- Introduction
Parmi les méthodes les plus puissantes et qui donnent des solutions exactes de

I’équation de Schrodinger dépendante du temps, nous avons la méthode des
invariants. L’idée de base de la théorie des invariants est la dérivation de la relation
entre les états propre de I’invariant et la solution de I’équation de Schrédinger .On
peut trouver une transformation de phase dépendante du temps pour chaque état
propre d’un invariant telle que la fonction propre devient une solution de
I’équation de Schrodinger, et la phase est déterminée en résolvant une simple

équation différentielle du premier ordre [24].

2- Les invariants
On considére I’équation de Schrodinger suivante :

ih 5P () = HOIP () (1-65)
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ou H est ’Hamiltonien du systéme.
La méthode des invariants est basé sur ce principe, elle consiste a introduire un

opérateur hermitien I , I est dit invariant s’il vérifie les deux relations suivantes :

al

& =24~ [1,H]=0 (1-66)
I+(6) = I(t) (1-67)

en appliquant 1’équation (I-66) sur |¥(t))et en utilisant 1’équation (I-65), nous

obtenons :
ol 1
2 w©) + 2 [LHIP (@) =0 (1-68)
d’ou
i 2| () + H(O|¥ () — HONP (D) = 0 (1-69)
et encore
i 2| (D) + 1k = |9 () — HOP(£) = 0 (1-70)
et enfin
iho: (19 () = HONP(©) (1-71)

cela veut dire que ’opérateur d’invariant vérifie une solution de 1’équation de
Schrédinger, sur une autre solution de cette méme équation .Ce résultat est valide

pour tout invariant.
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2.1-Propriétés de ’invariant

2.1.1 -Valeurs propres de ’invariant

On suppose que I’invariant a un ensemble complet de fonctions propres, on note

les valeurs propres de part, et les états propres orthonormés associés d’autre part,

ou on représente tous les autres nombres quantiques nécessaires pour spécifier les

¢tats propres de ce systéme. L’équation aux valeurs propres s’écrit comme suit

[24] :

[®O)]pa (T, 1)) = Apa(r; 1))

on démontre dans la suite que A : est une constante.

Avec le produit Hermitien sur I’espace des états :

(@aloa) = Spar

en dérivant I’équation (I-72) par rapport au temps, on obtient :

HUCIAGHNEFACIAGH)

a1 o oA 9
oo lea) 1o lea) = —-loa) + A5-19;)

on applique 1’équation ( I-66 ) sur les états propres : |@;)
a1 1
5. lea) + - L H]lg;) =0

)
ih—|@a) + IH|@3) — AH|p;) = 0

le produit scalaire de ’équation (I-77) par {¢,/| donne :

(1-72)

(1-73)

(I-74)

(1-75)

(1-76)

(1-77)
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<§0,1'|i7l% |§0/1> +{pulIH|p;) — {pa|AH[@;) = 0 (1-78)
in <§0)L’| % |§0)L> + Hox|H|pa) = Moz |H|pz) = 0 I-79)
ih (2] 5 [02) + 4 = Doy |H]ga) = 0 (1-80)
pour: ' = A
<§01| |<P/1> (I-81)

en prenant le produit scalaire de 1’équation (I-75) avec 1’état propre (¢@,| , on

obtient :
ol
<€0,1 §|¢A> <§01|I |§0/1> <90,1 s 90,1> +7»<<p,1 t|<p,1> (1-82)

<§0/1 %|§0,1> t+4 <§01| % |€0/1> <§0/1| 3 90/1> + 7v<<P,1| % |<P,1> (I-83)

oI oA
<€0,1 ™ |§0/1> = <§0/1 5|€0/1> (I-84)
oA
<<P,1 " |§0/1> = ——{@aloa) (I-85)
ona:
(palea) = 61 =1 (I-86)
alors :
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oA ol
T <<P/1 3t |<P/1> (1-87)
a2
<<P/1| |<P/1> (I-88)

donc A : est une constante.

2.1.2- Les vecteurs propres de I’invariant
Pour trouver le rapport entre les vecteurs propres et la solution de 1’équation de
Schrodinger, on écrit d’abord I’équation du mouvement de |¢;). En commengant

par I’équation (I-74) et en utilisant 1’équation (I-88), on obtient :

2o + 1 102) = Z192) + A== |02 (1-89)
2o + 1= 192) = A== |2 (1-90)
al

Z o) = (A= D =|e) (1-91)

le produit scalaire de ’équation avec le vecteur propre{p,| :

oI 0
(02|55 |02) = (02| @ = D3z ]0) (1-92)
al , )
(o255 0a) = 2 = 1) (02| 2 |) (1-93)
on déduit que :
in (02| % [02) + = 1) |Hlp2) = 0 (1-94)

donc :
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ih(2 = 2) (02| % 02) = A= D{ga]H02) (1-95)
Pour 1 # A'on déduit :
<¢u = |¢u> (0x]|H|@2) (1-96)

si I’équation (I-95) est valable pour 2 = A" aussi bien qued # A, alors on déduit
immédiatement que |¢@,) satisfait I’équation de Schrodinger, ¢’est-a-dire , [¢;) est
une solution particuliére de 1’équation de Schrodinger.

Lorsque les phases des états stationnaires ne sont pas fixées, on choisi un autre
ensemble de vecteurs propres de I multiplié par un facteur de phase dépendant du

temps. Alors :

|02 = "D @) (I-97)

]
lha |§0/1>a = Hl@)l)a (I-98)

ou a; (t)est une fonction réelle du temps arbitrairement choisie. Ces |¢@;),sont des
états propres orthonormées de I(t) associés a A, aussi bien que les |¢@;) . S’ils

vérifient I’équation de Schrédinger, on obtient :

.. 0 ; .
ih—(e'*®|p;)) = H(e' "] gy)) (1-99)
aela/lt
- [@2) + ih == |2)e 'O = H(e!%®g,)) (1-100)
d t
—n 228 o)) + ih 2 @) = Hlga) (1-101)
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le produit scalaire par le vecteur d’état (¢, :

0 )
_h%“"l"?"ﬁ + <¢A'|lhg |<P/1> = (pa|H|pz) (1-102)
dOlA _ i i_
42 prlon) = (oa] [i1 55— H] o) (1-103)
d .. 0
h%‘gw - <‘PA'| [lhg - H] |<PA> (1-104)

donc on obtient :

2~ (o[- o 09

2.1.3- Solution générale
La solution générale de I’équation de Schrédinger est les états propres de

I’invariant multiplié par un facteur de phase dépendant du temps [24] :

Y(rt) = ey, (7 t) (1-106)
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Chapitre I : La structure quantique de I’espace-phase
non-commutative

1-Introduction
Dans ce chapitre on va traiter les postulats et les hypothéses caractérisant la
structure quantique et la physique de I’espace-phase non-commutatif suivants :

1-Rappelle sur la structure quantique ordinaire.
2-Les nouveaux postulats de 1’espace-phase non-commutatif.
3- Produit star et ces propriétés, la formule de Moyal-Weyl.

4-La méthode de Boopp’s Shift et ces application pour un potentiel central général.

2-Rappelle sur la structure physique de la mécanique quantique

ordinaire

La naissance de la physique quantique remonte a 1900, lorsque Planck introduit la
notion d’énergie d’un quanta E = hv , c’est la premiere étape dans cette chemin
de quantification, qui est caractérisée par la constante h = 6.6262.1073* (j.s).
Actuellement, la mécanique quantique ordinaire est formulée sur I’espace des
coordonnées et des moments qui sont considérés comme des opérateurs
hermétiques (x;, p; ) suivants [36,37]:

[xi, p]] = lhsl]
[xi, x]] =0 (H- 1)
[pip;] =0

\ h ;1 ..
ou h= o ot dj sont la constant de Planck réduite et le symbole ordinaire de

Kronecker, respectivement. La quantification satisfait les deux relations
principales concernant I’énergie E el I’'impulsion p; :

E = ih%
) (11-2)
bi = i 9xt

3-La structure quantique de I’espace-phase non-commutative
L’idée de non commutativité de I’espace phase est introduite par H. Syndre en
1947 [38]. Elle satisfait la nouvelle structure algébrique, qui est connue par la
régle de commutation de non commutative suivante [39-65] :

%, 5)] = ihs;

|2, %] = ih6;; (I1-3)

(5, 9;] = ind;

25



Chapitre I : La structure quantique de I’espace-phase
non-commutative

ou (i,j = 1,D) etD ladimension de I’espace.
Les deux paramétres (647, 0Y) = —(8Y*,0Y*) = ¢*¥(0,0) sont deux tenseurs
antisymétriques induits par la non commutativité position-position et impulsion-
impulsion, respectivement. Il est trés important de noter que les dimensions de
(647, O#v) sont ((lenngth)?, (impulsion)?) respectivement.
L’espace —phase non commutatif est définie en terme d’un ensemble de
générateurs (X;,P;) dits coordonnées et moments non commutatives [66,67]:
{xi - X = f(xi, 1) (11.4)
pi = Pi = g(xi, 1)

Dans ce mémoire de master on s’intéresse a I’espace a deux dimensions N=2, donc
les indices prennent les valeurs (i,j = 1,2). Dans ce cas particuliére, les régles de

commutations canoniques deviennent :

= ih912 (II_S)

4- Le produit star

Le formalisme du produit star initi¢ par Harman Weyl et Wigner, permet décrire la
mécanique quantique en termes d'espace phases. Le but est de trouver un produit
(noté produit star *) pour des fonctions (ordinaires) définies sur un espace de
Minkowski qui permet au symbole de Weyl d’é€tre un homomorphisme pour la
multiplication [66].

4.1- Formule de Moyal-Weyl

La quantification de Weyl est une technique utilisée pour décrire la mécanique
quantique a partir de 1’espace - phase de la mécanique classique, qui nous permet
d’associer un opérateur quantique a une fonction classique qui dépend des variable
de I’espace - phase (variable canonique).

Soit f(x) une fonction quelconque définie sur 1’espace- phase, pour chaque
fonction f(x) on associe une autre fonction noté f (k) qui est la transformation

de Fourier[67] :
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f(x) = (2m) 7 [ dP kelkm*mf(k)

_ o . (11-6)
f(k) = 2n) 7 [ dP lefmEnf (x)

f devient un opérateur de Weyl :

-D
w(f)=(2n) 2 [dPretkm¥mg (k)

-p o (I1-7)
w(g)=2n) 2 [dPlellm¥mg(1)

On peut démontrer que :

w().w(g) =w(fxg) (II-8)

ona
w(f).w(g) = 2n)> [ dP k dPl etkm¥*meiim¥m g (1) f (k) (I1-9)
en utilisant la formule de Campbell-Baker-Hausdorff [36,37] :

eApB — oA+B+;[ABl+1[l4B]B]-1[[4B]A] (11-10)

qui est valable pour les opérateurs A et B tel que : [[A, B], B] = [[A,B],A] =0,

donc :
w(f).w(g) = (2m)~ f dP ke dP1 eMmEmeimn G (DF (k)

=w(f*g) (I-11)
ou (f *g) c’est la fonction de Moyal — Weyl :

iémn 0

w(f «g) = w@m)y [[a® kart [o 3 omametns ] g1 |

- ["’l 2 oy (x)g(y) (II-12)

27



Chapitre I : La structure quantique de I’espace-phase
non-commutative

iomn 9 9

(fxg) = [e 2 @"f(x)g(y)ly = x (I1-13)

donc

(f * D@p) = (Fg) G p) +50™ 20 f(x,p) 50 + 0(6% ) +

0

th gmn _9_ 9 52
2 0™ 5w fOop) 35 9 p) +(6%)

(11-14)

(f (x,p) * g(x,p)) représente le nouveau produit en mécanique non commutative.

La quantité e®kilj est appelée le facteur de la phase non commutative. Une autre

écriture du produit star est la suivante [68]:

(f + @ = F0e?®g() (11-15)

Les fléches indiquent dans quelle direction agissent les dérivées.

4.2-Propriétés du produit star

Le produit star a les propriétés suivantes :
a)-lorsque 6 =0
fG,p)*glx,p) = f (x,p)g(x,p) (11-16)

on retrouve donc le cas commutatif.
b)-Le produit star entre exponentiels
; i P
. . k+ —0Yk:q:
ethX 4 olax — el( Qx— idj (11-17)

¢)-Non commutatif:
fp)xg ,p)# gxp)*f (x,p) (11-18)
d)-Associatif:
(fGe,p) * g(x,p)) * h(x,p) = f(x,p)(g(x,p) * h(x,p)) (11-19)
e)-La relation du complexe conjugue :

(f(x,p) * g(x,p)) = glx,p)* *f (x,p)* (I1-20)
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f)-La relation d'intégrale :

Jde(f*g)(x,p) = dex(g * f)(x,p)

= [ dPxf(x,p)g(x,p) (11-21)

g)-Permutation cyclique :
[ @®x(r g W) = [ @PxChxs < 9)

= [dPx(g*h*f) (11-22)
h)-Satisfait la régle de Leibniz :
dy(f*g) = (0,f) g+ f*(9,9) (I1-23)

Remarque

Si on veut travailler avec un espace — phase non commutatif (pour coder le non
commutativité de 1'espace-phase) il existe deux manieres différentes :

*Utiliser un produit ordinaire avec des operateurs de Weyl .

*Déformer le produit ordinaire en un produit star et utiliser les fonctions

ordinaires définies sur un espace-phase commutatif.

5 - La Méthode de Boopp's Shift (décalage de Boop)

Pour écrire 1'équation de Schrodinger dans I'espace-phase non commutatif, on

applique les étapes suivantes [69,70]:

1-On remplace la fonction d'onde ordinaire W(r, t) par les nouvelles fonction
d'onde P(#,t) .

2-On remplace l'operateur d' Hamiltonien ordinaire H(p;,X;) par un nouvel
operateur H (pi, Xi) .

3-On remplace 1'énergie ordinaire E par la nouvelle valeur E,,..

4-On remplace le produit ordinaire par le produit star.
Dans ce cas l'équation de Schrodinger dans l'espace-phase non commutative

devient :

A, 2) «PF 0 =E,.P F 1) (11-24)
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La fonction d'onde ‘TJ(?Z, t) peut étre écrite comme
P(7,t) = P(A)fD) (I1-25)
on remplace I'équation (II-25) dans (I1-24), on obtient :
A, %) * P(7) = EncP(F) (I1-26)

La méthode de Boopp's Shift (décalage de Boop) permit de traiter I'équation de

Schrodinger déformée (I1-26) comme une €quation ordinaire suivante :
ﬁ(ﬁl ’ k\l)q)(;) = Enc(p(;) (H'27)
avec l'operateur de Hamiltonien H(pi, X; ) peut étre écrite en trois fagons [71,72]:

1-pour NC-ND-RSP

Non Commutative -N Dimensions -RealSpace Phase

5" ol
H(p,.%,) = H(p =pi— >X,8= X — =D > (11-28)

2-pour NC ND RS

Non Commutative -NDimensions —Real Space

N~ A R o el
H(p )= H(p=pu2=x —=p;) (11-29)
3-pour NC ND_RP
Non Commutative-NDimensions-Real Phase
5"
H(p,2)= H (;3 =pi— 5%, %= X > (11-30)
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c'est — a-dire , on a les trois cas (II-28), (I1-29) et (II-30) correspondent aux :

—ij

~ 0
Pi b Pi 85. j (H—31)
Xp = X =X — 5 b
Pi = P = bi
~ ol (I1-32)
Xip = Xi — =P
et
g’
{pi = D= Pi— X (I1-33)
X; = X = X

Pour notre travail qui est s’intéresse a l'espace-phase non commutatif a deux

dimensions, on introduit les notations :

i=1x;=X%X -p, =
{' ToAaE P1 B Px (11-34)
[=2X%=Y > p2=Dny
Nous avons choisit le deuxieéme cas (équation (II-31)) :
R 0 o
X=X=7Py y—y+5px
Px = Px t Ey' by = px_zx
avec la carré de 72 et p? sont donné par:
~2 2 ~2
re =) . Xi
S L (I1-36)

La méthode de Boopp’s Shift est considéré comme une conséquence directe du
produit star, elle permit de traiter I’équation de Schrodinger déformée comme une
équation ordinaire de la fagon suivante :
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P Loz (3 P A i
2_7710 + U(T') * lll(r) = Enclp(r) - (E + U(T‘)) qj(r)
= EncLP(F) (11-37)

Selon les travaux de recherches scientifiques de [71], les deux opérateurs #2 et
p?  peuvent s’écrire dans l'espace —phase non commutative 4 deux dimensions
comme suit :

(I1-38)

—y—

{fz =r2— L6
p*= p*+ L6
Avec L : est le moment angulaire orbital .Le potentiel D (7)se transforme selonla

forme de ce dernier.
Avec les notations :

(11-39)

—
——

{35 = LZQIZ
LQ = nglz

Il est possible physiquement (en trois dimensions) de remplacer les deux termes

(25 et Z@) par (a@§Z et a5§Z) ,ou SL est I'interaction spin-orbite et a est un
constante[71].
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Chapitre III: La solution I'équation de Schrodinger
dépendante du temps pour un oscillateur harmonique
a 2D dansl'espace-phase non commutative

1- Introduction

L’objectif de ce chapitre est la solution de 1’équation de Schrodinger indépendante
et dépendante du temps pour un oscillateur harmonique bidimensionnel dans
I’espace-phase non commutative. Pour I’équation de Schrédinger stationnaire, on a
écrit I’hamiltonien du systéme en fonction des opérateurs de création et
d’annihilation, et on a trouvé facilement la solution de 1’équation de Schrddinger ;
pour I’équation de Schrodinger non stationnaire, on a utilis¢ la méthode des
invariants et la transformation unitaire associée a cet invariant.

2- L’oscillateur harmonique stationnaire a 2D dans ’espace phase

non commutative
L’Hamiltonian de notre systeme est

H=—( +p,°) +;mw?(®? +$?) (111-1)

2m

On utilise un systéme d'unités naturelles (c = 7 = 1).

Les opérateurs dans I’espace phase non commutative X, J, p.etp, et les opérateurs
dans I’espace phase commutative x,y,pyet p, peuvent se transformer comme suit
[73]:

- 0 ~ 0
R=x—-py , ¥=y+5px

A 5 5 (I11-2)
Px =px+EYpr =py_5x
on obtient:
1 1 1/(6
He g (07 +9,7) 43 MO 4y =5 (Trmo?o) L, (111-3)
ou
( Lz=xpy— by
| M= — o
{ 1472 (111-4)
| m 72
kﬂ = w\/ﬁ(l + 4m2w2)
donc

H=—(p,? +py?) + ;MO (x? + y?) — - (% + mwzﬂ) L, (II-5)

ou encore
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(I1I-6)

H = H, —%(g+mw29)Lz

avec
Hy = —— (px? + py2) + 5 M2 (x? + y?) (I11-7)

On introduit les opérateurs de créations et d’annihilations suivants

(ax= MQ x+i2x
f( “) (111-8)

(a, = Dy 4 i 22)
2 MQ

! o (I11-9)

kay 2 (y MQ)

on obtient
(I11-10)

A =0q(ata, +aja, +1) —%(%+ mwze) (afa, —aja,)

On introduit les nouveaux opérateurs d’annihilations de quanta circulaires gauche

et droite respectivement ageta,; comme suit [74] :

ag = 7 (ay —ia,) (I1-11)
aq = 5 (ax + ia) (11-12)
on réécrit I'hamiltonien
H=0(ata; +ala, +1) - % (% + mw29) (afa, —ajay) (111-13)
on pose:
(11-14)

— +
Ng = agag
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Nd = a;ad (111'15)

ou N, et N, sont appelés les opérateurs nombre de quanta circulaires gauche et
droite respectivement [74].
on obtient

A = 0N, + Ny +1) =2 (2 + ma?6) (F, - §,) (II1-16)

Le spectre d’énergie est obtenu a partir des valeurs propres de 1’hamiltonien
comme suit :

H|ng,na) = By ny 050 1a) (111-17)

avec

Eng,nd,e,a = Q(ng +ng + 1) — % (% + mwze) (ng — nd) (I1I-18)

oun, et n, sot des nombres entiers positives (ng,ng = 0,1,2,...) .

En terme de m et w I'énergie peut s’écrire comme:

1 _
Enyng08 = E\/(‘lmzwz +6%)(4 + m?w?6%)(ng +nq + 1)

1(0 )
=3 (e + me?e) (111-19)
on note quand 8 — Oet & — 0 nous trouverons le ca commutatif:
Epymaos = @(ng +1nag + 1) (111-20)

Les vecteurs propres de notre systéme sont:

(ag)"™ (ag)™d

e 10,0) (11I-21)

|"g'nd) =

Ou |0,0) estl’état du vide de ’'HamiltonianH
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3-L’oscillateur harmonique non stationnaire a 2D dans I’espace
phase non commutative

L’hamiltonian de notre systeme est donné par :
H=W,(ON, + W,(O)N, + Q1) (111-22)

ou W, (t), W, (t)and Q(t) sont des coefficients dépendants du temps qui sont
définis comme:

Wy () = Q) -+ (% + m(t)wz(t)e(t)> (111-23)
W, (0) = Q) +2 (% +m(Ow?(D6(L) ) (I11-24)

On peut réécrire notre Hamiltonian comme :

H(t) = H (t) + H,(t) + Q(t) (111-25)

avec
H,(t) = Wy (£)Ny, Hy(t) = W,(t)N,y (111-26)

On Remarque que [H,(t),H,(t)] = 0, donc la solution exacte de I’équation de
Schrodinger dépendante du temps est [75]:

() = e~ 2y (1)), (1)) (111-27)

ou |, (t))et|,(t)) satisfirent les deux équations suivantes :

Hy (O)1hy () = i = | (6)) (111-28)
Hy (O)2(6) = i 211 (D)) (111-29)

Les deux équations au dessus ont la méme forme, donc il suffit de résoudre 1'une
des équations et de déduire la solution d’autre équation. On prend la premicre
équation :
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H, (D)) = i%l%(t)) (111-30)

Pour résoudre cette équation on utilise la méthode des invariants [24]. D’aprés
cette méthode la solution est donnée par :

1 (£)) = €D, (1)) (11-31)

avec

L)1 (0)) = Ao, (6)) (111-32)

ou A, est un constant.

0,(6) = [y {or(&)]i 5 = Hy(e)]s () e (111-33)
et
ol
S o[l Hy] =0 (111-34)
Lt=1 (111-35)

Il découle de I'équation (I1I-34) que I; peut se construire a partir des

opérateurs IVg, ay,agetles parametres a;(t), B (t),y1(t)etd;(t) comme suit:

L) = a,(ON; + B (Daf + v, (Day + 6,(t) (111-36)

On remplace 1’équation (III-36) dans I’équation (I1I-34), on trouve

a; = 4 (111-37)
By + W, =0 (111-38)
Y1 —iyiWp =0 (111-39)
51 = 801 (111-40)

La solution des équations (I11-38) et (I1I-39) est donnée par :

By = Boge~ o Ma(tar’ (111-41)
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.t ] ]
Y1 = yore'loMi(E)dt (I11-42)
oU g1, Bo1,Yo1€t001 sont des constants.
Il convient de noter que nous ne pouvons pas résoudre directement I'équation (III-
32) pour la raison que les paramétres 8, (t) et y;(t) sont dépendants dutemps. Si,
par exemple, nous pouvons trouver (ou construire) un opérateur de transformation
unitaire V;(t) pour que V;(t)TI(t)V;(t) soit indépendant du temps, alors ce

probléme de 1'équation des valeurs propres de l'invariant [;(t) est donc résolu.
Nous avons donc:

Liylo1,) = A4l@1p) (111-43)

ou
Ly = Vi) LV, [@1,) = Vi (©)Fle1(E)) (111-44)

En conséquence de notre expérience d'utilisation de la formulation de
transformation unitaire liée a Il'invariant, nous suggérons un opérateur de
transformation unitaire suivant :

Vi (t) = e~y () = e@1(®) (111-45)
ou
G1(t) = p1(D)ag —p1"(t)ay (11I-46)

ou p;(t) est une fonction du temps et p;*(t) est le complexe conjugué de p, (t).
Les deux fonctions peuvent déterminer dans ce qui suit par le calcul de

Ly =V (©OF L)V, () (111-47)

Pour calculer cette transformation, on utilise la formule de Backer-Hausdorff
suivante [76] :
e*Be™t =B +[4,B]+1[4,[4B]] + 2[4 [4 [4BI]| + - (111-48)

on trouve :

Ly = “01Ng + (B1 — prag)ag + (1 — pr ag)ag + 801 — v1p1 — Bips”
+ 112, (111-49)
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Si p,etp,* sont choisis pour étre p; = f—l, p = ;/—1 alors nous pouvons changer
01

01,
Iinvariant I, (t)dépendant du temps a I’invariant I, indépendant du temps, et le
résultat est

IlV - amlvg + 601 - M (III‘SO)

To1

Le vecteur propre de Iy est: |¢@q,) = |ng) avec la valeur propre

Bo1vo1
}\,1 = a01ng + 501 _a—,ng = 0,1,2, ven o
01

Le vecteur propre de [, est:
lp1(8)) = V1 (©)|ny) (I1-51)

Une analyse plus approfondie de [24] montre que la solution particuliére exacte
|\|11 (t)) de I'équation de Schrodinger dépendante du temps n'est différente de 1'état
propre de l'invariant I, (t) que par un facteur dépendant du temps (la phase) :

0

e®1( = exp {i fot(ng|V1(t')+ ['ﬁ - H1(t')] V1(t')|ng)dt'} (111-52)

en conséquence, H,(t) esttransformé en:

.0 = ..
Hyy (8) = Vi " (O)H, (O)V,(8) — V1+(t)l§V1 = WiN; — (0, W, + ipy)ag +
(py" W, — ip.l*)ag + |,01|2W1 —ilp"pr — Plpi*) (111-53)

donc (ng |H1V ) |ng) s’écrit comme:

<ng|H1V(t)|ng) = +W1Ng + 1p [*W; — i(py*p1 — p1p17) (111-54)

et le facteur dépendant du tempsexp (i6,(t)) est donc:

exp(i6, (1)) = exp{i(ng|—H1V(t)|ng)dt’}
= exp{i[_ngwl —lp IPW; +i(p1"py — plp.l*)]dt’} (III-55)
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on utilise les deux équations (I1I-41) et (I1I-42), on obtient

Bo1Y01_ng> fot w; (¢")at’

exp(i0,(t)) = ei( @01? (111-56)

Par conséquent, la solution exacte de l'équation de Schrodinger dépendante du
temps (I11-28) correspondant a la valeur propre particuliere ag;ng + 8o4

- ﬁ‘;lms de l'invariant I; (t) peut étre écrite
01

(BOIY(Z)I_ng) fot W1 (tl)dtl

[y () = e o V1 (6)|ng) (I11-57)

avec

ng+)"9
ng!

Ing) = ( o |0) (111-58)

oung = 0,1,2,... et |0)est I’état du vide de I’hamiltonien H;.

De la méme maniére, on peut facilement obtenir la solution exacte particulicre de
I'équation de Schrodinger dépendante du temps (I11-29) , il suffit seulement de
remplacer :

|ng) = |ng), V1 (t) = V5 (), Wy (t) » W, (8), I (t) = L,(t),ng = ng, apg; —
@02, Po1 = Poz2,Yo1r = Yozetdor — bp; (111-59)

Donc la solution de dépendante du temps (III-29) correspondant a la valeur

propre particuliere ag,ng + 89, — %, de l'invariant I, (t) peut étre écrite :
02

-(Bozvoz_nd) fot W, (t")dt’

[Wo(B) = e w22 V,(t)|ng) (I11-60)
avec
+\7
Ing) = L2220 (111-61)
ng!
ou
ng =012, ..
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Par conséquence la solution exacte |(t)) de notre systéme en utilisant la
meéthode des invariants est donnée par :

. t i ¢
W (0)) = et 0Har’ By ) [fwaehar’ (P22 ong) [y (e ar!

Vi (V5 (1) |ng, ng) (111-62)
avec
_ ("g+)ng (ng*)™d
|ng. ng) = e |0,0) (I11-63)

ou |0,0) est I’état du vide de notre hamiltonien.
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Conclusion

Les oscillateurs harmoniques bidimensionnels sont devenus d’outils puissants de
modélisation et, par conséquent, sont fréquemment utilisés pour modéliser un large
phénomenes physiques.

Parmi les différentes méthodes mathématiques de 1'étude d'un tel systéme
dépendant du temps, nous choisissons la théorie qui est établi par Lewis et
Riesenfeld et appelée la méthode d’invariant dynamique de Lewis et Riesenfeld.
Nous avons étudié l'oscillateur harmonique stationnaire et non stationnaire en 2D
dans I’espace- phase non commutative. Nous avons écrit 'hamiltonien du systéme
en termes d'opérateurs de création et d'annihilation (a;, a; ), puis nous résolvons

1'équation de Schrédinger indépendante et dépendante du temps. Pour I'€quation de
Schrodinger non stationnaire, nous avons utilis¢ la théorie d’invariant et la
formulation de transformation unitaire associée a cet invariant. La théorie des
invariants proposée par Lewis et Riessenfeld peut résoudre exactement 1'€quation
de Schrédinger dépendante du temps. C'est un outil puissant pour traiter 'équation
de Schrodinger en fonction du temps et le facteur de phase dynamique et
géométrique.

Nous avons trouvé la solution exacte de I'équation de Schrodinger indépendante et
dépendante du temps pour l'oscillateur harmonique a 2D dans 1’espace-phase
spatiale non commutative. Tous ces résultats sont explicites plutdt que formels,
nous pensons que la méthode présentée dans ce mémoire présente plusieurs
avantages par rapport a celles basées sur les formules de phase adiabatique de
Berry et mérite d’étre examinée plus approfondiment.
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Résumeé

Nous avons étudié l'oscillateur harmonique stationnaire et non stationnaire en 2D
dans I’espace- phase non commutative. Nous avons écrit 'hamiltonien du systeme
en termes d'opérateurs de création et d'annihilation (a;, a; ), puis nous résolvons

I'équation de Schrédinger indépendante et dépendante du temps. Pour I'€quation de
Schrodinger non stationnaire, nous avons utilis¢ la théorie d’invariant et la
formulation de transformation unitaire associée a cet invariant. La théorie des
invariants proposée par Lewis et Riessenfeld peut résoudre exactement 1'€quation
de Schrédinger dépendante du temps. C'est un outil puissant pour traiter 1'€¢quation
de Schrodinger en fonction du temps et le facteur de phase dynamique et
géométrique.

Mot clés: I’équation de Schrodinger, oscillateur harmonique, I’espace-phase non-
commutative, la théorie d’invariant.

Abstract

We have studying the stationary and non stationary harmonic oscillator in 2D in
non- commutative space-phase. We have written the Hamiltonian of the system in
terms of creation and annihilation operators(a;, a;), and then we solve the time-
independent and time-dependent Schrodinger equation. For non stationary
Schrédinger equation we have used the invariant theory and invariant related
unitary transformation formulation. The invariant theory suggested by Lewis and
Riessenfeld can exactly solves the time-dependent Schrodinger equation. It is a
powerful tool for treating the time-dependent Schrddinger equation and the
dynamic and geometric phase factor.

Keywords: The Schrodinger equation, harmonic oscillator, the space-phase non-
commutative, the invariant theory.




	REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
	MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE
	Mémoire présenté pour l’obtention
	Du diplôme de Master Académique

	DOMAINE : Sciences de la matière
	N  : Ph/TH/05/2020
	Introduction            Générale
	Introduction Générale
	Chapitre I
	L’équation de Schrödinger dépendante du temps
	2- Construction de l’équation de Schrödinger
	3-Solution de l’équation de Schrödinger
	3.1-La fonction d’onde

	3.2-L’équation de Schrödinger indépendante du temps (stationnaire)
	3.2.1-L’équation de Schrödinger stationnaire à une dimension
	3.2.2-L’équation de Schrödinger stationnaire à deux dimensions
	3.2.3-L’équation de Schrödinger stationnaire à trois dimensions
	a) La séparation des variables

	3.3-l’équation de Schrödinger non stationnaire
	3.3.1-Introduction

	3.3.2- Méthodes de résolution de l’équation de Schrödinger
	dépendante du temps
	3.3.2.1- Méthodes approximatives
	a-La théorie de perturbation
	b-La méthode variationnelle
	c-L'approximation soudaine
	d-L’approximation adiabatique

	3.3.2.2- Méthodes exactes
	a-Transformations unitaires
	b- Opérateur d’évolution
	c- Changement de représentation
	d- La théorie des invariants
	1- Introduction
	2- Les invariants
	2.1.1 -Valeurs propres de l’invariant



	Chapitre II
	La structure quantique de l’espace-phase non commutative
	1-Introduction
	2-Rappelle sur la structure physique de la mécanique quantique ordinaire
	4- Le produit star
	4.1- Formule de Moyal-Weyl

	5 - La Méthode de Boopp's  Shift (décalage de Boop)
	Chapitre III
	La Solution de l'équation de Schrödinger dépendante du temps pour un oscillateur harmonique à 2D dans l'espace-phase non commutative
	1- Introduction
	2- L’oscillateur harmonique stationnaire à 2D dans l’espace phase  non commutative
	3-L’oscillateur harmonique non stationnaire à 2D dans l’espace phase  non commutative

