section

Notations

L(E; F) Espace des applications linéaires.

L(E;F) Espace des applications linéaires continues.

7 Injection canonique.

T Adjoint de l'opérateur linéaire.

T# Adjoint de 'opérateur lipschitzien.

e Elément neutre ou distingué, on prend 0 si X est normé.
My Ensemble des espaces métriques complets pointés.

K Corps des scalaires ( K =R ou C).

Lip(X,E) Espace de toutes les fonctions lipschitziennes bornées deX dans E.
Lipo(X, E) Espace de toutes les applications lipschitziennes de X dans E nulles au point e.
F(X) Espace de Lipschitz libre

Bx Boule unité fermé de I'espace X.
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Introduction

La théorie des opérateurs p-sommant joue un role trés important dans la théorie moderne des
espaces de Banach, non seulement pour sa beauté intrinseéque, mais aussi pour ses applica-
tions étendues parmi un large éventail de sujets tels que la géométrie des espaces de Banach,
I’analyse harmonique, la théorie des opérateurs etc.... Lorsqu’on travaille avec des opéra-
teurs p-sommants, il n’est pas rare de rencontrer un opérateur 71" avec la propriété que SoT
est p-sommant lorsque S est g-sommant. C’est précisément le concept des opérateurs(q, p)-
mixing, défini et étudié par Pietsch [6]. D’autre part, Farmer et Johnson [4] ont récemment
présenté la notion d’opérateurs lipchitziens p-sommants. Les opérateurs lipchitziens (g, p)-
mixing sont considérés comme la version lipchitzienne des opérateurs linéaires (g, p)-mixing
ils ont été introduits par Chévez-Dominguez dans [2]. Nous proposons dans ce travail de
revoir cette généralisation en détail et d’étudier quelques propriétés.

Le mémoire est divisé en trois chapitres :

Le premie chapitre, est consacré a la présentation de quelques préliminaires utiles ainsi
qu’aux rappels de quelques définitions essentielles et nécessaires pour mieux comprendre le
manuscrit.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons présenté la définition des opérateurs Lipschitz
(¢, p)-mixing, telle que la condition ”"ou le critére” suffisante est présenté. On commencera
par un rappel sur les opérateurs Lipschitz p-sommants. On donnera aussi quelques propriétés
relatives a la classe d’opérateurs Lipschitz (g, p)-mixing.

Le troisiéme chapitre, consacré & ’étude des caractérisations de ces opérateurs. Trois
caractéristations différentes sont présentées. La premiere est une inégalité intégrale suivant
le théoreme de domination de Pietsch, tandis que la seconde correspondaux suites (g, p)-

mixing et la troisiéme repose sur I'espace de Chevet-Saphar.
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Chapitre 1

Préliminaire

1.1 Espace métrique

Définition 1.1.1 Soit X un ensemble non vide. On dit que d est une distance sur X si et

seulement si d est une application de X* dans R" telle que pour tout (x,y,z) € X3, on a

(i) d(z,y) =0z=y (Séparation),
(i) d(z,y) = d(y,x) (Symétrie),
(131) d(z,y) < d(z,2z)+d(z,7) (Inégalité triangulaire).

Soit (X,dx,e) est un espaces métrique pointé (i.e, e un élément neutre ou distingué, on

prend 0 si X est normé ). On note par
Mo = {espaces métriques complets pointés } .

Exemple 1.1.1 (Somme de distances) Soient dy,...,d, des distances sur un ensemble
X et ay, ..., des réels positifs ou nules et non tous nules. St x, y € X. On peut démontre

que d est une distance sur X, telle que

d($7y) = aldl (x,y) + ...+ andn (ZE,y)

= Z aidi (.I, y) :
=1



1.2. Les applications lipschitziennes

En effet

)d(z,y) =0 < > adi(z,y)=0
& Vie{l,...n} ad; (z,y) =0
< Jige{l,...,n} dy (z,y) =0,a;, >0
S T=Y.

2) d(z,y) & i udi (z,y)
& D adi (y,2)
& d(y,x).

3) d(z,y) = > cudi(z,y)

< i ouldi(z,2) +di(2,y))
< iy audi (,2) + 300 oudi (2, y)
< d(z,2)+d(z,9).

1.2 Les applications lipschitziennes

Définition 1.2.1 Soient (X,dx),(Y,dy) deuz espaces métriques, une application

f: X —Y est dite lipschitzienne, s’il existe C' > 0 telle que

Vi,y € X tdy (f(2), f(y)) < Cdx (z,y) (1.1)

On note

. Ay (=), f ()
Bl) = oy
= inf{C : vérifiant l'inégalité (1.1)}.

Soit (X, ex,dx) et (Y, ey,dy) deux espaces métriques pointés on dira que f préserve le point

distingué si f (ex) = ey.

Proposition 1.2.1 Soit (X, e, d) un espace métrique pointé, alors l’application définie comme

suit
fr: X — R

r +— f.(x)=d(z,z)—d(ez2),

est une application lipschitzienne et Lip (f,) =1



1.2. Les applications lipschitziennes

Preuve. D’apres la seconde inégalité triangulaire, pour tout x,y,z € X, on a

|fz (I) _fz (y)| = |d(:)3,2) _d<eaz) _d<y7Z) +d(6,Z>| < d(!L‘,y)

Alors f, est une fonction non expanssive (i.e, Lip (f,) < 1).

Pour I'inégalité inverse, on a

‘fz (:B) _fz (y)’

Lip(f.) = sup

T#y d(m,y)
|fz (Z> — fz (y)‘
- d(z,y)
= 1.

On obtient finalement que Lip (f.) =1. m

Proposition 1.2.2 Soit X un espace métrique et soient f, g des fonctions lipschitzienne
de X dans R. Alors

1) Lip (Af) = |\| Lip (f) pour tout A € R.

2) Lip (f 4 g) < Lip (f) + Lip(g) -

Preuve.

1. Si A est dans R, pour (z,y) dans X2

Af (x) = Af (W)
xl;lé]:;g) dX (l’,y)
@) = f ()
T dx(wy)
= Al Lip(f)-

Lip(\f) =

Donc Af est fonction lipschitzienne et Lip (Af) = |A| Lip (f) .

2. Soient f et g des fonctions lipschitzienne de X dans R. Pour tout =,y € X, on a

(f+g) (@)= (f+a) W] < [f@)—fWl+lg(@)—g@)l
< (Lip(x) + Lip (y))dx (2,y) -

Donc f + g est fonction lipschitzienne et

Lip(f + g) < Lip (f) + Lip (g) -



1.3. Espace de Lipschitz

Proposition 1.2.3 Soient X,Y et Z trois espaces métriques, f : X — Y etg:Y — Z

deux applications lipschitziennes, alors go f : X — Z est lipschitzienne et

Lip(go f) < Lip(g) Lip (f).

Preuve. Si f est lipschitzienne de X dans Y et g est lipschitzienne de Y dans Z, alors

dz(go f(z),90f(y) < Lip(9)dy (f(z),f(y)).
< Lip(g) Lip (f)dx (x,y) .

Alors g o f est lipschitzienne et

Lip(go f) < Lip(g) Lip (f) -

Ce qui termine la démonstration. m

1.3 Espace de Lipschitz

Nous donnerons dans cette section quelques propriétés utiles concernant I’espace de tous les

fonctions lipschitziennes définit d’un espace métrique dans un espace de Banach.

1.3.1 L’espace Lip(X)

Définition 1.3.1 Soit X un espace métrique et E un espace de Banach. On note par

Lip(X, E) l’espace de toutes les fonctions lipschitziennes bornées de X dans E
Lip (X, E) = {fonctions lipschitziennes bornées f : X — E},

muni de la norme
1 iy = max {[| fll . Lip(f)}- (1.2)
Si E =R alors Lip(X,R) = Lip (X).

Lip (X)) est un espace de Banach pour la norme (1.2), pour tout espace métrique X.



1.4. Espaces Lipschitz-libres

1.3.2 L’espace Lipy(X)

Soit (X, dx,e) un espace métrique pointé. Pour tout espace de Banach E, nous désignons
par Lipy(X, E) 'espace de toutes les applications lipschitziennes f : X — F nulles au
point e

Lipo(X, E) = {f : X — E lipschitzienne telle que f(e) = 0}.

On le munit de la norme

Lip (f) = ig”ffz’g (;fygy)ll.

Si E =R alors Lipy(X,R) = Lipy (X).
On l'appelle dual de Lipschitz et on le note par X#, 1’espace de Banach des formes lip-

schitzenne sur X, i.e.,

X# = Lipy (X,R) = Lip (X),

muni de la norme

Lip («¥) :iig‘ (dx) (z,y) u

1.4 Espaces Lipschitz-libres

Dans cet section on va présenter le prédual de Lipg(X), c’est a dire il existe un espace de

Banach Z, telle que Lipy(X) est isométriquement isomorphe & Z*.

Définition 1.4.1 Soit X un espace métrique pointé. L’espace Lipschitz-libre sur X, noté

F(X), est le sous-espace de Lipo(X)*suivant:
F(X)=wvect{d,; v € X},
telle que Uapplication dx : X — F (X) définie par dx (x) = 0, pour x € X, tel que:

d,: X#¥ — K

On pose

Hﬂ”]—'(X) = inf {Z |/\z| d (IZ,ZE;)} )
i=1



1.4. Espaces Lipschitz-libres

le infimum est portée sur touts les réprésentation de p sous la forme
n
n= Al — ba).
i=1

On note que l'espace Lipschitz-libre introduit par Godefroy et Kalton en 2003 voir [5]
bien que cet espace a eté présenté a la premiere fois par Arens-Eells on 1956 [1] voir aussi

le livre de Weaver [7] pour plus d’informations.

Proposition 1.4.1 Soit X un espace métrique pointé

Les espaces X7, F (X)"sont isométriquement isomorphique. C’est-a-dire X% = F (X)*.

Preuve. On définit I’application suivant
S: F(X)" — Lipy(X)
p — S(p); (S(p) (x) = (b2 — do) -

Pour tout z, 2’ € X. On a

1S(@)(x) = S(@)()] = [@ (6 = do) — ¢ (0ar — o))
= [0 (3 — )|
< [lell d(z, 2').
Ainsi S(p)(0) = ¢(0), alors S(p) € Lipy(X). Nous concluons que S est une application
linéaire et ||S|| < 1.

Maintenant on définit I’application suivant
R: Lipo(X) — F(X)
f — R(f),

n

telle que R(f)(p) = Z)‘i (f (z;) — f(2})), pour f € Lipy(X) et u = Z)\i(ézi - 5$;).
On a



1.4. Espaces Lipschitz-libres

le infimum est portée sur touts les réprésentations de u on trouve R(f) € F(X)" et
IR ()] < Lin(f).

Alors nous concluons que R est une application linéaire non expanssive & partir de
Lipo(X) a F(X)".
Enfin, un simple calcul indique que Ro S = idzx) et S o R =idy#. Donc X# = F (X)".

Proposition 1.4.2 Soit (X,d) un espace métrique pointé. L’application ox : X —
F (X) est Uinjection isométrique non linéaire de X dans F (X). Soit T : X — E une
application lipshitzienne telle que T (e) = 0. Alors il existe une unique application linéaire

Ty : F(X) — E telle que T =Ty o00x et ||TL|| = Lip(T).

F(X)
T
ox T N\
x Y E

Preuve. Pour tout z, 2’ € X, et pour tout f € Lipy (X) on a

[0x (z) — dx (:C/)H]-'(X) = [16x — 5z'Hf(X)
= sup |<51‘ - (590/’ 90>‘

PEBx(x)*

= sup |<6m - 5:10’7 R(g>>| ) R(.g) =@

R(g)€Br(x)*

= sup [{(0; —du,9)|
9EB

sup [g(x) — g(2')]
9gEB x4

sup Lip(g)d (z,2')
9EB x#

d(z,2'),

IN A

IN

ce que implique [|dx (z) — dx ()] z(x) < d(z, 7).



1.5. L’espace des molécules M (X, E)

Donc 0 x est lipshitzienne et Lip (0x) < 1.

Pour l'inégalité inverse, pour tout z,2’ € X on a

16x () = 0x (@)l £y = 1100 = 0w ll ()
= sup |<5w_5a:’7f>|
feBxy

> ’<5:r_5x’7fx >‘
= |f. () = fo (2")] (voir la Proposition ( 1.2.1))
= d(z,2').

On obtient finalement que

16x () = 0x ()l ) = [0 = 0arll )
= d(z,2'),

et sz ((5)() =1.

1.5 L’espace des molécules M (X, F)

Nous commencons par rappeler la définition et les propriétés de I’espace d’Arens-Eells. Nous

référons a [Wea99| pour plus de détails.

Définition 1.5.1 Soit (X,dx) un espace métrique. Une molécule sur X est une fonction

m: X — R a support fini et satisfait >, m(x)=0.

xE€supp(m)
Désignons par M (X) I'espace vectoriel de tous les molécules définies sur X .On peut

écrire

m = Z m (x) 14z}

xE€supp(m)

= Zm(%) 1y
=1

Ou supp(m) = {1,..., 2, } et 1y, désigne la fonction caractéristique de {z} .



1.5. L’espace des molécules M (X, E)

Remarque 1.5.1 On peut montrer que tout m € M(X), s’écrit sous la forme

m = Z .fL'Z 1{%}"‘ Z xz ]-{:E2

m(x;)>0,i m(x;)<0,i

!
_ S (T — 1)
i=1
Cette écriture n’est pas unique.

Définition 1.5.2 Soit (X,dx) un espace métrique. Munissons l’espace des molécules

M(X) de la norme suivante

Im|pr ) = {mfz I\l d(x;,y;) Z)\ (1{1, 1{x3}>} :

(M(X), ||.||M(X)> est une espace normé. Notons A(X) la complété de ’espace normé (M(X), ||.||M(X)> :

Pour tout x,y € X on définit le molecule my, par mg, = 1y — 1.

Définition 1.5.3 [3]
a) Soit (X, dx) un espace métrique et E un espace de Banach. Une E-molécule sur X est
une fonction m : X — E a support fini et satisfait > m(x) = 0.

rzeX

Désignons par M (X, E) 'espace vectoriel de tous les E-molécules définies sur X .

b) Une E-atom est une fonction de la forme vmg, ovv € E, v,0° € X.
n

Tout molecule est une some des atoms. i.e, m = Zvjmxjx;.
i=1
On définit le crochet (.,.) de Lipy(X, E*) et M(X, E) par

(T,m) = (T(x),m(x)), m € M(X,E), T € Lipy(X, E*)

rzeX

Pour tout atom m = vmy,, et T € Lipy(X, E¥),

(Tym) = Y (T(x), vmuy(x))

= (T(@"), vmary (2)) + (T (W), vmary (v'))

= (T(=) = T(y),v).

Dans ce cas, pour m = E VMgt 5 ON ait
J

(T,m) = (T(x;) = T(}),v;) (1.3)



Chapitre 2

Les opérateurs lipschitz (q, p)-mixing

2.1 Opérateurs Lipschitz p-sommants

Nous présentons ici la version non linéaire d’opérateurs p-sommants [4] qui nous appelons les
opérateurs Lipschitz p-sommants. Puis nous présentons le théoréme de domination /factorisation
de Pietsch et quelques propriétés sur ces opérateurs.

Soit (X, dx) est un espace métrique pointé. La boule unité Byx de X# est compact

pour la topologie de convergence simple de X.

Définition 2.1.1 Une application lipschitziene T : X — FE est dite lipschitzienne p-
sommant (1 < p < 00), s’il existe une constante C > 0 telle que¥' n € N,V (2;)1< i <n» (Yi)1< i <n

C X,V ()i<i<n CR,, on ait

Z idx (T(x:) = T(y:))? < CPsuppe x# Y ;| fla:) = fly) (2.1)

=1

La classe des opérateurs lipschitziens p-sommants de X dans 'Y est notée par
L
IT(X,Y).
Muni de la norme

7l (T) = inf {C : C vérifiant Uinégalité (2.1)} .

p

10



2.1. Opérateurs Lipschitz p-sommants

Théoréme 2.1.1 [4, Theorem 2] Soit (1 < p < 00), T un opérateur linéaire borné de E
dans F'. Alors

Remarque 2.1.1 1) Dans la définition, on peut prendre les c; = 1.
2) Lip(T) < nl(T), pour tout T € IL}(X,Y).

Proposition 2.1.1 (Proprieté idéal) Soient X,Y, E, F des espaces métriques.
Soitv: E — X, w:Y — F des fonctions Lipschitziennes et T : X — Y, un opérateur

Lipschitz p-sommant. Alors l'opérateur wTv est Lipschitz p-sommant et
m, (wTv) < Lip(w)my (T) Lip(v).

Preuve. SOit (l'i)lgign et (yi)lgz‘gn C Ev on a

Zd(wTv(xi),wTv(yi))p < Lip(w Zd (Tw(z;), Tv(y;))P

=1 =1
< Lip(w)” wp(T S Zlf (v(y:)IP
X# =1

. fu(yi)|”

< Lip(w)? 75(T') Lip(v)? sup —
(w)” w5 (T) fEBX#; szv Lip(v)
< Lip(w)” wp(T) Lip(v)? sup Zlg v(w:)) = g(v(:)I”.
geBpu i—1

D’ou wTv € wl (E, F) et mp(wTv) < Lip(w) np(T) Lip(v) m
Proposition 2.1.2 L’espace (IIL, ) est injectif.

Preuve. Soient i : E — F Uinjection linéaire métrique, et T € Lipy(X, E) tel-que

10T € Hﬁ(X, E). Puisque i est une injection, donnée (z;); <n, (¥:); <n» dans X, nous obtenons

=

P

(Z |7 () — T(%)Hp> = (Z |iT (z;) —iT'( yl)Hp>

< wL(iT) sup Z\f ) — Fu)l).

fex# .4

11



2.1. Opérateurs Lipschitz p-sommants

Par conséquent T € IIM(X,E) et nl(T) < ny(iT). Et la propriété d’ idéal donnée
Pinégalité inverse, et donc w(T) = 7} (i o T). Cela montre que IL} est injective. m

Le théoreme suivant donne la caracteresation des opérateurs Lipschitz p-sommants.

Rappelons qu’'un espace metrique Z est injectif si pour tout sous espace Fy d’un espace
métrique F' et pour tout w € Lip(Fy, Z), v admet un prolongement w € Lip(F,Z) avec

Lip(v) = Lip(w).

Théoréme 2.1.2 Soient 1 <p<oo,C>0etT : X — Y wun opérateur entre les espaces
métriques X et Y. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes en la constante C.
(a) L’opérateur T est Lipschitz p-sommants et wl (T') < C.
(b) Il existe une mesure de probabilité réguliére i sur Bx+ telle que:
»

7@ -1l <C | [ 15w - fPdu(

?Théoréme de Domination de Pietsch’.

(c) Pour tout isométrie J de Y dans un espace injectif Z, le diagramme suivant com-

mutatif
X v L Z
Al T B
J
LOO(BX#7/JL) - Lp(BX#u ,u)

avec Lip(A)Lip(B) < C.

?Théoréme de Factorisation”.

Théoréme 2.1.3 (Théoréme d’inclusion) Soient X,Y deux espaces métriques et 1 <

p < q < +00, alors

TH(X,Y) C mh(X,Y)

et

L L L
7, (T) <m0, (T)pour toutT € 7, (X,Y).

12



2.2. Opérateurs Lipschitz (q, p)-mixing

2.2 Opérateurs Lipschitz (q, p)-mixing

Définition 2.2.1 Soit 1 < p,q < oco. On dit que lopérateur T : X — Y est Lipschitz
(q, p)-mizing avec constant k, si pour tout espace métrique Z et tout opérateur Lipschitz

g-sommant S :'Y — Z, la composition S oT est un opérateur Lipschitz p-sommant et
Wﬁ(SoT) < quL(S).

La plus petite k sera noté quJ)(T). On note qup(X ,Y') Uespace des opérateurs Lipschitz

(¢, p)-mizing.
Remarque 2.2.1 Pour tout T € M} (X,Y) on ait

Lip(T) < m,(T) < mk (T). (2.2)

- q;p

Exemple 2.2.1 Un premier exemple est apparait déja dans [FJ09], ot un résultat non
linéaire de Grothendieck est prouvée. C’est a dire, 'opérateur Lipschitz T d’un arbre
métrique X dans un espace de Hilbert H est Lipschitz 1-sommant et en fait 72 (SoT) < kg
Lip(T), ou K¢ est la constante de Grothendieck.
Ce résultat, implique que l'identité sur X est (2, 1)-mizing avec constante de Grothendieck.
Preuve. En effet, Soient Y un espace métrique et S : X — Y Lipschitz 2-sommant.

Alors d’aprés le théoréme de factorisation on ait,

X Sy Z
Al 1B
Loo(Bx#, 1) o Lo(By#, )

Comme Jy 0o A un opérateur de X dans espace de Hilbert Loy, alors Jo o A est Lipschitz
1-sommant et mi(Jy 0 A) < kg.Lip(A). Donc d’aprés la propriété d’idéal et I'njectivité on

trouve

ﬁf(S olx)= 7T1L(J oSoly)= ﬂf(B o(JooA)oly) < kqg.Lip(A).Lip(B),

13



2.2. Opérateurs Lipschitz (q, p)-mixing

ce qui implique que

(S o Ix) < kamy(9).

D’ou Ix est (2,1)-mizing. m

Lemme 2.2.1 Pour montrer que T : X — Y est Lipschitz (q, p)-mizing, il suffit de consid-

érer sa composition avec des opérateurs de’Y dans l, (ou , tout autre espace L, de dimension

infinie).

Preuve. Premiérement, nous pouvons supposer sans perdre la généralité que X et YV
sont des espaces métriques fini.

Maintenant on suppose que
L (RoT) < Crk(R) pour tout R:Y — ¢, (2.3)

Et soit S : Y — Z une application Lipschitz g-sommant. Soit J : Z — W linjection
isométrique de ’espace métrique Z dans I’espace 1-injective W. Par le théoréme de fator-

ization pour les opérateurs Lipschitz ¢-sommant, on a

A1 | B

avec Lip(A).Lip(B) = wk(59).
Puisque Y est un ensemble fini, le rang de /, , 0 A est un sous-ensemble fini de L, () et
donc est presque isométrique & un sous-ensemble de ¢,. On a donc I, ;0 A est une application

lipschitzienne de Y dans ¢,, alors la condition (2.3) donne
T (g0 AoT) < C wl(Isg o A).
D’aprés la propriété d’idéal pour les applications lipschitzienne g-sommant, on a

i (lqg0 A) < C sz(A)nqL(Ioo,q) = CLip(A),

q

14



2.2. Opérateurs Lipschitz (q, p)-mixing

alors que la propriété d’idéale pour les applications lipschitzienne p-sommant nous donne

mi(JoSoT) T (Bolgg,0AoT)

IA

Lip(B) wk(Iscqo AoT)
< Lip(B).C.Lip(A)
= C 7'['5(8 )
Comme J est une injection isométrique, on ait
T (JoSoT)=nl(SoT).
Donc nous concluons que
T (SoT) < C wk(9).
C’est-a-dire que T est Lipschitz (¢, p)-mixing. m
La propriété d’idéal pour les opérateurs Lipschitz p-sommant donne:

Proposition 2.2.1 Pour tout opérateur T', on a
1) qu,p(T) = Lip(T') pour tout ¢ < p
2) mL, (T) = =}(T).

Donc ce cas, le seul cas donne quelque chose de nouveau est g > p.

Preuve. 1) Il suffit de montre que m/ (T') < Lip(T).
Sig<p=TI}XY)CIIX,Y) et nl(R) < 7wl (R), pour tout R € ,.
Donc pour tout 7' € m) (T), on ait
T (SoT) < wh(SoT)
< Lip(T).wL(S).
Ce qui implique que
my,(T) < Lip(T).

2) 1 suffit de montre que mf, ,(T) < w}(T).

Oo?p

Soit T' € II}(X,Y’), alors pour tout espace métrique Z et S € II% (Y, Z) = Lip(Y, Z), on
ait
L : L
T, (SoT) < Lip(S).w,(T)
= 7XT).7%(9).

q o0
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2.2. Opérateurs Lipschitz (q, p)-mixing

D’ou

Proposition 2.2.2 (Propriété d’idéale) Soient X,Y, E, F des espaces métriques.
Soit B: E— X, A:Y — F des fonctions Lipschitziennes et T : X — Y, un opérateur
Lipschitz (q, p)-mixing. Alors lopérateur Ao T o B est Lipschitz q,p-mixing et

m;p(A oToB)< Lip(A).mip(T).Lip(B).

Preuve. Soient X, Y, E, F' des espaces métriques.
Soit B: F — X, A:Y — F des fonctions Lipschitziennes et T': X — Y, un opérateur
Lipschitz (g, p)-mixing.

D’apres la définition des opérateurs (g, p)-mixing on obtient

p(So(AoT o B))

Tp((SoAoT)oB)

< (S oAoT) Lip(B)
< mh(S o A) mi(T) Lip(B)
< Lip(A).x5(S) mL(T) .Lip(B).

D’ou

mk (AoT o B) < Lip(A).m} (T).Lip(B).

Proposition 2.2.3 Soient X,Y et Z trois espaces métriques et p,q et r dans [1,00]. Si
T : X — Y est Lipschitz (p,r)-mixzing et S : Y — Z est Lipschitz (q, p)-mizing, alors la

composition S o T est Lipschitz (q,r)-mizing et

miT(ST) < mip(S).mLT(T).

b,

Proposition 2.2.4 Soient X,Y deux espace métriques.

Soit T € ME_ (X,Y).

q2,p2

Sipr < p2 el q1 > qz, alors

ME (X,Y)cC ME

q2,P2 q1,P1

(X,Y)

16



2.2. Opérateurs Lipschitz (q, p)-mixing

et

mt (T)<mk  (T), pour tout q > g, et py > p;.

Preuve. Soient X,Y deux espace métriques.

Soient T': X — Y et S: Y — Z des appliqations Lipschitz (g, p)-mixing, on a

M, (X,Y) € ML (X,Y)
T (SoT) < mg, (T) i, (S)
< myp, (1) 7, (), a1 > ay
et
T(SoT) < 7L (SoT)
< ml (1) 7 (S), P2 > py
TR(SoT) < mp,, (T) mg(S),
D’ou
ML (XY)C ML, (X,Y)
et

my, o, (T) <mi (T, pour tout q; > dy et py > p;.

17



Chapitre 3

Caractérisations

Nous présentons ici trois caractérisations différentes des opérateurs Lipschitz (¢, p)-mixing,

toutes inspirées par des résultats analogues dans le cas linéaire.

3.1 Domination.

La premiére caractérisation est proche dans l’esprit de la caractérisation des opérateurs

Lipschitz p-sommant par le théoréme de domination [FJ09] .

Théoréme 3.1.1 Soient 1 < p < g < oo, T : X — Y un opérateur lipschitzien et C > 0.

Les propriétés suivantes sont équivalentes

Théoréme 3.1.2 1) T est Lipschitz (q.p)-mizing avec qum(T) <C.

2) Pour toute probabilité i sur By il existe une probabilité v sur Bxs telle que, pour

tout x,x'eX on ait

3=

1
q

<C /B |f<x>—f<x’>|Pdu<f>]

[ / 19(T) — g(Ta")|" du(g)

3) Pour tout xy, ..., Ty, @, ..;x) € X et g1,y gn € Y7,

SIS
3 =

<C

Q=
1
[
=
&
.
|
=
8
o~
S
_
=

) [Z |98(T5) — gu(T))|* ZLip(gk)q] . sup

j=1 Lk=1

18



3.1. Domination.

4) Pour tout xq, ..., Ty, 2}, ...,z € X et tout probabilité u sur By,

m

Z[/B Ig(Tﬂfj)—g(Tw})!qdu(g)r <C sup [Z}f(fﬂj)—f(x})}p]p- (3.1)

=1 feBxx |55

L 5 N7z .
Dans ce cas, my,(T) est égal a Uinfimum de ces constantes C' dans soit (2), (3) ou (4).

Preuve. Le cas ¢ = oo se réduit au théoréeme de domination pour les opérateurs
Lipschitz p-sommant (d’apres la Proposition 2.2.1), donc on va supposer que 1 < p < g < oo.
(1) = (2) Supposons que T': X — Y est Lipschitz (¢, p)-mixing et soit  une mesure de
probabilité sur By#. L’inclusion canonique d,, : C'(k) — L,(1t), est un opérateur Lipschitz
g-sommant de norme < 1.
Donc, la composition j, o T" est lipschitz p-sommant. Par le théoréme de domination de
Pietsch pour les opérateurs lipschitziens p-sommants, il existe une mesure de probabilité v

sur By telle que pour tout z, 2'eX,

S =

i 0 T(x) = o T(@)ll 0y < 7y (Guo T)

/B () - f(w’)!PdV(f)]

i.e,

q

[/B lg(Tz) — g(T2")|* du(g)] <7l(juoT)

hSA

/B ) - f(as'>|Pdu<f>]

Dong, on a la condition (2) avec
C= Wﬁ(JM oT) < m;jp(T)WL(JH) <mk (T).

q

(2) = (3) On peut supposer sans perte de généralité que

Z Lip(gx)? = 1.
k=1

Alors p == Y7, Lip(gr)%0g,/Lip(g), (OU 04 est la mesure de dirac en g €Y'#) est une

mesure de probabilité sur By #.
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3.1. Domination.

D’autre part,

p
q

NE

/B 19(T) - g(Tx’)|qdu(g)]

<.
I
—

[ . q|_ 9k T - 7 q
Zsz(gk) Lip(gk)(T 7) Lip(gk)<T 2 ]

k=1

[

NE

.
Il
—

P

q

- Lip(gk)q AL
; W |gk(Tin) - gk(T%’)‘

NE

<.
Il
-

P
n q

Z \gu(Tx;) — gi(T})|*

Lk=1

NE

<.
Il
-

Alors, d’aprés la condition (2) on a

< opzf @) ()
< O”ZIf(x)—

Donc on a la condition (3) avec la méme constante C'.

(3) = (4) La condition (3) signifie que toutes les mesures de probabilité p & support fini
sur By« satisfait I'inégalité (3.1). Puisque 'ensemble de toutes les mesures de probabilité
a support fini sur By# est 0(C(By#)*, C(By#)) dense dans ’ensemble de tout les mesures
de probabilité sur By#, alors I'inégalité (3.1), est satisfaite pour tout mesure de probabilité
[ sur By#.

(4) = (3) Soit S : Y — Z est Lipschitz g-sommant. D’apres le théoréme de domination,

il existe une mesure p telle que pour tous y,y € Y

dz(S(y), S(y)" < my(S) [/ l9(y) — 9()|* du(g)]
By
On fixe xq, ..., Ty, &), ..., € X. Alors, d’aprés linégalité précédente,

P ES
q p

Zdz (Tz))) (S(Tw})))pr S ACEDY [/B Ig(ij)—g(vaﬁ-)\qdu(g)]
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3.1. Domination.

avec (3.1), on obtient

3 du(S(Tay)) ~ (STA)P| <O nk(S) sm [Df(as) —f(x'>|Pr.

Donc SoT est Lipschitz p-sommant et
T (SoT) < Ol (9).

D’ou T est Lipschitz (q,p)-mixing et

21



3.2. Les suites (q, p)-mixing

3.2 Les suites (q, p)-mixing

Les opérateurs linéaires (g, p)-mixing ont été donnés par Pietsch [Pie80]. Parce qu'un opéra-
teur linéaire est (g, p)-mixing si et seulement si 'opérateur linéaire transferme les suites
faiblement p-sommable en des suites (¢, p)-mixing. Le résultat analogue dans le cas lip-
schitzienne découlera par le théoréme précédent, car nous trouvons une contrepartie non
linéaire appropriée de suite (g, p)-mixing. Nous utiliserons le lemme de Ky Fan minimax
(voir [Pie80, Lemme E.4.2].).

Une famille A de fonctions réelles définies sur un ensemble K est appelée concave si
donnée ¢, ,...,0, € A. Et ay,...,a, > 0 tel que 2?21 a; = 1, il existe ¢ € A satisfaisant
¢(x) > 377, a;d;(x) pour tout = € K.

Maintenant nous prouvons un résultat analogue a [Pie80,Thm .16.4.3](voir [Mau74]).

!/

Proposition 3.2.1 Soit1 <p < g < o0 et}lJ = é%—%. Pour toutes points xy, ..., Ty, T, ooy Th)

€ X,

Q3
3=

n

sup Z [/B ) | f(z;) — f(x;)‘qd,u(f)] . i est une probabilité sur By (i3.2)

Jj=1
1

ZA;] T sup [Z)\jq}f(xj) —f(x;)}q] q :A; >0

feBxy j=1

= inf

Preuve. On définie o le supremum du coté gauche (3.2) (on note qu’il est fini). Soit

u = ,% et v = 1%, donc % + % = 1. Nous considérons maintenant le compact, sous-ensemble

convexe

K = {5:@)?:1:25;%9%@ zo} ce
j=1

Pour € > 0 et p une probabilité sur By, ’équation

n

o(6) =3 (&, +e) / F(a5) — £ du(f)

j=1 By#

définit une fonction convexe continue ¢ sur K. On prend le vecteur £eR™ avec

1

6 = ( /B Flay) - f(x;>|"du<f>) -
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3.2. Les suites (q, p)-mixing

Alors £ € K et ¢(§) < oP. Puisque la famille A de toutes les fonctions ¢ obtenue de
cette maniére est concave, d’aprés le lamme de Ky Fan, nous pouvons trouver %K tel que
qS(&O) < o” pour tous ¢ € A . En particulier, considérant la mesure de Dirac 67 on f € By«

nous obtenons
n

S (& 4e) | flay) — fla)]” <o

Jj=1

et, pour f € Bx%, on a

[.Z NORIIENE f(:v})|q] - [Z< & +2)7" | f@) = )|’

j=1
Donc, le coté droit de (3.2) est inférieur ou égal au coté gauche.
Inversement, soit \; > 0 est arbitraire. Par I'inégalité¢ de Holder pour toute mesure de

probabilité p sur By# nous avons

2 / @) f<w9>|qdu<f>r %
) , (/ 2 ) - f(l“})|qdu(f)); 1k
< 5y | (], - f(x})|qdu(f)>;
- [z | (S~ f(l"})|qdu(f)>;
) Z g iffzsf# (Z 5l - e :

Ce qui termine la démonstration. m
Le Tthéoreme 3.2.1et la Proposition 3.2.1 nous donnent immédiatement une autre car-

actérisation des opérateurs lipschitz (¢.p)-mixing, indiquée ci-dessous.
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3.2. Les suites (q, p)-mixing

Corollaire 3.2.1 Soit 1 < p < q < o0 et % = é—l— % Un opérateur Lipschitz T :
X — Y est (q,p)-mizing si est seulement s’il existe une constante C' telle que pour tout

Ty ey Ty Ty oy @ € X, 0N @it

Dans ce cas, qup(T) égale a Uinfimum des constantes C.

24



3.3. La norme de Chevet-Saphar et opérateurs Lipschitz (q, p)-mixing

3.3 La norme de Chevet-Saphar et opérateurs Lip-
schitz (q, p)-mixing
Soient (\;); C R, (z;); et (x;)j dans X, on définit

!

(% [F@) = ()

Li ! .
wpzp ((Ajaxjvxj)j) T fesgp
X#

),

Définition 3.3.1 Soit m € M(X, E), on définit la norme p-Chevet-Saphar sur M(X, E)

p
par

: Li - /
csp(m) = inf {H()\j o 1D, wy™ (()\j 1’xj,:cj)j> cm = Zvjmxjx;_, Aj > 0} , pour 1 < p < oo,

J

et
cs1(m) = inf{ E l|lv]| dx (mj,x;) im = E VM at, s } , pour p =1,
j=1 j

et

tm = E vjmxjx;,}, pour p = oQ.

J

csac(m) =inf & sup > oy |felw;) = fila)
f€Bx# j
Théoréme 3.3.1 [3/Pour tout 1 < p < 00, .cs,(.) est une norme sur M(X, E).

On dénote par C'Sp(X, E) 'espace normé (M(X, E),cs,(.)) qui s’appelle I'espace de
P-Chevet-Saphar.

Théoréme 3.3.2 [3] Les espaces CS,(X, E)* et Hlf, (X, E*) sont isométriquement isomor-

phe.

Maintenant, nous arrivons a la troisiéme caractérisation des lopérateurs Lipschitz (g, p)-
mixing.

Rappelons que pour tout espace de Banach E et tout Lipschitz T': X — Y, on définit
I'opérateur linéaire Tx : M (X, E) — M(Y, E) par

n n
TE § : Uj mxj x; = z : Uj mej T:z:;-
j=1 j=1
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3.3. La norme de Chevet-Saphar et opérateurs Lipschitz (q, p)-mixing

Théoréme 3.3.3 Soit T': X — Y wune application lipschitzienne. Les prpriétés suivantes
sont équivalentes:
1. 1) T est Lipschitz (q,p)-mizing et mq{p <C.

2) Pour tout espace de Banach G (ou seulement G = {y ), Uopérateur T : CSy(X,G) —
CSy(Y,G) est continu.

Dans ce cas,

mb (T) = Hqu,;csp,(x,gq,)eosq,(y,éq,)

> [T : OSy(X,G) — CSy(Y,G)]|.

Preuve. Premiérement, supposons que T est Lipschitz (¢, p)-mixing. Soit ¢ € (CS,(Y,G))*
avec |l¢l| < 1. Comme (CSy(Y,G))* = LL(Y,G*), on peut identifier ¢ avec un opérateur
L, € T} (Y,G*) tel que 7}(L,) = [|¢ll < 1. Soit m =3~ vjm, . € M(X,G).

Alors Tg(m) = 3 _; Uiy 1y €

(p,Ta(m)) = <ZL<P(T%')_L¢<T$;)7UJ>

= (L,oT,m)
et ainsi
(0. Ta(m))|  [LooT.m)| < 7y (LyoT)esy(m)
< RE(Lp)m,(T)es, (m)
< my (T)cs, (m)

En prenant la supremum sur tous les ¢, on aura
sy (Ta(m)) < mg,p(T)csp/ (m)

ainsi

Te : CSp(X,G) — CS, (Y, G)

est continu et
ITa|| < my,(T).
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3.3. La norme de Chevet-Saphar et opérateurs Lipschitz (q, p)-mixing

Inversement, on suppose que Ty , : C'Sp/ (X, €,) — CSy (Y, /) est continu et a une norme
q

C, et soit S : Y — £, un opérateur g—somment. Il suffit de montre que So7" est p-sommant.

Soit m € M(X, (), on prend m = 3 _; vim,.

Z ouv; € fq/ et r;x; € X. Alors

(SoT,m) = >, (vj, (STx;) — S(Tx;)>
= <S, Zj UjmszTx;>
- (8.1, (m))

De la dualité entre la norme ¢g-sommant et la norme ¢’ —Chevet-Saphar,

(soTm)l = |(8,1,(m))]
rE(S) esy (T, (m)

q

< 7wH(S) .C. csy(m).

IA

Prenant le supermum sur tous les m avec c¢sy(m) < 1 et en invoquant la dualité entre la

norme de Lipschitz p-sommant et la norme p’-Chevet-Saphar, nous concluons que

7r£(SoT) < C?T(?(S).

D’apres le lemme 2.1, (la condition siffésante), nous concluons que 7' est Lipschitz (g, p)-

mixing avec mgp <(C. nm
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Conclusion

Les opérateurs lipchitziens (g, p)-mixing sont considérés comme la version lipchitzienne des
opérateurs linéaires (g, p)-mixing. Ils ont été introduits par Chévez-Dominguez en 2012.

A partire de la théorie des opérateurs Lipschitz p-sommants, nous introduisons la déf-
inition principale des opérateurs Lipschitz (¢, p)-mixing . Ensuite, trois caractéristations
différentes de ces opérateurs sont présentées. La premiere est une inégalité intégrale suiv-
ant le théoréme de domination de Pietsch, tandis que la seconde correspond aux suites

(¢, p)-mixing et la troisiéme repose sur l'espace de Chevet-Saphar.
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