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Résumé

Dans cette these, nous allons étudier quelques propriétés des espaces de type de Besov et de type
de Triebel-Lizorkin.

En premier lieu, on va donner des résultats qui présentent des généralisations des inégalités de
Nikol’skij dans les espaces de type de Besov et de type de Triebel-Lizorkin, ces résultats vont
étre en deux versions, une ol les supports sont des couronnes et 1’autre ou les supports sont des
boules.

Deuxiemement, on définit les algebres de fonctions de type de Besov et de type de Triebel-
Lizorkin puis on étudie la composition dans ces espaces.

Finalement, on va donner les réalisations des espaces de type de Besov et de Type de Triebel-
Lizorkin homogenes, c’est-a-dire de choisir un représentant de chaque classe d’équivalence
par une application linéaire continue de sorte que I’on préserve les propriétés d’invariance par
translation et/ou dilatation.

Mots clés : Décomposition de Littlewood-Paley, Espace de Besov, Espace de Triebel-Lizorkin,

Opérateur de composition, Réalisations.

Abstract

In this thesis, we will study some properties of Besov-type and Triebel-Lizorkin-type spaces.
Firstly, we will provide results that generalize Nikol’skij’s inequalities in Besov-type and Triebel-
Lizorkin-type spaces. These results will come in two versions : one where the supports are annuli
and the other where the supports are balls.

Secondly, we define the function algebras of Besov-type and Triebel-Lizorkin-type and then
study composition within these spaces.

Finally, we will present the notion of the realizations of homogeneous Besov-type and Triebel-
Lizorkin-type spaces. This means selecting a representative from each equivalence class through
a continuous linear mapping that preserves the properties of translation and/or dilation invariance.
Key words : Littlewood-Paley decomposition, Besov space, Triebel-Lizorkin space, Composition

operator, Realizations.



Introduction

La théorie des espaces fonctionnels joue un role fondamental dans I’analyse mathématique
en fournissant des outils puissants pour étudier les propriétés des fonctions et leurs espaces de
régularité. Dans cette these de doctorat intitulée "Quelques propriétés des espaces homogenes et
non homogenes", nous nous concentrons sur deux classes importantes d’espaces fonctionnels :
les espaces de type de Triebel-Lizorkin et les espaces de type de Besov.

Les espaces de type Besov et de type Triebel-Lizorkin ont été largement étudiés ces dernicres
années. Lorsque 7 = 0, ils correspondent aux espaces de fonction usuels de Besov et de Triebel-
Lizorkin, qui ont été étudiés en détail par Triebel dans ses travaux [42, 43| 144]. Lorsque s € R,
T € [0,0) et 1 < p,g < oo, les espaces Bf,’;, ont été introduits pour la premiere fois par El
Baraka dans [23, 24]], ou il s’est penché sur les plongements ainsi que sur les caractérisations
de Littlewood-Paley des espaces de Campanato. Il a démontré que les espaces B;Z englobent
certains espaces de Campanato étudiés dans [22]. Apres, Drihem a donné, dans [25) 26]], une
caractérisation des espaces Bf;fq en utilisant des moyens locaux et des fonctions maximales et une
caractérisation par les différences. Pour une lecture plus exhaustive des espaces By, et F’g, on a
le travail réalisé par Yuan et ses collaborateurs [49]. Yang et Yuan, dans [45, 146, 51]], ont introduit
les échelles d’espaces de type Besov-Triebel-Lizorkin homogenes By et F'g, qui généralisent
les espaces homogenes de Besov-Triebel-Lizorkin B; 7 F 1‘,‘7 4> ctont établi la relation entre F,quT et
les espaces Qg .

Dans cette these, nous nous intéressons aux inégalités de type de Nikol’skij dans les espaces
de type de Besov homogenes Bfr;fq(R”) et dans les espaces de type de Triebel-Lizorkin homogenes
Flf,’; (R™). On traite deux cas : lorsque les supports des fonctions considérées sont des couronnes
[4] et lorsque les support sont des boules [3l]. Les inégalités de type de Nikols’kij fournissent des
estimations de la norme dans ces espaces fonctionnels et jouent un réle essentiel dans I’étude
de la régularité des fonctions. Depuis leurs apparition, ils ont été largement étudiées, ou on peut
trouver leurs preuves et utilisations dans de divers papier, citons par exemple [19], [33}34] pour
les espaces classiques, ou pour les espaces de Triebel-Lizorkin non-homogenes dans [49].

Nous allons étudier les algebres de fonctions définies sur les espaces de type de Triebel-

Lizorkin et les espaces de type de Besov [3]]. Ensuite, on étudiera 1’opérateur de composition
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dans ces espaces, en utilisant notamment les espaces BV, qui sont les espaces de fonctions de
variation bornée. Le probleme de I’opérateur de composition a fait I’objet d’un grand nombre
d’études dans de différents espaces fonctionnels, citons par exemple S. Igari [28] Savaré [41]]
et dans plusieurs de ces papiers Bourdaud [[10} 11} 12} 16] ou encore Moussai [31}132]]. A partir
de 2007 Bourdaud et Co ont étudié le probleme de composition en introduisant les algebres de
fonctions des espaces de Besov et de Triebel-Lizorkin [18, 19, 20, ici on va étendre cette théorie
dans les espaces de type Triebel-Lizorkin et les espaces de type de Besov.

Enfin, nous nous intéressons également aux réalisations des espaces homogenes de type
de Triebel-Lizorkin et des espaces de type de Besov. Les espaces homogenes sont des espaces
de fonctions qui possedent des propriétés de symétrie spéciales et sont largement étudiés en
géométrie et en analyse harmonique. L’étude des réalisations des espaces homogenes dans
les espaces de type de Triebel-Lizorkin et de Besov permet de mieux comprendre les liens
entre ces différentes classes d’espaces fonctionnels. Initié par Bourdaud [9, [13}[14], il a mis en
place cette théorie et a montré I’existence des réalisations dans les espaces de Sobolev, Besov
et Triebel-Lizorkin homogenes avec 1 < p,q < oo, puis Moussai [34] en étendant les cas a
0 < p,q < 1. Rappelons qu’un espace homogene est un espace dont les éléments sont des classes
d’équivalences pour la relation d’équivalence fZg si, et seulement si f — g est un polyndme,
car tout polynome de R" a une norme nulle dans ces espaces. Réaliser ces espaces, et de choisir
un représentant de chaque classe par une application linéaire et continue, tout en préservant
I’invariance par translation et/ou dilatation.

En résumé, nous abordons plusieurs aspects des espaces de type de Triebel-Lizorkin et des
espaces de type de Besov. Nous nous intéressons aux inégalités de type de Nikol’skij dans des
cas particuliers, aux algebres de fonctions sur ces espaces, ainsi qu’aux réalisations des espaces
homogenes. Nous espérons que cette étude contribuera a approfondir notre compréhension des
propriétés des espaces fonctionnels et a ouvrir de nouvelles perspectives pour la recherche future
dans ce domaine.

Ce manuscrit est divisé en quatre chapitres et une annexe :

Le premier chapitre contient des généralités et préliminaires d’analyse fonctionnelle qui sont la
base des chapitres qui suivent.

Le deuxieme chapitre présente des estimations de type de Nikol’skij, ces célebres inégalités qui
nous sert d’outils puissant pour la convergence des séries rencontrées dans cette these.

Le troisieme chapitre évoque les algebres de fonctions des espaces de type de Triebel-Lizorkin et
de type de Besov, puis un résultat de composition dans ces espaces.

Dans le quatrieme chapitre on va étudier les réalisations des espaces de type de Triebel-Lizorkin,
notamment les réalisations invariantes par translation et/ou par dilatation.

L’ annexe contient des démonstrations de différentes propositions du premier chapitre .
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Notations

e R : Ensemble des nombres réels.

e N : Ensemble des entiers naturels non nuls.

e Nyp=NU{0}.

e 7 : Ensemble des entiers relatifs.

e SiaeN'alors o := (0,00, - ,0) avec || = o)+ + -+ + 4.

e [a] : la partie entiere de a € R. Sia € R”", alors [a] := ([a1],[a2],- -, [an]).

e x <y:x < cypour une certaine constante c.

o 7(R") =Cy(R") : Lensemble des fonctions indéfiniment différentiables a supports compacts.
e 2'(R") : Le dual topologique de Z(R").

e Z(R") : L’espace de Schwarz des fonctions indéfiniment différentiables a décroissance rapide.
e .'(R") : Le dual topologique de . (R") (distributions tempérées).

o Z,(R"):Lensemble des polyndmes de R” de degré strictement inférieur a m.

o [flm={f+P: Pec Z,(R"} estlaclasse d’équivalence de f pour la relation d’équivalence
définie par Vf,g € /' (R") : f#g <= f—g € Pu(R").

e a. :=max(a,0).
e C,(R") : Espace de Banach des fonctions continues et bornées sur R” muni de la norme sup.
e C,»(R") : Espace de Banach des fonctions uniformément continues et bornées sur R”.

e L,(R"): Espace de Lebesgue des fonctions mesurables p-ieme intégrables, on note par || -{|z,(x)

sa norme et par || - ||, si X = R".

e (, : Espace des suites g-icme sommables.

e Iy, : L’opérateur de dilatation définie par &, f = f(A~!-) pour A > 0.

e 7, : Lopérateur de translation définie par 7,f = f(- —a).

e AL opérateur de différences défini par A} f(x) = f(x+h) — f(x) et Al f(x) = Ay, (Ah’”*1 f(x))
(voir plus loin, page 13).
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e c,cy,co,- - sont des constantes positives propres, ne dépendent uniquement que des parametres

fixés au départ, comme n,s, p,q, T, leurs valeurs peuvent changer d’une ligne a une autre.

e Si un espace fonctionnel est défini sur R”, par exemple L,(R"), €(R"), . (R"),..., on écrit
tout simplement L,,, ¢, ,---.
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Chapitre 1
Rappels et préliminaires

Dans ce chapitre nous donnerons quelques notions fondamentales de I’analyse fonctionnelle
et nous définirons les espaces de Besov et de Triebel-Lizorkin en utilisant la décomposition
de Littlewood-Paley, puis quelques propriétés et d’autres définitions de ces espaces (par les

différences,...)

1.1 Généralités

1.1.1 Eléments d’analyse de base

Une fonction f appartient & L,(IR") si [ga |f(x)|” dx < 40 avec 0 < p < +oo. Notons que
I’espace L., est ’ensemble des fonctions essentiellement bornées.
On dit qu’une fonction f appartient a L,(R) localement-uniformément s’il existe une

constante M > 0 telle que
Jlrerar<m, (1
J

pour tout intervalle J, de longueur 1.
¢4 est I’espace des suites {x, },cn (réelles ou complexes) telles que Y,,~¢ [x,|? < +-oo.
Soient 0 < p < et 0 < g < oo. Si {f;} est une suite de fonctions mesurables boréliennes et a

valeurs complexes sur R”, alors

foo 1/p
1felz, e,y = [l felle, |l = (/R (Y Ifk(x)|‘1)”/‘1dx) |
=0

teo 1/q
Ifelleyie,) = Nfille, g, = (;)(/R |fk(X)|de)q/p> :



CHAPITRE 1. RAPPELS ET PRELIMINAIRES

La transformée de Fourier d’une fonction intégrable est donnée par
F(AE) =FE) = [ e frax
L’ opérateur .% est bien défini sur ./ (R") par la formule habituelle
(Zf,0):=(f,7¢) VfeS'R")Vpec.
La transformée de Fourier inverse est définie par

TN ) = 2m) " F () ().

Soient f et g deux fonctions de R” dans C telle que la fonction y — f(x —y)g(y) soit intégrable.
Le produit de convolution de f et de g est défini par

(F9)@ = [ fa=y)s0)d.

Ci-apres, quelques inégalités essentielles qu’on utilisera le long de cette these.

1. Inégalité de Minkowski [21]]
Soit p > 1, pour tout f et g de L,(R"), ona

1f + 8l @y < fllz, @y + 18I, @ey - (1.2)

La formule ci-dessus est aussi valable pour 0 < p < 1 dans le sens suivant :

1
——1 e . .
||f+gHL,)(R") <2p (Hf”Lp(Rn) + ||g||LP(Rn)); (inégalité triangulaire faible).

En général, nous utiliserons 1’'inégalité de Minkowski comme suit [43] : si 0 < p < g < oo,

on a
-z, L, < -l e,

Lemme 1.1.1. Soit 0 < g < 1. Soit {a;} jea acz une suite a valeurs réelles ou complexes,

alors

(Z !@i))q <) lail". (1.3)

JEA JEA
La formule peut s’étendre a A C 7.
2. Inégalité de Holder [21]]

Soient p,q € [1,+0o0], deux exposants conjugués <i.e 1% + Cl] = l). Alors, pour toute fonc-

2



CHAPITRE 1. RAPPELS ET PRELIMINAIRES

tion mesurable f,g:R" —Rona:

178l @y S S llz, @y 118N, @y - (1.4)

. Inégalité de Young [48]]
Soient f € L,(R") et g € L1(R") , avec p,q,r € [1,+o0] et %4—1 = %4—% alors, fxg €
L' (R") et

1 8l @y S NSl @y 1181 L, @y - (1.5)

. Inégalité de Bernstien (voir [6l]) :

Soient 1 < p<g<+4e et o€ N 1Ilexiste c=c(a,p,q,n) > 0 telle que pour toute
fonction f € LP(R") avec suppf C{E€R":|E|<R}ona

Hf<a> < R (54) £z, - (1.6)

Ly(R")

. Inégalité du maximum ([43]]) :

Si f est une fonction localement Lebesgue-intégrable sur R” et a valeurs complexes sur
R", alors

1
(1)) =suprgr [ 1701y (17

est la fonction maximale de Hardy-Littlewood, ol le sup est pris sur toutes les boules de

R” centrées en x. Alors, on a

||%(f)||LP(R”) < CHfHLp(R") pour 1< p < o0

et

- (£)]

. Inégalité de Marschall ([49]]) :
Soient f € C* et @ € Z(R"). On suppose que pour A >0etR>1ona

Lp(ty) SCHfJHL,,(gq) pour 1 <p<eoet 1<g<oo,

suppf C {&:|§| AR} et suppe C {§:[&| <A}

Alors,
1
77 0 Z N < (AR TV s g ( 11) " ), (18)

avec 0 <t <1 etcnedépendpasde @, f, A, Retx.



CHAPITRE 1. RAPPELS ET PRELIMINAIRES

Distributions modulo les polynomes

On notera par Z(R") a I’ensemble de tous les polyndmes de R”, ¢’est un sous-espace de
' (R™). Par Z,,,(R") au sous-espace de ./ (R") des polyndmes de degrés au plus m. On note
aussi Zp(R") = {0}. Donnons maintenant quelques propriétés. On rappelle les semi-normes de
< (R"), pour tout k, N € Ny et toute f € .(R"), ona

Cvk(£)(@) = sup sup (1+[x)* |9 (2)|.
XER" || <N
Proposition 1.1.2. Soient m de N et f de /' (R"). Alors, f € P,,(R") si, et seulement si, f(*) =0

pour tout |ot] = m.
Remarque 1.1.1. L’orthogonal de &7,,(R") dans .%(R") sera noté .7, (R").

Remarque 1.1.2. On note par [f],, a la classe d’équivalence de f modulo &2,,. L’application qui
envoie [f],, & la restriction de f & .#,, est un isomorphisme de ./’ / Z,,,(R") sur ., (R").

Invariance par translations et par dilatations

Dans cette section, nous allons définir et examiner I’invariance par translation et par dilatation.
Avant d’aborder ces concepts, nous allons introduire 1’espace de Banach des distributions. Pour

une référence détaillée, nous nous appuierons sur les travaux de [[8] et [[15]].

Définition 1.1.1. Un espace de Banach de distributions (E.B.D.) dans .7, (R") est un sous-espace

vectoriel E de .7 (R") muni d’une norme compléte rendant continue I’injection canonique
E — .7 (R").

Si E est un espace de Banach de distributions et que 7,(E) C E (respectivement i (E) C E)
pour tout a € R” (respectivement, pour tout A > 0), on dit que E est invariant par translations
(respectivement dilatations).

Définition 1.1.2. On dit qu’un E.B.D. (E, ||-||) est isométriquement invariant par translation, s’il
est invariant par translations et || 7, f|| = || f|| pour tout f € E et tout a € R". On dit que E est
homogene de degré /, s’il est invariant par dilatations et ||y f]| = A~ || f|| pour tout A > 0 et
tout f € E.

Définition 1.1.3. Soit f € ., (R"), on dit que f est bornée par translations si, la fonction
x+— (T.f,g) est bornée sur R” pour tout g € .7,(R").

Il y a une classe de distributions tempérées qui a un role important dans notre travail, en
particulier dans la réalisation des espaces homogenes. Cette classe est les distributions tempérées

qui tendent faiblement vers O a I’infini.



CHAPITRE 1. RAPPELS ET PRELIMINAIRES

Définition 1.1.4. Une distribution tempérée f € .’ (R") tends vers O faiblement 2 1’infini si
limy_,o f(A~1(-)) = 0 dans .. Cet ensemble sera noté C.

Lemme 1.1.3. Si f est un polynéme de Cy, alors f =0, ¢’est-c-dire CoN Poy = {0}.

Preuve. Voir 9] [
Lemme 1.1.4. Toute fonction f, tel que suppf est compact dans R" \ {0} appartient a Co.
Preuve. Pour la preuve, on peut voir [9]] ou [[14]. O
Remarque 1.1.3. Dans I’annexe on trouvera cinq exemples de fonctions dans Co.

Le lemme suivant représente une estimation d’une fonction dans .’ et .%},, pour sa preuve on

peut se référer a [34]].

Lemme 1.1.5. i. Soit k,m € Ny. Alors il existe une constante C > 0 telle que

|0 % £(x)] < C27" Gk (F) G (@) (1 + |x]) ¥,

Pour toute f € .7, toute ¢ € Sy, (avec Qj = 2"h,_ @), tout j € Ny et tout x € R™,

il. Soit k,m € Ny. Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que

Wi £ ()| < C2" " Ey k() S (W) (1427 [x]) 75,

Pour toute f € Sy, toute Yy € . (avec Wj =2"h, ;y), tout j € Z\ N et tout x € R".
On va définir dans ce qui suit, des espaces fonctionnels qui nous seront utiles par la suite.

Définition 1.1.5. e C est I’espace de Banach des fonctions a valeurs complexes et unifor-

mément continues et bornées sur R”, muni de la norme sup.

e ()" est 'espace de Banach des fonctions a valeurs complexes, continues et bornées sur
R”", avec ces dérivées jusqu’a I’ordre m.

e C,, est I’espaces de Banach des fonctions a valeurs complexes, uniformément continues
et bornées sur R".

e L’espace de Holder €™ est défini par :

Si s est réel, on pose s = [s] + {s} avec [s] entier et 0 < {s} < 1. Alors,

DOC _DOC
el ¥ supl2 @ f(y)\}.

¢ = {f € %M : ||f {5}
|| =[s] XY x —y|



CHAPITRE 1. RAPPELS ET PRELIMINAIRES

1.1.2 Décomposition de Littlewood-Paley

La décomposition de Littlewood-Paley est primordiale dans les définitions des espaces
fonctionnels. Cette théorie, avait pour objectifs d’étendre certains résultats sur les fonctions de L,
aux fonctions de L, (0 < p < +o0). Elle va aussi nous permettre de définir les espaces de Besov
et les espaces de Triebel-Lizorkin.

On se donne une fois pour toute, une fonction C™ radiale positive p définie par

pE)=1 i [g<1
0<pE) <1 si 1<[E]<3/2
pE)=0  si [&]>3/2,

Puis, on définit y(§) := p(&) — p(2&) pour tout & € R”. Alors, ¥ a pour support la couronne
1/2 < |&| < 3/2. Par suite, nous avons les sommes suivantes :

Y v276) =1, V& eR"\{0}, (1.9)
JEZ
P2+ Y. v(27E) =1, VEER"VkeLZ. (1.10)
j>k

On introduit maintenant les opérateurs de convolutions () jcz et (Q;) jez définis par :

Sif(E)=p2TIEFE), O;f(E):=1(27E)f(&). (1.11)

Remarque 1.1.4. Les opérateurs S; et Q; sont définis sur .. L’opérateur Q; est également
défini sur ./, du fait que Q;f = 0 si, et seulement si f est un polyndme dans R". En effet, si
f € P (disons f(x) := Y ,cqx®), on a f(é) =Y C&S(a), ol 0 est la distribution de Dirac,

comme

Y(€)6 =7(0)6 =0
il vient que éj\f =0, c’est-a-dire Q;f = 0. De cette observation, nous allons utiliser la convention
suivante

Sife.7, onpose Q;f:=Qjg pourtoutg €.¥" telle que [g]e = f. (1.12)

Remarque 1.1.5. Les familles d’opérateurs {S;} jcz et {Q;} jez constitues des opérateurs unifor-
mément bornés dans 1’espace normé .Z’(L,(R")) pour tout 1 < p < oo, et cela est par 1’inégalité
de Young dans L,(R").

Le lemme suivant est une conséquence de la formule de Taylor.
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Lemme 1.1.6. (i) Soit N € N. Si f € /(R"), alors ||Q;f]| , = O(27/") quand j — +eo.
(ii) Soit N € N. Si f € Sw(R"), alors ||Q;f|, = OQ2N) et ||S;f|| , = O(2) quand j — —o.

Preuve. Voir [34]. ]

Le lemme [I.T.6|nous donne une conséquence directe, qui est la convergence de la décomposi-

tion de Littlewood-Paley d’une distribution tempérée, c’est la proposition suivante :

Proposition 1.1.7. (i) Pour tout f € /. (respectivement f € .7.,), ona f =Y ;7 Q,f dans .7
(respectivement ./.).

(ii) Pour tout f € .7 (respectivement f € ./'), ona f =Sif+Y, i~k Qjf dans 7 (respectivement
).

Preuve. Voir [45, Lemme 2.1]. O

Nous avons besoin de définir les cubes dyadiques disjoints de R” que nous utiliserons pour la

définition des espaces de type de Besov et les espaces de type de Triebel-Lizorkin.

Définition 1.1.6. Soit k € Z et soit v = (V{,V2,---,V,) € Z". Un cube dyadique P, , de R" est

I’ensemble défini par
Py = {x: (1,20, ,Xp) ER”:vj§2kx< vi+l, j=1,-- ,n}.

Si Py est un cube dyadique de R" et ¢ une constante positive, alors cFy , est un cube de R”"
qui a le méme centre que Fy y et de longueur de coté c27%. On désigne par Xp,, ala fonction

caractéristique de Fy y.

Définition 1.1.7. Soient 0 < p < oo et T € R. L'espace Lj,(R") est I’ensemble de fonctions

mesurables f tel que

1/p
ooy =sopsup 2 ([ Ircara)
Prv

k<0 vezr
Remarque 1.1.6. Soient 0 < p < +-co.
(i) Ly (R") — 7' (R").
(i) Si 7 <0, alors L} = {0}.
(iii) Si T=0, alors L) = L,.

Pour plus de détails on se réfere a [49, Proposition 2.7].

Preuve. Pour la preuve voir 1’annexe. 0
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1.2 Espaces de type de Besov et espaces de type de Triebel-

Lizorkin

On commence par les définitions des espaces de Besov et de Triebel-Lizorkin classiques puis

on donnera les définitions des espaces de type de Besov et les espaces de type de Triebel-Lizorkin.

Définition 1.2.1. 1. Soients € R et 0 < p,q < oo. L’espace de Besov non-homogene Bj, , est
I’ensemble des f € .’ tel que

=0

1/q
”fHB;w: (Z (ZSJ'HijHLp>q> < oo, avec Sy = Qp. (1.13)

2. Soients € R, 0 < p <eoet0 < g < eo. L'espace de Triebel-Lizorkin non-homogene F; ,
est I’ensemble des f € . tel que

1/q

Iy, =11 X 27]e;f|* <o, avec Sy = Q. (1.14)

Pq jZO
p

3. Soients € Ret 0 < p,q < oo. L’espace de Besov homogene B;,q est ’ensemble des f € .7,

tel que
‘ 1/q
1A Nsy, = (Z (2”HQ,-fHL ) ) < oo, (1.15)
) 4 P
JEZ
4. Soient s € R, 0 < p <o et < g < oo. L'espace de Triebel-Lizorkin homogene sz,q est
I’ensemble des f € .7, tel que

1/q
R sia|o. f|4 oo
1Ay, = <22 0, f] ) < oo, (1.16)
JEZ
p
Avec la modification usuelle quand p = o0 ou g = o dans le cas de ’espace de Besov, et

q = o= dans le cas de I’espace de Triebel-Lizorkin.

Définition 1.2.2. 1. Soients, 7€ Ret0 < p,q <. Lespace de type de Besov non-homogene
Bf;f] est ’ensemble des f € .’ tel que

1/q
_ kn sj ) q o _
||f||B;;_;—zlelgvs£nz T(Z (2]||Q]fHLp(Pk‘v)) ) <oo, avecSo=Qp. (1.17)

J>ky
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2. Soient 5,7 € R, 0 < p <o et 0 < g < oo L'espace de type de Triebel-Lizorkin non-
homogene Flfj; est ’ensemble des f € .’ tel que

1/q
1175 = sup sup 24t ( ), 2 \ij\q) <eoo, avecSo=Qo. (1.18)

ez vern >k
J=Z
- Lp(Pk,v)

3. Soients, 7€ Ret0 < p,qg < oo. L’espace de type de Besov homogene B;;L est ’ensemble
des f € .7, tel que

1/q
/11535, = sup sup i (Z (2” HijHLP(Pk’v))q> < . (1.19)

czn >k

4. Soients,T€ R, 0 < p<ooet(<g< oo L’espace de type de Triebel-Lizorkin homogene
Fp4 est ensemble des f € .72, tel que

1/q
£l e = sup sup 2k (Z 2%/ \ij}q) < oo, (1.20)

eLveL i>k
JZ
Lp(Pk,v)

Avec la modification usuelle pour p = o0 ou g = oo dans le cas de I’espace de Besov, et ¢ = oo

dans le cas de I’espace de Triebel-Lizorkin.

Remarque 1.2.1. Dans les définitions précédentes, les espaces de Besov et les espaces de Triebel-
Lizorkin sont indépendants du choix de la fonction p, pour cela on peut voir [43]]. Méme chose
pour les espaces de type de Besov et les espaces de type de Triebel-Lizorkin ou dans [460] le

Corollaire 3.1 on a prouvé qu’ils sont indépendants du choix de p.

Lemme 1.2.1. Les espaces A;Z(R”) sont quasi-Banach, c’est a dire des espaces vectoriels

quasi-normés complets, on a

d d d
Hf"f‘gHA;‘;f](]Rn) < HfHA;,Z(R") + HgHASp’fZ(R”)

avec d =min(1, p,q) et pour tout f et g de Ay ,(R").
Preuve. Voir [49, Lemme 2.1]. O]

Remarque 1.2.2. On utilisera la notation A3 (R") pour B} 5 (IR") ainsi que pour F,’;(R"), dans

le cas ol il n’est pas nécessaire de faire la distinction entre les espaces B et les espaces F.

Proposition 1.2.2. Nous avons les inclusions suivantes

s AS A"T<—>5ﬂ’ et S AS

T /
A AL = S (1.21)
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1.3

La preuve de la proposition ci-dessus peut étre trouvé dans [43] et [49].

Lemme 1.2.3. On pose d := min(1, p). Alors, il existe ¢ > 0 telle que

10z < emax(1,270-1 D) 7] e

soit vraie pour tout | € Af,’f] et tout j € 7.

Preuve. Voir 1’annexe.

S7O — AS
I. Ap7q —Ap’q.

2.

3. Pourt>1/pet0<g<ooout=1/petg=o,ona

$,T __ ps+nt—(n/p) $,T _ ps+nt—(n/p)
By g=Beo et Fyg=Bee .

4. L’espace A”;,’fl est monotone par rapport a s. Pour tout 0 < q1,q2 < o ona

Quelques propriétés

Nous avons les propriétés suivantes :

$,T s+nt—(n/p)
Ay g = Beos .

AS+8,T N Asﬂ'

P.q1 pPq2°

5. Sie>0et0<qr,q2 < oo, alors

6. Pour0<t<1/pona

7. Pour g1 < gy ona

8. Pour0 < p<+oona

£
-S—O—S,T—%

AS,T
Ap.g = AL g

s s, T
Ay — AM.

1,»;,,7‘]

s,T s,T
Avar = Apgy

5, T F5T

p.min{p,q} p.min{p,q}

10

s5,T

Bp,max{p,q}'

Proposition 1.3.1. Soient 0 < p,q < et 7,5 € R (0 < p < oo pour le cas de Triebel-Lizorkin).

(1.22)

(1.23)

(1.24)

(1.25)

(1.26)

(1.27)

(1.28)
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0,7 0,7 0,
B, = F, — L, = Byt (1.29)
Preuve. Voir [51] ou [49]]. ]

Proposition 1.3.2. Soient T > 0, r,q €]0, 40| et —o0 < 51 < 57 < +o0.

(i) Si0 < p) < py < +ootels que 51— pll :SZ_;%» alors

F3iT ey P33T, (1.30)

(ii) Si0 < p1 < py < +ootels que 51 — pll =85y — plz, alors

T T
By B (131
Preuve. Pour la preuve voir [49, Corollaire 2.2]. O

. .. . . T
On donne maintenant dans la proposition suivante, une relation entre les espaces Ay et

I’espace L.
Proposition 1.3.3. Si s > (§ —n)4., alors AYY = L.
Preuve. En combinant (I.24)) avec [49] proposition 2.7] on aboutit au résultat. O

Proposition 1.3.4. Soient s € R, T > 0 et 0 < p,q < oo, Alors, les conditions suivantes sont

équivalentes.
(a) Byy = Cup.
(b) Byy— C.
(¢) By — Leo.

Preuve. On peut voir la preuve dans [50, Corollaire 5.5]. U

1.4 Quasi-normes équiavlentes

Proposition 1.4.1. Soient s € R et 1 < p,q < oo (p < oo dans le cas des espaces F, ;). Alors,

I’opérateur de dérivation dj (j = 1,--- ,n) envoie A3, , dans A‘;;ql, etona
|9, f Al < ch||B;w pourtout f €B), , etj=1,--- n.

Remarque 1.4.1. La proposition précédente (on trouvera sa preuve dans [43]]), reste vraie pour
les espaces Af,’fq(R”), ou on peut voir dans [52, Théoreme 1.5, 1.6] notamment la proposition

suivante .

11
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Proposition 1.4.2. Soient s € R, 7> 0, p,q €]0,+0| (p > oo dans le cas de ’espace de Triebel-
Lizorkin) et m € N. Alors,

o
Y 0%l e

|oe|=m
. ~ . AS,T
est une quasi-norme équivalente dans Ay 4.

Proposition 1.4.3. Soient s € R, 7> 0, p,q €]0,+0| (p > oo dans le cas de ’espace de Triebel-
Lizorkin) et m € N. Alors,

Z HDafHA;;]mvfa

|a|<m

LM Pry
J:

J

s—m,T
Apg

. ~ . s, T
sont des quasi-normes équivalentes dans Ay 4.

La proposition suivante nous montre I’origine de 1’appellation "homogene" des espaces

homogenes. Sa preuve est dans L’ annexe.

Proposition 1.4.4. Les espaces homogénes sont appelés ainsi, du fait que : Pour toute f € Bf,’fq

et tout A > 0, il existe deux constantes positives c| et ¢, telles que
el fllass < ATy fll e < e £l - (1.32)
Si A =2K(k € Z), on aura
k(s+nt—
1 f1Ligs, = 2P g f] e

Proposition 1.4.5. i. Si T =0, alors Byy =B}, , et Fylg = ..
ii. SiT <0, alors on a B;;,Tq = P, et Flf:; - P
iii. || f]] B = 0 si, et seulement si, f est un polynoéme.

iv. Pour toute f € By, (respectivement f € Fy'y), ona o,f € B;,fql’f (respectivement o) f € Fg;l’f )
(I=1,---,n) et

190f g < I lass, et NALfl prore < I fll gy
v. Nous avons les injections continues suivantes :
58,T Ss+nT—n/p 8, T 5s+nt—n/p
BM — Bw#x, et Fp,q — Bw,w .

12
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Preuve. Voir |’annexe. O]

13



Chapitre 2
Estimations de type de Nikol’skij

Dans ce chapitre, on va donner des estimations de type de Nikol’skij qui sont d’une grande
importance dans cette these dans les chapitres qui suivent. D’abord on les donnent dans les
espaces classiques, puis notre contribution et de donner et démontrer ces inégalités dans les
espaces de type de Besov et de type de Triebel-Lizorkin homogenes. Pour les résultats dans les
espaces B‘;j g Ct Fli 4 on peut se référer par exemple a [15], [34], [40]. Les inégalités de type de
Nikolskij ont été explorées a travers divers travaux de recherche, parmi lesquels nous pouvons
citer quelques exemples, pour les espaces usuels non-homogenes de Besov et de Triebel-Lizorkin,
nous avons Triebel [43], Yamazaki [47], Marschall [30] et Runst et Al [40]. Pour les espaces
usuels homogenes Bourdaud et Al[[19] et Moussai [33]. Concernant les espaces non-homogenes
de Type Triebel-Lizorkin on a Yuan et Al [49]].

2.1 Inégalités de type de Nikol’skij dans B, et F;

On donne dans cette section, les résultats concernant les inégalités de type de Nikols’kij dans
B), et F, .. Le nombre v € N associ€ a ces espaces est défini par :
o V.= ([s—n/p]—l—l)Jr sis—n/pgNouv=s—n/pavecqg>1danslecasBetp>1
dans le cas F.

e v=s—n/peNavecq=1danslecas Bet p=1danslecas F.

Proposition 2.1.1. Soient 0 < p < oo, 0 < g < oo et a,b des réels tel que 0 < a < b. Soit (u;) ez,
une suite dans S'(R") telle que
e i1} est portée par la couronne a2l < |E| < b2/,
, 1/q
° Ap:= (Zjez(z” H“J'Hp)q> :
Alors la série Y jcy,u; converge dans S\, (R") et on a

14
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) uj

JEL

< cAg, (2.1)
B;,q (Rn)

ou c dépend de n,s, p,q,a et b. La méme conclusion est vérifiée pour a =0 pour s > 0 et dans le

cas s < 0, la méme conclusion est vérifiée pour b = —+oo.

Proposition 2.1.2. Soient 0 < p < 400, 0 < g < +oo et a,b des réels tel que 0 < a < b. Soit
(uj) jez, une suite dans S'(R") telle que

e il est portée par la couronne a2/ < |&| < b2/,

o ap o= |(Ljea @ s

P
Alors la série Y jcy,u; converge dans S\, (R") et on a

DU

JEZ.

< cAp, (2.2)
F;q(R")

ou c dépend de n,s, p,q,a et b. La méme conclusion est vérifiée pour a = 0 pour s > 0, et dans le

cas s < 0 la méme conclusion est vérifiée pour b = +oo.

Dans [34], I’auteur a démontré les inégalités de type de Nikol’skij dans .. Ces résultats sont

les suivants.

Proposition 2.1.3. Soient 0 < p < et < g <oo( p < +oodans les cas des espaces F). Soit s

un nombre réel tel que
(s<n/p) ou (s=n/p et 0<q<1 danslescasB (0 < p <1 dans le cas des espaces F)).

Soient a et b deux nombres réels tel que 0 < a < b. Soit (u;) jcz, une suite de .’ telle que
e Ui est portée par la couronne a2/ < |&| < b2/,
[ ]

1/q
Ap = (Z (2% Huij)q) < +oo, (dans le cas des espaces B),
JEZ

1/4
Afp = (Z (2% ‘uj|)q> (dans le cas des espaces F),
JEZ
p

i. Alors, la série Y jczuj converge dans . !, et vérifie

) uj

JEZ

S CABa
B4

15
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D uj

JEL

< cAF,
Fiq

ou c dépend de n,s,p,q,a et b.

ii. Side plus s> max(% —n,0) (respectivement, s > max(m —n,0) dans le cas des espaces

F), la méme conclusion pour a = 0.

Proposition 2.1.4. Soient p,q €0, 40| ( p < +o0 dans les cas des espaces F). Soit s un nombre
réel tel que

(s—n/peRT\Ny) ou (s—n/peN et 0<q<1 dansle cas B (0< p<1 dans le cas des espacesF)).

Soit m € N tel que

n n
s——<m<s——+1.
p p

Soient a et b deux nombres réels tel que 0 < a < b. Soit (u;) jcz, une suite de . telle que
e Ui est portée par la boule |§| < b2/ pour les espaces B et I'anneau a2’ < || < b2/ pour

les espaces F.

JEL

1/q
Ap = (Z (ZSj Huj”p)q) < +oo, (dans le cas des espaces B),

1/q

Afp = (Z (287 ‘u,-!)q) < oo (dans le cas des espaces F).

=/
p

On pose

vi(x) i=ui(x) — Y, uﬁ-“)<o>x— (Vj € Z,Vx € R").

|
| <m—1 @

. P / P
i. Alors, les séries Y jczv; convergent dans /", et vérifient

Y v

< cAp
B4
Z Vj < CAF7
Fryq

ou ¢ dépend de n,s,p,q,b (et a dans le cas des espaces F).

il. Dans le cas des espaces de Triebel-Lizorkin, Si de plus s > (m — n) , on a la méme

conclusion pour a = 0.

16
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Remarque 2.1.1.

2.2 Lemmes préparatoires

Lemme 2.2.1. (i) Soient j etk de 7. Si |j—k| > 2 alors Q;Qy = 0.

(i) Soient a,b € R tel que 0 <a <bet 0 € P(R") telle que supp6 C {§ € R":a <|&| < b}.
Alors, il existe deux entiers my et my tel que 8(271E)0(27%E) =0simy <k—j<my.

Preuve. (i) On sait que le support de Q; est {& € R : 2/~1 < || < 3.2/7!}. Alors, pour
|j—k|>2o0na

{EeR: 2V <|E| <3277 n{EeRrm: 21 <€ <3261y =0,

donc Q0 = 0.
(ii) On a
{EeR": a2 <|E|<b-2}N{E R a2X < |E| < -b2K} =0,

Nous avons d’un coté b2/ < a2 implique g < 2kJ ¢’est-a-dire log, (b/a) < k — j,
D’un autre coté, on a a2’/ > b2k ce qui donne % > 2k=J donc logzg—; >k—].

De cette fagon on trouve les entiers m; = [log, 4] — 1 et m; = [log, 2] + 1.

Le lemme suivant est une inégalité de type de Hardy.

Lemme 2.2.2. Soient 0 < g < oo, a > 1 et (x;) une suite de £,(Z) de termes positifs. Alors

a\ /4 1/q
(Z ( Z ag(j_k)xj) > <c (Z x?) (e =7F1), (2.3)
keZ \e(j—k)<0 JEZ

c dépend de q et a.

Nous aurons besoin de I’inégalité suivante, dite de Fefferman-Stein, par rapport a la fonction

maximale de Hardy-Littlewood. Sa preuve est dans [33), Proposition 2.3].

Proposition 2.2.3. Soient 1 < p<oet0<1<1/p.

i. Si 1 < g < oo, alors il existe une constante positive c, telle que pour toute suite (f;) jez, de

17
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Llo¢(R"), on ait

1/q 1/q
sup sup 2"% (Z (A (fj))") < csup sup 2" (Z \fj\q>

keZ verzr JEZ keZ veZ JEZ
Lp(Pk,v) Lp(Pk,v)

2.4)

ii. Si0< g < oo, alors il existe une constante positive c, telle que pour toute suite (f;)jcz de

Lio¢(R™), on ait

1/q 1/q
w2 (L Le0lLn, ) <oz (L illn,) - 9

keZver" JEZ keZvern F=/

2.3 Inégalités de type de Nikol’skij 1

Tout d’abord on va définir I’entier , et on justifiera sa valeur au cours des démonstrations.
Pour toutn € N et s, p,q,7 de R on associe I’entier u € Ny défini par :

Dans le cas de I’espace de type de Besov

|} [s+nt—n/p|+1 si s+nt—n/pg€Ny ou g>1, 2.6)
s+nt—n/p si s+nt—n/peNy et 0<g<l. '
Dans le cas de I’espace de type de Triebel-Lizorkin
|} [s+nt—n/p|+1 si s+nt—n/pgNy ou p>1, 27
s+nt—n/p si s+nt—n/peNy et 0<p<I. '

23.1 LecasB),

Dans [4] nous avons démontré le résultat suivant qui concerne la convergence des séries
Yjezu;j dans 7).

Théoreme 2.3.1. Soient s, T € R et p,q €]0,+o0]. Soient a,b deux nombres réels tel que 0 < a < b.
Soit (u;j) jez, une suite de 7" telle que
e i est portée par la couronne a2’/ < |&| < b2/,

. knt j a\1/q
® A :=sup;cy sup,czn 2" (ijk (2S]||Mj||Lp(Pk’v)) ) < oo,
Alors la série ). jcz,u;j converge dans Y[l vers une limite u qui appartient a YA et vérifie

Il ll sz < A, (2.8)

18
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la constante c dépend que de n,s,T,p,q,a et b.

232 LecasFyy

Le théoreme suivant est 1’un des résultats de ce manuscrit.

Théoreme 2.3.2. Soient s,7 € R, p €]0,4| et g €]0,+|. Soient a,b deux réels tels que
0 < a < b. Soit (uj) jez, une suite de 7" telle que

e il est portée par la couronne a2/ < |&| < b2/,

® A :=SupyczSUp,czn 2knt H (ZjZkZSjﬂuj\q)l/q oo,
Ly(Pev)

Alors la série ). jczuj converge dans 5”/1 vers une limite u qui appartient a YL’L et vérifie

]l gz < A, (2.9)

la constante c dépend de n,s,T,p,q,a et b.

2.3.3 Preuve du Théoreme 2.3.2

Pour simplifier la démonstration, on va la diviser en quelques étapes. On utilisera les méthodes
de [19]] et [33].

Convergence dans .7

Etapel:s+nt—n/p ¢ Nypoup > 1.

Dans ce cas 4t = ([s+nT—n/p]+1), c’estadire que 4 > s+nt—n/p. Soit f € .7,.
On introduit une fonction positive et radiale y € Z(R") \ {0} telle que (&) =1sia <
|E| < b, et on définit Oy := J(27*D); c’est a dire 5;;" — 7(27%(-))f pour tout k € Z. On a
Quity = uy..

Par conséquent on a

Y e A< Y Y Nl e,

keZ keZverzr

o (2.10)

I(Pk,v)

On va estimer le terme [jux[|;_(p, - Sion fixe un réel r par r = max(p, q), et par I'inégalité

de Minkowski
1/r 1/r
(Z20alr) < |(52"1er) |

>k j=k
p
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d’apres I'injection £, C ¢, il vient

1/r
P2l <o knTy, 2.11
s (L2 ll,) = e

Mais d’apres (2.11)) on obtient

1/r
luellpm,y S 27 (Z 2" HWIIZ,,@,V))

j=k
< 27KstnOa (Vkez, Vv eZh). (2.12)

Etape 1.1. p > 1. Par I’inégalité de Holder et I’'inégalité (2.12) on aura

w0 = Q)| $2% ¥ [ @423 )y

nezr? Pn

5 2"” Z HukHL,,(Pk,n) (/p

nez" kn

S 2k(nfs7m')A Z (/

nezr \’Fin

l/p
(2424 x—y])” "“de)

1/p
2+ 28—y~ ”dey) (2.13)

Pourx € P yety€ P pona

1+|v—n| <vn2+28x—y)),

donc

1/p'
) (/ (2+2 =) "“de) <2kl Y (v =)D S ekl
nezr \’Pen nezr

En remplacant cette derniere majoration dans @) et en majorant sur les Py, on
aura
luellpp,, S2HCHEPA - (VheZ, WY e L), (2.14)

Etape 1.2.0<p <1 .Ona
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w0 = Q)| 52 ¥ [ @423 )y
neZn Pk_n
1— _
S 2 sup [l f, Y / (2425 le—y) "D fug (v) P dy2.15)
Bezr " nezn Pin

pourx € Py ety € Peponal—+|v—n|</n(2+2%x—yl), et par (2.13)on a aussi
le coté droit de (2.15) (avec x € P y) est borné par

_ 1- —n—
22 TAP sup el g Y (L v —n)
oz Y/

Par I’invariance par translation suivant la sommation sur 1), on obtient

s 1—
il ) S 2P AP sup el ) (ke ZWvEZ):
wezZ" ’

le Sup est pris sur tout v € Z" dans le coté droit, I’estimation (2.14) reste vraie pour
O<p<l.

Revenons a (2.10). Par le Lemme|[1.1.5|on a, puisque f € .%, on a pour un certain
entier Ny :

lo.s

S2 9 yan(n) [ By (>0, 26
lq(fkv)

%,v

Tant que f € .7}, et en faisant le changement de variable x = 2ky dans 2% [, Pey (1+

ly|)~"~'dy, on aura

Hékf‘

Hk —n—1
iy 52 G () [ (R k<0 @

En utilisant (2.14), (2.16) et 2.17) dans (2.10), c’est a dire

¥l < e(na ([ (11" ar) F 205 mkmingt 2%,

keZ keZ

En choisissant N tel que N +s+nt—n/p > 0 et en utilisant le fait que 4 —s—nt+

n/p > 0, on obtient la conclusion voulue.
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EtapeZ./.L :=s+nt—n/p €Npet0 < p <1. Nous avons

Y e HI< Y, Y el (Pev)

ke k>0vezZ?

+ Y Kug, )] (2.18)

k<0

‘Qka

Ly ka

Pour la partie ) ;- (- -- on procede comme dans I’étape 1.1, on obtient

z(z s,

k>0 \vezZ"

e, ) <A Y 2 kst K,

k>0

Pour la partie } <o+, on introduit 0 < d < p < 1, d sera choisi plu tard. La fonction
i * Qi f est a support dans la boule |€] < (b+3/2)2, donc par I’inégalité de Bernstien on

a

Tl 5 L ([ fuindure'w)”

=) k<0
1/d
< Y amt/en Z/ w0 ) @1
k<0 vezr
En utilisant I’inégalité de Minkowski, le dernier terme de (2.19) est majoré par
e\
c| ¥ Z(zkn(l—‘” / g ()| ‘ékf(x)‘ dx) . (2.20)
vezr (k<0 Py

A nouveau, par I’inégalité de Holder avec comme exposants p Jdetw:= p%d, on obtient

~ da N\
(f, oG] 'ar) " < il

En appliquant le Lemme [[.1.5] en tenant compte du fait que k < 0 et donc pour N assez

‘ékf

(2.21)

pw (P kv

grand on a

1/ (dw)
0], S 20t (142

pw ka)

AN

1/(dw)
2B ([ aeb ) e
PO,v
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En remplagant (2.22)) et (2.21)) dans (2.20), il vient

1/w

d
L e IS Gun(hy L (Zz"(”"”||uk||L,,w<Pk,v>) (/ <1+|y|>—Ndey)

k<0 vezZr \k<0
(2.23)

Dans un autre cdté, comme #; est portée par la couronne a2’/ < |§| < b2/, cette couronne a

la propriété suivante :

{EeR" a2l <|E| <b2I}N{E eR":a2" < |E| < b2°} =0 pour |j— ] > log,(b/a).
(2.24)
Donc Y jez (&) est localement finie pour tout & € R"\ {0}, et elle contient au plus
2m + 1 termes non-nuls qui correspond 2 la couronne compacte 28— < |E] < 2K+ on

{=—m,--- ,m(m=[logy(b/a)] + 1). En conséquence,

Y N Hl= Y, K f)l,

k<0 k<0,keA

ou A est un ensemble formé par des éléments consécutifs et k € A avec A ayant 2m + 1

éléments.

Soit par exemple
A={L,J+1,--- J+2m},

ou J < 0. Maintenant on a
k Z J — ijv C PJ’E(ijkv) UPJ,E(ZjikV)‘F(JJ()’

ou ay = (1,1,---,1) € Z". Alors

(1/p)—1
luellz,p, ) <2 (HukHLp(Pj,E(zj_kv)) + ||Mk||LP(PJ’E(2,_kV)+%)> ; (2.25)
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sa nous donne

Z 2(s+nr)k||uk||Lp(Pk,v) - Z 2<S+nr)k‘|ukl|Lﬁ(Pk-,V)

k<0 k<0,keA
2 1 J T k
S max(2 mnT, 1)2( /p)=1 2 " kzj 25 |uk||L EQ)—ky + ||Mk||L EQ)- kv)+w0))

§2max(22m”, 1)2 2(1/p)~1 Z <2JnTZSk sup ||”k||L P,,,)
k J ne ﬂ

Ji0 1/r
2mnt 1/p —1 & ntj slr
<max (27" 1)2 Z 2" sup 22 || ||L,, Pin)

=J nez" \i>j

5 | 1J—i—2m ) ) ; 1/r
< max (22", 1)20/p)= Z sup2"® sup 2/"* Z2s rH”le,,(Pm)
k=J JEL  mezrr I>] ’

1/r
< sup sup Z”TJ(ZZWHM ||L )
JELNEL" 1>j

ou r = max(p, q), alors par Iinégalité de Minkowski et le fait que ¢, < ¢,, on obtient

1/r
Y 2 gl p ) S sup sup (2777 (Z 250 W’)

k<0 ’ SIS 1>
. = Lp(Piy)
1/q
Ssup sup |[2777 Y7 2514 |y <A VWveZ (2.26)
JEZNEL 1>
Lp(Pk,v)
En remplacant (2.26)) dans
Y el p) 1O e
k<0
" (n 1/p'
< ngﬂ(f)(Zz(H T)kHukHLp(Pk,v)) (/P (1+|x|)~ (n+1)p dx) 7 (2.27)
k<0 'A%

et en tenant compte que x € Py, implique 1+ |v| < y/n(2+ |x|), on aura, du c6té droit de

@27,

(1 )~ d) v

Y o )l <eAlunan() ¥ ([

k<0 vezn ~/ Py
< cACy ni1(f) Z (1+]v)™! SACun1(f)-
vezn
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Par la I’inégalité (2.11)) nous donne le résultat voulu.

Pour f € .7, et en utilisant I’inégalité de Holder on aura

Y lw )l < [ U0 E T (s

keZ keZ veZ

1/q
c /P |f<x>|(2 Zluk(x>lq) dx. (2.28)

keZvel

IN

En utilisant I’inégalité de Minkowski on obtient

l/q
cr [l fllze (Z ) H“k“zw(&,v)>

Y e, £)] <
keZ keZveZ
1/q
< o ||f||Lf (Z Z 2Ja(n/p—nt) ||”k||z,,(1>kv)> , (2.29)
keZ vel ’

encore, une autre fois la formule(Z.11)) nous permet de conclure.

Preuve de @)

Ona}y czu;=:udans .7, est bien définie, et on va estimer | (2] |

. , Frg(R")"
Tant que i est portée par a2/ < |&| < b2/, il existe deux entiers m; et my, dépendants de a et b,
tels que Qi (u;) =0si j <k+mj ou j > k+my (my = [logy(1/2a)] —1 et my = [log,(1/3a)]+1).
On introduit d > max(p,q), pour k+m; < j < k+myona

1/d
oul<( X 2w

k+m<j<k+my

1/d
0wt s( y zsdeQkuxx)Hd) ( y 2>

k+m < j<k+my k+my<l<k+my

1/d
< cz—’“( Y 2sjdHQkuj(x)Hd) : (2.30)

k+my < j<k-+my

On va maintenant diviser la preuve en deux cas: p > let p < 1.
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Etape 1. Le cas p > 1. On a par I’inégalité de Holder

0| = ¥ [ fw)| 7 v )| ay

wezr’ PLo
kn gr—1,,~k v e
< X il ([ 277 20| )
weZl Lo

(2.31)

On prend maintenant x € Py p, alors siy € P, , on aura
14+ |o—n| <2vV2n(1+2' x—y|) <2v2n(1+2¥|x—y|) avec k> 1,

donc, pour tout N € N,

(.

En choisissant N := n+ 1. La formule (2.31) devient

/

1/ ,
2k =1y (2k(x —y)) g dy) <2 (1o —n)7N, (k>1). (2.32)

|Oruj(x)| < c2lbn=tn/p" Y sl ) (L@ =vD ™", (2.33)
WEZ" ’

pour tout j € Z, pour tout (k,[) € Z* tel que k > I, tout 1) € Z" et pour tout x € P, .
D’un coté, et comme dans (2.24), pour tout & € R”\ {0}, les séries ¥4z, ék\u(é) contiennent

au plus trois termes non-nuls correspondants a la couronne
< <329 (r=—1,0,1),

en conséquence, k € A avec CardA = 3. Alors de (2.3T) on a

k+my ' q/d
Y 2! S Y ( )y Z‘W\Qkuj(x)r’) (Vx € R™). (2.34)

k>l k>TkeEA \ j=k+m

On pose A = {J,J+ 1,742} (A est constituée de termes consécutifs), et en utilisant (2.31)

k—J)

et (2.33) et en prenant [ := J, donc puisque on a 1 < plk=In < 221 on peut majorer le
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deuxieme coté de (2.34) par

Ing) J+2 k+mo . (n+1) d~ q/d
2y (Y 2L Y gl (1 = V)T S
k=J  j=k+m; WEL"
J+2 k-+my

. 1/d
Sczzjnq/PZ( Z ( Z zjds””jnlcfp(Pjvw)) (1+|o— n|) (n+1) )61

k=J ~@eZ" j=k+m

. q/d
S6,3211161/117 sup ( Z zjdsHujHip(PJ,v)) ( Z (1—|—|0) 77|) n+1)

VEZ" N j>T+my ' wezn
q/d
J id d
<2 sup (Y 2PNl p ] (2.35)
VEZ! \ j>J+m ’

Les constantes c1,c3, c3 et ¢4 sont indépendantes de x, 1) et J. D un autre coté, en utilisant

I’inégalité suivante
2"n,) <27 <M+ 242 (xE€Prn, j=1,...,n)

on obtient
[2M1]+1

PnC U Promeenn+o, (2.36)
r=0

ou ay = (1,1,---,1) € Z". On majore encore la formule (2.35) et on trouve

(1)

d
id. d dj
Z 2] S||uj||Lp(Pjﬁv) S Z zs / < Z ||uj||LP(PJ+1711,E(2m1 v)+wr)>

JjzJ+m j=>J+my r=0
(2m]+1)"

jid
YT 2l

r=0  j>Jtm

(s N
<y (r zwwjr)

r=0 jZJ—l—ml

AN

LP(PJ+m1AE(2m1 V)+wr)

Alors, la derniere inégalité est bornée par

() ' q v d_ 1 J A\d
N Z Z 2s]q‘”j| LP(PJ+m1,E(2mlv)+wr) <c(27"A)

r=0 k> j4+my
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par conséquent on a

1/q
<Zzs’“1\Qku<x>\q> S2MPITA, (Ve e Pry). @37)
k>J

Par suite, en divisant les deux cotés par 27/"% et en calculant la norme L, (Py ), on arrive
au résultat voulue.

Etrape2. Le cas p < 1. On procede comme dans 1’étape 1, on pose maintenant 0 < d < p et

1.1 1
L= p,doncona

. 1/d
0u (0] £ 27 ([ ) 2 ) oy )

. d/p s .
< pinl1/a-1) [ y (/P |uj(y)|”) (/P anu@_lﬂzk(x_y))'udy) dy] |
Iw Lo

wezl

(2.38)

On procede comme dans (2.32) en prenant x € P , et N € N, alors

1/u
(f, s e a—mke) <@t -a) . k=)
(X

ol ¢ est indépendante de k,/ et x. On insere I’inégalité dans (2.38) et on utilise I'inégalité

de Minkowski par rapport a £y /4(Z;¢1(Z")), on trouve

|Oru(x)| < Z |Qkutj(x)| ( on rappelle que k > [)
J>k+m
. 1/d
< cpnlk=1/u) Z 2]”(1/d—1)[ Z HMJHZ P ,)(1+|W—77|)_Nd}
j>ltm wezr ren

kil 1/d _o1dy 1/d
<MY | Y 2 gy (1w -n) )T @39)

wezZm " j>I14+m

pour out x € P, . Puis, par I'inclusion (2.36) appliquée a P, ., et on choisissant d

tel que s+n— 5 > 0, ce qui est Iégale car s > % —n, et le fait que

(emi+n)

. 1P
HuJHLp(Plerlm') S ’;) HMJHLP(PZerl,E

(eml+ne

/p
JEITNR) R M 1 TRUS—
r=
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ot ¢ := 2(Z"11H+D*(1/p=1) (qui vient de (T-2)), on aboutit 2

(2"]+1)"
y 2jn(1/d—1)||uj||Lp(Pl+ml,W) <ec Y 2jn(1/d—1)< y ||”f||Lp<ﬂ+m1£<2»uw>+w,>)
J>1+m J>1+my r=0 '
< c22—lnTA Z 2j(n/d—n—s) §6_32l(n/d—n—s—n’r)A7
J>14+my
ce qui donne
|Qpu(x)| S 2km!/p=n=s=nDg(Yk > 1 x € Py). (2.40)

En choisissant une autre fois / := J et en suivant le raisonnement comme dans (2.3/)) on

arrive au résultat.

Remarque 2.3.1. Les Théoremes[2.3.T]et[2.3.2)restent vrais, si on remplace dans leur conclusions,

les séries ) jczu; par n’importe quelle série du type Y jczu; — v, pour tout polyndme v € &),.

2.4 Inégalité de type de Nikol’skij 2

2.4.1 Théoreme principal

Théoreme 2.4.1. Soient s > (% —n)4. Soit b un réel positif. Soit (u;) jcz, une suite de .7 telle
que

e il est portée par la boule || < b2/,

o A:=sup;czsupyczn 2 (X5 (szHujHLp(Pkm))q)

. knt is|,, . l/q
A= supyez suppezn 27| (Lo 71 ))
Alors la série ). jcz,u; converge dans Yﬁ’l vers une limite u qui appartient a YA et vérifie

1
/q < o dans le cas-B,

) < oo dans le cas-F.

1) il e < cA (2.41)
JEZ '

la constante ¢ dépend de n,s, T, p,q et b.

Pour démontrer ce théoreme, nous avons besoin du lemme suivant, dont la preuve est disponible
dans [27, p.782,(2.11)]. Vous pouvez également consulter [49, proof of prop. 2.6] pour plus

d’informations.

Lemme 2.4.2. [] existe une constante ¢ > 0 telle que

sup [g(x)] < c2/"7 sup |igll, b,y (V) € Z,Yw e L")
XEP; nezr
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soit vraie, pour tout g € .#" avec suppg C {& : || < 2/H1}.

2.4.2 Preuve du Théoreme 2.4.1

Preuve. Etape 1 : La convergence dans ... On commence par la preuve de I’estimation

suivante :
sup |uj(2x/b)| < c2/WP=STMIA L (VjE 7, Yw e Z"). (2.42)
XEP]’7W
En appliquant le Lemme avec g(x) := u;j(%x), et en utilisant I’assertion suivante,
([2/b)+1)"
XEijn = 2X/b€ U Pj,E(Zn/h)—!—wr? w, € Z",
on obtient
((2/6]+1)" 1/p
(2( < (e )<
IO D) eyt < (CF L 111 0) € 590 il
donc, on trouve
sup |uj(2x/b)| < c2/m/P sup iz, (VjeZNYweZ"). (2.43)
XEP;
D’un autre c6té, pour tout j,/ € Z tel que j > [, on obtient
. 1/q .
il <270 x 20 (L2 ) <2
k>1 ’
dans le cas-B, et
. 1/ :
—js—Int Int k —js—Int
1l ) < 2795717 x 20 (Zz Sq|uk|‘1> Ly S2 (2.45)

k>1

dans le cas-F'. Puis dans (2.43), en insérant (2.44)) dans le cas-B ((2.43)) dans le cas-F) avec j =1,
on aboutit 2 I’estimation voulue, ¢’est-a-dire (2.42).

Maintenant, pour la convergence. Soit f € ... Par suppi}, il existe un entier , dépendant
seulement de b, tel que S;,(u;) = u;, alors (uj, f) = (uj, Sy f) pour tout j € Z. En suite, en
continuant ¥ jc, ‘(uj,fﬂ =h+houli:=Y;q...eth:=Y5....

e Estimation de‘ ;. En effectuant un changement de variable et en écrivant [p, = Y,c7n ) Pio
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on trouve

BB Y Y [l (2e/)l[Sienf (2x/5) dx.

j<OwezZn/ Piw

Par le Lemme 1.1.6} on choisit un entier N tel que ||S;4,f[l1 = O(2/Y) (j <0) et N > s+nt— 1
donc la formule (2.42) nous donne

L <cAY 2/ / |Sj4rf(2x/b)| dx

j<0 wezr Y jw
< A Y 2in/p=s=n7) / 1S;f (x)] dr < ¢34 Y 20V Hn/0=s=10) < 4.
j<0 R” j<0

e Estimation de of I,. D’abord on applique (2.44)—(2.45)) avec [ = 0 (c’est-a-dire j > 0), on
obtient
)l py,) <277A.

De I’autre c6té, on va introduire d de sorte que 0 <d < psiO< p<letd:=1sip>1,alors

I’inégalité de Bernstein et I'inégalité de Holder avec % = é — %, donnent

— 1/d
<er RN ( )8 () )

Jj=0

<oy [ Y ([ wpa)” ([ isprera)]

j>0 weznr Pow

ceny 2 (8 ([ s ) ) (2.46)

>0 wezn 7 Pow

On remarque que si x € Py, alors 1+ |w| < ¢(1+|x|) avec ¢ :=¢(n) > 0 ; et en utilisant

I'inégalité 1+ |x| < (14 y|)(1+ |x—y]|) et en choisissant d de sorte que u > 1, ce qui veut dire

P cd<p<1 et d=1sip>1, (2.47)
p+1
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Maintenant, on applique I’inégalité de Minkowski par rapport a L, (P ,,; L1 (R")) on trouve

(AMWHKMMOW§qu+Mr%/ UHWWMHHMMQW

0w

<e2 M) N [ (1 BDME @)
Rn
Nu u l/u
< ([ A=y ¥ira—ylar) ey
<21 ) [ (1 B)YIE @)y,
ou f € .Y ; etle nombre N € N est a notre portée. Alors, on a

204 [ ()M F e @ ylay < [ (1427 kYT pldz <

on rappelle que r := r(b). Donc,

(f, Isreseoras) ™ <ctre .

puisque nous avons la supposition s > (IE) —n) 4, en choisissant d tel que

s+n—g>0, (2.48)
en choisit aussi N de sorte que Nd > n+1 (i.e. ¥,pezn (14 |w|) N9 < ), donc d’apres (2.46) on
obtient

12 S ClA Z 2—j(s+n—n/d) S C2A .
Jjz0

Alors, des formules (2.47)—(2.48)) on doit trouver d tel que

11 1
d=1si p>1 et —<—<mmO+EJ+—)ﬁO<p§L
p d n p

Etape 2 : Preuve de Iestimation || Yicz uj||A;.L < cA.Onpose u:=Y ;czu;j € 7., de I'étape
précédente. Du fait que suppu;, il existe un entier m, dépendant de b, tel que Qy(u;) = 0 si

J < k+m (m est I’entier le plus proche de log, ﬁ). On sépare encore le cas p > 1de p < 1.

Sous-étape 2.1 : cas p > 1. On étudie le cas-F puisque le cas-B est similaire a [4, pp. 358—
360].
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On introduit g > max(p,q). Pour j > k+mon a

. 1/q1
Qa() <27 ( X 2" Qun())

{>k+m

alors on trouve

’QkM(X)|S< ) 2€Sq1|QkM€(x)|ql>l/ql< ) Z_js>

(>k+m j>k+m
. 1/
< cszs< Z 27591 ’Qkuj(x)’q') a (2.49)
j>k+m
pour tout x € R" et tout k € Z. En utilisant I’'inégalité de Holder avec 1% =1- %, on obtient
Qa1 < X [ )| 27 2k )y
wezn Flw
_ / 1/p'
< Xl ([ 2UF @ @) s

wezZ Iw

Maintenant, on prend x € P, 5, donc si y € P, ,, on obtient
1+ |w—n] <2v2n(1+2x—y|)) <2vV2n(1 +2Xx—y|) with k>1,

ce qui implique, pour tout N € N,

/ 1 ! /
(/ 27y 2k e ) ) Vi< wo )Y, k2D, @5
B

W

on choisit N := n+ 1. En conséquence (2.50) devient

1O (x)] < 2PN gl py, ) (14w =) =D (2.52)
wezZn
pour tout j € Z, et tout (k,I) € Z? tel que k > [, tout 1) € Z" et tout x € P y.
D’un autre c6té, tant que les deux couronnes %ZJ <|EI< %Zj et %2]‘ <|EI< %Zk sont disjoints
|j—k| > 2, alors Y7z ék\u(é) est localement fini pour tout & € R"\ {0}. Par conséquent, la
somme Y yc7 OQku(x) contient au plus trois termes non-nuls ; donc, k € A & Z avec Card A = 3,

ol I’ensemble A est constitué d’éléments consécutifs, c’est a dire A := {J,J+ 1,J +2}. Donc, de
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(2-49) on obtient

Y2 ou@pr <ec Y, (X 2J’S“|Qku,~(x)|m)q/‘“ (Vx € R").

k>1 k>l keN ~ j>k+m

(2.53)

En choisissant / := J, et en insérant (2.52)) dans (2.53) avec x € P; ), donc, en utilisant I’estimation
0 < 2kn=In/p" < 22ntIn/p (k c A) et I'inégalité de Minkowski par rapport g, (Z;0,(Z7)) (on

rappelle que g; > p > 1), le c6té droit de (2.53)) est borné par

Jgn/ w s (n+1) q1149/0
a2 Y [ X 220 (F gl (1 =m0 )"
k=J ~j>k+m wezn

J+2

. 1/q1
<2 Y [T (X CFlull,)®) " 1+ w—nl) 0]

k=J “weZ" " j>k+m

. /
< cy2lan/p sup ( Z 2J5q1||”j||Z;(Pj‘v)>q ql( Z (14 |w— T[|) (n+1) >

VEZ" * j>J+m ’ wezn
: q/q1
Jan/p Jsqi||,, .91
<32 sup Z 2 ||”j||Lp(pjv)
vezr j>J+m ’

ou ¢y, ¢, c3 sont indépendants de x, ) et J. D’un autre coté, par I’inégalité
[27v)] <27 My < 2|+ 2" +2  (xE€Py,L=1,...,n),

on obtient
(2m+n)"

Py C U Py E@mv) 1w,
r=0

ol w, € Z". Alors, du dernier terme de (2.54) on trouve que

(2m]+1)"

. a1
Z 2qu1HuJH (P S Z 2]sq1< Z Huj”LI,(PH,,LE(zmvHWr)>

j>J+m jzJ+m r=0
(2"]+1)"

< J5q1
=a ,;O ]>]Z+m2 ||uj||LP PJ+m E2MV)+wy )
[2m +1
H( Hisai ]uﬂ‘“)l/ql q1

)
]>J+m L[? (PJ+m,E(2mV)+wr)

(2.54)

(2.55)

ol on a utilisé 'inégalité de Minkowski par rapport a £, (Z; Ly(Pyim g(2mv)+w,))- L' inclusion
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L4(Z) = £4,(Z), nous garantie que la derni¢re inégalité est bornée par

([zm}"’])n jsq q l/q q1 _Jnt @
BN ) <ol
=0 j>J+m p\LJ+m,E(2MV)+wp

Donc, de (2.33) et (2.54) on trouve

1
( )y 2ksq|Qku(X>|q> X < c2MPTTA L (Yxe Pry). (2.56)
=

Maintenant, en divisant les deux cotés de cette inégalité par 27/"% et en calculant la norme de

L,(Pyp); comme J est arbitraire on obtient le résultat voulue.

Sous-étape 2.2 : cas p < 1. On procede comme I’étape 1/Estimation de I, On utilise égale-
ment les notations de la sous-étape précédente. On remarque que le support de la transformée de
Fourier de la fonction y — 28" (y).Z ~1y(2k(x—y)) estla boule |€| < (b+327™)2/ (on rappelle
Jj > k+m, voir par exemple 1’étape 2). On introduit les parametres d et u tels que 0 < d < p et
1 11

= d donc par I’'inégalité de Bernstein et de Holder on obtient

] Ve (2.57)

Q)] < 2D [ |87 0). 7y )|y

<0y, (/ |uj(y)|de)d/p(/ Y|2"”ﬂ‘ly(2k<x—y))l”dy)d/u]l/d,

wezZl PIW Pl,w

pour / € Z. On procéde comme dans (2.5T)) en prenant x € P, , et N € N, alors

1/u
([ por @i yia) " ae< s, (20,
1

w

ol ¢ est indépendante de &,/ et x. On inseére I'inégalité dans (2.37) et on utilise 1’inégalité de
Minkowski par rapport a ¢y 4(Z; ¢1(Z")), on trouve

Qru(x)[ <Y [Oruj(x)| ( on rappelle que k > 1)
j>k+m
. 1/d
< cnk=1/w) y zjn(l/d—1)|: y 14 " y)(1+|w_n|)—Nd]
j>ltm wezn pey
n(k—1/u) in(1/d—1) N\
<oty |y 2D (L =) Y] (2.58)

wezZmr " j>l4+m

pour out x € P, ;. Puis, par I'inclusion (2.55) appliquée a P, et on choisissant d tel que
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s+n—7 >0, ce qui est Iégale car s > Iﬂ) —n, et le fait que

"+ ("+1"

/p
; 1P .
||u]||Lp(PZ’W) = < Z() ||uj||LP(Pl+m.,E(2’”W)+wr)> =¢ Z0 ||uj||Lp(Pl+m*E(2mW)+Wr)
r= r=
ot ¢ := 2(2"1H1"(1/p=1) (qui vient de (T-2)), on aboutit 2
jn(1/d—1) n(1/d—1) e
n - " _
Y Nl <er X2V CE 5y )
j>l1+m j>l4m r=0
< 02271n1A Z 2j(n/dfnfs) < 6_321(11/517117s7n‘c)A7

j>l+m

ol nous avons utilisé (2.44)) dans le cas-B et (2.45) dans le cas-F avec [ +m au lieu de / (c’est a
dire j > [+ m). On insere I’estimation dans (2.58)), et on choisit N tel que Nd > n+1 (c’est a
dire ¥, c7n (14 |w—n|) "N < ), ca donne

|Qu(x)| < c2kntln/p=n=s=nt)g = (k> xePy,). (2.59)

Maintenant, puisque dans le cas-B, on a

<Zstq||Qku(x)||Zp(Plvn))l/qSczI(HHM)A( Z 2k(n+s)q>1/q‘

k>l k>1,keA

en choisissant / := J (I’entier J est donné par k € A = {J,J + 1,J + 2}, voir la sous-étape 2.1), il

vient que

1/q
) : ksq q —Jnt
(szz HQku(x)HLp(PJ‘n)) sc2 A

Enfin, en divisant les deux cotés de I’inégalité par 27/ et puisque J arbitraire, on aura le résultat
désiré.
Dans le cas-F, de (2.59) on choisit / := J et on procéde comme dans (2.56)). O
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Chapitre 3

La composition dans I’espace de type de

Besov

Le probléeme de composition dans les espaces fonctionnels a été le sujet de 1’attention de
nombreux mathématiciens. Il consiste a caractériser les fonctions f : R — R telle que I’opérateur
Ty : g — fog envoie un espace fonctionnel E dans lui méme. On dit qu’une telle fonction
opere sur E par composition a gauche. Donc, ce probleme a été étudié par plusieurs auteurs dans
les espaces de type de Sobolev. Par exemple, Igari [28], Marcus et Mizel [29], Bourdaud [10],
Bourdaud et Kateb [[16l], Bourdaud, Moussai et Sickel [18,19], Mousai et Saadi [38]]...

Soit C,(R) I’algébre de Banach des fonctions continues bornées sur R. Supposons que E
soit une sous-algebre de C,(IR). Supposons en outre que E soit dotée d’une norme qui rende
I’injection canonique E — C,(R) continue, et telle que E soit une algebre de Banach. Dans une
telle algebre, le calcul symbolique consiste a associer a toute fonction g € E la fonction composée
f og, sous certaines conditions appropriées sur f. Ainsi, nous disons qu’une fonction f, définie
sur un sous-ensemble Q de C, opere dans E si nous avons f og € E pour toute fonction g € E
dont I’image est contenue dans €. La notion ci-dessus a un sens dans n’importe quel espace de
fonctions E, méme s’il n’est pas une algebre de Banach. L’ opérateur 7y : g — f o g est souvent
appelé un opérateur de composition ou opérateur de superposition.

Certaines estimations de 1’opérateur de composition ne seront pas évidentes sans quelques
restrictions sur la fonction f et les parametres s,n et 7. C’est la cause pour laquelle on introduit
un nouveaux espaces. Nous désignerons par é”[fj; , espace des fonctions de L., qui appartiennent
a I’espace homogene Af;fq. ces nouveaux espaces sont des algebres de fonctions.

De tel travail a été fait par Bourdaud, Moussai et Sickel dans les espaces usuels de Besov et
de Triebel-Lizorkin a savoir [[17, (19, 20] puis par Moussai [35].

Dans notre cas, on va étendre quelques résultats dans les espaces de type de Besov et de type

de Triebel-Lizorkin, en se basant sur le travail de Moussai [|35]].
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D’abord, on définit de nouvels espaces de type de Besov et de type de Triebel-Lizorkin, puis

on donne des outils et lemmes nécessaires pour ce chapitre.

3.1 Les algebres %7 (R") et 7 7 (R")

Dans cette section nous définirons une autre classe d’espaces de type de Besov et de type de

Triebel-Lizorkin dites algebres, puis on étudie les algebres de ces espaces.

Définition 3.1.1. Soients,7 € Ret 0 < p,q < oo ( p < o dans le cas des espaces F). L’espace

&p'q est 'ensemble des fonctions f € Lo, tel que [f]w € A}y (00 &y désigne By ou F)'y)

Exr ={f €L [flw €ASL Y, 3.1)
muni par la quasi-norme

1 lgss = Al el g (32)
Proposition 3.1.1. Les espaces é"lf,’qf sont des quasi-Banach et on a
o Eyg Lo — RN
Preuve. Ce résultat est une conséquence immédiate du fait que
A 5,7 !
S — A g < Sy

et de la Définition 3. 1.1l O

Le théoreme suivant donne la relation entre les espaces homogenes A%, p.q> €8 espaces non-
homogenes A} p.q €t les espaces LIT,. On se limitera au cas de I’espace de Besov, tandis que le

théoréme reste valable pour le cas de Triebel-Lizorkin, la preuve se fait d’'une maniere analogue.

Théoréme 3.1.2. (i) Soits € Rrelques> (7 —n)ious>7 —ntett>
Alors, si f € Byg, ona [f]w € Byg.

"B|’—‘

(ii) Soit s € R tel que s > (f —n)4., alors
S, ’L' T . S, T
By ={feL; ~€BYT}.
De plus, on a une quasi-norme équivalente dans Bf,’,z donnée par

g+ W ool e

P-q
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Preuve. On donne une esquisse de preuve, pour plus de détails voir [S]]. Encore pour simplifier,
la preuve sera divisée en quelques étapes.

Etape 1 : preuve de (i). On prend f € Bf,’fq. On commence par la division de la somme suivant
les valeurs de k (positives ou négatives). Puis, on obtient une majoration de la norme dans I’espace

homogene comme suit

. 1/q
11l < sup sup 2% (L (27110, )

k>0nez" >k

, l/q
+sup sup 2% (Y (271101 I, m,)) - (3.3)

k<O0nez" >k

Le second terme est borné par || f|| g7 - Pour le troisieme terme, tant que k < 0, on divise }. ;> en

Z?:k +3 j>0, et on utilise I'égalit€ ) ;~g... =} >, ..., donc
. 1/q
2 (¥ P10 leyin)?) < W gy (3.4)
j>0
ce qui nous amene a estimer le terme
knt u Js q l/q
sup sup 2 <Z (2 ||ij||Lp(Pk7n)) ) - (3.5)
k<Onezr =k

On traite maintenant les deux cas ol s > (% —n)4 puis s > s —nTetT> %

Pour le cas s > (% —n)4. On utilise la partition par des cubes dyadiques et on sépare en
deux sous-cas, ou p > 1 et p < 1. L’inclusion B}’L — Lf, puisque s > 0 nous permet de
conclure dans le premier cas, et pour le second (0 < p < 1). On estimera (3.5)) dans laquelle

le facteur qui vient aprés supy<(supycz» soit borné par (Xj<0 27101l L[r))q) Y4 4y fait que

2kaij“Lp(Pk,n) < [|Q;fllrz- Apres, par le Lemme |1.2.3 et la Proposition 1.3.3{on trouve la

borne ¢ [|f]| g5 (X j<o2/tstn=n/P)a) 1/ qui est elle méme bornée par ca||f]| s

Pour le cas s > % —ntetT> % En appliquant la Proposition|1.3.4{avec (1.28)), il suffira d’estimer

(3-3)) en utilisant

1/p
1037ty < 17 AL [, )
Pin

<2 Pl < 2P gy (K Z0), (.6

alors, on obtient la borne c|| f|| B
Etape 2 : preuve de (ii). L’inclusion dans un sens est claire de (i) et la Proposition Pour
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I’autre sens, soit f € L; telle que [f]. € Af;fq. Pour simplifier, on pose,

Bi:=2 (Y (20, p)")"".

J=ky

Sik>1lonaB<| [f]ooHB;gZ» donc, on suppose que k < 0,on a:

By — 2km<||SOfHZp(PM) + Z .,_)l/q < Czkm<||50fHL,,(Pk_n) L (J; . “>1/q>

j=1

< (2180 N, ) + 1ol ) (3.7)

sachant qu'on a } j>q... <Y j>... puisque k < 0. Puis en étudie le cas ou p > 1 et le cas
p <l
e Le cas p > 1 : On continue la preuve comme dans I’étape 1 en remplacant Q; par Sp, on

trouve
IS0 £ llL, By < 2N fllg (Vk <0). (3.8)

e Lecas p<1:CommeSof = f—Y ;> Q,f, voir la Proposition I.1.7] on obtient

1S0.f|, (2.p) §21/p_1<“f\|Lp(Pk,n)+‘ Zij L )>- (3.9)
j>1 p\Tkn
Puisque [|f|z,(p.) < 27| fllz5 (Vk <0). Ona
Ixor| . <l(xies)”|  =(Xie )"
j>1 L[?(Pk.n) j>1 Lp(Pk,n) j>1 Pk
mais 2jSHijHLp(Pk,n) < 2 hnT| [f]ooHB;,_z (Vj > 1) tant que k < 0. Donc, on obtient
29 el (L 2797) 7 < @ g
<85\ 4 = “lBpg -
=1
En conséquence, de ce qui précede on obtient
10112, () < 27 (1 llg + 1 leellizz) (VK <0). (3.10)

En combinant les formules trouvées, on trouve la borne ¢(|[ fI|; + [|[f]e[l i3z ). Enfin, en prenant
en compte le cas ou k > 1 on arrive au résultat désiré.
[
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Maintenant, on donne un outil important pour les preuves de la multiplication ponctuelle, a
savoir les algebres dans é";:g . On peut consulter la définition et quelques propriétés dans [40] ou
[49].

Définition 3.1.2. Soient f et g de #'. On définit
M e 1‘ S i * S i 3.1 1
f 8 j 1m ]f jg7 ( )

sila limite de S;f - Sjg quand j — oo existe dans .’ on appelle f - g le produit de f et g.
Le lemme suivant est une conséquence directe des Théoremes [2.3.Tet[2.3.2]

Lemme 3.1.3. Soient s > 0 et m € Z. Pour tout f € Lo, et tout g € A5 (R"), on définit

Tn(f:8) =Y, (Sj-mf)(Qj8).

JEZ
. . e s e . A5, T AS,T
Alors m,, est une application bilinéaire et continue de Lo, X Af,jq dans Af,jq.

Théoreme 3.1.4. Soient 7>0,0< p,qg<ocoets> (% —n)4. Alors, Uespace %Is,”z est une algebre

de Banach unitaire pour la multiplication ponctuelle. De plus, on a

1 8llgse < A llelgll e + glloll L)

Pq
S, T
pour tous f,g dans B, 4.

Preuve. On présente une esquisse du preuve. On prend f, g dans %}’,Z(R”). La transformée

d’ Abel nous permet d’écrire ; pour tout j > 0,

. -
i (Sef)(Qeg) + ]Z (Sk8)(Q+1f) = (Sf)(Sjg) = (S—f)(S-j-18)- (3.12)

k=—j k=—j
En supposant

lim (S_;f)(S_j—1g) =0 dans .7, (R").

jr—oe

Rappelons que [[S;f]|., < || f]l. pour tout j € Z. Donc, pour u € .#..(R"), on a

((Si)(Sj-18)su) = ((S;f)(Sj-18),Sj+2u)-

Donc on utilise le para-produit (voir [18]) et la propriété de Fatou pour conclure la preuve dont

on pourra trouver les détails dans [J5]. O
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Remarque 3.1.1. Le théoreme précédent reste valable pour les espaces de type de Triebel-

Lizorkin, et la preuve se fait d’'une maniere analogue.

3.2 L’opérateur de composition sur les espaces de type de

Besov

Dans cette section, on va donner un résultat de composition dans les espaces de type de Besov.
De tel probleme a été étudié par Bourdaud, Moussai et Sickel en 2010 [[19], Moussai [33]]. Puis
sur les espaces définis par %, , = B;’q M Lo par Bourdaud, Moussai et Sickel en 2014 [20].

Nous allons exploiter cette idée pour démontrer un résultat dans ce sens.

3.2.1 Théoreme principal

Théoreme 3.2.1. Soient 1 < p < oo, p < g <oo, T€E [0,+00] et 1 +1/p <5 < 2. On pose

o = min(1,q/p). Alors, il existe une constante ¢ > 0 telle que I’inégalité

! s=1/p
aiw) <N e m (||g||B;;(R) 11805y R)) (3.13)

(sp-1){

|(fog)

est vraie pour toute fonction f : R — R mesurable telle que f' € @ZQI’T(R) et toute g € B;;;I(]R) N
BV} (R).

Un corollaire immédiat de ce théoréme est le suivant.
Corollaire 3.2.2. Soient 1 < p < oo, p< g<oo, TE[0,4o0[ et 1 +1/p <s <2 On pose

o :=min(1,q/p).

1. 1l existe une constante ¢ > 0 telle que l’inégalité

1o gl @ < cllf e m) (HgHB;;(R) + IIgHZVé(;’_I)) (3.14)

soit vraie pour toute fonction mesurable f : R — R telle que f' € ,%’;;117T(R) et f(0) =0,
et toute g € By y(R) ﬁBVp1 (R).

ii. 1l existe ¢ > O telle que soit vraie pour tout f € ,%’;;,Z’ZOC(R) qui vérifie f(0) = 0 et tout
g€ By4(R) ﬁBVp1 (R), avec || (fpy) au lieu de || f’

-1, .
B (R) ;2w
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3.2.2 Préparation

Nous commencons par introduire des quasi-normes continues a 1’aide des opérateurs de
différences
Ahf = T,hf—f, Vh € Rna

alors, on a
AL () = A f (x) = fx+ 1) = f().

On définit €galement les opérateurs A}’ f par la relation de récurrence
AYf(x) = Ap(AF 1 f(x)), m > 2. (3.15)
On déduit donc que
AL () = Ap(Byf (x)) = f(x+2h) =2 (x+ h) + f (x).

oqe . 1
Proposition 3.2.3. Soient p € [1, 40|, 0 <s <max{s,s+nt—n/p} <let0<7T<+7.
Alors, f € Byy(R") si, et seulement si f € L7 (R") et

2min(I(Pey).1) a7

1 . ’ —sq P r/q d
11 o = 0P sup s ([ =P ) <

P kezvezr \ /0 t/2<|h|<t /Pey ?
(3.16)

1 .
De plus, || f|| 2@ + HfHB‘;’,Z(R”) et |’f|‘Bf;Z(R”) sont équivalentes.

Preuve. On peut trouver la preuve de cette proposition dans [49, Théoreme 4.7.]. [

Nous aurons besoin du lemme suivant, qui nous donnera la propriété de Fatou dans les espaces
de type de Besov et les espaces de type de Triebel-Lizorkin, pour plus de détails on pourra voir
[49, Proposition 2.8].

Lemme 3.2.4. Soient s € R, T >0, p,q €]0,+o| et une suite de fonction (fin)mez, de Ayq(R")

qui converge faiblement vers f dans ' (R") et

ilé%"fm’|A$2(R") <o

Alors, f € Ayy(R") etona

||fHAS,;§,(Rn) < ;‘;%”meA;;;(R")'

La définition suivante va nous permettre de découvrir I’espace des fonctions a p-variations

bornées, pour plus de détails on pourra voir Peetre [39].
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Définition 3.2.1. Soit 1 < p <o, Alors, BV, (R) est I’espace des fonctions a p-variations bornées,
c’est a dire f € BV,(R) si, et seulement si pour toute famille finie d’intervalles disjoints Iy =

[ar,byr] C R il existe une constante ¢ > 0 telle que

N 1/p
(Z \f(bk)—f(ak)l”> <c<oo (3.17)
k=1

ou la constante ¢ dépend de f.(Voir [39, p. 114]).

Remarque 3.2.1. i. On peut donner une version plus générale de 1’espace BV, (R), qui est
I’espace BV, (R) définie par

(Z f(be

= |bk—-aH

(a)]? 1/p
) < ¢ < oo, (3.18)

ii. OnaBV)(R)=BV,(R).
iii. f € BV, (R)si f est Lipschitzienne et f' € BV, (R).
Maintenant, on donne un théoréme qui présente une de nos contributions, qui est un résultat

de composition dans les espaces de type de Besov. Donnons avant une norme équivalente par les

différences qui nous sera utile dans la preuve du Théoreme [3.13]

Proposition 3.2.5. Soient 1 <p<eetl+|1—1/p|<s<min(2+1/p—1,2). Alors, f €
Byq(R) si, et seulement si f € L5(R), et

2min(/(Py),1) 1/q
||f||lm = sup sup 2" / tsql(/ |f(x+h) —f(x)|pd.x)q/pdt < oo,
Bpa(®) keZ veln 0 Piy
(3.19)

1 Lo
R) T HfHBj;_Z(R) et Hf”Bf;f,(R) sont équivalentes.
Preuve. D’apres la Proposition [3.2.3]en la prenant en dimension 1 et en adaptant le parametre s
selon nos besoin, alors on a
0<s<max(s,s+7—1/p)<1 et 0<7T<s5+1/p,

donc

s>7—1

1_ 1_
{p r<s<1+p T
p

ce qui donne

1 1
’c——‘<s<min(1+——r,1).
p p
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Maintenant, pour

1 1
T——’ <s—1<min(l+—-—1,1),
p p

on aura
1+

1 1
T——‘ <s<min(2+——1,2).
p p

3.2.3 Preuve du théoreme principal

Preuve. La preuve du Théoreme [3.2.T|revient a montrer 1’assertion :
I'inégalité (3.13) est vraie, pour tous s, p,q, T et toute f et g vérifiant
i. festdeclasse C', f' € 85, (R) et £(0) = 0.
ii. g est une fonction réelle analytique et g € B} 4(R) ﬁBVp1 (R).
Commengons la preuve de pour toute f et g telles que f’ € %,S,qu’r(]R), f(0)=0et
g €Byy(R)NBV,(R).
Alors, on pose

fi=8if=Sif(0)p et g;:=S;¢

Les fonctions f; et g; sont analytiques et on a

gj converge vers g dans L, en effet

Y, Owlx)

k> j+1

Z 2—5/(

k>j+1

[Sjg(x) —g(x)| =

IN

0]

L’inégalité de Holder nous donne

IN

[Sjg(x) — ()]

/ 4 l/q
( ) 2‘5’”) (21 0xell2.)
k> j+1

= 2 |lgll

On obtient alors lim; ;.. S;g = g.

el = o7+l ) v 07 =275 p(25)

Alors,

87 37 ) < clI8llgyz ) pour tout j >0. (3.20)
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En appliquant (3.2)) on obtient
. gl _ T —Jj Il £
i i = =0 e s sl <2 7.
Nous avons également

50 er = € (17 Lo+ 51701

et

HgJ'HBvslp_l(R) <cllgllpy

sp—1 (R) )

D’un autre c6té, on peut écrire f o g comme

fog=/foSog+(foSig—foSog)+ -+ (foSjr1g—foS;g)+---

Le fait que f(0) = 0 nous assure que

1fogl, <[l lell,-

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

Supposons que I'inégalité (3.13) soit vraie sous les hypotheses (i) et (ii), alors en utilisant (3.21))

et (3.20)) on trouve

| fiog;

Mais, on sait que pour tout j > 0 on a

|fog—fiogill, = [fos—rogi+fogi—fiosil,
< |fog—rfogjll,+Ifogi—fiogill,
17| 18 = &4ll, + el = Fll.. gl -

IN

Puisque lim;_, 1. S;f(0) = f(0) = 0, on obtient

tim {115~ 1]l =0.

oo

De ce qui précede, on obtient la convergence de la suite (fjog;) >0 dans Lj,.

o5 < (17 Loy + 1525 ) (el + el ).

(3.25)

(3.26)

(3.27)

Alors, on peut appliquer la propriété de Fatou. Encore une fois, on utilise le fait que

lim; 4. S;f(0) = f£(0) = 0 on arrive a (3.13).

Etape 2. On va montrer I’inégalité (3.13) pour toute fonction f et toute fonction g telles que

e B "(R), et g € By%(R) NBVy,, 1y (R). On sait que ByG < Cp, et par le Théoreme

sp
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et si on pose f:: f — f(0) en appliquant 1’étape précédente a fet g on aura

. ol
|Fos)| ey = [Fos] ][ FooV], e
< / / s
< NPl et ]| o] e
< N llg e+ 217l Nl e
<

s—1/p
e 17 e (Ve o+ el )

Etape 3. Le fait que (fog) = ((f — f(0)) og)’, 'inégalité est vraie dans le cas général.
Etape 4. On suppose que I’inégalité est vraie sous I’hypothese (i). On supposera aussi que
e B (R)etgeBy, "NBY,.

Le Théoreme nous assure que la multiplication est une algebre unitaire dans %’z’fq, on a
donc

IN

[FosVls < el ol 1]

IN

(I o8l + 17 08l gz ) Il grenermy,

+1-—1
el oy (1l + gl ™77

IN

Revenons a la preuve du théoreme. Alors, pour toute fonction f définie sur R, tout entier positif

non-nul m et t = 2min(/(Py,y, 1) on pose

v k<t

1/p
G (f1) = (/ SuplAZ’f(X)!de> .

Par la Proposition [3.2.5]on pose

1/p
U = supsupz“(/ ||~ / }Ak(fog)’lpdxdh> ,
keZ vezn A<t Py

1/p
U, := sup sup 2K* (/ |(fog)'|pdx) .
Pk,v

keZ vez

On se servira de 1’égalité

A((f'0g)g)(x) = f(g(x+h)Ag (x) + &' (x)An(f 0 g)(x).

On va estimer les deux termes Uj et Us.
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Estimation de U,. La formule (3.24) nous permet d’écrire

1/p
U, < csup sup 2t° (/ (sup ||//]|.]¢']) pdx)
P,

keZ verr v |h|<t
5T (T - (3.28)

|l £1 18 gy )

IN

Estimation de U,. Supposons que g’ ne s’annule pas. Par le théoréme des accroissement finis on

obtient
1/p
U < Hg’llil/”supsupZ’”(/ |h\“""1/ |¢/(x)| sup \Ai(f’og)\”dxdh)
keZ verr |h|<t Py h|<1
< Il "2 8 llt)

Donc on peut écrire U; comme

1/p
u1<r>:||g'||i;””supsupz<k+k’>f(/ Mlnay |g'<x>}sup\AMf’og)\”dxdh) ,
h|<t P

keZ vezr (k+k"),v || <1

ol k" est un entier. Supposons maintenant g est une fonction analytique et que 1’ensemble ou
¢’ s’annule n’est pas vide, alors ¢’est un ensemble discret et son complémentaire dans R est la
réunion d’une famille d’intervalles ouverts disjoints de la forme I; =|a;, b].

On pose
I, ={x€Pqpy:lag—x|>2t et |bj—x|>2t}.

Et
I\, et rj:=sup g (x)] -

x€l;

L’intervalle [, est une ouvert et peut étre vide. S’il est non vide on a

8(ej! () +1) — g(s,' )| < (3.29)

pour tout y de g(7],) et tout & tel que || <. Si cet intervalle est vide alors /j'; = I; pour tout # > 0.

Donc, en posant

1/p
Jy = supsup 247 (/ Y (el @At ><x>r>”dxdh> ,

k€eZ vel I, |h<t
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et

keZ vel |h) <t

1/p
J1 = supsup 20+K)7 (/ e 'Z/,,, sup g’ (%) |A_n(f" )(x)y)f’dxdh> .

En effectuant le changement de variable y = g| 11( x) et en utilisant la formule 1| on trouve
[, (1801 sup 14(7' 0 £)(9)]) "
IL, |h|<t

<r” / (sup |f

, |h|<t

(0" () + 1) = /(0 ())]) "y
<N QL))

En prenant o := min(1,¢q/p) il vient

1/a
Z/ Aw(fog)@)|) e < [ Lo (@) (3.30)
I, |h|<t 1

Par le changement de variable @ = r;¢ on trouve

1/p
Ji < supsup2Hh)e ( /|h|< || =P~ IZ o=l /P ( sup !Ahf’(y>})”dydh) .

keZ veZ kv |h|<o

En appliquant I’'inégalité de Minkowski on obtient

< (R

Byg *(R)”

De plus on a

(sp—1) 1/ ap) s—1/p
(L <cllglin” s

par conséquent on aboutit a

s—1
s I8l m)- (3.31)

On se tourne maintenant a I’estimation de J,. Par les propriétés de I/, on remarque que

8’ ()| < sup [¢'(x) —g'(x+n)|, Vxel.
|h| <2t
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De fait que |(f"og)(x+h) — (f'og)(x)| <2|f||.. il vient

S

IN

/p
2HleooSUPSllp2(k+k/)T </h<t ||~ YPZ/ sup |Ag' (x)| )pdxdh>

keZ velZ Iy <t

Hf/H%;;,”(R) 18"l

IN

;qu’T(R)'
Par suite, on a
1
Ut < ||| gyreqmy (sl ey + lelme”  @y)-

En prenant les estimations de U; et de U, on conclue

s— l/p

1708 gy < €l ooy (el + gl ”” o)

3.2.4 Preuve du Corollaire 3.2.2

Preuve. Preuve de (i). Nous avons d’aprés le Théoreme [3.1.2] et la Proposition [I.4.2]

55— l‘c)
pq

Maintenant, par (3.2) et le Théoréme et le fait que f(0) = 0, on peut majorer le c6té droit de

I’inégalité précédente par

Ifogllgy <c(llfogls+(fo8)

(7 el + 117 1o (gl + gl v )
a(sp—1)

Alors, on arrive a
1
1£o8llgse < ellF | e (lellass + el )-

Preuve de (ii). Pour t = ||g||., on a fog = (fp;) o g. Par I'inclusion By — %7 on obtient

“(fpt)/”ggglvf <c H(fPt)/{ By, <c “fPtHBj;_fi

qui est une quantité finie. Puis, tant que fp;(0) = O et en utilisant (i) on arrive au résultat

voulu. ]
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Chapitre 4
Réalisation des espaces homogenes

Dans I’étude des espaces homogenes, on est toujours confronté a des problémes de mania-
bilité, ces problemes sont dus au fait que les espaces homogenes sont des espaces de classes
d’équivalences. Par conséquent, ils ne constituent pas des espaces de distributions tempérées,
mais des espaces de classes d’équivalences de distributions tempérées. Alors, on va, par une
application linéaire et continue, choisir un élément de chaque classe. Cette opération s’appelle
"Réalisation". En outre, les espaces homogenes sont connus pour avoir des propriétés tres im-
portantes telles que I’invariance par translation et I’invariance par dilatation. Ainsi, grace aux
réalisations de ces espaces, on souhaite préserver ces propriétés.

Bourdaud est le premier a avoir introduit cette théorie dans les espaces classiques. Dans

N
pq

N . . C e s .
homogenes puis dans [14] il y a les réalisations des espaces des espaces B), , et F, , avec les

[9]] on trouve les réalisations des espaces B, , dans [[13]]les réalisations de espaces de Sobolev
constructions et exemples des réalisations. On trouve également le travail de [34] qui généralise
ce qui a été fait notamment lorsque 0 < p,g < 1. Benalia et Moussai ont introduit la réalisation
des espaces homogenes de Triebel-Lizorkin avec p = oo [3]]. On remarque aussi des applications
des réalisations [[7], [2] et [36] ou encore dans Moussai [37] o I’auteur a étudié des inégalités de
Hardy dans les espaces réalisés de Besov et de Triebel-Lizorkin.

Notre objectif dans ce travail est des réalisé les espaces A}y en se basant sur les travaux cités

ci-dessus.

4.1 Geénéralités sur les réalisations

Dans les premieres définitions et propositions, nous nous appuyons sur les travaux de Bour-
daud [8} 9} [13} 114} [15]. Notamment, on utilise quelques techniques de démonstration de ces

travaux la.

Définition 4.1.1. Soient m € NU {e} et E un E.B.D. dans .7, (R"). Si V est un sous-espace
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vectoriel de &7, (R"), on appelle réalisation de E modulo V une application linéaire continue
o:E— ' (R")/V telle que tout élément f € E soit la classe d’équivalence de o(f) modulo
Pn(R"). Limage de E par o est appelé I’espace réalisé de E par ©.

Remarque 4.1.1. L’ensemble des réalisations possede une propriété héréditaire, ce qui signifie

que des que I’on connait une réalisation, on peut en générer les autres.

Nous allons présenter quelques résultats sur les réalisations et leurs classifications qu’on
trouve dans a [9] et [[15]].

Proposition 4.1.1. Soit 0y : E — .7} une réalisation. Pour toute famille finie (Ly)<|q|<m de

formes linéaires continues sur E, la formule suivante définit une réalisation de E dans .| :

o(f)(x)=0o(f)(x)+ Y, Lalf)r®.

k<|a|<m
Réciproquement, toute réalisation de E est donnée de la forme ci-dessus.

Le fait qu'un espace homogene soit isométriquement invariant par translations et/ou invariant
par dilatations nous conduit a souhaiter que I’espace réalisé possede également ces propriétés, ce
qui garantirait I’unicité d’une telle réalisation (si elle existe).

Rappelons qu’un espace E est dit invariant par translation si
Vf€eENaeR":1,f €E. 4.1
De méme, E est dit invariant par dilatation si
VfEENA>0:h,f€E. (4.2)

Proposition 4.1.2. Soit E un sous-espace de .#,,(R") invariant par les translations (resp. dilata-
tions). Soit © une réalisation de E modulo &;,(R"). Alors 6(E) est invariant par les translations

si et seulement si 0 commute avec les translations (resp. dilatations).

Proposition 4.1.3. Soient E un sous-espace vectoriel de .,,(R") isométriquement invariant par
translation et k < m. Soit 6y une réalisation de E modulo Z(R") commutant aux translations.
Soit (Zy) k|| Une famille finie de formes linéaires continues sur E, invariantes par translations
au sens ol Ly 0 T, = Ly, pour tout a € R". Alors, la formule suivante définit une réalisation de

E modulo 2, (R"), qui commute aux translations :

o(f)=0c0(f)+ Y La(H)Ex¥m: (4.3)

|a|=m
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inversement, toute réalisation ¢ de E modulo &, (R"), commutant aux translations, est de la

forme ci-dessus.

Proposition 4.1.4. Soit E un sous-espace de .#,,(R") invariant par translations. On suppose que
IN(R") C E. Si £ est une forme linéaire continue sur E, invariante par translations, alors la

restriction de £ a /N (R") est un polynome de degré N.

Proposition 4.1.5. Soir E un sous-espace de .#,,(R") invariant par dilatations et homogeéne de

degré U, et soit k < m.

i. Sitg{k,k+1,---}, alors E admet au plus une réalisation modulo & (R") qui commute aux

dilatations.

ii. Supposons que { est un entier au moins égale a k. Soit 6y une réalisation de E modulo &7;(R"),
commutant aux dilatations, et (ZLy,) ¢=|a| une famille de formes linéaires continues sur
E, telle que Ly ohy = A~ %Ly pour tout A > 0. Alors la formule suivante définit une

réalisation de E modulo &, (R"), qui commute aux dilatations :

o(f)=00()+ Y, La(HE¥m: (4.4)

af=¢

inversement, toute réalisation ¢ de E modulo &, (R"), commutant aux dilatations, est de

la forme ci-dessus.

Rappelons la signification de [x%],, :
Vo € S, VB € N"avec |B| <m,ona

(2P g) = . 9),
par conséquent, si @ = 3+ u avec |B| < m on a [x%],, = [x*],,. Il est & noter que pour chaque

By 5 (R") et F,7 (R") on associe un entier i définit en (4.5)) et respectivement.

4.2 Réalisation des espaces de type de Besov Homogenes

Dans cette section, nous présentons une de nos contributions, a savoir les réalisations des
espaces de type Besov homogenes. Nous nous référons a notre article [4, Théoreme 1]. On

rappelle que

_{ [s+nt—n/p]+1 si s+nt—n/pgNyg ou ¢g>1, @5)

s+nt—n/p si s+nt—n/peNy et 0<g<l1.
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Dans le cas de I’espace de type de Triebel-Lizorkin

_{ [s+nt—n/p]+1 si s+nt—n/pgNy ou p>1, .6)

s+nt—n/p si s+nt—n/peNy et 0<p<I.

Théoréme 4.2.1. Soient 7,5 € R et 0 < p,q < +oo. Soit f € By 4(R"). Alors, la série YiczO)f
converge dans ./, notons par oy (f) sa somme qui appartient a YA Alors I’application oy, :
B;,’fq — YL’L définie une réalisation invariante par translation et par dilatation de Bf,’fq dans yﬁ,

et oy (f) est I'unique représentant de f vérifiant d%o, f € Co pour tout la| = .

Proposition 4.2.2. Soient s € R, p,q €]0, 40| et T > 0 tel que L > 1. Soient a et b deux réels tel
que 0 < a < b. Alors, il existe une suite (uj) jcz, de /' vérifiant
i. Le support de u;j est a2’ < |E| < b2/.

. /q
oA q
il. A= Supycy Supy,cyn Qknt (ijk 2574 H”J'HLP(P,(‘V)) < oo,
telle que la série ). jcyuj diverge dans y[t—l'

)

g €St ’ensemble des

Proposition 4.2.3. Soient 5,7 € R et p,q €]0,+o0]. Si u > 1 alors B
distributions f qui vérifie [f], € By et

() % e Cy pour tout la| = pu.
(i) (%), y) =0 pour tout |ot| = — 1.
i) fe 7,

Preuve. Voir [4, Proposition 6]. O

4.3 Réalisations des espaces de type de Triebel-Lizorkin ho-
mogenes

Théoréme 4.3.1. Soient 7,5 €ER, 0 < p < +0 et 0 < g < +oo. Soit f € Fpq(R"). Alors, les
séries Y. jc7, Q;f convergent dans ., 1, hotons par oy (f) a sa somme qui appartient 4 5”‘1 Alors
Iapplication oy, : F,fj; — Y/L définie une réalisation invariante par translations et par dilatations

de F,; dans Y[t et 0, (f) est 'unique représentant de f vérifiant %o, f € Co pour tout la| = pu.
Corollaire 4.3.2. Soit 6, I’application définie dans les Théoréme et[d.3.1} Alors, I'espace
réalisé 6(Ayy) coincide avec I’ensemble des f € Sy tel que [f], € ASY et (@) ¢ Co pour

8,7 8,7
tout |ot| = U, cet ensemble sera noté A, 4 L'espace A, , est muni de la quasi-norme Hf”;f‘*‘ =

|17

is,T "
APv‘I
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Remarque 4.3.1. Les constructions des réalisations de I’espace Bf,_‘ g dans .7 " ont été données
par Bourdaud dans [[13}[14], ces constructions restent aussi valables dans les espaces AfD’L. En

effet, pour tout f € A on a

ou1(f) = ZQkf, si s+nt<n/pous+nt=n/pet g<1 (p<1 Casdel’espaces F),

keZ
4.7)
o
Gua(f) =Y (Qf = ¥ (@) @(0) %), si s+nt—n/peR"\ Ny ou
keZ lor|<u )
s+nt—n/peNet g<1 (p<1 Casdel’espaces F), (4.8)
o
0us(f)i= Y 0+ Y (Quf = ¥ (Qf)D(0) =) sis+nt—n/peNo
k>0 k<0 lor|<p )
et g>1 (p>1 Casdel’espaces F). (4.9)

~8,T
Proposition 4.3.3. Soient 5,7 € R et p,q €]0,+oc0]. Si u > 1 alors F, , est I’ensemble des

p.g
distributions f qui vérifie [f]y € Fpq et
(i) (% e Cy pour tout |ot] =
(i) (f(@),y) =0 pour tout |ot| = p — 1.
(i) fe.7) .

~5,T
La proposition suivante nous donne une caractérisation de /', , comme un sous ensemble de

' par d’autres propriétés, dans le cas it > 1, et on se réfere a [14].

Proposition 4.3.4. Soient 5,7 € R, p €]0,+oo| et g €]0, -l-°°] verlﬁant s+nt—n/pe R\ Nyou
s+nt—n/peNet0< p<1. Alors, tout élément | de F g verifie f € 7, [flu € Fpq et les

propriétés suivantes :
(i) f est une fonction de C*~!.
(i) (@ (0) = 0 pour tout |ot| < p — 1.

(iii) (%) e Cy pour tout |o| =

4.4 Preuves

Preuve du Théoreme 4.3.1.

Soit f € F,';(R"). Pour la convergence des séries Y. jez Q;f dans .7} on I"aura du Théoréme
2.3.2
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Maintenant, on va montrer que d%oy(f) € Co pour tout |ot| = y. En tenant compte des

propriétés (1.22) et (1.23), dans le cas s+nT—n/p € Ny ou p > 1 car [0%0,(f)], € Fpg' " —
ESETPTH (| = p) et s+nT—n/p—pu < 0.

On va voir maintenant le cas 4 =s+nt—n/p € Ny et 0 < p < 1. En utilisant et
onaura [0%0,(f)], € Fpg" < B .. (Jot| = ) qui donne ’ij(“)) S 27 |0 (f)]e| 3 pour
tout j € Z. On pose

fn = Z ij(“) (a € Njestfixétel que|a| =puetm=1,2,---,

j|<m

alors pour tout A > O et tout g € . on a

(hp.0%0u(f),8) = (ha (% Ou(f) = fin): &) + (afons 8)- (4.10)

Puisque || fiul|;_rn) < oo et f a pour support dans R"\ {0} la couronne 21 < || < 3.2m 1,
et par le Lemme on obtient (hy f,;,g) tend vers 0 quand A tend vers 0.
Maintenant, on introduit un entier positif 7 tel que 2~"~! < A <27, Lafonction .7 (h 2(Q;f (0‘)>

est portée par la couronne 2/ ~! < |E| < 3.2/%, Alors

ﬂ(Qkﬂhl(ij(a))):o si k—j>3o0uk—j<-2.

Donc
3

(0 M), 8) = Y (Quirha (Qif'),8) = Y (ha (0 ?), Qs rnig):

keZ I==-2

on a utilisé ici le fait que 7y est une fonction radiale sur R”. Alors on obtient
3
(h2.(0%0u(f) = fu):8) = X X (2 (Qif'™). Qjsr418)- (4.11)
lj|l>mi=-2
Alors

0%~ )| < X X Y [met0sre)]

Qj+r+18
VEZ|j|>ml=—2 ‘ el ||L1(Pk,v)

Lw(Pk,v) ‘

1+[1/A] 3
S ZO Y X Y N0 M by 118y b s (412)

VEL' |j|>mi=—2

ou @y := (1,1,---,1) € Z", d’une part. D’autre part, dans (4.11) on a I'égalité€ ¥, - =
Y|jj>m,jea - avec le cardinal de A est 3, (il est a noter que A = {J,J + 1,/ +2}). Donc en
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utilisant le fait que

ukllip ) S 2 ksmn/pnt)g, VkezZ,NveZ,

~J

et en remplacant u; par ij(o‘), P par P; g(y/2)4ra, €S par s — U, on obtient

105 e (P v /2y ) Rl e HFSQ”’T - CHf(a)Hl*ﬁZ”’“

alors,

J+2

(1 (9% 0u(f) — fn)-8)] < 2+ 1/ ADIS D |5 e Z Y X 1Qjrwgliye)

I=—2 j=J vezn
3 J42

= c(2+[1/A])] f ||Fs we Y Z 1Q)+r+18lL, (rm) -

[==2j=J

I'inégalité de Young nous donne [|Q;g||z, (rn) < l|8]|z, (re) pour tout j € Z, alors

[ (%0 ()~ fn) 8| < @+ /AN oy

qui donne

im [(11 (%03 (1) — fr) )| O

m—yoo

Une fois encore par {.11)) et (5.15)). Donc de la formule (.10}, pour € > 0 arbitrairement fixé, il

existe un entier positif myg, tel que pour tout m > mg on a

[(h,0%0u(f).8)| < &+](hyfm 8)l,

qui donne lim, _,o(hy d%ou(f),g) = 0, et ceci prouve que d%*o,(f) € Co si || = p dans tous
les cas.

On note que si on pose 6(f) : =Y jez Qjf +vavec n’importe quel polynéme non nul v € &7,
alors G sont des réalisations de F, ,/"* en .7, et il est clair que %G (f) € Co si |a| = et

6(f) = ou(f) dans 7. i.e., [6(f)]u = [op(F)]u-

Etape 3. Tant que 7,0Q; = Qo T, pour tout j € Z et tout a € R", I’application f — o, (f) :=
Y jez Qjf commute avec 7,. Pour I'invariance par dilatations, d’abord on observe I'inégalité

(ha (s )\, 0) = BNk f) by jpg) (VA >0,9B > 0,9 €.9),
on a, si f (@) ¢ 50 alors (hﬁ f)(a) € 60. On obtient que I’espace réalisé ﬁ f,’fq est invariant par
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dilatations. On obtient alors oy (f) — f =: v| avec v; € £, Egalement, pour tout A >0 on a
ou(hpf) —hy f =:vp avec vy € Z;;. Donc, cela nous donne

ou(haf) —hyou(f) =va—hyvi;

comme v —hy vy € Py, alors oy (hy f) = hyou(f) dans 7, ie., [ou(hy )y = [ 0u(f)]u-

L’application o, définie de F}f;,” ' dans Yﬁ’l commute avec les dilations.

Etape 4. L’unicité de o, (f), le représentant de f, découle directement du Lemme

Preuve du Corollaire 4.3.2

~S5,T
. S7T _ b)
On va montrer que oy, (prq) =F,,
~5,T ~8,T
£ 14l S, T ’ . . ’
Par définition nous avons oy (prq) CF g Maintenant, soit h € F P

Théoréme E.3.1]

alors on a par le

9%(f—ou((flu) €Co Vlal=u,

c’est adire f — oy ([f]u) € Py, donc f et oy ([f]u) coincident dans .7, ce qui nous donne la

deuxieme inclusion.

Preuve de la Proposition 4.2.2

Dans [[15]], cette proposition a été démontrée dans les espaces classiques. Cependant, dans
cette preuve on apportera les changements nécessaires.

On pose m = p — 1. Soit une fonction p € Z(R"), positive et qui a pour support 1’ensemble
{E eR":3/2 < €] <2 avec & > 0}. On définit les deux fonctions 0 et 8 de .7, par

6=p , 61=pp.

Pour I’existence de telles fonctions on peut consulter [8] ou [[15]. Donnons nous maintenant une

suite (¢t;) positive telle que

l/q

[Z (ajzj(s+nrn/p)>q] < oo, (4.13)

j>0

et

Y 27" = foo. (4.14)
j=0

Une telle suite pourra étre obtenue en posant
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e a;j=2"sipngNoupeNetg=1,avecm<r<l—1/q.
e aj=(j+1)"12msiueNetg>1,avecO0<r<1-—1/q.

On remarquera que

Y a2 < oo, (4.15)
>0
Posons maintenant
glx):=Y a;6(27x), (4.16)
>0

la condition 1i et le Théoréme nous donne que g € F;j; (R™). En prenant en compte le
support de py, on aura
Vji>0, Q-;(f)=a61(27'x).

Soit une fonction ¢ € Z(R") qui vérifie [p, @(x)dx = 1, cela implique que d;7¢ € .7,. Donc,

on a

<Zw@m»4—wlzéﬁﬂww—%%w»wmu+zwwm>

JEZL JEZ JEZL

il suffira de choisir la suite (u;) telle que (i) et (ii) soient vérifiées, de plus et en utilisant (4.15) et
#.14)) on obtient

<c ) [IVorujf, <+,
jez

Y [ (300~ 231us(0) px)ax

JEL

et

Y. 9%'u;(0)

JEL

_— o
b

ce qui donne le résultat.

Remarque 4.4.1. S’il existe une suite (u;) jez dans &7 " qui vérifie (ii) de la Proposition
avec T < 0, alors u; = 0 pour tout j € Z. En effet, en remplacant Q; f par u; dans la preuve de la

Proposition [T.4.3]

Remarque 4.4.2. Les constructions des réalisations des espaces homogenes B;w et F';q dans
I’espace des distributions tempérées ./, ont été données par Bourdaud dans [9], [14]]. Ces

constructions sont également valables pour les espaces Bj, , et ;. Cependant, pour tout f € Fj’g
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on a

ou1(f) =Y, Okf, si s+nt<n/p

keZ
ou s+nt=n/petg<l. (4.17)

ou2(f) =Y (Qkf— Yy (Qkf><°‘><0>x°‘/a!> , si s+nt—n/peRT\Ny

kel lot|<p
ou s+nt—n/peNet g<l1, (4.18)

ousi=Y Of+ Y <Qkf— Y (Qkf><“>(0>x°‘/a!) ,

k>0 k<0 lor|<p

si s+nt—n/peNy et g> 1. (4.19)

ol les séries convergent dans .’ et satisfont 0%0, ; € Co (i=1,2,3) pour tout |ot| = .

Preuve de la Proposition 4.3.4.

Soit g une fonction de £y, nous avons [0y 2(g)]y = [0u(8)]u, ot Oy est la réalisation
définie dans @[) et o, est la réalisation définie dans le Théoreme @ Alors, on obtient la
convergence de 0y, 2(g) dans ., de la Remarque etona

[[ou2(8)]u

85,T
F[’»q

La fonction définie par

f = G/J,2(g)7

vérifie (i) et (ii), pour cela on pourra faire une démonstration analogue a [[14, Prop. 4.8]. Alors,
en tenant compte des injections vues dans la Proposition [I.3.1] on peut se limiter aux cas des
espaces B3
Posons
xOZ
wi=0kf— ) (Qkf)(a)(o)a-
o] <p '
Montrons que f € C*~!. Soit le multi-indice f3 tel que |B| < ., par 'injection (1.26)) et [34} Prop.
4.5] on aura le résultat.
Le Théoréeme et le Théoréme [4.3.1] nous garantira (iii) pour f puisque d%0y2(g) =
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996, (g) si | = .
Remarque 4.4.3. Si s, T € Ret p,q €]0, 4] qui vérifient s +n7 —n/p € RT \ Ny, alors tout

AS8,T .
¢lément f de F, , vérifie

‘f(a) (x)’ < cxfstrT/pp |1f]e| o

(VxeR"V|a|=p—1).

La constante ¢ est indépendante de f et x.

En effet, par 'inclusion Fpy < Bi:o'f,r_"/ P et 34, prop. 5.1] on aura le résultat voulu.

Preuve de la Proposition 4.3.3

La démonstration est similaire a celle du théoréme précédent.

En utilisant les assertions (i) et (ii) des Propositions d.2.3|et[d.3.3] dans la section 4.4.2 de [14]
il a été démontré que la non-existence des réalisations invariantes par dilatations des espaces A; q
dans Y/L_l danslecass—n/p € Netg > 1( p > 1dans le cas de I’espace de Triebel-Lizorkin);
icit=0et u:=s—n/p-+ 1. Nous avons les mémes caractérisations des espaces Af,’fq quand
s+nt—n/peNetqg>1(p>1dans le cas de I’espace de Triebel-Lizorkin), rappelons que
Ay = P pour T < 0.

Donc,

(i) Sio :Af;f] — .7 (m € Nyp), est une réalisation invariante par dilatation, alors on a

(. (0%a (1)), g)] < AP Gy (@) [0 ()l (4.20)

pourtout A >0, ¢ € Nj, f € A'f,’; et pour tout g € .%,, la constante ¢ ne dépend pas de
A,o,N,k, f et g. En effet, supposons que ¢ soit donnée, tant qu’on a

(0D (ha(f),g) =27y (c%(f)).8) (Vg€ Fm),

alors, 1'égalité 6(®) (hy f) = A~ 1% hy (6(¥)(£)) in .7 nous donne @20}, Alors, I’inégalité

110 Uil g et S 11 Pl gy, S A7~ [0 (Pl

q

(04 . 'S—|OC|,T /
on rappelle que d*c : B, = — fmﬂa‘.
(ii) L’ ensemble des f € ./ d’apres le théoreme précédent, est invariant par dilatation, il s’en

p dap p P

suit que o), €galement commute avec les dilatations.

61



CHAPITRE 4. REALISATION DES ESPACES HOMOGENES

On suppose que s+nt—n/p € Net p > 1 (alors 4 =s+nt—n/p+1). Si on pose
m:= p — 1 'inégalité devient

(12 (9%0(f)),8)| < clvi(@llo(Nlu-1llgyz,  (Vial=p—1,Y2>0). (421

cependant, dans [13], pp. 486-487] on a démontré I’existence d’une fonction f (voir [13,
(4.8)] telle que [fou € A;q et I'inégalité {.21)), avec f := fy, g := v et T =0, ne peut
avoir lieu. Ce qui est aussi vrai dans Flfjg pour tout T > 0 par la méme fonction fy, puisque
[folu € F[fj; qui peut étre obtenue de la propriété de ’homogénéité de I’espace et les
propriétés de fp. Donc, dans ce cas, il n’existe pas des réalisation invariantes par dilatation
de Fjy dans 7).

Preuve de la Proposition 4.3.4

Soit g une fonction de Fpg, on a [0y.2(g)]u = [0u(g)]u car oy et o), sont des réalisations
définies dans la remarque @ et le Théoreme 4.1 de [[14], respectivement. Alors on obtient

la convergence de 0y, 2(g) dans .7, de la remarqueet ona |[[6y2(8)]u ”B‘j;fi S ||g||le;Z. La
fonction

fi= G,LL,Z(g)

vérifie (1)—(ii), qui peut étre obtenue comme dans [[13} prop. 4.8] et [34, thm. 4.5]; alors par le

Théoreme 4.1 de [[14]], le point (iii) est vérifié pour f puisque 0%0y2(g) = d%ou(g) si |a| = u.
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Chapitre 5

Annexe

Exemples de fonctions de 50

L’exemple suivant nous donne des fonctions de Co et une fonction qui n’y appartient pas. Voir
[21], [14] et [34]].

Exemple 5.0.1.
On a plusieurs exemples de telles distributions tempérées, pour les trois premiers voir [[14] quant

aux deux derniers voir [2] :

Les fonctions de L, pour 1 < p < oo,

Les fonctions appartenant a Co(R").

Les dérivées des distributions appartenant a C(RR").

Pour B € R"\ {0} et o € N2, la fonction f(x) := x®¢™B appartient a Cy.

En effet, pour y € . il existe une constante ¢ > 0 indépendante de f3, telle que 1’on a

(gA1C)),p)| =271 (Z I @ A1) <AVl g,

est vraie pour tout A > 0, ot I’entier positif N est suffisamment grand. Lorsque A — 0 le
terme de droite tend vers 0.

Généralement, Si 2 est un polynéme non-nul, les fonction f(x) := ¢ 27 (x) appar-
tiennent a 50.
SifeLy,avec0<p<1 alorsfg?éo.

En effet, soit la fonction g(x) := |x| ™" p(x), ot la fonction p dans Z telle que p(0) = 1
et p(x) > 0. Il est claire que g € L, avec 0 < p < 1. Car, si A > 0 tel que suppp C {x:

|x| <A}, alors on a

A
g@lrac< [ [T p(ed) | drdo
R® sn=1.Jo
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1
olt |x'| = 1, comme [p(tx)[ < [|p||., on obtient [|g||, < cAP Youc= c(x) > 0.

Pour N € N suffisamment grand, on a

62" () = 27 [ (Y 0p (s

> Z”N/ " N|x|_"dx (avec logr:= —2N0+1)),
<|x|<27n

ce dernier terme tend vers 1’infini lorsque N tend vers I’infini.

Preuve de la Proposition |1.4.4

On pose A =2", m € Z. 801tf€quetonposefm—h2 m f. Alors, on a

1Qifmll, ¢ —p-mm/p 1Qj-nflly 5, — (kEZVvEL. (5.1)

P, k+m

Donc

1/q v
(2’”(“'”” Y 27 0ifull, P> e (Wq 2 ZSMl'Q’_'"fHZ"(Pk”))

j>k+m Jj>k+m

1>k
< 2(s+nrfn/p)m HfHB;qu ) (52)

1/q
_ 2(s+m' n/p)m <2nfqu2”q||Qlf||L (Pev) >

En prenant le sup sur tous les k € Z et tous les v € Z" sur le premier terme de gauche on aura
s+nt—
|l gz < 20552 ] e

On procede de la méme facon que I’inégalité précédente pour 1’autre sens. Cependant, par

la formule Q;f(2"(-)) = Qj+mfm on aura ||ij||L (Pemy) = — pnm/p HijmemHLp(PkN) (Vk €
ZNv € Z1), et

1 1/q
(e L ety ) = 20n (% L 2o,

Jj=k—m Jj>k—m

1/q
( s— I’lT+n/U (271qu 2qu H Ql }’” ||L 1 k. >
— 2 Z P V

1>k
2*(s+m'7n/l7)m ”meBf,E] ) (53)

IN
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En prenant le sup sur tous les k € Z et tous les v € Z" on trouve
1fllgse < 27 e o | e
Bpq — "B

Maintenant on pose A > 0. Soit m € Z tel que 2 < A < 2", Soit la fonction f € By, et
on pose f, 5 1= f(27™A(-)). D’apres ce qui précede, on a

LFACD g = 255D o e

Donc il suffit de montrer que ¢ || f|| g <

e <l f]l BT Avec cp etey indépendantes de m,
A et f. On introduit la quasi-norme équivalente de B‘;j; définie par la fonction y; := }/(2’"&‘1 ())
qui est portée par la couronne 1/2 < |&| < 3 (on rappelle que 1 < 27™A4 < 2). On fait un

changement de variables et on aura

(27hy . F 7N * frun = Qi (27"A()). (5.4)

Pour tout v € Z" et tout k € Z on a

X E Pk,v = 27MAx € Pk,E(Z*’"/lv) UPI(,E(Z*”%V)—O—WO UPI{,E(Z*”%V)—Q—ZWW (5.5

ouwg:=(1,1,...;1) € Z", et

10" ANy a ) < max(1, 2207 D) (1105 Ny )+

105ty By )+ ||Q,~f|rL,,<Pk$E(2*mWW0>) (VjeZ,vver).

alors on aura

- i n g 1/q
||fm/l||3” =cysup sup 2 (E,ZSJ H 2/ h2 h :‘fm}L”[ P, )
keZ vezr j>k ) ’ »(Pev)

, a\ 1/q
< casup sup 2Mk( Z ZW{ Z ||ij||Ll7(Pk,E(2*m/lv)+lw0)} )

keZ vez" j>k =0

j 1/q
< cysup sup 2" (Y 2500 ¢ ) = eallfll g
keZweZn ]ZZ‘;( J Ly (Peyw) B,

L’autre inégalité sera obtenue comme pour la premiere en €changeant les roles de f,, ; et f.
Cependant, on écrit Q; f = (2/"hy—;. F ~'y1) * f 2 (2"A71()), et

—1
x€ Py = 2"A7 x € P poma-1v) YU P p2ma 1) 4mp-
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On continue comme dessus, et on aura || f|| By < |l fnall B

Preuve du Lemme|(1.2.3

Pour simplifier les notations, on pose ¥; := ¥(27/-) et w := min(1,p,q). Ona Q;Q,;f =0
si | j — €| > 2. Alors, la transformée de Fourier de la fonction y — % ~1(y,)(y)Q/f(x —y) a son
support dans la boule |&| < (%Zj - %23) < %2j (puisque |j — ¢| < 1). Donc, par I’inégalité de

Bernstein on obtient
. W 1/w
00,f(0] <2 V[ [ |7 i euf =" ] (56)

e On commence par le cas-B. En se servant de I’inégalité de Minkowski par rapport a L, (P n; Ly, (R")),

on trouve

. -~ _ W W 1/w
1060ty ap) < 2V [ 17 i OIPlIQuC =9 ] D)

On pose k; := max(k, 1), une autre fois I’inégalité de Minkowski par rapport a ¢,(Z;L,,(R"))

nous donne

1/
< Y (ZESHQEQJfHLp(Pkm))q) <

0>k

W/"dy] 1

Sczjn(l/w—l)[ 5 ,g—lyj(y)r“( ) (2ESHQ€f('_y)HLp(Pk,n))q> (5:8)

0>k
Dans le coté droit de (5.8)
on utilise le fait que, six € P p ety € R", onax—y¢€ U%”ZIPkme(zkwaroﬁ w, € Z"
indépendante de y. Alors,

2"
IFC =3y = € LIy gy, (5.9)
avec Qyf au lieu de f, et comme
in(1/w—1) -1 wa )Y -1
2 ([ F ) T = 1 (5.10)
alors, en prenant le supremum convenablement, on obtient
s q 1/a —knt
(X 5100 lleyin)*) " <27 fllgse (5.11)

>k

66



CHAPITRE 5. ANNEXE

On s’occupe du terme ”SOij”L,,(Pk,,,) ;ici k < 0. On pose d :=min(1,p). Ona SpQ;f =0 si
j > 2, et la transformée de Fourier de la fonction y — % ~1(¥;)(y)Sof(x — y) a pour support
|| < 3. Donc, comme dans (5.6)—(5.7) on trouve

Y

1/d
10031 eyt <1 [ 1Z % OIS0 =D ]

ol ¢ := 3n(1/d=1)

c. On utilise encore (5.9) avec Spf au lieu de f, et en prenant en considération
que [|Sof |z, 7, < 27k £ B, Teste vraie pour tout i € Z" et tout k < 0, alors en se servant

de I’inégalité (5.10) avec d au lieu de w, on obtient
150Q) £l (b ) < €2V fll s (Vj < 1, VK <0). (5.12)
Le fait que ¥>, (2£S|\Q4ij|\Lp(Pk:n))q est borné par :

Us .
HSOijHZp(Pk,n) +£>Zl (2 ||Q€ij||Lp(Pk’n))q if k<0

L q .
et Y (2"11CQfllL,p,)" if k=1,
>k
donc en divisant chaque terme de I’inégalité obtenue 277, en utilisant (5.11)) et (5.12) et en
prenant le supremum, on trouve le résultat.
e On traite maintenant la cas-F avec les mémes notations. On proceéde comme dans (5.6)) et (5.8))

en appliquant deux fois I'inégalité de Minkowski, we obtient

I(x (zerij\)q)l/q

{>k

< cpin(1/w=1) [/’l\fljg(y)lwu(gg (ZKS\fo('—y)Dq)

<
Lp(Pk,n)

Yagw T/w_

Lp(Pk,n)

Alors, on utilise 59) avec (L5, (2%]00f (- —))9) /4 3 1a place de f(-—y) et on continue
comme dans le cas-B. L’étude de SoQ; f sur L, (P ) si k < 0 est exactement similaire, qui nous

.. IS 5,T ) 5,T P p
donne une estimation similaire a (5.12)) avec B, ; remplacé par Fj,;. on déduit le résultat voulue.

Preuve de la Proposition [1.4.5

Preuve de i. On sait que || f|| 0 < [|flz pour tout f € B, . Réciproquement, On suppose que g < oo
Pd P4 ’
(le cas g = oo peut étre traité de la méme facon) et on applique deux fois le lemme de Fatou.

On considere ’union de deux cubes dyadiques P_ v, UP_x y, =: P avec Vg := (0,0,...,0)
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Preuve de ii.

et vii=(—1,—1,...,—1), (vo,v1) € (Z")?), c’est a dire, si x € P alors —2F < x; < 2
pour j = 1,...,n. Soit f € B} Alors I'inégalité

10 Ity S22 WSl (VIE€Z, Vi 21 WV € 27)

~Y

implique que |Q;f(-)|"1 5 (-) avec —j < k sont des fonctions mesurables et positives sur

R”, ou 1 B désigne la fonction caractéristique du pavé Py. Alors d’un coté, on a

. /
||ij||zp(]Rn) = </R" hlgglf\ij(x)\plﬂ(x)dxy !
. a/p
= (hkfgglf /]R |0if ()] 15, (x) dx)

< Timi g .
— h/gl:.}fHijHLp(Pk) (v] € Z)’

(on obtient le dernier terme en utilisant : si g, > 0 sont des fonctions mesurables § > 0

alors (liminf, e g, (x))ﬁ < liminf, e gE (x)), et

sq)0.f|19 iminf2/%9||Q; f]|4
)2 |\ij||Lp(R")§jZ>llllfg§1f2 1011, )

j=l

SO Isq00.fl19
s11gg;f§2 1Qif17 5 (5.13)

Mais dans le dernier terme de (5.13)) et puisque k est large, il existe un entier positif ko tel
que pour tout k > max(ko,/)ona Y js;... < Yi>_g..., et en mettant [ — —oo dans le coté
gauche de (5.13) on trouve

9 <liminf '} 2790, f]|? 5.14
| fIl, <Timinf ¥, 27910, f]; (5.14)

=, »(B)’

D’un autre cOté, tant que P_y v, N P_y v, = 0, alors ¢a donne

29017 - < 254)10 . |14 2Jsa)| 0. £1|19 .
j;k 19if 1, 7y = j;k NQIFINL, ) +j22k 1017 o,
Maintenant, en prenant le Sup sur tout v € Z" et sur tout k € Z dans le c6té droit de la

derniere inégalité et en introduisant (5.14)), on obtiendra 1’estimation voulue.

On suppose que T < 0 et on montre B}’L C Z..On va se restreindre a g < o puisque le cas
g = oo se fait de la méme fagon. On considere f € B);y,. Pour tout v € Z" et tout k € Z\ N
ouwg=(1,1,...,1) € Z". Donc en premier lieu

nous avons Py y C Pk7E(2kv) UPk,E(2kv)+wo’
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Preuve de iii.

Preuve de iv.

Preuve de v.

on aura

19 f L, pyy) < C(HijHL,,(Pk Sk 1Qif1L, P, (Vj€Z,k<0), (5.15)

E(2ky ,E(zkv>+wo))

oll ¢ = max(1, 2//P~=1), Puis, par hypothese sur f, on obtient

. 1/q
k(L2 p ) S gy (KED),

ik P(Pk,E(zkv>

La méme inégalité résulte P (oky), au lieu de P g (o). Donc en utilisant (5.13), on se

ramene a
1QiF Ly rw) S2727" | fllgss (VK< O,Vj>k Vv eZ”).

En prenant k — —oo on conclu que Q;f = 0 et pour un P y et tout j € Z, et tant que V est

quelconque on trouve Q;f = 0 sur R", ce qui implique que f € H...

On introduit une fonction y € . telle que Y(&) := &, y(€), et on mets y; :=2/"h, ;y,
(j € Z). Par la remarque|(1.2.1} on peut remplacer dans la Définition I’opérateur Q;
par y;. Maintenant, tant que Q;(d;f) = 2/ Y x f, on aura le résultat voulu.

Ona

071 S ¥ 27 [ |7 (2 e—y) Qi )] ay

vezr Pjy

s ([ |7 e ) sup 10, f .ty 520711 g
weZ"

Pq
pour tout x € R” et tout j € Z. Le résultat s’en suit.

Pour ces propriétés, on peut voir la preuve dans [51].
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Conclusion

Dans cette these nous avons traité trois axe principaux.

Le premier axe est des inégalités de type de Nikol’skij dans les espaces de type de Besov et de
type de Triebel-Lizorkin homogenes, ces théoremes ont été une généralisation dans les cas des
espaces de Besov, de Triebel-Lizorkin et de Sobolev classiques.

Le deuxieme axe était d’étudier de nouvel espace qui est I’intersection entre 1’espace de type de
Besov ou de type de Triebel-Lizorkin avec 1’espace L., appelés algebre de fonctions, puis nous
avons donné un résultat de 1’opérateur de composition dans ces algebres.

Le troisieme axe est de réaliser les espaces homogenes de type de Besov et de type de Triebel-
Lizorkin avec quelques résultats secondaires.

Perspectives :
e Etendre et généraliser les inégalités de type de Nikol’skij dans d’autres espaces fonctionnels.

e Caractériser les algebres de type de Besov et de type de Triebel-Lizorkin par d’autres méthodes,

par exemple par les différences.

e Etudier la composition dans ces espaces avec des conditions différentes, ou trouver un lien

(5, T
entre les espaces BV), est les espaces Aj 4.

e FEtudier et appliquer ces résultats dans par exemple les EDPs.
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Résumé

Dans cette thése, nous allons étudier quelques propriétés des espaces de type de Besov et du type de
Triebel-Lizorkin.

En premier lieu, On va donner des résultats qui présentent des généralisations des inégalités de Nikol’skij
dans les espaces de type de Besov et de type de Triebel-Lizorkin, ces résultats vont étre en deux versions,
une ou les supports sont des couronnes et 'autre ou les supports sont des boules.

Deuxiémement, on définit les algeébres de fonctions de type de Besov et de type de Triebel-Lizorkin puis
on étudie la composition dans ces espaces.

Finalement, on va donner les réalisations des espaces de type de Besov et de Type de Triebel-Lizorkin
homogeénes, c’est-a-dire de choisir un représentant de chaque classe d’équivalence par une application
linéaire continue de sorte sue ’on préserve les propriétés d’invariance par translation et/ou dilatation.
Mots clés : Décomposition de Littlewood-Paley, Espace de Besov, Espace de Triebel-Lizorkin, Opérateur
de composition, Réalisations.

Abstract

In this thesis, we will study some properties of Besov-type and Triebel-Lizorkin-type spaces.

Firstly, we will provide results that generalize Nikol’skij’s inequalities in Besov-type and Triebel-Lizorkin-
type spaces. These results will come in two versions: one where the supports are annuli and the other
where the supports are balls.

Secondly, we define the function algebras of Besov-type and Triebel-Lizorkin-type and then study com-
position within these spaces.

Finally, we will present realizations of homogeneous Besov-type and Triebel-Lizorkin-type spaces. This
means selecting a representative from each equivalence class through a continuous linear mapping that
preserves the properties of translation and/or dilation invariance.

Key words : Littlewood-Paley decomposition, Besov space, Triebel-Lizorkin space, Composition operator,
Realizations.
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