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Résumé

Dans cette thèse, nous allons étudier quelques propriétés des espaces de type de Besov et de type
de Triebel-Lizorkin.
En premier lieu, on va donner des résultats qui présentent des généralisations des inégalités de
Nikol’skij dans les espaces de type de Besov et de type de Triebel-Lizorkin, ces résultats vont
être en deux versions, une où les supports sont des couronnes et l’autre où les supports sont des
boules.
Deuxièmement, on définit les algèbres de fonctions de type de Besov et de type de Triebel-
Lizorkin puis on étudie la composition dans ces espaces.
Finalement, on va donner les réalisations des espaces de type de Besov et de Type de Triebel-
Lizorkin homogènes, c’est-à-dire de choisir un représentant de chaque classe d’équivalence
par une application linéaire continue de sorte que l’on préserve les propriétés d’invariance par
translation et/ou dilatation.
Mots clés : Décomposition de Littlewood-Paley, Espace de Besov, Espace de Triebel-Lizorkin,
Opérateur de composition, Réalisations.

Abstract

In this thesis, we will study some properties of Besov-type and Triebel-Lizorkin-type spaces.
Firstly, we will provide results that generalize Nikol’skij’s inequalities in Besov-type and Triebel-
Lizorkin-type spaces. These results will come in two versions : one where the supports are annuli
and the other where the supports are balls.
Secondly, we define the function algebras of Besov-type and Triebel-Lizorkin-type and then
study composition within these spaces.
Finally, we will present the notion of the realizations of homogeneous Besov-type and Triebel-
Lizorkin-type spaces. This means selecting a representative from each equivalence class through
a continuous linear mapping that preserves the properties of translation and/or dilation invariance.
Key words : Littlewood-Paley decomposition, Besov space, Triebel-Lizorkin space, Composition
operator, Realizations.
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Introduction

La théorie des espaces fonctionnels joue un rôle fondamental dans l’analyse mathématique
en fournissant des outils puissants pour étudier les propriétés des fonctions et leurs espaces de
régularité. Dans cette thèse de doctorat intitulée "Quelques propriétés des espaces homogènes et
non homogènes", nous nous concentrons sur deux classes importantes d’espaces fonctionnels :
les espaces de type de Triebel-Lizorkin et les espaces de type de Besov.

Les espaces de type Besov et de type Triebel-Lizorkin ont été largement étudiés ces dernières
années. Lorsque τ = 0, ils correspondent aux espaces de fonction usuels de Besov et de Triebel-
Lizorkin, qui ont été étudiés en détail par Triebel dans ses travaux [42, 43, 44]. Lorsque s ∈ R,
τ ∈ [0,∞) et 1 ≤ p,q < ∞, les espaces Bs,τ

p,q ont été introduits pour la première fois par El
Baraka dans [23, 24], où il s’est penché sur les plongements ainsi que sur les caractérisations
de Littlewood-Paley des espaces de Campanato. Il a démontré que les espaces Bs,τ

p,q englobent
certains espaces de Campanato étudiés dans [22]. Après, Drihem a donné, dans [25, 26], une
caractérisation des espaces Bs,τ

p,q en utilisant des moyens locaux et des fonctions maximales et une
caractérisation par les différences. Pour une lecture plus exhaustive des espaces Bs,τ

p,q et Fs,τ
p,q , on a

le travail réalisé par Yuan et ses collaborateurs [49]. Yang et Yuan, dans [45, 46, 51], ont introduit
les échelles d’espaces de type Besov-Triebel-Lizorkin homogènes Ḃs,τ

p,q et Ḟs,τ
p,q , qui généralisent

les espaces homogènes de Besov-Triebel-Lizorkin Ḃs
p,q, Ḟs

p,q, et ont établi la relation entre Ḟs,τ
p,q et

les espaces Qα .
Dans cette thèse, nous nous intéressons aux inégalités de type de Nikol’skij dans les espaces

de type de Besov homogènes Ḃs,τ
p,q(Rn) et dans les espaces de type de Triebel-Lizorkin homogènes

Ḟs,τ
p,q(Rn). On traite deux cas : lorsque les supports des fonctions considérées sont des couronnes

[4] et lorsque les support sont des boules [5]. Les inégalités de type de Nikols’kij fournissent des
estimations de la norme dans ces espaces fonctionnels et jouent un rôle essentiel dans l’étude
de la régularité des fonctions. Depuis leurs apparition, ils ont été largement étudiées, où on peut
trouver leurs preuves et utilisations dans de divers papier, citons par exemple [19], [33, 34] pour
les espaces classiques, ou pour les espaces de Triebel-Lizorkin non-homogènes dans [49].

Nous allons étudier les algèbres de fonctions définies sur les espaces de type de Triebel-
Lizorkin et les espaces de type de Besov [5]. Ensuite, on étudiera l’opérateur de composition
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dans ces espaces, en utilisant notamment les espaces BVp, qui sont les espaces de fonctions de
variation bornée. Le problème de l’opérateur de composition à fait l’objet d’un grand nombre
d’études dans de différents espaces fonctionnels, citons par exemple S. Igari [28] Savaré [41]
et dans plusieurs de ces papiers Bourdaud [10, 11, 12, 16] ou encore Moussai [31, 32]. A partir
de 2007 Bourdaud et Co ont étudié le problème de composition en introduisant les algèbres de
fonctions des espaces de Besov et de Triebel-Lizorkin [18, 19, 20], ici on va étendre cette théorie
dans les espaces de type Triebel-Lizorkin et les espaces de type de Besov.

Enfin, nous nous intéressons également aux réalisations des espaces homogènes de type
de Triebel-Lizorkin et des espaces de type de Besov. Les espaces homogènes sont des espaces
de fonctions qui possèdent des propriétés de symétrie spéciales et sont largement étudiés en
géométrie et en analyse harmonique. L’étude des réalisations des espaces homogènes dans
les espaces de type de Triebel-Lizorkin et de Besov permet de mieux comprendre les liens
entre ces différentes classes d’espaces fonctionnels. Initié par Bourdaud [9, 13, 14], il a mis en
place cette théorie et a montré l’existence des réalisations dans les espaces de Sobolev, Besov
et Triebel-Lizorkin homogènes avec 1 ≤ p,q ≤ ∞, puis Moussai [34] en étendant les cas à
0 < p,q < 1. Rappelons qu’un espace homogène est un espace dont les éléments sont des classes
d’équivalences pour la relation d’équivalence f Rg si, et seulement si f − g est un polynôme,
car tout polynôme de Rn a une norme nulle dans ces espaces. Réaliser ces espaces, et de choisir
un représentant de chaque classe par une application linéaire et continue, tout en préservant
l’invariance par translation et/ou dilatation.

En résumé, nous abordons plusieurs aspects des espaces de type de Triebel-Lizorkin et des
espaces de type de Besov. Nous nous intéressons aux inégalités de type de Nikol’skij dans des
cas particuliers, aux algèbres de fonctions sur ces espaces, ainsi qu’aux réalisations des espaces
homogènes. Nous espérons que cette étude contribuera à approfondir notre compréhension des
propriétés des espaces fonctionnels et à ouvrir de nouvelles perspectives pour la recherche future
dans ce domaine.

Ce manuscrit est divisé en quatre chapitres et une annexe :
Le premier chapitre contient des généralités et préliminaires d’analyse fonctionnelle qui sont la
base des chapitres qui suivent.
Le deuxième chapitre présente des estimations de type de Nikol’skij, ces célèbres inégalités qui
nous sert d’outils puissant pour la convergence des séries rencontrées dans cette thèse.
Le troisième chapitre évoque les algèbres de fonctions des espaces de type de Triebel-Lizorkin et
de type de Besov, puis un résultat de composition dans ces espaces.
Dans le quatrième chapitre on va étudier les réalisations des espaces de type de Triebel-Lizorkin,
notamment les réalisations invariantes par translation et/ou par dilatation.
L’annexe contient des démonstrations de différentes propositions du premier chapitre .
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Notations

• R : Ensemble des nombres réels.

• N : Ensemble des entiers naturels non nuls.

• N0 = N∪{0}.

• Z : Ensemble des entiers relatifs.

• Si α ∈ Nn alors α := (α1,α2, · · · ,αn) avec |α|= α1 +α2 + · · ·+αn.

• [a] : la partie entière de a ∈ R. Si a ∈ Rn, alors [a] := ([a1], [a2], · · · , [an]).

• x ≲ y : x ≤ cy pour une certaine constante c.

• D(Rn) =C∞
0 (Rn) : L’ensemble des fonctions indéfiniment différentiables à supports compacts.

• D ′(Rn) : Le dual topologique de D(Rn).

• S (Rn) : L’espace de Schwarz des fonctions indéfiniment différentiables à décroissance rapide.

• S ′(Rn) : Le dual topologique de S (Rn) (distributions tempérées).

• Pm(Rn) : L’ensemble des polynômes de Rn de degré strictement inférieur à m.

• [ f ]m := { f +P : P ∈ Pm(Rn)} est la classe d’équivalence de f pour la relation d’équivalence
définie par ∀ f ,g ∈ S ′(Rn) : f Rg ⇔ f −g ∈ Pm(Rn).

• a+ := max(a,0).

• Cb(Rn) : Espace de Banach des fonctions continues et bornées sur Rn muni de la norme sup.

• Cub(Rn) : Espace de Banach des fonctions uniformément continues et bornées sur Rn.

• Lp(Rn) : Espace de Lebesgue des fonctions mesurables p-ième intégrables, on note par ∥·∥Lp(X)

sa norme et par ∥ · ∥p si X = Rn.

• ℓq : Espace des suites q-ième sommables.

• hλ : L’opérateur de dilatation définie par hλ f = f (λ−1·) pour λ > 0.

• τa : L’opérateur de translation définie par τa f = f (·−a).

• ∆m
h : L’opérateur de différences défini par ∆1

h f (x) = f (x+h)− f (x) et ∆m
h f (x) =∆h(∆

m−1
h f (x))

(voir plus loin, page 13).
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• c,c1,c2, · · · sont des constantes positives propres, ne dépendent uniquement que des paramètres
fixés au départ, comme n,s, p,q,τ , leurs valeurs peuvent changer d’une ligne à une autre.

• Si un espace fonctionnel est défini sur Rn, par exemple Lp(Rn), C (Rn), S (Rn),..., on écrit
tout simplement Lp,C ,S , · · · .
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Chapitre 1

Rappels et préliminaires

Dans ce chapitre nous donnerons quelques notions fondamentales de l’analyse fonctionnelle
et nous définirons les espaces de Besov et de Triebel-Lizorkin en utilisant la décomposition
de Littlewood-Paley, puis quelques propriétés et d’autres définitions de ces espaces (par les
différences,...)

1.1 Généralités

1.1.1 Éléments d’analyse de base

Une fonction f appartient à Lp(Rn) si
∫
Rn | f (x)|p dx < +∞ avec 0 < p < +∞. Notons que

l’espace L∞ est l’ensemble des fonctions essentiellement bornées.
On dit qu’une fonction f appartient à Lp(R) localement-uniformément s’il existe une

constante M ≥ 0 telle que ∫
J
| f (x)|p dx ≤ M, (1.1)

pour tout intervalle J, de longueur 1.
ℓq est l’espace des suites {xn}n∈N (réelles ou complexes) telles que ∑n≥0 |xn|q <+∞.
Soient 0 < p ≤ ∞ et 0 < q ≤ ∞. Si { fk} est une suite de fonctions mesurables boréliennes et à
valeurs complexes sur Rn, alors

∥ fk∥Lp(ℓq)
=
∥∥∥ fk∥ℓq

∥∥
Lp

=

(∫
Rn

( +∞

∑
k=0

| fk(x)|q
)p/qdx

)1/p

,

∥ fk∥ℓq(Lp)
=
∥∥∥ fk∥Lp

∥∥
ℓq
=

(
+∞

∑
k=0

(∫
Rn

| fk(x)|pdx
)q/p

)1/q

.

1



CHAPITRE 1. RAPPELS ET PRÉLIMINAIRES

La transformée de Fourier d’une fonction intégrable est donnée par

F ( f )(ξ ) = f̂ (ξ ) =
∫
Rn

e−ix·ξ f (x)dx.

L’opérateur F est bien défini sur S ′(Rn) par la formule habituelle

⟨F f ,ϕ⟩ := ⟨ f ,Fϕ⟩ ∀ f ∈ S ′(Rn),∀ϕ ∈ S .

La transformée de Fourier inverse est définie par

F−1( f )(x) := (2π)−nF ( f )(−x).

Soient f et g deux fonctions de Rn dans C telle que la fonction y 7→ f (x− y)g(y) soit intégrable.
Le produit de convolution de f et de g est défini par

( f ∗g)(x) =
∫
Rn

f (x− y)g(y)dy.

Ci-après, quelques inégalités essentielles qu’on utilisera le long de cette thèse.

1. Inégalité de Minkowski [21]

Soit p ≥ 1, pour tout f et g de Lp(Rn), on a

∥ f +g∥Lp(Rn) ≤ ∥ f∥Lp(Rn)+∥g∥Lp(Rn) . (1.2)

La formule ci-dessus est aussi valable pour 0 < p < 1 dans le sens suivant :

∥ f +g∥Lp(Rn) ≤ 2
1
p−1(∥ f∥Lp(Rn)+∥g∥Lp(Rn)

)
; (inégalité triangulaire faible).

En général, nous utiliserons l’inégalité de Minkowski comme suit [43] : si 0 < p < q ≤ ∞,
on a ∥∥∥ · ∥Lp

∥∥
ℓq
≤ ∥
∥∥ ·∥∥

ℓq
∥Lp .

Lemme 1.1.1. Soit 0 < q ≤ 1. Soit {a j} j∈Λ,Λ⊆Z une suite à valeurs réelles ou complexes,

alors (
∑
j∈Λ

∣∣a j
∣∣)q

≤ ∑
j∈Λ

∣∣a j
∣∣q . (1.3)

La formule (1.3) peut s’étendre à Λ ⊆ Zn.

2. Inégalité de Hölder [21]

Soient p,q ∈ [1,+∞], deux exposants conjugués
(

i.e 1
p +

1
q = 1

)
. Alors, pour toute fonc-

2



CHAPITRE 1. RAPPELS ET PRÉLIMINAIRES

tion mesurable f ,g : Rn → R on a :

∥ f g∥L1(Rn) ≤ ∥ f∥Lp(Rn) ∥g∥Lq(Rn) . (1.4)

3. Inégalité de Young [48]

Soient f ∈ Lp(Rn) et g ∈ Lq(Rn) , avec p,q,r ∈ [1,+∞] et 1
r + 1 = 1

p +
1
q alors, f ∗ g ∈

Lr (Rn) et
∥ f ∗g∥Lr(Rn) ≤ ∥ f∥Lp(Rn) ∥g∥Lq(Rn) . (1.5)

4. Inégalité de Bernstien (voir [6]) :

Soient 1 ≤ p ≤ q ≤+∞ et α ∈ Nn. Il existe c = c(α, p,q,n)> 0 telle que pour toute
fonction f ∈ Lp(Rn) avec supp f̂ ⊆ {ξ ∈ Rn : |ξ | ≤ R} on a

∥∥∥ f (α)
∥∥∥

Lq(Rn)
≤ cR

|α|+n
(

1
p−

1
q

)
∥ f∥Lp(Rn) . (1.6)

5. Inégalité du maximum ([43]) :

Si f est une fonction localement Lebesgue-intégrable sur Rn et à valeurs complexes sur
Rn, alors

(M f )(x) = sup
1
|B|

∫
B
| f (y)|dy (1.7)

est la fonction maximale de Hardy-Littlewood, où le sup est pris sur toutes les boules de
Rn centrées en x. Alors, on a

∥M ( f )∥Lp(Rn) ≤ c∥ f∥Lp(Rn) pour 1 < p ≤ ∞

et ∥∥M ( f j)
∥∥

Lp(ℓq)
≤ c
∥∥ f j
∥∥

Lp(ℓq)
pour 1 < p ≤ ∞ et 1 ≤ q ≤ ∞.

6. Inégalité de Marschall ([49]) :

Soient f ∈C∞ et ϕ ∈ D(Rn). On suppose que pour A > 0 et R ≥ 1 on a

supp f̂ ⊂ {ξ : |ξ | ≤ AR} et suppϕ ⊂ {ξ : |ξ | ≤ A}

Alors, ∣∣F−1(ϕF f )(x)
∣∣≤ c(AR)n( 1

t −1) ∥ϕ∥
Ḃn/t

1,t (Rn)

(
M | f |t

)1/t
(x), (1.8)

avec 0 < t ≤ 1 et c ne dépend pas de ϕ , f , A, R et x.

3



CHAPITRE 1. RAPPELS ET PRÉLIMINAIRES

Distributions modulo les polynômes

On notera par P∞(Rn) à l’ensemble de tous les polynômes de Rn, c’est un sous-espace de
S ′(Rn). Par Pm(Rn) au sous-espace de S ′(Rn) des polynômes de degrés au plus m. On note
aussi P0(Rn) = {0}. Donnons maintenant quelques propriétés. On rappelle les semi-normes de
S (Rn), pour tout k,N ∈ N0 et toute f ∈ S (Rn), on a

ζN,k( f )(x) := sup
x∈Rn

sup
|α|≤N

(1+ |x|)k
∣∣∣ f (α)(x)

∣∣∣ .
Proposition 1.1.2. Soient m de N et f de S ′(Rn). Alors, f ∈Pm(Rn) si, et seulement si, f (α)= 0
pour tout |α|= m.

Remarque 1.1.1. L’orthogonal de Pm(Rn) dans S (Rn) sera noté Sm(Rn).

Remarque 1.1.2. On note par [ f ]m à la classe d’équivalence de f modulo Pm. L’application qui
envoie [ f ]m à la restriction de f à Sm, est un isomorphisme de S ′/Pm(Rn) sur S ′

m(Rn).

Invariance par translations et par dilatations

Dans cette section, nous allons définir et examiner l’invariance par translation et par dilatation.
Avant d’aborder ces concepts, nous allons introduire l’espace de Banach des distributions. Pour
une référence détaillée, nous nous appuierons sur les travaux de [8] et [15].

Définition 1.1.1. Un espace de Banach de distributions (E.B.D.) dans S ′
m(Rn) est un sous-espace

vectoriel E de S ′
m(Rn) muni d’une norme complète rendant continue l’injection canonique

E ↪→ S ′
m(Rn).

Si E est un espace de Banach de distributions et que τa(E)⊆ E (respectivement hλ (E)⊆ E)
pour tout a ∈ Rn (respectivement, pour tout λ > 0), on dit que E est invariant par translations
(respectivement dilatations).

Définition 1.1.2. On dit qu’un E.B.D. (E,∥·∥) est isométriquement invariant par translation, s’il
est invariant par translations et ∥τa f∥ = ∥ f∥ pour tout f ∈ E et tout a ∈ Rn. On dit que E est
homogène de degré ℓ, s’il est invariant par dilatations et ∥hλ f∥ = λ−ℓ ∥ f∥ pour tout λ > 0 et
tout f ∈ E.

Définition 1.1.3. Soit f ∈ S ′
m(Rn), on dit que f est bornée par translations si, la fonction

x 7−→ ⟨τx f ,g⟩ est bornée sur Rn pour tout g ∈ Sm(Rn).

Il y a une classe de distributions tempérées qui a un rôle important dans notre travail, en
particulier dans la réalisation des espaces homogènes. Cette classe est les distributions tempérées
qui tendent faiblement vers 0 à l’infini.
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Définition 1.1.4. Une distribution tempérée f ∈ S ′(Rn) tends vers 0 faiblement à l’infini si
limλ→0 f (λ−1(·)) = 0 dans S ′. Cet ensemble sera noté C̃0.

Lemme 1.1.3. Si f est un polynôme de C̃0, alors f = 0, c’est-à-dire C̃0 ∩P∞ = {0}.

Preuve. Voir [9]

Lemme 1.1.4. Toute fonction f , tel que supp f̂ est compact dans Rn \{0} appartient à C̃0.

Preuve. Pour la preuve, on peut voir [9] ou [14].

Remarque 1.1.3. Dans l’annexe on trouvera cinq exemples de fonctions dans C̃0.

Le lemme suivant représente une estimation d’une fonction dans S et Sm, pour sa preuve on
peut se référer à [34].

Lemme 1.1.5. i. Soit k,m ∈ N0. Alors il existe une constante C > 0 telle que

∣∣ϕ j ∗ f (x)
∣∣≤C2− jm

ζm,k( f )ζm,k(ϕ)(1+ |x|)−k,

Pour toute f ∈ S , toute ϕ ∈ Sm (avec ϕ j = 2n jh2− jϕ), tout j ∈ N0 et tout x ∈ Rn.

ii. Soit k,m ∈ N0. Alors il existe une constante c > 0 telle que

∣∣ψ j ∗ f (x)
∣∣≤C2m+n

ζm,k( f )ζm,k(ψ)(1+2 j |x|)−k,

Pour toute f ∈ Sm, toute ψ ∈ S (avec ψ j = 2n jh2− jψ), tout j ∈ Z\N et tout x ∈ Rn.

On va définir dans ce qui suit, des espaces fonctionnels qui nous seront utiles par la suite.

Définition 1.1.5. • C est l’espace de Banach des fonctions à valeurs complexes et unifor-
mément continues et bornées sur Rn, muni de la norme sup.

• Cm
b est l’espace de Banach des fonctions à valeurs complexes, continues et bornées sur

Rn, avec ces dérivées jusqu’a l’ordre m.
• Cub est l’espaces de Banach des fonctions à valeurs complexes, uniformément continues

et bornées sur Rn.
• L’espace de Hölder C s est défini par :

Si s est réel, on pose s = [s]+{s} avec [s] entier et 0 ≤ {s}< 1. Alors,

C s =

{
f ∈ C [s] : ∥ f∥C s := ∥ f∥C [s] + ∑

|α|=[s]
sup
x ̸=y

|Dα f (x)−Dα f (y)|
|x− y|{s}

}
.
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1.1.2 Décomposition de Littlewood-Paley

La décomposition de Littlewood-Paley est primordiale dans les définitions des espaces
fonctionnels. Cette théorie, avait pour objectifs d’étendre certains résultats sur les fonctions de L2

aux fonctions de Lp (0 < p ≤+∞). Elle va aussi nous permettre de définir les espaces de Besov
et les espaces de Triebel-Lizorkin.

On se donne une fois pour toute, une fonction C∞ radiale positive ρ définie par
ρ(ξ ) = 1 si |ξ | ≤ 1
0 ≤ ρ(ξ )≤ 1 si 1 ≤ |ξ | ≤ 3/2
ρ(ξ ) = 0 si |ξ | ≥ 3/2.

Puis, on définit γ(ξ ) := ρ(ξ )−ρ(2ξ ) pour tout ξ ∈ Rn. Alors, γ a pour support la couronne
1/2 ≤ |ξ | ≤ 3/2. Par suite, nous avons les sommes suivantes :

∑
j∈Z

γ(2 j
ξ ) = 1, ∀ξ ∈ Rn \{0}, (1.9)

ρ(2−k
ξ )+ ∑

j>k
γ(2− j

ξ ) = 1, ∀ξ ∈ Rn,∀k ∈ Z. (1.10)

On introduit maintenant les opérateurs de convolutions (S j) j∈Z et (Q j) j∈Z définis par :

Ŝ j f (ξ ) := ρ(2− j
ξ ) f̂ (ξ ), Q̂ j f (ξ ) := γ(2− j

ξ ) f̂ (ξ ). (1.11)

Remarque 1.1.4. Les opérateurs S j et Q j sont définis sur S ′. L’opérateur Q j est également
défini sur S ′

∞ du fait que Q j f = 0 si, et seulement si f est un polynôme dans Rn. En effet, si
f ∈ P∞ (disons f (x) := ∑α cαxα ), on a f̂ (ξ ) = ∑α c′αδ (α), où δ est la distribution de Dirac,
comme

γ(ξ )δ = γ(0)δ = 0

il vient que Q̂ j f ≡ 0, c’est-à-dire Q j f ≡ 0. De cette observation, nous allons utiliser la convention
suivante

Si f ∈ S ′
∞ on pose Q j f := Q jg pour tout g ∈ S ′ telle que [g]∞ = f . (1.12)

Remarque 1.1.5. Les familles d’opérateurs {S j} j∈Z et {Q j} j∈Z constitues des opérateurs unifor-
mément bornés dans l’espace normé L (Lp(Rn)) pour tout 1 ≤ p ≤ ∞, et cela est par l’inégalité
de Young dans Lp(Rn).

Le lemme suivant est une conséquence de la formule de Taylor.
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Lemme 1.1.6. (i) Soit N ∈ N. Si f ∈ S (Rn), alors
∥∥Q j f

∥∥
p = O(2− jN) quand j →+∞.

(ii) Soit N ∈ N. Si f ∈ S∞(Rn), alors
∥∥Q j f

∥∥
p = O(2 jN) et

∥∥S j f
∥∥

p = O(2 jN) quand j →−∞.

Preuve. Voir [34].

Le lemme 1.1.6 nous donne une conséquence directe, qui est la convergence de la décomposi-
tion de Littlewood-Paley d’une distribution tempérée, c’est la proposition suivante :

Proposition 1.1.7. (i) Pour tout f ∈ S∞ (respectivement f ∈ S ′
∞), on a f = ∑ j∈ZQ j f dans S∞

(respectivement S ′
∞).

(ii) Pour tout f ∈S (respectivement f ∈S ′), on a f = Sk f +∑ j>k Q j f dans S (respectivement

S ′).

Preuve. Voir [45, Lemme 2.1].

Nous avons besoin de définir les cubes dyadiques disjoints de Rn que nous utiliserons pour la
définition des espaces de type de Besov et les espaces de type de Triebel-Lizorkin.

Définition 1.1.6. Soit k ∈ Z et soit ν = (ν1,ν2, · · · ,νn) ∈ Zn. Un cube dyadique Pk,ν de Rn est
l’ensemble défini par

Pk,ν :=
{

x = (x1,x2, · · · ,xn) ∈ Rn : ν j ≤ 2kx < ν j +1, j = 1, · · · ,n
}
.

Si Pk,ν est un cube dyadique de Rn et c une constante positive, alors cPk,ν est un cube de Rn

qui a le même centre que Pk,ν et de longueur de côté c2−k. On désigne par χPk,ν à la fonction
caractéristique de Pk,ν .

Définition 1.1.7. Soient 0 < p ≤ ∞ et τ ∈ R. L’espace Lτ
p(Rn) est l’ensemble de fonctions

mesurables f tel que

∥ f∥Lτ
p(Rn) = sup

k<0
sup

ν∈Zn
2nτk

(∫
Pk,ν

| f (x)|p dx
)1/p

.

Remarque 1.1.6. Soient 0 < p ≤+∞.

(i) Lτ
p(Rn) ↪→ S ′(Rn).

(ii) Si τ < 0, alors Lτ
p = {0}.

(iii) Si τ = 0, alors L0
p = Lp.

Pour plus de détails on se réfère à [49, Proposition 2.7].

Preuve. Pour la preuve voir l’annexe.
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1.2 Espaces de type de Besov et espaces de type de Triebel-
Lizorkin

On commence par les définitions des espaces de Besov et de Triebel-Lizorkin classiques puis
on donnera les définitions des espaces de type de Besov et les espaces de type de Triebel-Lizorkin.

Définition 1.2.1. 1. Soient s ∈ R et 0 < p,q ≤ ∞. L’espace de Besov non-homogène Bs
p,q est

l’ensemble des f ∈ S ′ tel que

∥ f∥Bs
p,q

=

(
∑
j≥0

(
2s j ∥∥Q j f

∥∥
Lp

)q
)1/q

< ∞, avec S0 ≡ Q0. (1.13)

2. Soient s ∈ R, 0 < p < ∞ et 0 < q ≤ ∞. L’espace de Triebel-Lizorkin non-homogène Fs
p,q

est l’ensemble des f ∈ S ′ tel que

∥ f∥Fs
p,q

=

∥∥∥∥∥∥
(

∑
j≥0

2s jq ∣∣Q j f
∣∣q)1/q

∥∥∥∥∥∥
p

< ∞, avec S0 ≡ Q0. (1.14)

3. Soient s ∈R et 0 < p,q ≤ ∞. L’espace de Besov homogène Ḃs
p,q est l’ensemble des f ∈S ′

∞

tel que

∥ f∥Ḃs
p,q

=

(
∑
j∈Z

(
2s j ∥∥Q j f

∥∥
Lp

)q
)1/q

< ∞. (1.15)

4. Soient s ∈ R, 0 < p < ∞ et 0 < q ≤ ∞. L’espace de Triebel-Lizorkin homogène Ḟs
p,q est

l’ensemble des f ∈ S ′
∞ tel que

∥ f∥Ḟs
p,q

=

∥∥∥∥∥∥
(

∑
j∈Z

2s jq ∣∣Q j f
∣∣q)1/q

∥∥∥∥∥∥
p

< ∞. (1.16)

Avec la modification usuelle quand p = ∞ ou q = ∞ dans le cas de l’espace de Besov, et
q = ∞ dans le cas de l’espace de Triebel-Lizorkin.

Définition 1.2.2. 1. Soient s,τ ∈R et 0< p,q≤∞. L’espace de type de Besov non-homogène
Bs,τ

p,q est l’ensemble des f ∈ S ′ tel que

∥ f∥Bs,τ
p,q

= sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2knτ

(
∑

j≥k+

(
2s j ∥∥Q j f

∥∥
Lp(Pk,ν )

)q
)1/q

< ∞, avec S0 ≡ Q0. (1.17)
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2. Soient s,τ ∈ R, 0 < p < ∞ et 0 < q ≤ ∞. L’espace de type de Triebel-Lizorkin non-
homogène Fs,τ

p,q est l’ensemble des f ∈ S ′ tel que

∥ f∥Fs,τ
p,q

= sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2knτ

∥∥∥∥∥∥
(

∑
j≥k+

2s jq ∣∣Q j f
∣∣q)1/q

∥∥∥∥∥∥
Lp(Pk,ν )

< ∞, avec S0 ≡ Q0. (1.18)

3. Soient s,τ ∈ R et 0 < p,q ≤ ∞. L’espace de type de Besov homogène Ḃs,τ
p,q est l’ensemble

des f ∈ S ′
∞ tel que

∥ f∥Ḃs,τ
p,q

= sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2knτ

(
∑
j≥k

(
2s j ∥∥Q j f

∥∥
Lp(Pk,ν )

)q
)1/q

< ∞. (1.19)

4. Soient s,τ ∈ R, 0 < p < ∞ et 0 < q ≤ ∞. L’espace de type de Triebel-Lizorkin homogène
Ḟs,τ

p,q est l’ensemble des f ∈ S ′
∞ tel que

∥ f∥Ḟs,τ
p,q

= sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2knτ

∥∥∥∥∥∥
(

∑
j≥k

2s jq ∣∣Q j f
∣∣q)1/q

∥∥∥∥∥∥
Lp(Pk,ν )

< ∞. (1.20)

Avec la modification usuelle pour p = ∞ ou q = ∞ dans le cas de l’espace de Besov, et q = ∞

dans le cas de l’espace de Triebel-Lizorkin.

Remarque 1.2.1. Dans les définitions précédentes, les espaces de Besov et les espaces de Triebel-
Lizorkin sont indépendants du choix de la fonction ρ , pour cela on peut voir [43]. Même chose
pour les espaces de type de Besov et les espaces de type de Triebel-Lizorkin où dans [46] le
Corollaire 3.1 on a prouvé qu’ils sont indépendants du choix de ρ .

Lemme 1.2.1. Les espaces As,τ
p,q(Rn) sont quasi-Banach, c’est à dire des espaces vectoriels

quasi-normés complets, on a

∥ f +g∥d
As,τ

p,q(Rn) ≤ ∥ f∥d
As,τ

p,q(Rn)+∥g∥d
As,τ

p,q(Rn)

avec d = min(1, p,q) et pour tout f et g de As,τ
p,q(Rn).

Preuve. Voir [49, Lemme 2.1].

Remarque 1.2.2. On utilisera la notation As,τ
p,q(Rn) pour Bs,τ

p,q(Rn) ainsi que pour Fs,τ
p,q(Rn), dans

le cas où il n’est pas nécessaire de faire la distinction entre les espaces B et les espaces F.

Proposition 1.2.2. Nous avons les inclusions suivantes

S ↪→ As
p,q,A

s,τ
p,q ↪→ S ′ et S∞ ↪→ Ȧs

p,q, Ȧ
s,τ
p,q ↪→ S ′

∞. (1.21)
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La preuve de la proposition ci-dessus peut être trouvé dans [43] et [49].

Lemme 1.2.3. On pose d := min(1, p). Alors, il existe c > 0 telle que

∥Q j f∥As,τ
p,q

≤ cmax(1 ,2 jn(1−1/d))∥ f∥As,τ
p,q

soit vraie pour tout f ∈ As,τ
p,q et tout j ∈ Z.

Preuve. Voir l’annexe.

1.3 Quelques propriétés

Proposition 1.3.1. Soient 0 < p,q ≤ ∞ et τ,s ∈ R (0 < p < ∞ pour le cas de Triebel-Lizorkin).

Nous avons les propriétés suivantes :

1. As,0
p,q = As

p,q.

2.

As,τ
p,q ↪→ Bs+nτ−(n/p)

∞,∞ . (1.22)

3. Pour τ > 1/p et 0 < q < ∞ ou τ = 1/p et q = ∞, on a

Bs,τ
p,q = Bs+nτ−(n/p)

∞,∞ et Fs,τ
p,q = Bs+nτ−(n/p)

∞,∞ . (1.23)

4. L’espace As,τ
p,q est monotone par rapport à s. Pour tout 0 < q1,q2 ≤ ∞ on a

As+ε,τ
p,q1

↪→ As,τ
p,q2

. (1.24)

5. Si ε > 0 et 0 < q1,q2 ≤ ∞, alors

Ȧ
s+ε,τ− ε

n
p,q1 ↪→ Ȧs,τ

p,q2
. (1.25)

6. Pour 0 < τ < 1/p on a

As
p

1−τ p ,q
↪→ As,τ

p,q. (1.26)

7. Pour q1 ≤ q2 on a

As,τ
p,q1

↪→ As,τ
p,q2

. (1.27)

8. Pour 0 < p <+∞ on a

Bs,τ
p,min{p,q} ↪→ Fs,τ

p,min{p,q} ↪→ Bs,τ
p,max{p,q}. (1.28)
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9.

B0,τ
p,1 ↪→ F0,τ

p,1 ↪→ Lτ
p ↪→ B0,τ

p,∞. (1.29)

Preuve. Voir [51] ou [49].

Proposition 1.3.2. Soient τ ≥ 0, r,q ∈]0,+∞] et −∞ < s1 < s2 <+∞.

(i) Si 0 < p1 < p2 <+∞ tels que s1 − n
p1

= s2 − n
p2

, alors

Fs1,τ
p1,r ↪→ Fs2,τ

p2,q . (1.30)

(ii) Si 0 < p1 < p2 ≤+∞ tels que s1 − n
p1

= s2 − n
p2

, alors

Bs1,τ
p1,q ↪→ Bs2,τ

p2,q. (1.31)

Preuve. Pour la preuve voir [49, Corollaire 2.2].

On donne maintenant dans la proposition suivante, une relation entre les espaces As,τ
p,q et

l’espace Lτ
p.

Proposition 1.3.3. Si s > ( n
p −n)+, alors As,τ

p,q ↪→ Lτ
p.

Preuve. En combinant (1.24) avec [49, proposition 2.7] on aboutit au résultat.

Proposition 1.3.4. Soient s ∈ R, τ ≥ 0 et 0 < p,q ≤ +∞. Alors, les conditions suivantes sont

équivalentes.

(a) Bs,τ
p,q ↪→Cub.

(b) Bs,τ
p,q ↪→C.

(c) Bs,τ
p,q ↪→ L∞.

Preuve. On peut voir la preuve dans [50, Corollaire 5.5].

1.4 Quasi-normes équiavlentes

Proposition 1.4.1. Soient s ∈ R et 1 ≤ p,q ≤ ∞ (p < ∞ dans le cas des espaces Fs
p,q). Alors,

l’opérateur de dérivation ∂ j ( j = 1, · · · ,n) envoie As
p,q dans As−1

p,q , et on a

∥∥∂ j f
∥∥

As−1
p,q

≤ c∥ f∥Bs
p,q

pour tout f ∈ Bs
p,q et j = 1, · · · ,n.

Remarque 1.4.1. La proposition précédente (on trouvera sa preuve dans [43]), reste vraie pour
les espaces As,τ

p,q(Rn), ou on peut voir dans [52, Théorème 1.5, 1.6] notamment la proposition
suivante .
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Proposition 1.4.2. Soient s ∈ R, τ ≥ 0, p,q ∈]0,+∞] (p > ∞ dans le cas de l’espace de Triebel-

Lizorkin) et m ∈ N. Alors,

∑
|α|=m

∥Dα f∥Ȧs−m,τ
p,q

est une quasi-norme équivalente dans Ȧs,τ
p,q.

Proposition 1.4.3. Soient s ∈ R, τ ≥ 0, p,q ∈]0,+∞] (p > ∞ dans le cas de l’espace de Triebel-

Lizorkin) et m ∈ N. Alors,

∑
|α|≤m

∥Dα f∥As−m,τ
p,q

,

∥ f∥As−m,τ
p,q

+
n

∑
j=1

∥∥∥∥∥∂ m f
∂xm

j

∥∥∥∥∥
As−m,τ

p,q

sont des quasi-normes équivalentes dans As,τ
p,q.

La proposition suivante nous montre l’origine de l’appellation "homogène" des espaces
homogènes. Sa preuve est dans L’annexe.

Proposition 1.4.4. Les espaces homogènes sont appelés ainsi, du fait que : Pour toute f ∈ Ḃs,τ
p,q

et tout λ > 0, il existe deux constantes positives c1 et c2 telles que

c1 ∥ f∥Ȧs,τ
p,q

≤ λ
s+nτ−n/p ∥hλ f∥Ȧs,τ

p,q
≤ c2 ∥ f∥Ȧs,τ

p,q
. (1.32)

Si λ = 2k(k ∈ Z), on aura

∥ f∥Ȧs,τ
p,q

= 2k(s+nτ−n/p) ∥h2k f∥Ȧs,τ
p,q
.

Proposition 1.4.5. i. Si τ = 0, alors Ḃs,0
p,q = Ḃs

p,q et Ḟs,0
p,q = Ḟs

p,q.

ii. Si τ < 0, alors on a Ḃs,τ
p,q = P∞ et Ḟs,τ

p,q = P∞.

iii. ∥ f∥Ḃs,τ
p,q

= 0 si, et seulement si, f est un polynôme.

iv. Pour toute f ∈ Ḃs,τ
p,q (respectivement f ∈ Ḟs,τ

p,q ), on a ∂l f ∈ Ḃs−1,τ
p,q (respectivement ∂l f ∈ Ḟs−1,τ

p,q )

(l = 1, · · · ,n), et

∥∂l f∥Ḃs−1,τ
p,q

≤ ∥ f∥Ḃs,τ
p,q

et ∥∂l f∥Ḟs−1,τ
p,q

≤ ∥ f∥Ḟs,τ
p,q
.

v. Nous avons les injections continues suivantes :

Ḃs,τ
p,q ↪→ Ḃs+nτ−n/p

∞,∞ et Ḟs,τ
p,q ↪→ Ḃs+nτ−n/p

∞,∞ .
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Preuve. Voir l’annexe.
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Chapitre 2

Estimations de type de Nikol’skij

Dans ce chapitre, on va donner des estimations de type de Nikol’skij qui sont d’une grande
importance dans cette thèse dans les chapitres qui suivent. D’abord on les donnent dans les
espaces classiques, puis notre contribution et de donner et démontrer ces inégalités dans les
espaces de type de Besov et de type de Triebel-Lizorkin homogènes. Pour les résultats dans les
espaces Ḃs

p,q et Ḟs
p,q on peut se référer par exemple à [15], [34], [40]. Les inégalités de type de

Nikolskij ont été explorées à travers divers travaux de recherche, parmi lesquels nous pouvons
citer quelques exemples, pour les espaces usuels non-homogènes de Besov et de Triebel-Lizorkin,
nous avons Triebel [43], Yamazaki [47], Marschall [30] et Runst et Al [40]. Pour les espaces
usuels homogènes Bourdaud et Al[19] et Moussai [33]. Concernant les espaces non-homogènes
de Type Triebel-Lizorkin on a Yuan et Al [49].

2.1 Inégalités de type de Nikol’skij dans Ḃs
p,q et Ḟ s

p,q

On donne dans cette section, les résultats concernant les inégalités de type de Nikols’kij dans
Ḃs

p,q et Ḟs
p,q. Le nombre ν ∈ N associé à ces espaces est défini par :

• ν :=
(
[s−n/p]+1

)
+

si s−n/p ̸∈ N ou ν = s−n/p avec q > 1 dans le cas B et p > 1
dans le cas F .

• ν = s−n/p ∈ N avec q = 1 dans le cas B et p = 1 dans le cas F .

Proposition 2.1.1. Soient 0 < p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞ et a,b des réels tel que 0 < a < b. Soit (u j) j∈Z

une suite dans S′(Rn) telle que

• û j est portée par la couronne a2 j ≤ |ξ | ≤ b2 j,

• AB :=
(

∑ j∈Z(2s j
∥∥u j
∥∥

p)
q
)1/q

.

Alors la série ∑ j∈Z u j converge dans S′ν(Rn) et on a
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∥∥∥∥∥∑
j∈Z

u j

∥∥∥∥∥
Ḃs

p,q(Rn)

≤ cAB, (2.1)

où c dépend de n,s, p,q,a et b. La même conclusion est vérifiée pour a = 0 pour s > 0 et dans le

cas s < 0, la même conclusion est vérifiée pour b =+∞.

Proposition 2.1.2. Soient 0 < p < +∞, 0 < q ≤ +∞ et a,b des réels tel que 0 < a < b. Soit

(u j) j∈Z une suite dans S′(Rn) telle que

• û j est portée par la couronne a2 j ≤ |ξ | ≤ b2 j,

• AF :=
∥∥∥(∑ j∈Z(2s j

∥∥u j
∥∥q)1/q

∥∥∥
p
.

Alors la série ∑ j∈Z u j converge dans S′ν(Rn) et on a∥∥∥∥∥∑
j∈Z

u j

∥∥∥∥∥
Ḟs

p,q(Rn)

≤ cAF , (2.2)

où c dépend de n,s, p,q,a et b. La même conclusion est vérifiée pour a = 0 pour s > 0, et dans le

cas s < 0 la même conclusion est vérifiée pour b =+∞.

Dans [34], l’auteur a démontré les inégalités de type de Nikol’skij dans S ′. Ces résultats sont
les suivants.

Proposition 2.1.3. Soient 0 < p ≤ ∞ et 0 < q ≤ ∞ ( p <+∞ dans les cas des espaces F). Soit s

un nombre réel tel que

(s < n/p) ou (s = n/p et 0 < q ≤ 1 dans les cas B (0 < p ≤ 1 dans le cas des espaces F)).

Soient a et b deux nombres réels tel que 0 < a < b. Soit (u j) j∈Z une suite de S ′ telle que

• û j est portée par la couronne a2 j ≤ |ξ | ≤ b2 j.

•

AB :=

(
∑
j∈Z

(2s j ∥∥u j
∥∥

p)
q

)1/q

<+∞, (dans le cas des espaces B),

AF :=

∥∥∥∥∥∥
(

∑
j∈Z

(2s j ∣∣u j
∣∣)q

)1/q
∥∥∥∥∥∥

p

(dans le cas des espaces F),

i. Alors, la série ∑ j∈Z u j converge dans S ′, et vérifie∥∥∥∥∥∑
j∈Z

u j

∥∥∥∥∥
Ḃs

p,q

≤ cAB,

15
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∥∥∥∥∥∑
j∈Z

u j

∥∥∥∥∥
Ḟs

p,q

≤ cAF ,

où c dépend de n,s, p,q,a et b.

ii. Si de plus s > max( n
p −n,0) (respectivement, s > max( n

min(p,q) −n,0) dans le cas des espaces

F), la même conclusion pour a = 0.

Proposition 2.1.4. Soient p,q ∈]0,+∞] ( p <+∞ dans les cas des espaces F). Soit s un nombre

réel tel que

(s−n/p∈R+\N0) ou (s−n/p∈N et 0< q≤ 1 dans le cas B (0< p≤ 1 dans le cas des espaces F)).

Soit m ∈ N tel que

s− n
p
≤ m < s− n

p
+1.

Soient a et b deux nombres réels tel que 0 < a < b. Soit (u j) j∈Z une suite de S ′ telle que

• û j est portée par la boule |ξ | ≤ b2 j pour les espaces B et l’anneau a2 j ≤ |ξ | ≤ b2 j pour

les espaces F.

•

AB :=

(
∑
j∈Z

(2s j ∥∥u j
∥∥

p)
q

)1/q

<+∞, (dans le cas des espaces B),

AF :=

∥∥∥∥∥∥
(

∑
j∈Z

(2s j ∣∣u j
∣∣)q

)1/q
∥∥∥∥∥∥

p

<+∞ (dans le cas des espaces F).

On pose

v j(x) := u j(x)− ∑
|α|≤m−1

u(α)
j (0)

xα

α!
(∀ j ∈ Z,∀x ∈ Rn).

i. Alors, les séries ∑ j∈Z v j convergent dans S ′, et vérifient∥∥∥∥∥∑
j∈Z

v j

∥∥∥∥∥
Ḃs

p,q

≤ cAB

∥∥∥∥∥∑
j∈Z

v j

∥∥∥∥∥
Ḟs

p,q

≤ cAF ,

où c dépend de n,s, p,q,b (et a dans le cas des espaces F).

ii. Dans le cas des espaces de Triebel-Lizorkin, Si de plus s >
( n

min(p,q) − n
)

, on a la même

conclusion pour a = 0.
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Remarque 2.1.1.

2.2 Lemmes préparatoires

Lemme 2.2.1. (i) Soient j et k de Z. Si | j− k| ≥ 2 alors Q jQk = 0.

(ii) Soient a,b ∈ R tel que 0 < a < b et θ ∈ D(Rn) telle que suppθ ⊂ {ξ ∈ Rn : a ≤ |ξ | ≤ b}.

Alors, il existe deux entiers m1 et m2 tel que θ(2− jξ )θ(2−kξ ) = 0 si m1 ≤ k− j ≤ m2.

Preuve. (i) On sait que le support de Q j est {ξ ∈ Rn : 2 j−1 ≤ |ξ | ≤ 3 · 2 j−1}. Alors, pour
| j− k| ≥ 2 on a

{ξ ∈ Rn : 2 j−1 ≤ |ξ | ≤ 3 ·2 j−1}∩{ξ ∈ Rn : 2k−1 ≤ |ξ | ≤ 3 ·2k−1}= /0,

donc Q jQk = 0.

(ii) On a
{ξ ∈ Rn : a2 j ≤ |ξ | ≤ b ·2 j}∩{ξ ∈ Rn : a2k ≤ |ξ | ≤ ·b2k}= /0,

Nous avons d’un côté b2 j ≤ a2k implique b
a ≤ 2k− j c’est-à-dire log2(b/a)≤ k− j,

D’un autre côté, on a a2 j ≥ ·b2k ce qui donne a
b ≥ 2k− j donc log2

a
b ≥ k− j.

De cette façon on trouve les entiers m1 =
[
log2

a
b

]
−1 et m2 =

[
log2

b
a

]
+1.

Le lemme suivant est une inégalité de type de Hardy.

Lemme 2.2.2. Soient 0 < q ≤ ∞, a > 1 et (x j) une suite de ℓq(Z) de termes positifs. Alors

(
∑
k∈Z

(
∑

ε( j−k)≤0
aε( j−k)x j

)q)1/q

≤ c

(
∑
j∈Z

xq
j

)1/q

(ε =∓1), (2.3)

c dépend de q et a.

Nous aurons besoin de l’inégalité suivante, dite de Fefferman-Stein, par rapport à la fonction
maximale de Hardy-Littlewood. Sa preuve est dans [53, Proposition 2.3].

Proposition 2.2.3. Soient 1 < p < ∞ et 0 ≤ τ < 1/p.

i. Si 1 < q < ∞, alors il existe une constante positive c, telle que pour toute suite ( f j) j∈Z de
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Lloc
1 (Rn), on ait

sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2nτk

∥∥∥∥∥∥
(

∑
j∈Z

(M ( f j))
q

)1/q
∥∥∥∥∥∥

Lp(Pk,ν )

≤ csup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2nτk

∥∥∥∥∥∥
(

∑
j∈Z

∣∣ f j
∣∣q)1/q

∥∥∥∥∥∥
Lp(Pk,ν )

.

(2.4)

ii. Si 0 < q < ∞, alors il existe une constante positive c, telle que pour toute suite ( f j) j∈Z de

Lloc
1 (Rn), on ait

sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2nτk

(
∑
j∈Z

∥∥M ( f j)
∥∥q

Lp(Pk,ν )

)1/q

≤ csup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2nτk

(
∑
j∈Z

∥∥ f j
∥∥q

Lp(Pk,ν )

)1/q

. (2.5)

2.3 Inégalités de type de Nikol’skij 1

Tout d’abord on va définir l’entier µ , et on justifiera sa valeur au cours des démonstrations.
Pour tout n ∈ N et s, p,q,τ de R on associe l’entier µ ∈ N0 défini par :

Dans le cas de l’espace de type de Besov

µ =

{
[s+nτ −n/p]+1 si s+nτ −n/p ̸∈ N0 ou q > 1,

s+nτ −n/p si s+nτ −n/p ∈ N0 et 0 < q ≤ 1.
(2.6)

Dans le cas de l’espace de type de Triebel-Lizorkin

µ =

{
[s+nτ −n/p]+1 si s+nτ −n/p ̸∈ N0 ou p > 1,

s+nτ −n/p si s+nτ −n/p ∈ N0 et 0 < p ≤ 1.
(2.7)

2.3.1 Le cas Ḃs,τ
p,q

Dans [4] nous avons démontré le résultat suivant qui concerne la convergence des séries

∑ j∈Z u j dans S ′
µ .

Théorème 2.3.1. Soient s,τ ∈R et p,q∈]0,+∞]. Soient a,b deux nombres réels tel que 0< a< b.

Soit (u j) j∈Z une suite de S ′ telle que

• û j est portée par la couronne a2 j ≤ |ξ | ≤ b2 j,

• A := supk∈Z supν∈Zn 2knτ
(

∑ j≥k
(
2s j∥u j∥Lp(Pk,ν )

)q)1/q
< ∞.

Alors la série ∑ j∈Z u j converge dans S ′
µ vers une limite u qui appartient à S ′

µ et vérifie

∥[u]µ∥Ḃs,τ
p,q

≤ cA, (2.8)
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la constante c dépend que de n,s,τ, p,q,a et b.

2.3.2 Le cas Ḟs,τ
p,q

Le théorème suivant est l’un des résultats de ce manuscrit.

Théorème 2.3.2. Soient s,τ ∈ R, p ∈]0,+∞[ et q ∈]0,+∞]. Soient a,b deux réels tels que

0 < a < b. Soit (u j) j∈Z une suite de S ′ telle que

• û j est portée par la couronne a2 j ≤ |ξ | ≤ b2 j,

• A := supk∈Z supν∈Zn 2knτ

∥∥∥(∑ j≥k 2s jq|u j|q
)1/q

∥∥∥
Lp(Pk,ν )

< ∞.

Alors la série ∑ j∈Z u j converge dans S ′
µ vers une limite u qui appartient à S ′

µ et vérifie

∥[u]µ∥Ḟs,τ
p,q

≤ cA, (2.9)

la constante c dépend de n,s,τ, p,q,a et b.

2.3.3 Preuve du Théorème 2.3.2

Pour simplifier la démonstration, on va la diviser en quelques étapes. On utilisera les méthodes
de [19] et [33].

Convergence dans S ′
µ

Etape 1 : s+nτ −n/p ̸∈ N0 ou p > 1.

Dans ce cas µ = ([s+nτ −n/p]+1)+ c’est à dire que µ > s+nτ −n/p. Soit f ∈ Sµ .

On introduit une fonction positive et radiale γ̃ ∈ D(Rn) \ {0} telle que γ̃(ξ ) = 1 si a ≤
|ξ | ≤ b, et on définit Q̃k := γ̃(2−kD) ; c’est à dire ̂̃Qk f = γ̃(2−k(·)) f̂ pour tout k ∈ Z. On a
Q̃kuk = uk.

Par conséquent on a

∑
k∈Z

|⟨uk, f ⟩| ≤ ∑
k∈Z

∑
ν∈Zn

∥uk∥L∞(Pk,ν )

∥∥∥Q̃k f
∥∥∥

L1(Pk,ν )
. (2.10)

On va estimer le terme ∥uk∥L∞(Pk,ν )
. Si on fixe un réel r par r = max(p,q), et par l’inégalité

de Minkowski (
∑
j≥k

2s jr ∥∥u j
∥∥r

p

)1/r

≤

∥∥∥∥∥∥
(

∑
j≥k

2s jr ∣∣u j
∣∣r)1/r

∥∥∥∥∥∥
p

,
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d’après l’injection ℓq ⊂ ℓr il vient

sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

(
∑
j≥k

2 jsr ∥∥u j
∥∥r

Lp(Pk,ν )

)1/r

≤ 2−knτA. (2.11)

Mais d’après (2.11) on obtient

∥uk∥Lp(Pk,ν )
≲ 2−ks

(
∑
j≥k

2s jr ∥∥u j
∥∥r

Lp(Pk,ν )

)1/r

≲ 2−k(s+nτ)A (∀k ∈ Z, ∀ν ∈ Zn). (2.12)

Etape 1.1. p ≥ 1. Par l’inégalité de Hölder et l’inégalité (2.12) on aura

|uk(x)| =
∣∣∣Q̃kuk(x)

∣∣∣≲ 2nk
∑

η∈Zn

∫
Pk,η

(2+2k |x− y|)−n−1 |uk(y)|dy

≲ 2kn
∑

η∈Zn
∥uk∥Lp(Pk,η )

(∫
Pk,η

(2+2k |x− y|)−(n+1)p′dy
)1/p′

≲ 2k(n−s−nτ)A ∑
η∈Zn

(∫
Pk,η

(2+2k |x− y|)−(n+1)p′dy
)1/p′

(2.13)

Pour x ∈ Pk,ν et y ∈ Pk,η on a

1+ |ν −η | ≤
√

n(2+2k |x− y|),

donc

∑
η∈Zn

(∫
Pk,η

(2+2k |x− y|)−(n+1)p′dy
)1/p′

≲ 2−kn/p′
∑

η∈Zn
(1+|ν −η |)−(n+1)≲ c2−kn/p′.

En remplaçant cette dernière majoration dans (2.13) et en majorant sur les Pk,ν , on
aura

∥uk∥L∞(Pk,ν)
≲ 2−k(s+nτ−n/p)A (∀k ∈ Z, ∀ν ∈ Zn). (2.14)

Etape 1.2. 0 < p < 1 . On a
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|uk(x)| =
∣∣∣Q̃kuk(x)

∣∣∣≲ 2nk
∑

η∈Zn

∫
Pk,η

(2+2k |x− y|)−n−1 |uk(y)|dy

≲ 2kn sup
β∈Zn

∥uk∥1−p
L∞(Pk,ν ) ∑

η∈Zn

∫
Pk,η

(2+2k |x− y|)−(n+1) |uk(y)|p dy.(2.15)

pour x ∈ Pk,ν et y ∈ Pk,η on a 1+ |ν −η | ≤
√

n(2+2k |x− y|), et par (2.13)on a aussi
le côté droit de (2.15) (avec x ∈ Pk,ν ) est borné par

c2kn2−(s+nτ)kpAp sup
ω∈Zn

∥uk∥1−p
L∞(Pk,ν )

∑
η∈Zn

(1+ |ν −η |)−n−1.

Par l’invariance par translation suivant la sommation sur η , on obtient

∥uk∥L∞(Pk,ν )
≲ 2(n/p−s−nτ)kpAp sup

ω∈Zn
∥uk∥1−p

L∞(Pk,ω )
(∀k ∈ Z,∀ν ∈ Zn);

le Sup est pris sur tout ν ∈ Zn dans le côté droit, l’estimation (2.14) reste vraie pour
0 < p < 1.

Revenons à (2.10). Par le Lemme 1.1.5 on a, puisque f ∈ S , on a pour un certain
entier N1 :∥∥∥Q̃k f

∥∥∥
L1(Pk,ν )

≲ 2−kN1ζN1,n+1( f )
∫

Pk,ν

(1+ |y|)−n−1dy (k > 0). (2.16)

Tant que f ∈ Sµ et en faisant le changement de variable x = 2ky dans 2kn ∫
Pk,ν

(1+
|y|)−n−1dy, on aura∥∥∥Q̃k f

∥∥∥
L1(Pk,ν )

≲ 2µk
ζµ,n+1( f )

∫
P0,ν

(1+ |x|)−n−1dy (k ≤ 0). (2.17)

En utilisant (2.14), (2.16) et (2.17) dans (2.10), c’est à dire

∑
k∈Z

|⟨uk, f ⟩| ≤ c( f )A
(∫

Rn
(1+ |x|)−n−1dx

)
∑
k∈Z

2(−s−nτ+n/p)k min(2µk,2−kN1),

En choisissant N1 tel que N1+ s+nτ −n/p > 0 et en utilisant le fait que µ − s−nτ +

n/p > 0, on obtient la conclusion voulue.
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Étape 2. µ := s+nτ −n/p ∈ N0 et 0 < p ≤ 1. Nous avons

∑
k∈Z

|⟨uk, f ⟩| ≤ ∑
k>0

∑
ν∈Zn

∥uk∥L∞(Pk,ν )

∥∥∥Q̃k f
∥∥∥

L1(Pk,ν )
+ ∑

k≤0
|⟨uk, f ⟩| . (2.18)

Pour la partie ∑k>0 · · · on procède comme dans l’étape 1.1, on obtient

∑
k>0

(
∑

ν∈Zn
∥uk∥L∞(Pk,ν )

∥∥∥Q̃k f
∥∥∥

L1(Pk,ν )

)
≤ cA ∑

k>0
2−(N+s+nτ−n/p)k.

Pour la partie ∑k≤0 · · · , on introduit 0 < d < p ≤ 1, d sera choisi plu tard. La fonction

ûk ∗
̂̃Qk f est à support dans la boule |ξ | ≤ (b+3/2)2k, donc par l’inégalité de Bernstien on

a

∑
k≤0

|⟨uk, f ⟩| ≲ ∑
k≤0

2kn(1/d−1)
(∫

Rn

∣∣∣uk(x)Q̃k f (x)
∣∣∣d dx

)1/d

≲ ∑
k≤0

2kn(1/d−1)

(
∑

ν∈Zn

∫
Pk,ν

∣∣∣uk(x)Q̃k f (x)
∣∣∣d)1/d

. (2.19)

En utilisant l’inégalité de Minkowski, le dernier terme de (2.19) est majoré par

c

 ∑
ν∈Zn

{
∑
k≤0

(
2kn(1−d)

∫
Pk,ν

|uk(x)|d
∣∣∣Q̃k f (x)

∣∣∣d dx
)1/d

}d
1/d

. (2.20)

À nouveau, par l’inégalité de Hölder avec comme exposants p/d et w := p
p−d , on obtient

(∫
Pk,ν

|uk(x)|d
∣∣∣Q̃k f (x)

∣∣∣d dx
)1/d

≤ ∥uk∥Lp(Pk,ν )

∥∥∥Q̃k f
∥∥∥

Lpw(Pk,ν )
. (2.21)

En appliquant le Lemme 1.1.5, en tenant compte du fait que k ≤ 0 et donc pour N assez
grand on a

∥∥∥Q̃k f
∥∥∥

Lpw(Pk,ν )
≲ 2k(µ+n)

ζµ,N( f )
(∫

Pk,ν

(1+2k |x|)−Ndwdx
)1/(dw)

≲ 2k(µ+n− n
d +

n
p )ζµ,N( f )

(∫
P0,ν

(1+ |y|)−Ndwdy
)1/(dw)

(2.22)
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En remplaçant (2.22) et (2.21) dans (2.20), il vient

∑
k≤0

|⟨uk, f ⟩|≲ ζµ,N( f )

 ∑
ν∈Zn

(
∑
k≤0

2k(s+nτ) ∥uk∥Lpw(Pk,ν )

)d

×
(∫

P0,ν

(1+ |y|)−Ndwdy
)1/w


(2.23)

Dans un autre côté, comme û j est portée par la couronne a2 j ≤ |ξ | ≤ b2 j, cette couronne a
la propriété suivante :

{ξ ∈ Rn : a2 j ≤ |ξ | ≤ b2 j}∩{ξ ∈ Rn : a2ℓ ≤ |ξ | ≤ b2ℓ}= /0 pour | j− ℓ| ≥ log2(b/a).

(2.24)
Donc ∑ j∈Z û j(ξ ) est localement finie pour tout ξ ∈ Rn \ {0}, et elle contient au plus
2m+ 1 termes non-nuls qui correspond à la couronne compacte 2k−ℓ ≤ |ξ | ≤ 2k+ℓ où
ℓ=−m, · · · ,m (m = [log2(b/a)]+1). En conséquence,

∑
k≤0

|⟨uk, f ⟩|= ∑
k≤0,k∈Λ

|⟨uk, f ⟩| ,

où Λ est un ensemble formé par des éléments consécutifs et k ∈ Λ avec Λ ayant 2m+1
éléments.

Soit par exemple
Λ = {J,J+1, · · · ,J+2m},

où J < 0. Maintenant on a

k ≥ J =⇒ Pk,ν ⊂ PJ,E(2J−kν)∪PJ,E(2J−kν)+ω0
,

où ω0 = (1,1, · · · ,1) ∈ Zn. Alors

∥uk∥Lp(Pk,ν )
≤ 2(1/p)−1

(
∥uk∥Lp(PJ,E(2J−kν)

)+∥uk∥Lp(PJ,E(2J−kν)+ω0
)

)
, (2.25)
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sa nous donne

∑
k≤0

2(s+nτ)k∥uk∥Lp(Pk,ν ) = ∑
k≤0,k∈Λ

2(s+nτ)k∥uk∥Lp(Pk,ν )

≤ max(22mnτ , 1)2(1/p)−1 2Jnτ
J+2m

∑
k=J

2sk(∥uk∥Lp(PJ,E(2J−kν)
)+∥uk∥Lp(PJ,E(2J−kν)+w0

)

)
≤ 2max(22mnτ , 1)2(1/p)−1

J+2m

∑
k=J

(
2Jnτ2sk sup

η∈Zn
∥uk∥Lp(PJ,η )

)
≤ max(22mnτ , 1)2(1/p)−1

J+2m

∑
k=J

2nτ j sup
η∈Zn

(
∑
l≥ j

2slr∥ul∥r
Lp(Pj,η )

)1/r

≤ max(22mnτ , 1)2(1/p)−1
J+2m

∑
k=J

sup
j∈Z

2nτ j sup
η∈Zn

2 jnτ

(
∑
l≥ j

2slr∥ul∥r
Lp(Pj,η )

)1/r

≲ sup
j∈Z

sup
η∈Zn

2nτ j
(

∑
l≥ j

2slr∥ul∥r
Lp(Pj,η )

)1/r

où r = max(p,q), alors par l’inégalité de Minkowski et le fait que ℓq ↪→ ℓr, on obtient

∑
k≤0

2k(s+nτ) ∥uk∥Lp(Pk,ν )
≲ sup

j∈Z
sup

η∈Zn

∥∥∥∥∥∥2 jnτ

(
∑
l≥ j

2slr |uk|r
)1/r

∥∥∥∥∥∥
Lp(Pk,ν )

≲ sup
j∈Z

sup
η∈Zn

∥∥∥∥∥∥2 jnτ

(
∑
l≥ j

2slq |uk|q
)1/q

∥∥∥∥∥∥
Lp(Pk,ν )

≲ A ∀ν ∈ Zn. (2.26)

En remplaçant (2.26) dans

∑
k≤0

∥uk∥Lp(Pk,ν )∥Q̃k f∥Lp′(Pk,ν )

≤ cζµ,n+1( f )
(

∑
k≤0

2(s+nτ)k∥uk∥Lp(Pk,ν )

)(∫
P0,ν

(1+ |x|)−(n+1)p′ dx
)1/p′

, (2.27)

et en tenant compte que x ∈ P0,ν implique 1+ |ν | ≤
√

n(2+ |x|), on aura, du côté droit de
(2.27),

∑
k≤0

|⟨uk, f ⟩| ≤ cAζµ,n+1( f ) ∑
ν∈Zn

(∫
P0,ν

(1+ |x|)−(n+1)p′ dx
)1/p′

≤ cAζµ,n+1( f ) ∑
ν∈Zn

(1+ |ν |)−n−1 ≲ Aζµ,n+1( f ).
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Par la l’inégalité (2.11) nous donne le résultat voulu.

Pour f ∈ S , et en utilisant l’inégalité de Hölder on aura

∑
k∈Z

|⟨uk, f ⟩| ≤
∫

Pk,ν

| f (x)| ∑
k∈Z

∑
ν∈Z

|uk(x)|dx

≤ c
∫

Pk,ν

| f (x)|
(

∑
k∈Z

∑
ν∈Z

|uk(x)|q
)1/q

dx. (2.28)

En utilisant l’inégalité de Minkowski on obtient

∑
k∈Z

|⟨uk, f ⟩| ≤ c1 ∥ f∥Lτ
1

(
∑
k∈Z

∑
ν∈Z

∥uk∥q
L∞(Pk,ν )

)1/q

≤ c2 ∥ f∥Lτ
1

(
∑
k∈Z

∑
ν∈Z

2 jq(n/p−nτ) ∥uk∥q
Lp(Pk,ν )

)1/q

, (2.29)

encore, une autre fois la formule(2.11) nous permet de conclure.

Preuve de (2.9).

On a ∑ j∈Z u j =: u dans S ′
µ est bien définie, et on va estimer

∥∥[u]µ∥∥Ḟs,τ
p,q(Rn)

.
Tant que û j est portée par a2 j ≤ |ξ | ≤ b2 j, il existe deux entiers m1 et m2, dépendants de a et b,

tels que Qk(u j) = 0 si j ≤ k+m1 ou j ≥ k+m2 (m1 = [log2(1/2a)]−1 et m2 = [log2(1/3a)]+1).
On introduit d ≥ max(p,q), pour k+m1 ≤ j ≤ k+m2 on a

∣∣Qku j
∣∣≤( ∑

k+m1< j<k+m2

2s jd2−s jd ∣∣Qku j
∣∣d)1/d

|Qku(x)| ≤

(
∑

k+m1< j<k+m2

2s jd ∥∥Qku j(x)
∥∥d

)1/d(
∑

k+m1<l<k+m2

2−sl

)

≤ c2−ks

(
∑

k+m1< j<k+m2

2s jd ∥∥Qku j(x)
∥∥d

)1/d

. (2.30)

On va maintenant diviser la preuve en deux cas : p ≥ 1 et p < 1.
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Etape 1. Le cas p ≥ 1. On a par l’inégalité de Hölder

∣∣Qku j(x)
∣∣= ∑

ω∈Zn

∫
Pl,ω

∣∣u j(y)
∣∣ ∣∣∣2knF−1

γ(2k(x− y))
∣∣∣dy

≤ ∑
ω∈Zn

∥∥u j
∥∥

Lp(l,ω)

(∫
Pl,ω

∣∣∣2knF−1
γ(2k(x− y))

∣∣∣p′ dy
)1/p′

,

(2.31)

On prend maintenant x ∈ Pl,η , alors si y ∈ Pl,ω on aura

1+ |ω −η | ≤ 2
√

2n(1+2l |x− y|)≤ 2
√

2n(1+2k |x− y|) avec k ≥ l,

donc, pour tout N ∈ N,

(∫
Pl,ν

∣∣∣2knF−1
γ(2k(x− y))

∣∣∣p′ dy
)1/p′

≤ c2kn−ln/p′(1+ |ω −η |)−N , (k ≥ l). (2.32)

En choisissant N := n+1. La formule (2.31) devient

∣∣Qku j(x)
∣∣≤ c2(kn−ln/p′

∑
ω∈Zn

∥∥u j
∥∥

Lp(Pl,ω )
(1+ |ω −ν |)−n−1, (2.33)

pour tout j ∈ Z, pour tout (k, l) ∈ Z2 tel que k ≥ l, tout η ∈ Zn et pour tout x ∈ Pl,η .
D’un côté, et comme dans (2.24), pour tout ξ ∈Rn\{0}, les séries ∑k∈Z Q̂ku(ξ ) contiennent
au plus trois termes non-nuls correspondants à la couronne

2k−r−1 ≤ |ξ | ≤ 3 ·2k+r−1 (r =−1,0,1),

en conséquence, k ∈ Λ avec CardΛ = 3. Alors de (2.31) on a

∑
k≥l

2skq |Qku(x)|q ≲ ∑
k≥l,k∈Λ

(
k+m2

∑
j=k+m1

2s jd ∣∣Qku j(x)
∣∣d)q/d

(∀x ∈ Rn). (2.34)

On pose Λ = {J,J+1,J+2} (Λ est constituée de termes consécutifs), et en utilisant (2.31)
et (2.33) et en prenant l := J, donc puisque on a 1 ≤ 2(k−J)n ≤ 22n, on peut majorer le
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deuxième côté de (2.34) par

c12Jnq/p
J+2

∑
k=J

( k+m2

∑
j=k+m1

2 jds
{

∑
ω∈Zn

∥u j∥Lp(PJ,ω )(1+ |w−ν |)−(n+1)
}d)q/d

≲

≤ c22Jnq/p
J+2

∑
k=J

(
∑

ω∈Zn

( k+m2

∑
j=k+m1

2 jds∥u j∥d
Lp(PJ,ω )

)1/d
(1+ |ω −η |)−(n+1))q

≤ c32Jnq/p sup
ν∈Zn

(
∑

j≥J+m1

2 jds∥u j∥d
Lp(PJ,ν )

)q/d(
∑

ω∈Zn
(1+ |ω −η |)−(n+1))q

≤ c42Jnq/p sup
ν∈Zn

(
∑

j≥J+m1

2 jds∥u j∥d
Lp(PJ,ν )

)q/d

. (2.35)

Les constantes c1,c2,c3 et c4 sont indépendantes de x,η et J. D’un autre côté, en utilisant
l’inégalité suivante

[2m1η j]≤ 2J+m1x j < [2m1η j]+ [2m1]+2 (x ∈ PJ,η , j = 1, . . . ,n)

on obtient

PJ,η ⊂
[2m1 ]+1⋃

r=0

PJ+m1,E(2m1η)+ωr (2.36)

où ω0 = (1,1, · · · ,1) ∈ Zn. On majore encore la formule (2.35) et on trouve

∑
j≥J+m1

2 jds∥u j∥d
Lp(PJ,ν )

≤ ∑
j≥J+m1

2sd j
( ([2m1 ]+1)n

∑
r=0

∥u j∥Lp(PJ+m1,E(2
m1 ν)+wr )

)d

≲
([2m1 ]+1)n

∑
r=0

∑
j≥J+m1

2s jd∥u j∥d
Lp(PJ+m1,E(2

m1 ν)+wr )

≲
([2m1 ]+1)n

∑
r=0

∥∥∥∥∥∥
(

∑
j≥J+m1

2s jd ∣∣u j
∣∣d)1/d

∥∥∥∥∥∥
d

Lp(PJ+m1,E(2
m1 ν)+wr )

.

Alors, la dernière inégalité est bornée par

c
([2m

1 ]+1)n

∑
r=0

∥∥∥∥∥∥
(

∑
k≥ j+m1

2s jq ∣∣u j
∣∣q)1/q

∥∥∥∥∥∥Lp(PJ+m1,E(2m1ν)+wr)
d ≤ c′(2−nτJA)d,
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par conséquent on a(
∑
k≥J

2skq |Qku(x)|q
)1/q

≲ 2Jn/p−JnτA, (∀x ∈ PJ,η). (2.37)

Par suite, en divisant les deux côtés par 2−Jnτ et en calculant la norme Lp(PJ,η), on arrive
au résultat voulue.

Etrape2. Le cas p < 1. On procède comme dans l’étape 1, on pose maintenant 0 < d < p et
1
u := 1

d −
1
p , donc on a

|Qku j(x)|≲ 2 jn(1/d−1)
(∫

Rn
|2kn|u j(y)F−1

γ(2k(x− y))|ddy
)1/d

≲ 2 jn(1/d−1)

[
∑

ω∈Zn

(∫
Pl,w

|u j(y)|p
)d/p(∫

Pl,ω

2knu|F−1
γ(2k(x− y))|u dy

)d/u

dy

]1/d

.

(2.38)

On procède comme dans (2.32) en prenant x ∈ Pl,η et N ∈ N, alors

(∫
Pl,ω

|2knF−1
γ(2k(x− y))|udy

)1/u

≤ c2n(k−l/u)(1+ |ω −η |)−N , (k ≥ l).

où c est indépendante de k, l et x. On insère l’inégalité dans (2.38) et on utilise l’inégalité
de Minkowski par rapport à ℓ1/d(Z;ℓ1(Zn)), on trouve

|Qku(x)| ≤ ∑
j>k+m1

|Qku j(x)| ( on rappelle que k ≥ l)

≤ c2n(k−l/u)
∑

j>l+m1

2 jn(1/d−1)
[

∑
w∈Zn

∥u j∥d
Lp(Pl,w)

(1+ |w−η |)−Nd
]1/d

≤ c2n(k−l/u)
(

∑
w∈Zn

[
∑

j>l+m1

2 jn(1/d−1)∥u j∥Lp(Pl,w)(1+ |w−η |)−N
]d)1/d

(2.39)

pour out x ∈ Pl+m1,η . Puis, par l’inclusion (2.36) appliquée à Pl+m1,w, et on choisissant d

tel que s+n− n
d > 0, ce qui est légale car s > n

p −n, et le fait que

∥u j∥Lp(Pl+m1,w)
≤
( ([2m1 ]+1)n

∑
r=0

∥u j∥p
Lp(Pl+m1,E(2

m1 w)+wr )

)1/p
≤ c

([2m1 ]+1)n

∑
r=0

∥u j∥Lp(Pl+m1,E(2
m1 w)+wr )
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où c := 2([2
m1 ]+1)n(1/p−1) (qui vient de (1.2)), on aboutit à

∑
j>l+m1

2 jn(1/d−1)∥u j∥Lp(Pl+m1,w)
≤ c1 ∑

j>l+m1

2 jn(1/d−1)
( ([2m1 ]+1)n

∑
r=0

∥u j∥Lp(Pl+m1,E(2
m1 w)+wr )

)
≤ c22−lnτA ∑

j>l+m1

2 j(n/d−n−s) ≤ c32l(n/d−n−s−nτ)A ,

ce qui donne
|Qku(x)|≲ 2kn2l(n/p−n−s−nτ)A (∀k ≥ l, x ∈ Pl,η). (2.40)

En choisissant une autre fois l := J et en suivant le raisonnement comme dans (2.37) on
arrive au résultat.

Remarque 2.3.1. Les Théorèmes 2.3.1 et 2.3.2 restent vrais, si on remplace dans leur conclusions,
les séries ∑ j∈Z u j par n’importe quelle série du type ∑ j∈Z u j − v, pour tout polynôme v ∈ Pµ .

2.4 Inégalité de type de Nikol’skij 2

2.4.1 Théorème principal

Théorème 2.4.1. Soient s > ( n
p −n)+. Soit b un réel positif. Soit (u j) j∈Z une suite de S ′ telle

que

• û j est portée par la boule |ξ | ≤ b2 j,

• A := supk∈Z supη∈Zn 2knτ
(

∑ j≥k
(
2 js∥u j∥Lp(Pk,η )

)q)1/q
< ∞ dans le cas-B,

A := supk∈Z supη∈Zn 2knτ
∥∥(∑ j≥k(2 js|u j|)q)1/q∥∥

Lp(Pk,η )
< ∞ dans le cas-F.

Alors la série ∑ j∈Z u j converge dans S ′
µ vers une limite u qui appartient à S ′

µ et vérifie

∥ ∑
j∈Z

u j∥Ȧs,τ
p,q

≤ cA (2.41)

la constante c dépend de n,s,τ, p,q et b.

Pour démontrer ce théorème, nous avons besoin du lemme suivant, dont la preuve est disponible
dans [27, p.782,(2.11)]. Vous pouvez également consulter [49, proof of prop. 2.6] pour plus
d’informations.

Lemme 2.4.2. Il existe une constante c > 0 telle que

sup
x∈Pj,w

|g(x)| ≤ c2 jn/p sup
η∈Zn

∥g∥Lp(Pj,η ) (∀ j ∈ Z,∀w ∈ Zn)

29



CHAPITRE 2. ESTIMATIONS DE TYPE DE NIKOL’SKIJ

soit vraie, pour tout g ∈ S ′ avec supp ĝ ⊂ {ξ : |ξ | ≤ 2 j+1}.

2.4.2 Preuve du Théorème 2.4.1

Preuve. Etape 1 : La convergence dans S ′
∞. On commence par la preuve de l’estimation

suivante :
sup

x∈Pj,w

∣∣u j(2x/b)
∣∣≤ c2 j(n/p−s−nτ)A , (∀ j ∈ Z, ∀w ∈ Zn) . (2.42)

En appliquant le Lemme 2.4.2 avec g(x) := u j
(2

bx
)
, et en utilisant l’assertion suivante,

x ∈ Pj,η ⇒ 2x/b ∈
([2/b]+1)n⋃

r=0

Pj,E(2η/b)+wr , wr ∈ Zn ,

on obtient

∥u j
(
2(·)/b

)
∥Lp(Pj,η ) ≤

(
(2/b)−n

([2/b]+1)n

∑
r=0

∥u j∥p
Lp(Pj,E(2η/b)+wr )

)1/p
≤ c sup

ν∈Zn
∥u j∥Lp(Pj,ν ) ,

donc, on trouve

sup
x∈Pj,w

∣∣u j
(
2x/b

)∣∣≤ c2 jn/p sup
ν∈Zn

∥u j∥Lp(Pj,ν ) , (∀ j ∈ Z,∀w ∈ Zn) . (2.43)

D’un autre côté, pour tout j, l ∈ Z tel que j ≥ l, on obtient

∥u j∥Lp(Pl,ν ) ≤ 2− js−lnτ ×2lnτ

(
∑
k≥l

2ksq∥uk∥q
Lp(Pl,ν )

)1/q
≤ 2− js−lnτA (2.44)

dans le cas-B, et

∥u j∥Lp(Pl,ν ) ≤ 2− js−lnτ ×2lnτ

∥∥∥(∑
k≥l

2ksq|uk|q
)1/q∥∥∥

Lp(Pl,ν )
≤ 2− js−lnτA (2.45)

dans le cas-F . Puis dans (2.43), en insérant (2.44) dans le cas-B ((2.45) dans le cas-F) avec j = l,
on aboutit à l’estimation voulue, c’est-à-dire (2.42).

Maintenant, pour la convergence. Soit f ∈ S∞. Par supp û j, il existe un entier r, dépendant
seulement de b, tel que S j+r(u j) = u j, alors ⟨u j, f ⟩= ⟨u j,S j+r f ⟩ pour tout j ∈ Z. En suite, en
continuant ∑ j∈Z

∣∣⟨u j, f ⟩
∣∣= I1 + I2 où I1 := ∑ j<0 . . . et I2 := ∑ j≥0 . . ..

• Estimation de‘ I1. En effectuant un changement de variable et en écrivant
∫
Rn = ∑w∈Zn

∫
Pj,w

,
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on trouve

I1 ≤ (2/b)n
∑
j<0

∑
w∈Zn

∫
Pj,w

|u j
(
2x/b

)
| |S j+r f (2x/b)|dx .

Par le Lemme 1.1.6, on choisit un entier N tel que ∥S j+r f∥1 = O(2 jN) ( j < 0) et N > s+nτ − n
p ,

donc la formule (2.42) nous donne

I1 ≤ c1A ∑
j<0

2 j(n/p−s−nτ)
∑

w∈Zn

∫
Pj,w

|S j+r f (2x/b)|dx

≤ c2A ∑
j<0

2 j(n/p−s−nτ)
∫
Rn

|S j+r f (x)|dx ≤ c3A ∑
j<0

2 j(N+n/p−s−nτ) ≤ c4A .

• Estimation de of I2. D’abord on applique (2.44)–(2.45) avec l = 0 (c’est-à-dire j ≥ 0), on
obtient

∥u j∥Lp(P0,w) ≤ 2− jsA .

De l’autre côté, on va introduire d de sorte que 0 < d < p si 0 < p ≤ 1 et d := 1 si p > 1, alors
l’inégalité de Bernstein et l’inégalité de Hölder avec 1

u := 1
d −

1
p , donnent

I2 ≤ c1 ∑
j≥0

2 jn(1/d−1)
(∫

Rn
|u j(x)S j+r f (x)|d dx

)1/d

≤ c2 ∑
j≥0

2 jn(1/d−1)
[

∑
w∈Zn

(∫
P0,w

|u j(x)|pdx
)d/p(∫

P0,w

|S j+r f (x)|udx
)d/u]1/d

≤ c2A ∑
j≥0

2 j(−s−n+n/d)
(

∑
w∈Zn

(∫
P0,w

|S j+r f (x)|udx
)d/u)1/d

. (2.46)

On remarque que si x ∈ P0,w, alors 1+ |w| ≤ c(1+ |x|) avec c := c(n) > 0 ; et en utilisant
l’inégalité 1+ |x| ≤ (1+ |y|)(1+ |x− y|) et en choisissant d de sorte que u ≥ 1, ce qui veut dire

p
p+1

< d < p ≤ 1 et d = 1 si p > 1 , (2.47)
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Maintenant, on applique l’inégalité de Minkowski par rapport à Lu(P0,w;L1(Rn)) on trouve

(∫
P0,w

|S j+r f (x)|udx
)1/u

≤ c1(1+ |w|)−N
(∫

P0,w

(1+ |x|)Nu|S j+r f (x)|udx
)1/u

≤ c12( j+r)n(1+ |w|)−N
[∫

Rn
(1+ |y|)N |F−1

ρ(2 j+ry)|

×
(∫

Rn
(1+ |x− y|)Nu| f (x− y)|udx

)1/u]
dy

≤ c22( j+r)n(1+ |w|)−N
∫
Rn
(1+ |y|)N |F−1

ρ(2 j+ry)|dy ,

où f ∈ S∞ ; et le nombre N ∈ N est à notre portée. Alors, on a

2( j+r)n
∫
Rn
(1+ |y|)N |F−1

ρ(2 j+ry)|dy ≤
∫
Rn
(1+2−r|z|)N |F−1

ρ(z)|dz ≤ c ,

on rappelle que r := r(b). Donc,

(∫
P0,w

|S j+r f (x)|udx
)1/u

≤ c(1+ |w|)−N .

puisque nous avons la supposition s > ( n
p −n)+, en choisissant d tel que

s+n− n
d
> 0 , (2.48)

en choisit aussi N de sorte que Nd ≥ n+1 (i.e. ∑w∈Zn(1+ |w|)−Nd < ∞), donc d’après (2.46) on
obtient

I2 ≤ c1A ∑
j≥0

2− j(s+n−n/d) ≤ c2A .

Alors, des formules (2.47)–(2.48) on doit trouver d tel que

d = 1 si p > 1 et
1
p
<

1
d
< min

(
1+

s
n
, 1+

1
p

)
si 0 < p ≤ 1 .

Étape 2 : Preuve de l’estimation ∥∑ j∈Z u j∥Ȧs,τ
p,q

≤ cA. On pose u := ∑ j∈Z u j ∈ S ′
∞, de l’étape

précédente. Du fait que supp û j, il existe un entier m, dépendant de b, tel que Qk(u j) ≡ 0 si
j ≤ k+m (m est l’entier le plus proche de log2

1
2b ). On sépare encore le cas p ≥ 1 de p < 1.

Sous-étape 2.1 : cas p ≥ 1. On étudie le cas-F puisque le cas-B est similaire à [4, pp. 358–
360].
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On introduit q1 ≥ max(p,q). Pour j > k+m on a

|Qku j(x)| ≤ 2− js
(

∑
ℓ>k+m

2ℓsq1 |Qkuℓ(x)|q1
)1/q1

,

alors on trouve

|Qku(x)| ≤
(

∑
ℓ>k+m

2ℓsq1|Qkuℓ(x)|q1
)1/q1

(
∑

j>k+m
2− js

)
≤ c2−ks

(
∑

j>k+m
2 jsq1|Qku j(x)|q1

)1/q1
(2.49)

pour tout x ∈ Rn et tout k ∈ Z. En utilisant l’inégalité de Hölder avec 1
p′ := 1− 1

p , on obtient

|Qku j(x)| ≤ ∑
w∈Zn

∫
Pl,w

|u j(y)| |2knF−1
γ(2k(x− y))|dy

≤ ∑
w∈Zn

∥u j∥Lp(Pl,w)

(∫
Pl,w

|2knF−1
γ(2k(x− y))|p

′
dy
)1/p′

. (2.50)

Maintenant, on prend x ∈ Pl,η , donc si y ∈ Pl,w on obtient

1+ |w−η | ≤ 2
√

2n(1+2l|x− y|)≤ 2
√

2n(1+2k|x− y|) with k ≥ l,

ce qui implique, pour tout N ∈ N,

(∫
Pl,w

|2knF−1
γ(2k(x− y))|p

′
dy
)1/p′

dx ≤ c2kn−ln/p′(1+ |w−η |)−N , (k ≥ l). (2.51)

on choisit N := n+1. En conséquence (2.50) devient

|Qku j(x)| ≤ c2kn−ln/p′
∑

w∈Zn
∥u j∥Lp(Pl,w)(1+ |w−η |)−(n+1) (2.52)

pour tout j ∈ Z, et tout (k, l) ∈ Z2 tel que k ≥ l, tout η ∈ Zn et tout x ∈ Pl,η .
D’un autre côté, tant que les deux couronnes 1

22 j ≤ |ξ | ≤ 3
22 j et 1

22k ≤ |ξ | ≤ 3
22k sont disjoints

| j − k| ≥ 2, alors ∑k∈Z Q̂ku(ξ ) est localement fini pour tout ξ ∈ Rn \ {0}. Par conséquent, la
somme ∑k∈ZQku(x) contient au plus trois termes non-nuls ; donc, k ∈ Λ ⫋ Z avec CardΛ = 3,
où l’ensemble Λ est constitué d’éléments consécutifs, c’est à dire Λ := {J,J+1,J+2}. Donc, de
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(2.49) on obtient

∑
k≥l

2ksq|Qku(x)|q ≤ c ∑
k≥l,k∈Λ

(
∑

j>k+m
2 jsq1 |Qku j(x)|q1

)q/q1
(∀x ∈ Rn) . (2.53)

En choisissant l := J, et en insérant (2.52) dans (2.53) avec x∈PJ,η , donc, en utilisant l’estimation
0 ≤ 2kn−Jn/p′ ≤ 22n+Jn/p (k ∈ Λ) et l’inégalité de Minkowski par rapport ℓq1(Z;ℓ1(Zn)) (on
rappelle que q1 ≥ p ≥ 1), le côté droit de (2.53) est borné par

c12Jqn/p
J+2

∑
k=J

[
∑

j>k+m
2 jsq1

(
∑

w∈Zn
∥u j∥Lp(PJ,w)(1+ |w−η |)−(n+1)

)q1
]q/q1

≤ c12Jqn/p
J+2

∑
k=J

[
∑

w∈Zn

(
∑

j>k+m

(
2 js∥u j∥Lp(PJ,w)

)q1
)1/q1

(1+ |w−η |)−(n+1)
]q

≤ c22Jqn/p sup
ν∈Zn

(
∑

j≥J+m
2 jsq1∥u j∥q1

Lp(PJ,ν )

)q/q1
(

∑
w∈Zn

(1+ |w−η |)−(n+1)
)q

≤ c32Jqn/p sup
ν∈Zn

(
∑

j≥J+m
2 jsq1∥u j∥q1

Lp(PJ,ν )

)q/q1
(2.54)

où c1,c2,c3 sont indépendants de x, η et J. D’un autre côté, par l’inégalité

[2m
νℓ]≤ 2J+mxℓ < [2m

νℓ]+ [2m]+2 (x ∈ PJ,ν , ℓ= 1, . . . ,n) ,

on obtient

PJ,ν ⊂
([2m]+1)n⋃

r=0

PJ+m,E(2mν)+wr (2.55)

où wr ∈ Zn. Alors, du dernier terme de (2.54) on trouve que

∑
j≥J+m

2 jsq1∥u j∥q1
Lp(PJ,ν )

≤ ∑
j≥J+m

2 jsq1
( ([2m]+1)n

∑
r=0

∥u j∥Lp(PJ+m,E(2mν)+wr )

)q1

≤ c1

([2m]+1)n

∑
r=0

∑
j≥J+m

2 jsq1∥u j∥q1
Lp(PJ+m,E(2mν)+wr )

≤ c1

([2m]+1)n

∑
r=0

∥∥∥( ∑
j≥J+m

2 jsq1|u j|q1
)1/q1

∥∥∥q1

Lp(PJ+m,E(2mν)+wr )
,

où on a utilisé l’inégalité de Minkowski par rapport à ℓq1(Z;Lp(PJ+m,E(2mν)+wr)). L’inclusion
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ℓq(Z) ↪→ ℓq1(Z), nous garantie que la dernière inégalité est bornée par

c2

([2m]+1)n

∑
r=0

∥∥∥( ∑
j≥J+m

2 jsq|u j|q
)1/q∥∥∥q1

Lp(PJ+m,E(2mν)+wr )
≤ c3

(
2−JnτA

)q1.

Donc, de (2.53) et (2.54) on trouve(
∑
k≥J

2ksq|Qku(x)|q
)1/q

≤ c2Jn/p−JnτA , (∀x ∈ PJ,η). (2.56)

Maintenant, en divisant les deux côtés de cette inégalité par 2−Jnτ et en calculant la norme de
Lp(PJ,η) ; comme J est arbitraire on obtient le résultat voulue.

Sous-étape 2.2 : cas p < 1. On procède comme l’étape 1/Estimation de I2, On utilise égale-
ment les notations de la sous-étape précédente. On remarque que le support de la transformée de
Fourier de la fonction y 7→ 2knu j(y)F−1γ(2k(x−y)) est la boule |ξ | ≤ (b+ 3

22−m)2 j (on rappelle
j > k+m, voir par exemple l’étape 2). On introduit les paramètres d et u tels que 0 < d < p et
1
u := 1

d −
1
p , donc par l’inégalité de Bernstein et de Hölder on obtient

|Qku j(x)| ≤ c2 jn(1/d−1)
[∫

Rn

∣∣2knu j(y)F−1
γ(2k(x− y))

∣∣d dy
]1/d

(2.57)

≤ c2 jn(1/d−1)
[

∑
w∈Zn

(∫
Pl,w

|u j(y)|pdy
)d/p(∫

Pl,w

|2knF−1
γ(2k(x− y))|udy

)d/u]1/d
,

pour l ∈ Z. On procède comme dans (2.51) en prenant x ∈ Pl,η et N ∈ N, alors

(∫
Pl,w

|2knF−1
γ(2k(x− y))|u dy

)1/u
dx ≤ c2n(k−l/u)(1+ |w−η |)−N , (k ≥ l) ,

où c est indépendante de k, l et x. On insère l’inégalité dans (2.57) et on utilise l’inégalité de
Minkowski par rapport à ℓ1/d(Z;ℓ1(Zn)), on trouve

|Qku(x)| ≤ ∑
j>k+m

|Qku j(x)| ( on rappelle que k ≥ l)

≤ c2n(k−l/u)
∑

j>l+m
2 jn(1/d−1)

[
∑

w∈Zn
∥u j∥d

Lp(Pl,w)
(1+ |w−η |)−Nd

]1/d

≤ c2n(k−l/u)
(

∑
w∈Zn

[
∑

j>l+m
2 jn(1/d−1)∥u j∥Lp(Pl,w)(1+ |w−η |)−N

]d)1/d
(2.58)

pour out x ∈ Pl,η . Puis, par l’inclusion (2.55) appliquée à Pl,w, et on choisissant d tel que
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s+n− n
d > 0, ce qui est légale car s > n

p −n, et le fait que

∥u j∥Lp(Pl,w) ≤
( ([2m]+1)n

∑
r=0

∥u j∥p
Lp(Pl+m,E(2mw)+wr )

)1/p
≤ c

([2m]+1)n

∑
r=0

∥u j∥Lp(Pl+m,E(2mw)+wr )

où c := 2([2
m]+1)n(1/p−1) (qui vient de (1.2)), on aboutit à

∑
j>l+m

2 jn(1/d−1)∥u j∥Lp(Pl,w) ≤ c1 ∑
j>l+m

2 jn(1/d−1)
( ([2m]+1)n

∑
r=0

∥u j∥Lp(Pl+m,E(2mw)+wr )

)
≤ c22−lnτA ∑

j>l+m
2 j(n/d−n−s) ≤ c32l(n/d−n−s−nτ)A ,

où nous avons utilisé (2.44) dans le cas-B et (2.45) dans le cas-F avec l +m au lieu de l (c’est à
dire j ≥ l +m). On insère l’estimation dans (2.58), et on choisit N tel que Nd ≥ n+1 (c’est à
dire ∑w∈Zn(1+ |w−η |)−Nd < ∞), ça donne

|Qku(x)| ≤ c2kn+l(n/p−n−s−nτ)A , (k ≥ l , x ∈ Pl,η) . (2.59)

Maintenant, puisque dans le cas-B, on a(
∑
k≥l

2ksq∥Qku(x)∥q
Lp(Pl,η )

)1/q
≤ c2−l(n+s+nτ)A

(
∑

k≥l,k∈Λ

2k(n+s)q
)1/q

.

en choisissant l := J (l’entier J est donné par k ∈ Λ = {J,J+1,J+2}, voir la sous-étape 2.1), il
vient que (

∑
k≥J

2ksq∥Qku(x)∥q
Lp(PJ,η )

)1/q
≤ c2−JnτA .

Enfin, en divisant les deux côtés de l’inégalité par 2−Jnτ et puisque J arbitraire, on aura le résultat
désiré.

Dans le cas-F , de (2.59) on choisit l := J et on procède comme dans (2.56).
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Chapitre 3

La composition dans l’espace de type de
Besov

Le problème de composition dans les espaces fonctionnels a été le sujet de l’attention de
nombreux mathématiciens. Il consiste à caractériser les fonctions f : R→ R telle que l’opérateur
Tf : g 7−→ f ◦ g envoie un espace fonctionnel E dans lui même. On dit qu’une telle fonction
opère sur E par composition à gauche. Donc, ce problème a été étudié par plusieurs auteurs dans
les espaces de type de Sobolev. Par exemple, Igari [28], Marcus et Mizel [29], Bourdaud [10],
Bourdaud et Kateb [16], Bourdaud, Moussai et Sickel [18, 19], Mousai et Saadi [38]...

Soit Cb(R) l’algèbre de Banach des fonctions continues bornées sur R. Supposons que E

soit une sous-algèbre de Cb(R). Supposons en outre que E soit dotée d’une norme qui rende
l’injection canonique E −→Cb(R) continue, et telle que E soit une algèbre de Banach. Dans une
telle algèbre, le calcul symbolique consiste à associer à toute fonction g ∈ E la fonction composée
f ◦g, sous certaines conditions appropriées sur f . Ainsi, nous disons qu’une fonction f , définie
sur un sous-ensemble Ω de C, opère dans E si nous avons f ◦g ∈ E pour toute fonction g ∈ E

dont l’image est contenue dans Ω. La notion ci-dessus a un sens dans n’importe quel espace de
fonctions E, même s’il n’est pas une algèbre de Banach. L’opérateur Tf : g 7→ f ◦g est souvent
appelé un opérateur de composition ou opérateur de superposition.

Certaines estimations de l’opérateur de composition ne seront pas évidentes sans quelques
restrictions sur la fonction f et les paramètres s,n et τ . C’est la cause pour laquelle on introduit
un nouveaux espaces. Nous désignerons par E s,τ

p,q , l’espace des fonctions de L∞ qui appartiennent
à l’espace homogène Ȧs,τ

p,q. ces nouveaux espaces sont des algèbres de fonctions.
De tel travail à été fait par Bourdaud, Moussai et Sickel dans les espaces usuels de Besov et

de Triebel-Lizorkin à savoir [17, 19, 20] puis par Moussai [35].
Dans notre cas, on va étendre quelques résultats dans les espaces de type de Besov et de type

de Triebel-Lizorkin, en se basant sur le travail de Moussai [35].
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D’abord, on définit de nouvels espaces de type de Besov et de type de Triebel-Lizorkin, puis
on donne des outils et lemmes nécessaires pour ce chapitre.

3.1 Les algèbres Bs,τ
p,q(Rn) et F s,τ

p,q(Rn)

Dans cette section nous définirons une autre classe d’espaces de type de Besov et de type de
Triebel-Lizorkin dites algèbres, puis on étudie les algèbres de ces espaces.

Définition 3.1.1. Soient s,τ ∈ R et 0 < p,q ≤ ∞ ( p < ∞ dans le cas des espaces F). L’espace
E s,τ

p,q est l’ensemble des fonctions f ∈ L∞ tel que [ f ]∞ ∈ Ȧs,τ
p,q (où E s,τ

p,q désigne Bs,τ
p,q ou F s,τ

p,q)

E s,τ
p,q =

{
f ∈ L∞; [ f ]∞ ∈ Ȧs,τ

p,q
}
, (3.1)

muni par la quasi-norme
∥ f∥E s,τ

p,q
= ∥ f∥

∞
+∥[ f ]∞∥Ȧs,τ

p,q
. (3.2)

Proposition 3.1.1. Les espaces E s,τ
p,q sont des quasi-Banach et on a

S∞ ↪→ E s,τ
p,q ↪→ L∞ ↪→ S ′

∞.

Preuve. Ce résultat est une conséquence immédiate du fait que

S∞ ↪→ Ȧs,τ
p,q ↪→ S ′

∞,

et de la Définition 3.1.1.

Le théorème suivant donne la relation entre les espaces homogènes Ȧs,τ
p,q, les espaces non-

homogènes As,τ
p,q et les espaces Lτ

p. On se limitera au cas de l’espace de Besov, tandis que le
théorème reste valable pour le cas de Triebel-Lizorkin, la preuve se fait d’une manière analogue.

Théorème 3.1.2. (i) Soit s ∈ R tel que s > ( n
p −n)+ ou s > n

p −nτ et τ ≥ 1
p .

Alors, si f ∈ Bs,τ
p,q, on a [ f ]∞ ∈ Ḃs,τ

p,q.

(ii) Soit s ∈ R tel que s > ( n
p −n)+, alors

Bs,τ
p,q =

{
f ∈ Lτ

p : [ f ]∞ ∈ Ḃs,τ
p,q
}
.

De plus, on a une quasi-norme équivalente dans Bs,τ
p,q donnée par

∥ f∥Lτ
p +∥[ f ]∞∥Ḃs,τ

p,q
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Preuve. On donne une esquisse de preuve, pour plus de détails voir [5]. Encore pour simplifier,
la preuve sera divisée en quelques étapes.

Étape 1 : preuve de (i). On prend f ∈ Bs,τ
p,q. On commence par la division de la somme suivant

les valeurs de k (positives ou négatives). Puis, on obtient une majoration de la norme dans l’espace
homogène comme suit

∥[ f ]∞∥Ḃs,τ
p,q

≤ sup
k>0

sup
η∈Zn

2knτ

(
∑
j≥k

(
2 js∥Q j f∥Lp(Pk,η )

)q
)1/q

+ sup
k≤0

sup
η∈Zn

2knτ

(
∑
j≥k

(
2 js∥Q j f∥Lp(Pk,η )

)q
)1/q

. (3.3)

Le second terme est borné par ∥ f∥Bs,τ
p,q

. Pour le troisième terme, tant que k ≤ 0, on divise ∑ j≥k en

∑
0
j=k+∑ j>0, et on utilise l’égalité ∑ j>0 . . .= ∑ j>k+ . . ., donc

2knτ

(
∑
j>0

(
2 js∥Q j f∥Lp(Pk,η )

)q
)1/q

≤ ∥ f∥Bs,τ
p,q
. (3.4)

ce qui nous amène à estimer le terme

sup
k≤0

sup
η∈Zn

2knτ

( 0

∑
j=k

(
2 js∥Q j f∥Lp(Pk,η )

)q
)1/q

. (3.5)

On traite maintenant les deux cas où s > ( n
p −n)+ puis s > n

p −nτ et τ ≥ 1
p .

Pour le cas s > ( n
p − n)+. On utilise la partition par des cubes dyadiques et on sépare en

deux sous-cas, où p ≥ 1 et p < 1. L’inclusion Bs,τ
p,q ↪→ Lτ

p puisque s > 0 nous permet de
conclure dans le premier cas, et pour le second (0 < p < 1). On estimera (3.5) dans laquelle
le facteur qui vient après supk≤0 supη∈Zn soit borné par

(
∑ j≤0

(
2 js∥Q j f∥Lτ

p

)q)1/q du fait que
2knτ∥Q j f∥Lp(Pk,η ) ≤ ∥Q j f∥Lτ

p . Après, par le Lemme 1.2.3 et la Proposition 1.3.3 on trouve la

borne c1∥ f∥Bs,τ
p,q

(
∑ j≤0 2 j(s+n−n/p)q)1/q qui est elle même bornée par c2∥ f∥Bs,τ

p,q
.

Pour le cas s > n
p −nτ et τ ≥ 1

p . En appliquant la Proposition 1.3.4 avec (1.28), il suffira d’estimer
(3.5) en utilisant

∥Q j f∥Lp(Pk,η ) ≤ ∥F−1
γ∥1
∥∥ f
∥∥

∞

(∫
Pk,η

dx
)1/p

≤ c12−nk/p∥ f∥∞ ≤ c22−nk/p∥ f∥Bs,τ
p,q

(∀k ≤ 0), (3.6)

alors, on obtient la borne c∥ f∥Bs,τ
p,q

.
Étape 2 : preuve de (ii). L’inclusion dans un sens est claire de (i) et la Proposition 1.3.3. Pour
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l’autre sens, soit f ∈ Lτ
p telle que [ f ]∞ ∈ Ȧs,τ

p,q. Pour simplifier, on pose,

Bk := 2knτ
(

∑
j≥k+

(
2 js∥Q j f∥Lp(Pk,η )

)q)1/q
.

Si k ≥ 1 on a Bk ≤ ∥[ f ]∞∥Ḃs,τ
p,q

, donc, on suppose que k ≤ 0, on a :

Bk = 2knτ

(
∥S0 f∥q

Lp(Pk,η )
+ ∑

j≥1
. . .
)1/q

≤ c2knτ

(
∥S0 f∥Lp(Pk,η )+

(
∑
j≥1

. . .
)1/q)

≤ c
(

2knτ∥S0 f∥Lp(Pk,η )+∥[ f ]∞∥Ḃs,τ
p,q

)
, (3.7)

sachant qu’on a ∑ j≥1 . . . ≤ ∑ j≥k . . . puisque k ≤ 0. Puis en étudie le cas où p ≥ 1 et le cas
p < 1.

• Le cas p ≥ 1 : On continue la preuve comme dans l’étape 1 en remplaçant Q j par S0, on
trouve

∥S0 f∥Lp(Pk,η ) ≤ c2−knτ∥ f∥Lτ
p (∀k ≤ 0) . (3.8)

• Le cas p < 1 : Comme S0 f = f −∑ j≥1 Q j f , voir la Proposition 1.1.7, on obtient

∥S0 f∥Lp(Pk,η ) ≤ 21/p−1
(
∥ f∥Lp(Pk,η )+

∥∥∥∑
j≥1

Q j f
∥∥∥

Lp(Pk,η )

)
. (3.9)

Puisque ∥ f∥Lp(Pk,η ) ≤ c2−knτ∥ f∥Lτ
p (∀k ≤ 0). On a

∥∥∥∑
j≥1

Q j f
∥∥∥

Lp(Pk,η )
≤
∥∥∥(∑

j≥1
|Q j f |p

)1/p∥∥∥
Lp(Pk,η )

=
(

∑
j≥1

∥Q j f∥p
Lp(Pk,η )

)1/p
,

mais 2 js∥Q j f∥Lp(Pk,η ) ≤ 2−knτ∥[ f ]∞∥Ḃs,τ
p,q

(∀ j ≥ 1) tant que k ≤ 0. Donc, on obtient

2−knτ∥[ f ]∞∥Ḃs,τ
p,q

(
∑
j≥1

2− jsp
)1/p

≤ c2−knτ∥[ f ]∞∥Ḃs,τ
p,q
.

En conséquence, de ce qui précède on obtient

∥S0 f∥Lp(Pk,η ) ≤ c2−knτ
(
∥ f∥Lτ

p +∥[ f ]∞∥Ȧs,τ
p,q

)
(∀k ≤ 0) . (3.10)

En combinant les formules trouvées, on trouve la borne c(∥ f∥Lτ
p +∥[ f ]∞∥Ȧs,τ

p,q
). Enfin, en prenant

en compte le cas où k ≥ 1 on arrive au résultat désiré.

40



CHAPITRE 3. LA COMPOSITION DANS L’ESPACE DE TYPE DE BESOV

Maintenant, on donne un outil important pour les preuves de la multiplication ponctuelle, à
savoir les algèbres dans E s,τ

p,q . On peut consulter la définition et quelques propriétés dans [40] ou
[49].

Définition 3.1.2. Soient f et g de S ′. On définit

f ·g = lim
j→+∞

S j f ·S jg, (3.11)

si la limite de S j f ·S jg quand j →+∞ existe dans S ′ on appelle f ·g le produit de f et g.

Le lemme suivant est une conséquence directe des Théorèmes 2.3.1 et 2.3.2.

Lemme 3.1.3. Soient s > 0 et m ∈ Z. Pour tout f ∈ L∞ et tout g ∈ Ȧs,τ
p,q(Rn), on définit

πm( f ,g) = ∑
j∈Z

(S j−m f )(Q jg).

Alors πm est une application bilinéaire et continue de L∞ × Ȧs,τ
p,q dans Ȧs,τ

p,q.

Théorème 3.1.4. Soient τ ≥ 0, 0 < p,q ≤ ∞ et s > ( n
p −n)+. Alors, l’espace Bs,τ

p,q est une algèbre

de Banach unitaire pour la multiplication ponctuelle. De plus, on a

∥ f ·g∥Bs,τ
p,q

≤ c
(
∥ f∥∞∥g∥Bs,τ

p,q
+∥g∥∞∥ f∥Bs,τ

p,q

)
pour tous f ,g dans Bs,τ

p,q.

Preuve. On présente une esquisse du preuve. On prend f ,g dans Bs,τ
p,q(Rn). La transformée

d’Abel nous permet d’écrire ; pour tout j > 0,

j

∑
k=− j

(Sk f )(Qkg)+
j−1

∑
k=− j

(Skg)(Qk+1 f ) = (S j f )(S jg)− (S− j f )(S− j−1g). (3.12)

En supposant
lim

j→−∞
(S− j f )(S− j−1g) = 0 dans S ′

∞(Rn).

Rappelons que
∥∥S j f

∥∥
∞
≲ ∥ f∥

∞
pour tout j ∈ Z. Donc, pour u ∈ S∞(Rn), on a

⟨(S j f )(S j−1g),u⟩= ⟨(S j f )(S j−1g),S j+2u⟩.

Donc on utilise le para-produit (voir [18]) et la propriété de Fatou pour conclure la preuve dont
on pourra trouver les détails dans [5].
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Remarque 3.1.1. Le théorème précédent reste valable pour les espaces de type de Triebel-
Lizorkin, et la preuve se fait d’une manière analogue.

3.2 L’opérateur de composition sur les espaces de type de
Besov

Dans cette section, on va donner un résultat de composition dans les espaces de type de Besov.
De tel problème a été étudié par Bourdaud, Moussai et Sickel en 2010 [19], Moussai [33]. Puis
sur les espaces définis par Bs

p,q = Ḃs
p,q ∩L∞ par Bourdaud, Moussai et Sickel en 2014 [20].

Nous allons exploiter cette idée pour démontrer un résultat dans ce sens.

3.2.1 Théorème principal

Théorème 3.2.1. Soient 1 < p < ∞, p ≤ q ≤ ∞, τ ∈ [0,+∞[ et 1 + 1/p < s < 2. On pose

α = min(1,q/p). Alors, il existe une constante c > 0 telle que l’inégalité

∥∥( f ◦g)′
∥∥

Bs,τ
p,q(R)

≤ c
∥∥ f ′
∥∥

Bs−1,τ
p,q (R)

(
∥g∥Bs,τ

p,q(R)+∥g∥s−1/p
BV 1

α(sp−1)(R)

)
(3.13)

est vraie pour toute fonction f :R→R mesurable telle que f ′ ∈Bs−1,τ
p,q (R) et toute g∈ Bs,τ

p,q(R)∩
BV 1

p (R).

Un corollaire immédiat de ce théorème est le suivant.

Corollaire 3.2.2. Soient 1 < p < ∞, p ≤ q ≤ ∞, τ ∈ [0,+∞[ et 1 + 1/p < s < 2. On pose

α := min(1,q/p).

i. Il existe une constante c > 0 telle que l’inégalité

∥ f ◦g∥Bs,τ
p,q(R) ≤ c

∥∥ f ′
∥∥

Bs−1,τ
p,q (R)

(
∥g∥Bs,τ

p,q(R)+∥g∥s−1/p
BV 1

α(sp−1)

)
(3.14)

soit vraie pour toute fonction mesurable f : R→ R telle que f ′ ∈ Bs−1,τ
p,q (R) et f (0) = 0,

et toute g ∈ Bs,τ
p,q(R)∩BV 1

p (R).

ii. Il existe c > 0 telle que (3.14) soit vraie pour tout f ∈ Bs,τ,loc
p,q (R) qui vérifie f (0) = 0 et tout

g ∈ Bs,τ
p,q(R)∩BV 1

p (R), avec
∥∥∥( fρ∥g∥)

′
∥∥∥

Bs−1,τ
p,q (R)

au lieu de ∥ f ′∥
Bs−1,τ

p,q (R).
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3.2.2 Préparation

Nous commençons par introduire des quasi-normes continues à l’aide des opérateurs de
différences

∆h f := τ−h f − f , ∀h ∈ Rn,

alors, on a
∆

1
h f (x) = ∆h f (x) = f (x+h)− f (x).

On définit également les opérateurs ∆m
h f par la relation de récurrence

∆
m
h f (x) = ∆h(∆

m−1
h f (x)), m ≥ 2. (3.15)

On déduit donc que

∆
2
h f (x) = ∆h(∆

1
h f (x)) = f (x+2h)−2 f (x+h)+ f (x).

Proposition 3.2.3. Soient p ∈ [1,+∞], 0 < s ≤ max{s,s+nτ −n/p}< 1 et 0 ≤ τ < 1
p +

s
n .

Alors, f ∈ Bs,τ
p,q(Rn) si, et seulement si f ∈ Lp

τ (Rn) et

∥ f∥1
Bs,τ

p,q(Rn)= sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

(∫ 2min(l(Pk,ν ),1)

0
t−sq sup

t/2≤|h|<t
(
∫

Pk,ν

| f (x+h)− f (x)|p dx)p/q dt
t

)1/q

<+∞.

(3.16)
De plus, ∥ f∥Lp

τ (Rn)+∥ f∥1
Bs,τ

p,q(Rn) et ∥ f∥Bs,τ
p,q(Rn) sont équivalentes.

Preuve. On peut trouver la preuve de cette proposition dans [49, Théorème 4.7.].

Nous aurons besoin du lemme suivant, qui nous donnera la propriété de Fatou dans les espaces
de type de Besov et les espaces de type de Triebel-Lizorkin, pour plus de détails on pourra voir
[49, Proposition 2.8].

Lemme 3.2.4. Soient s ∈ R, τ ≥ 0, p,q ∈]0,+∞] et une suite de fonction ( fm)m∈Z de As,τ
p,q(Rn)

qui converge faiblement vers f dans S ′(Rn) et

sup
m∈Z

∥ fm∥As,τ
p,q(Rn) < ∞.

Alors, f ∈ As,τ
p,q(Rn) et on a

∥ f∥As,τ
p,q(Rn) ≤ sup

m∈Z
∥ fm∥As,τ

p,q(Rn) .

La définition suivante va nous permettre de découvrir l’espace des fonctions à p-variations
bornées, pour plus de détails on pourra voir Peetre [39].
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Définition 3.2.1. Soit 1 ≤ p ≤ ∞. Alors, BVp(R) est l’espace des fonctions à p-variations bornées,
c’est à dire f ∈ BVp(R) si, et seulement si pour toute famille finie d’intervalles disjoints Ik =

[ak,bk]⊂ R il existe une constante c > 0 telle que

(
N

∑
k=1

| f (bk)− f (ak)|p
)1/p

≤ c < ∞ (3.17)

où la constante c dépend de f .(Voir [39, p. 114]).

Remarque 3.2.1. i. On peut donner une version plus générale de l’espace BVp(R), qui est
l’espace BV α

p (R) définie par

(
N

∑
k=1

| f (bk)− f (ak)|p

|bk −ak|α p

)1/p

≤ c < ∞. (3.18)

ii. On a BV 0
p (R) = BVp(R).

iii. f ∈ BV 1
p (R) si f est Lipschitzienne et f ′ ∈ BVp(R).

Maintenant, on donne un théorème qui présente une de nos contributions, qui est un résultat
de composition dans les espaces de type de Besov. Donnons avant une norme équivalente par les
différences qui nous sera utile dans la preuve du Théorème 3.13.

Proposition 3.2.5. Soient 1 ≤ p ≤ ∞ et 1+ |τ −1/p| < s < min(2+ 1/p− τ,2). Alors, f ∈
Bs,τ

p,q(R) si, et seulement si f ∈ Lτ
p(R), et

∥ f∥1
Bs,τ

p,q(R) ≡ sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2nτk
(∫ 2min(l(Pk,ν ),1)

0
t−sq−1(

∫
Pk,ν

| f (x+h)− f (x)|p dx)q/pdt
)1/q

< ∞.

(3.19)
De plus, ∥ f∥Lτ

p(R)+∥ f∥1
Bs,τ

p,q(R) et ∥ f∥Bs,τ
p,q(R) sont équivalentes.

Preuve. D’après la Proposition 3.2.3 en la prenant en dimension 1 et en adaptant le paramètre s

selon nos besoin, alors on a

0 < s ≤ max(s,s+ τ −1/p)< 1 et 0 ≤ τ < s+1/p,

donc {
1
p − τ < s < 1+ 1

p − τ

s > τ − 1
p

ce qui donne ∣∣∣∣τ − 1
p

∣∣∣∣< s < min(1+
1
p
− τ,1).
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Maintenant, pour ∣∣∣∣τ − 1
p

∣∣∣∣< s−1 < min(1+
1
p
− τ,1),

on aura
1+
∣∣∣∣τ − 1

p

∣∣∣∣< s < min(2+
1
p
− τ,2).

3.2.3 Preuve du théorème principal

Preuve. La preuve du Théorème 3.2.1 revient à montrer l’assertion :
l’inégalité (3.13) est vraie, pour tous s, p,q,τ et toute f et g vérifiant

i. f est de classe C1, f ′ ∈ Bs−1,τ
p,q (R) et f (0) = 0.

ii. g est une fonction réelle analytique et g ∈ Bs,τ
p,q(R)∩BV 1

p (R).

Commençons la preuve de (3.13) pour toute f et g telles que f ′ ∈ Bs−1,τ
p,q (R), f (0) = 0 et

g ∈ Bs,τ
p,q(R)∩BV 1

p (R).
Alors, on pose

f j := S j f −S j f (0)ρ et g j := S jg

Les fonctions f j et g j sont analytiques et on a
g j converge vers g dans Lp, en effet

∣∣S jg(x)−g(x)
∣∣ =

∣∣∣∣∣ ∑
k≥ j+1

Qkg(x)

∣∣∣∣∣
≤ ∑

k≥ j+1
2−sk

∥∥∥2skQkg
∥∥∥

∞

.

L’inégalité de Hölder nous donne

∣∣S jg(x)−g(x)
∣∣ ≤

(
∑

k≥ j+1
2−skq′

)1/q′ (
2skq ∥Qkg∥q

∞

)1/q

= c2−s j ∥g∥Bs
∞,q

.

On obtient alors lim j→∞ S jg = g.

∥∥QkS jg
∥∥

Lp(Pk,ν )
=
∥∥ϕ j ∗Qkg

∥∥
Lp(Pk,ν )

avec ϕ j := 2 jF−1
ρ(2 j·).

Alors, ∥∥g j
∥∥

Bs,τ
p,q(R)

≤ c∥g∥Bs,τ
p,q(R) pour tout j ≥ 0. (3.20)
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En appliquant (3.2) on obtient

lim
j→+∞

∥∥(S j f )′− f ′
∥∥

∞
= 0 et

∥∥S j f − f
∥∥

∞
≤ c2− j ∥∥ f ′

∥∥
∞
. (3.21)

Nous avons également

∥∥ f ′j
∥∥

Bs−1,τ
p,q (R) ≤ c

(∥∥ f ′
∥∥

Bs−1,τ
p,q

+
∣∣S j f (0)

∣∣) , (3.22)

et ∥∥g j
∥∥

BV 1
sp−1(R)

≤ c∥g∥BV 1
sp−1(R)

. (3.23)

D’un autre côté, on peut écrire f ◦g comme

f ◦g = f ◦S0g+( f ◦S1g− f ◦S0g)+ · · ·+( f ◦S j+1g− f ◦S jg)+ · · ·

Le fait que f (0) = 0 nous assure que

∥ f ◦g∥p ≤
∥∥ f ′
∥∥

∞
∥g∥p . (3.24)

Supposons que l’inégalité (3.13) soit vraie sous les hypothèses (i) et (ii), alors en utilisant (3.21)
et (3.20) on trouve

∥∥ f j ◦g j
∥∥

Bs,τ
p,q

≤ c
(∥∥ f ′

∥∥
Bs,τ

p,q
+
∣∣S j f (0)

∣∣)(∥g∥Bs,τ
p,q
+∥g∥s−1/p

Bs,τ
p,q

)
. (3.25)

Mais, on sait que pour tout j ≥ 0 on a

∥∥ f ◦g− f j ◦g j
∥∥

p =
∥∥ f ◦g− f ◦g j + f ◦g j − f j ◦g j

∥∥
p

≤
∥∥ f ◦g− f ◦g j

∥∥
p +
∥∥ f ◦g j − f j ◦g j

∥∥
p

≤
∥∥ f ′
∥∥

∞

∥∥g−g j
∥∥

p + c
∥∥ f ′− f ′j

∥∥
∞
∥g∥p . (3.26)

Puisque lim j→+∞ S j f (0) = f (0) = 0, on obtient

lim
j→+∞

∥∥ f ′j − f ′
∥∥

∞
= 0. (3.27)

De ce qui précède, on obtient la convergence de la suite ( f j ◦g j) j≥0 dans Lp.
Alors, on peut appliquer la propriété de Fatou. Encore une fois, on utilise le fait que

lim j→+∞ S j f (0) = f (0) = 0 on arrive à (3.13).
Étape 2. On va montrer l’inégalité (3.13) pour toute fonction f et toute fonction g telles que
f ′ ∈Bs−1,τ

p,q (R), et g ∈ Bs,τ
p,q(R)∩BV 1

α(sp−1)(R). On sait que Bs,τ
p,q ↪→Cb, et par le Théorème 3.1.2,
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et si on pose f̃ := f − f (0) en appliquant l’étape précédente à f̃ et g on aura∥∥∥( f̃ ◦g)′
∥∥∥

Bs−1,τ
p,q (R)

=
∥∥∥( f̃ ◦g)′

∥∥∥
∞

+
∥∥∥( f̃ ◦g)′

∥∥∥
Ḃs−1,τ

p,q (R)

≤
∥∥ f ′
∥∥

∞

∥∥g′
∥∥

∞
+ c1

∥∥∥ f̃ ◦g
∥∥∥

Ḃs,τ
p,q(R)

≤
∥∥ f ′
∥∥

∞

∥∥g′
∥∥

∞
+ c2

∥∥ f ′
∥∥

∞
∥g∥Ḃs,τ

p,q(R)

≤ c3
∥∥ f ′
∥∥

Bs−1,τ
p,q (R)

(
∥g∥Ḃs,τ

p,q(R)+∥g∥s−1/p
BV 1

sp−1

)
Étape 3. Le fait que ( f ◦g)′ = (( f − f (0))◦g)′, l’inégalité (3.13) est vraie dans le cas général.
Étape 4. On suppose que l’inégalité (3.13) est vraie sous l’hypothèse (i). On supposera aussi que
f ′ ∈ Bs−1,τ

p,q (R) et g ∈ Bs+1,τ
p,q ∩BVp.

Le Théorème 3.1.4 nous assure que la multiplication est une algèbre unitaire dans Bs,τ
p,q, on a

donc

∥∥( f ◦g)′
∥∥

Bs,τ
p,q

≤ c
∥∥ f ′ ◦g

∥∥
Bs,τ

p,q

∥∥g′
∥∥

Bs,τ
p,q
.

≤ c
(∥∥ f ′ ◦g

∥∥
∞
+
∥∥ f ′ ◦g

∥∥
Bs,τ

p,q

)
∥g∥Bs+1,τ

p,q ∩BVp

≤ c∥ f∥Bs,τ
p,q

(
∥g∥Bs,τ

p,q
+∥g∥s+1−1/p

BVp

)
.

Revenons à la preuve du théorème. Alors, pour toute fonction f définie sur R, tout entier positif
non-nul m et t = 2min(l(Pk,ν ,1) on pose

Ω
m
p ( f , t) :=

(∫
Pk,ν

sup
|h|≤t

|∆m
h f (x)|p dx

)1/p

.

Par la Proposition 3.2.5 on pose

U1 := sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2kτ

(∫
|h|<t

|h|−sp−1
∫

Pk,ν

∣∣∆1
h( f ◦g)′

∣∣p dxdh
)1/p

,

U2 := sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2kτ

(∫
Pk,ν

∣∣( f ◦g)′
∣∣p dx

)1/p

.

On se servira de l’égalité

∆h(( f ′ ◦g)g′)(x) = f ′(g(x+h)∆g′(x)+g′(x)∆h( f ′ ◦g)(x).

On va estimer les deux termes U1 et U2.
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Estimation de U2. La formule (3.24) nous permet d’écrire

U2 ≤ csup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2kτ

(∫
Pk,ν

(sup
|h|≤t

∥∥ f ′
∥∥

∞

∣∣g′∣∣)pdx

)1/p

≤ c
∥∥ f ′
∥∥

∞

∥∥g′
∥∥

Bs,τ
p,q(R)

. (3.28)

Estimation de U1. Supposons que g′ ne s’annule pas. Par le théorème des accroissement finis on
obtient

U1 ≤
∥∥g′
∥∥1−1/p

∞
sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2kτ

(∫
|h|<t

|h|−sp−1
∫

Pk,ν

∣∣g′(x)∣∣ sup
|h|≤1

∣∣∆1
h( f ′ ◦g)

∣∣p dxdh

)1/p

≤
∥∥g′
∥∥1−1/p

∞
Ω

1
p( f ′,

∥∥g′
∥∥

∞
t).

Donc on peut écrire U1 comme

U1(t) =
∥∥g′
∥∥1−1/p

∞
sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2(k+k′)τ

(∫
|h|<t

|h|−sp−1
∫

P(k+k′),ν

∣∣g′(x)∣∣ sup
|h|≤1

∣∣∆1
h( f ′ ◦g)

∣∣p dxdh

)1/p

,

où k′ est un entier. Supposons maintenant g est une fonction analytique et que l’ensemble où
g′ s’annule n’est pas vide, alors c’est un ensemble discret et son complémentaire dans R est la
réunion d’une famille d’intervalles ouverts disjoints de la forme Il =]al,bl[.
On pose

I′l,t := {x ∈ Pk+k′,ν : |al − x|> 2t et |bl − x|> 2t}.

Et
I′′l,tIl \ I′l,t et rl := sup

x∈Il

∣∣g′(x)∣∣ .
L’intervalle I′l,t est une ouvert et peut être vide. S’il est non vide on a∣∣∣g(g−1

|Il
(y)+h)−g(g−1

|Il
(y))

∣∣∣≤ rlt, (3.29)

pour tout y de g(I′l,t) et tout h tel que |h| ≤ t. Si cet intervalle est vide alors I′′l,t = Il pour tout t > 0.
Donc, en posant

J1 := sup
k∈Z

sup
ν∈Z

2(k+k′)τ

(∫ t

−t
|h|−sp−1

∑
l

∫
I′l,t

(
sup
|h|≤t

|g′(x)||∆−h( f ′ ◦g)(x)|
)pdxdh

)1/p

,
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et

J1 := sup
k∈Z

sup
ν∈Z

2(k+k′)τ

(∫ t

−t
|h|−sp−1

∑
l

∫
I′′l,t

(
sup
|h|≤t

|g′(x)||∆−h( f ′ ◦g)(x)|
)pdxdh

)1/p

.

En effectuant le changement de variable y = g|Il
(x) et en utilisant la formule (3.29) on trouve

∫
I′l,t

(
|g′(x)| sup

|h|≤t
|∆h( f ′ ◦g)(x)|

)pdx

≤ rp−1
l

∫
g(I′l,t)

(
sup
|h|≤t

∣∣∣ f ′(g(g−1
|Il
(y)+h)− f ′(g(g−1

|Il
(y))

∣∣∣)pdy

≤ rp−1
l

(
Ω

1
p( f ′,rlt)

)p
.

En prenant α := min(1,q/p) il vient

∑
l

∫
I′l,t

(
sup
|h|≤t

∣∣g′(x)∆−h( f ′ ◦g)(x)
∣∣)pdx ≤

(
∑

l
rα(p−1)

l

(
Ω

1
p( f ′,rlt)

)α p

)1/α

. (3.30)

Par le changement de variable ω = rlt on trouve

J1 ≤ sup
k∈Z

sup
ν∈Z

2(k+k′)τ

(∫
|h|≤ω

|h|−sp−1
∑

l
rα(sp−1)

l

∫
Pk+k′,ν

(
sup
|h|≤ω

∣∣∆h f ′(y)
∣∣)pdydh

)1/p

.

En appliquant l’inégalité de Minkowski on obtient

J1 ≤
(
∑

l
rα(sp−1)

l

)1/(α p)∥∥ f ′
∥∥

Bs−1,τ
p,q (R) .

De plus on a (
∑

l
rα(sp−1)

l

)1/(α p) ≤ c∥g∥s−1/p
BVα(sp−1)(R)

,

par conséquent on aboutit à

J1 ≤ c
∥∥ f ′
∥∥

Bs−1,τ
p,q (R) ∥g∥s−1/p

BVα(sp−1)(R)
. (3.31)

On se tourne maintenant à l’estimation de J2. Par les propriétés de I′′l,t on remarque que

|g′(x)| ≤ sup
|h|≤2t

|g′(x)−g′(x+h)|, ∀x ∈ I′′l,t .
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De fait que |( f ′ ◦g)(x+h)− ( f ′ ◦g)(x)| ≤ 2∥ f ′∥
∞

il vient

J2 ≤ 2
∥∥ f ′
∥∥

∞
sup
k∈Z

sup
ν∈Z

2(k+k′)τ

(∫
|h|≤t

|h|−1−sp
∑

l

∫
I′′l,t

(
sup
|h|≤t

∣∣∆hg′(x)
∣∣)pdxdh

)1/p

≤
∥∥ f ′
∥∥

Bs−1,τ
p,q (R)

∥∥g′
∥∥

Bs−1,τ
p,q (R) .

Par suite, on a
U1 ≤ c

∥∥ f ′
∥∥

Bs−1,τ
p,q (R)

(
∥g∥Bs,τ

p,q(R)+∥g∥s−1/p
BVα(sp−1)(R)

)
.

En prenant les estimations de U1 et de U2 on conclue

∥∥( f ◦g)′
∥∥

Bs,τ
p,q(R)

≤ c
∥∥ f ′
∥∥

Bs−1,τ
p,q (R)

(
∥g∥Bs,τ

p,q(R)+∥g∥s−1/p
BVα(sp−1)(R)

)
.

3.2.4 Preuve du Corollaire 3.2.2

Preuve. Preuve de (i). Nous avons d’après le Théorème 3.1.2 et la Proposition 1.4.2

∥ f ◦g∥Bs,τ
p,q

≤ c
(
∥ f ◦g∥Lτ

p
+
∥∥( f ◦g)′

∥∥
Ḃs−1,τ

p,q

)
,

Maintenant, par (3.2) et le Théorème 3.13 et le fait que f (0) = 0, on peut majorer le côté droit de
l’inégalité précédente par

c
(∥∥ f ′

∥∥
∞
∥g∥Lτ

p
+
∥∥ f ′
∥∥

Bs−1,τ
p,q

(∥g∥Bs,τ
p,q
+∥g∥

BV s−1/p
α(sp−1)

)
)

Alors, on arrive à
∥ f ◦g∥Bs,τ

p,q
≤ c
∥∥ f ′
∥∥

Bs−1,τ
p,q

(
∥g∥Bs,τ

p,q
+∥g∥s−1/p

BVα(sp−1)

)
.

Preuve de (ii). Pour t = ∥g∥
∞

on a f ◦g = ( f ρt)◦g. Par l’inclusion Bs,τ
p,q ↪→ Bs,τ

p,q on obtient

∥∥( f ρt)
′∥∥

Bs−1,τ
p,q

≤ c
∥∥( f ρt)

′∥∥
Bs−1,τ

p,q
≤ c∥ f ρt∥Bs,τ

p,q

qui est une quantité finie. Puis, tant que f ρt(0) = 0 et en utilisant (i) on arrive au résultat
voulu.
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Chapitre 4

Réalisation des espaces homogènes

Dans l’étude des espaces homogènes, on est toujours confronté à des problèmes de mania-
bilité, ces problèmes sont dus au fait que les espaces homogènes sont des espaces de classes
d’équivalences. Par conséquent, ils ne constituent pas des espaces de distributions tempérées,
mais des espaces de classes d’équivalences de distributions tempérées. Alors, on va, par une
application linéaire et continue, choisir un élément de chaque classe. Cette opération s’appelle
"Réalisation". En outre, les espaces homogènes sont connus pour avoir des propriétés très im-
portantes telles que l’invariance par translation et l’invariance par dilatation. Ainsi, grâce aux
réalisations de ces espaces, on souhaite préserver ces propriétés.

Bourdaud est le premier à avoir introduit cette théorie dans les espaces classiques. Dans
[9] on trouve les réalisations des espaces Ḃs

p,q, dans [13]les réalisations de espaces de Sobolev
homogènes puis dans [14] il y a les réalisations des espaces des espaces Ḃs

p,q et Ḟs
p,q avec les

constructions et exemples des réalisations. On trouve également le travail de [34] qui généralise
ce qui a été fait notamment lorsque 0 < p,q < 1. Benalia et Moussai ont introduit la réalisation
des espaces homogènes de Triebel-Lizorkin avec p = ∞ [3]. On remarque aussi des applications
des réalisations [7], [2] et [36] ou encore dans Moussai [37] où l’auteur a étudié des inégalités de
Hardy dans les espaces réalisés de Besov et de Triebel-Lizorkin.

Notre objectif dans ce travail est des réalisé les espaces Ȧs,τ
p,q en se basant sur les travaux cités

ci-dessus.

4.1 Généralités sur les réalisations

Dans les premières définitions et propositions, nous nous appuyons sur les travaux de Bour-
daud [8, 9, 13, 14, 15]. Notamment, on utilise quelques techniques de démonstration de ces
travaux là.

Définition 4.1.1. Soient m ∈ N∪{∞} et E un E.B.D. dans S ′
m(Rn). Si V est un sous-espace
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vectoriel de Pm(Rn), on appelle réalisation de E modulo V une application linéaire continue
σ : E −→ S ′(Rn)/V telle que tout élément f ∈ E soit la classe d’équivalence de σ( f ) modulo
Pm(Rn). L’image de E par σ est appelé l’espace réalisé de E par σ .

Remarque 4.1.1. L’ensemble des réalisations possède une propriété héréditaire, ce qui signifie
que dès que l’on connaît une réalisation, on peut en générer les autres.

Nous allons présenter quelques résultats sur les réalisations et leurs classifications qu’on
trouve dans à [9] et [15].

Proposition 4.1.1. Soit σ0 : E → S ′
k une réalisation. Pour toute famille finie (Lα)k≤|α|≤m de

formes linéaires continues sur E, la formule suivante définit une réalisation de E dans S ′
k :

σ( f )(x) := σ0( f )(x)+ ∑
k≤|α|≤m

Lα( f )xα .

Réciproquement, toute réalisation de E est donnée de la forme ci-dessus.

Le fait qu’un espace homogène soit isométriquement invariant par translations et/ou invariant
par dilatations nous conduit à souhaiter que l’espace réalisé possède également ces propriétés, ce
qui garantirait l’unicité d’une telle réalisation (si elle existe).

Rappelons qu’un espace E est dit invariant par translation si

∀ f ∈ E,∀a ∈ Rn : τa f ∈ E. (4.1)

De même, E est dit invariant par dilatation si

∀ f ∈ E,∀λ > 0 : hλ f ∈ E. (4.2)

Proposition 4.1.2. Soit E un sous-espace de S ′
m(Rn) invariant par les translations (resp. dilata-

tions). Soit σ une réalisation de E modulo Pk(Rn). Alors σ(E) est invariant par les translations

si et seulement si σ commute avec les translations (resp. dilatations).

Proposition 4.1.3. Soient E un sous-espace vectoriel de S ′
m(Rn) isométriquement invariant par

translation et k < m. Soit σ0 une réalisation de E modulo Pk(Rn) commutant aux translations.

Soit (Lα)k=|α| une famille finie de formes linéaires continues sur E, invariantes par translations

au sens où Lα ◦ τa = Lα , pour tout a ∈ Rn. Alors, la formule suivante définit une réalisation de

E modulo Pk(Rn), qui commute aux translations :

σ( f ) = σ0( f )+ ∑
|α|=m

Lα( f )[xα ]m; (4.3)
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inversement, toute réalisation σ de E modulo Pk(Rn), commutant aux translations, est de la

forme ci-dessus.

Proposition 4.1.4. Soit E un sous-espace de S ′
m(Rn) invariant par translations. On suppose que

SN(Rn)⊂ E. Si L est une forme linéaire continue sur E, invariante par translations, alors la

restriction de L à SN(Rn) est un polynôme de degré N.

Proposition 4.1.5. Soit E un sous-espace de S ′
m(Rn) invariant par dilatations et homogène de

degré ℓ, et soit k < m.

i. Si ℓ ̸∈ {k,k+1, · · ·}, alors E admet au plus une réalisation modulo Pk(Rn) qui commute aux

dilatations.

ii. Supposons que ℓ est un entier au moins égale à k. Soit σ0 une réalisation de E modulo Pk(Rn),

commutant aux dilatations, et (Lα)ℓ=|α| une famille de formes linéaires continues sur

E, telle que Lα ◦ hλ = λ−ℓLα pour tout λ > 0. Alors la formule suivante définit une

réalisation de E modulo Pk(Rn), qui commute aux dilatations :

σ( f ) = σ0( f )+ ∑
|α|=ℓ

Lα( f )[xα ]m; (4.4)

inversement, toute réalisation σ de E modulo Pk(Rn), commutant aux dilatations, est de

la forme ci-dessus.

Rappelons la signification de [xα ]m :
∀ϕ ∈ Sm,∀β ∈ Nn avec |β |< m, on a

⟨xα + xβ ,ϕ⟩= ⟨xα ,ϕ⟩,

par conséquent, si α = β +µ avec |β | < m on a [xα ]m = [xµ ]m. Il est à noter que pour chaque
Ḃs,τ

p,q(Rn) et Ḟs,τ
p,q(Rn) on associe un entier µ définit en (4.5) et (4.6) respectivement.

4.2 Réalisation des espaces de type de Besov Homogènes

Dans cette section, nous présentons une de nos contributions, à savoir les réalisations des
espaces de type Besov homogènes. Nous nous référons à notre article [4, Théorème 1]. On
rappelle que

µ =

{
[s+nτ −n/p]+1 si s+nτ −n/p ̸∈ N0 ou q > 1,

s+nτ −n/p si s+nτ −n/p ∈ N0 et 0 < q ≤ 1.
(4.5)
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Dans le cas de l’espace de type de Triebel-Lizorkin

µ =

{
[s+nτ −n/p]+1 si s+nτ −n/p ̸∈ N0 ou p > 1,

s+nτ −n/p si s+nτ −n/p ∈ N0 et 0 < p ≤ 1.
(4.6)

Théorème 4.2.1. Soient τ,s ∈ R et 0 < p,q ≤+∞. Soit f ∈ Ḃs,τ
p,q(Rn). Alors, la série ∑ j∈ZQ j f

converge dans S ′
µ , notons par σµ( f ) sa somme qui appartient à S ′

µ . Alors l’application σµ :
Ḃs,τ

p,q → S ′
µ définie une réalisation invariante par translation et par dilatation de Ḃs,τ

p,q dans S ′
µ ,

et σµ( f ) est l’unique représentant de f vérifiant ∂ ασµ f ∈ C̃0 pour tout |α|= µ .

Proposition 4.2.2. Soient s ∈R, p,q ∈]0,+∞] et τ ≥ 0 tel que µ ≥ 1. Soient a et b deux réels tel

que 0 < a < b. Alors, il existe une suite (u j) j∈Z de S ′ vérifiant

i. Le support de u j est a2 j ≤ |ξ | ≤ b2 j.

ii. A := supk∈Z supν∈Zn 2knτ

(
∑ j≥k 2s jq

∥∥u j
∥∥q

Lp(Pk,ν )

)1/q
< ∞,

telle que la série ∑ j∈Z u j diverge dans S ′
µ−1.

Proposition 4.2.3. Soient s,τ ∈ R et p,q ∈]0,+∞]. Si µ ≥ 1 alors ˙̃B
s,τ
p,q est l’ensemble des

distributions f qui vérifie [ f ]µ ∈ Ḃs,τ
p,q et

(i) f (α) ∈ C̃0 pour tout |α|= µ .

(ii) ⟨ f (α),γ⟩= 0 pour tout |α|= µ −1.

(iii) f ∈ S ′
µ−1.

Preuve. Voir [4, Proposition 6].

4.3 Réalisations des espaces de type de Triebel-Lizorkin ho-
mogènes

Théorème 4.3.1. Soient τ,s ∈ R, 0 < p < +∞ et 0 < q ≤ +∞. Soit f ∈ Ḟs,τ
p,q(Rn). Alors, les

séries ∑ j∈ZQ j f convergent dans S ′
µ , notons par σµ( f ) à sa somme qui appartient à S ′

µ . Alors

l’application σµ : Ḟs,τ
p,q →S ′

µ définie une réalisation invariante par translations et par dilatations

de Ḟs,τ
p,q dans S ′

µ , et σµ( f ) est l’unique représentant de f vérifiant ∂ ασµ f ∈ C̃0 pour tout |α|= µ .

Corollaire 4.3.2. Soit σµ l’application définie dans les Théorème 4.2.1 et 4.3.1. Alors, l’espace

réalisé σ(Ȧs,τ
p,q) coïncide avec l’ensemble des f ∈ S ′

µ tel que [ f ]
µ
∈ Ȧs,τ

p,q et f (α) ∈ C̃0 pour

tout |α|= µ , cet ensemble sera noté ˙̃A
s,τ
p,q. L’espace ˙̃A

s,τ
p,q est muni de la quasi-norme ∥ f∥ ˙̃A

s,τ
p,q

=∥∥∥[ f ]µ∥∥∥Ȧs,τ
p,q
.
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Remarque 4.3.1. Les constructions des réalisations de l’espace Ḃs
p,q dans S ′ ont été données

par Bourdaud dans [13, 14], ces constructions restent aussi valables dans les espaces Ȧs,τ
p,q. En

effet, pour tout f ∈ Ȧs,τ
p,q on a

σµ,1( f ) := ∑
k∈Z

Qk f , si s+nτ < n/p ou s+nτ = n/p et q ≤ 1 (p ≤ 1 Cas de l’espaces F),

(4.7)

σµ,2( f ) := ∑
k∈Z

(
Qk f − ∑

|α|<µ

(Qk f )(α)(0)
xα

α!

)
, si s+nτ −n/p ∈ R+ \N0 ou

s+nτ −n/p ∈ N et q ≤ 1 (p ≤ 1 Cas de l’espaces F), (4.8)

σµ,3( f ) := ∑
k>0

Qk f + ∑
k≤0

(
Qk f − ∑

|α|<µ

(Qk f )(α)(0)
xα

α!

)
si s+nτ −n/p ∈ N0

et q > 1 (p ≥ 1 Cas de l’espaces F). (4.9)

Proposition 4.3.3. Soient s,τ ∈ R et p,q ∈]0,+∞]. Si µ ≥ 1 alors ˙̃F
s,τ
p,q est l’ensemble des

distributions f qui vérifie [ f ]µ ∈ Ḟs,τ
p,q et

(i) f (α) ∈ C̃0 pour tout |α|= µ .

(ii) ⟨ f (α),γ⟩= 0 pour tout |α|= µ −1.

(iii) f ∈ S ′
µ−1.

La proposition suivante nous donne une caractérisation de ˙̃F
s,τ
p,q comme un sous ensemble de

S ′ par d’autres propriétés, dans le cas µ > 1, et on se réfère à [14].

Proposition 4.3.4. Soient s,τ ∈R, p ∈]0,+∞[ et q ∈]0,+∞] vérifiant s+nτ −n/p ∈R+ \N0 ou

s+nτ −n/p ∈ N et 0 < p ≤ 1. Alors, tout élément f de ˙̃F
s,τ
p,q vérifie f ∈ S ′, [ f ]µ ∈ Ḟs,τ

p,q et les

propriétés suivantes :

(i) f est une fonction de Cµ−1.

(ii) f (α)(0) = 0 pour tout |α| ≤ µ −1.

(iii) f (α) ∈ C̃0 pour tout |α|= µ .

4.4 Preuves

Preuve du Théorème 4.3.1.

Soit f ∈ Ḟs,τ
p,q(Rn). Pour la convergence des séries ∑ j∈ZQ j f dans S ′

µ on l’aura du Théorème
2.3.2.
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Maintenant, on va montrer que ∂ ασµ( f ) ∈ C̃0 pour tout |α| = µ . En tenant compte des
propriétés (1.22) et (1.23), dans le cas s+nτ −n/p ̸∈ N0 ou p > 1 car

[
∂ ασµ( f )

]
∞
∈ Ḟs−µ,τ

p,q ↪→
Ḟs+nτ−n/p−µ

∞,∞ (|α|= µ) et s+nτ −n/p−µ < 0.
On va voir maintenant le cas µ = s+nτ −n/p ∈N0 et 0 < p ≤ 1. En utilisant (1.22) et (1.23)

on aura
[
∂ ασµ( f )

]
∞
∈ Ḟs−µ

p,q ↪→ Ḃ0
∞,∞ (|α|= µ) qui donne

∣∣∣Q j f (α)
∣∣∣≲ 2− jµ

∥∥[σµ( f )]∞
∥∥

Ḟs,τ
p,q

pour
tout j ∈ Z. On pose

fm := ∑
| j|≤m

Q j f (α) (α ∈ Nn
0 est fixé tel que |α|= µ et m = 1,2, · · · ,

alors pour tout λ > 0 et tout g ∈ S on a

⟨hλ ∂
α

σµ( f ),g⟩= ⟨hλ (∂
α

σµ( f )− fm),g⟩+ ⟨hλ fm,g⟩. (4.10)

Puisque ∥ fm∥L∞(Rn) < ∞ et f̂m a pour support dans Rn \{0} la couronne 2−m−1 ≤ |ξ | ≤ 3 ·2m−1,
et par le Lemme 1.1.4 on obtient ⟨hλ fm,g⟩ tend vers 0 quand λ tend vers 0.

Maintenant, on introduit un entier positif r tel que 2−r−1 < λ ≤ 2−r. La fonction F
(

hλ (Q j f (α)
)

est portée par la couronne 2 j+r−1 ≤ |ξ | ≤ 3 ·2 j+r. Alors

F
(

Qk+rhλ (Q j f (α))
)
= 0 si k− j ≥ 3 ou k− j ≤−2.

Donc

⟨hλ (Q j f (α)),g⟩= ∑
k∈Z

⟨Qk+rhλ (Q j f (α)),g⟩=
3

∑
l=−2

⟨hλ (Q j f (α)),Q j+r+lg⟩;

on a utilisé ici le fait que γ est une fonction radiale sur Rn. Alors on obtient

⟨hλ (∂
α

σµ( f )− fm),g⟩= ∑
| j|>m

3

∑
l=−2

⟨hλ (Q j f (α)),Q j+r+lg⟩. (4.11)

Alors

∣∣⟨hλ (∂
α

σµ( f )− fm),g⟩
∣∣≤ ∑

ν∈Z
∑

| j|>m

3

∑
l=−2

∥∥∥hλ (Q j f (α))
∥∥∥

L∞(Pk,ν )

∥∥Q j+r+lg
∥∥

L1(Pk,ν )

≲
1+[1/λ ]

∑
r=0

∑
ν∈Zn

∑
| j|>m

3

∑
l=−2

∥Q j f (α)∥L∞(Pj,E(ν/λ )+rw0
)∥Q j+r+lg∥L1(Pj,ν ) , (4.12)

où ω0 := (1,1, · · · ,1) ∈ Zn, d’une part. D’autre part, dans (4.11) on a l’égalité ∑| j|>m · · · =
∑| j|>m, j∈Λ · · · avec le cardinal de Λ est 3, (il est à noter que Λ = {J,J + 1,J + 2}). Donc en
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utilisant le fait que

∥uk∥L∞(Pk,ν )
≲ 2−k(s−n/p+nτ)A, ∀k ∈ Z,∀ν ∈ Zn,

et en remplaçant uk par Q j f (α), Pk,ν par Pj,E(ν/λ )+rω0 et s par s−µ , on obtient

∥Q j f (α)∥L∞(Pj,E(ν/λ )+rw0
) ≲ 2 j(n/p−s+|α|−nτ)∥ f (α)∥Ḟs−µ,τ

p,q
= c∥ f (α)∥Ḟs−µ,τ

p,q
,

alors,

∣∣〈hλ

(
∂

α
σµ( f )− fm

)
,g
〉∣∣≤ c(2+[1/λ ])∥ f (α)∥Ḟs−µ,τ

p,q

3

∑
l=−2

J+2

∑
j=J

∑
ν∈Zn

∥Q j+r+lg∥L1(Pj,ν )

= c(2+[1/λ ])∥ f (α)∥Ḟs−µ,τ
p,q

3

∑
l=−2

J+2

∑
j=J

∥Q j+r+lg∥L1(Rn) .

l’inégalité de Young nous donne ∥Q jg∥L1(Rn) ≲ ∥g∥L1(Rn) pour tout j ∈ Z, alors

∣∣〈hλ

(
∂

α
σµ( f )− fm

)
,g
〉∣∣≲ (2+[1/λ ])∥ f (α)∥Ḟs−µ,τ

p,q
∥g∥L1(Rn) ,

qui donne
lim

m→∞

∣∣〈hλ

(
∂

α
σµ( f )− fm

)
,g
〉∣∣= 0,

Une fois encore par (4.11) et (5.15). Donc de la formule (4.10), pour ε > 0 arbitrairement fixé, il
existe un entier positif m0, tel que pour tout m ≥ m0 on a

∣∣⟨hλ ∂
α

σµ( f ),g⟩
∣∣≤ ε + |⟨hλ fm,g⟩|,

qui donne limλ→0⟨hλ ∂ ασµ( f ),g⟩= 0, et ceci prouve que ∂ ασµ( f ) ∈ C̃0 si |α|= µ dans tous
les cas.

On note que si on pose σ̃( f ) := ∑ j∈ZQ j f +v avec n’importe quel polynôme non nul v ∈Pµ ,
alors σ̃ sont des réalisations de Ḟs−µ,τ

p,q en S ′
µ , et il est clair que ∂ α σ̃( f ) ∈ C̃0 si |α| = µ et

σ̃( f ) = σµ( f ) dans S ′
µ , i.e., [σ̃( f )]µ = [σµ( f )]µ .

Etape 3. Tant que τa ◦Q j = Q j ◦τa pour tout j ∈Z et tout a ∈Rn, l’application f → σµ( f ) :=

∑ j∈ZQ j f commute avec τa. Pour l’invariance par dilatations, d’abord on observe l’inégalité

⟨hλ

(
hβ f

)(α)
,ϕ⟩= β

n−|α|⟨hλ f (α),h1/β ϕ⟩ (∀λ > 0,∀β > 0,∀ϕ ∈ S),

on a, si f (α) ∈ C̃0 alors
(
hβ f

)(α) ∈ C̃0. On obtient que l’espace réalisé ˙̃Fs,τ
p,q est invariant par
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dilatations. On obtient alors σµ( f )− f =: v1 avec v1 ∈ Pµ . Également, pour tout λ > 0 on a
σµ(hλ f )−hλ f =: v2 avec v2 ∈ Pµ . Donc, cela nous donne

σµ(hλ f )−hλ σµ( f ) = v2 −hλ v1;

comme v2 − hλ v1 ∈ Pµ , alors σµ(hλ f ) = hλ σµ( f ) dans S ′
µ , i.e., [σµ(hλ f )]µ = [hλ σµ( f )]µ .

L’application σµ définie de Ḟs−µ,τ
p,q dans S ′

µ commute avec les dilations.

Etape 4. L’unicité de σµ( f ), le représentant de f , découle directement du Lemme 1.1.3.

Preuve du Corollaire 4.3.2

On va montrer que σµ

(
Ḟs,τ

p,q
)
= ˙̃F

s,τ
p,q.

Par définition nous avons σµ

(
Ḟs,τ

p,q
)
⊂ ˙̃F

s,τ
p,q. Maintenant, soit h ∈ ˙̃F

s,τ
p,q, alors on a par le

Théorème 4.3.1
∂

α( f −σµ([ f ]µ)) ∈ C̃0 ∀|α|= µ,

c’est à dire f −σµ([ f ]µ) ∈ Pµ , donc f et σµ([ f ]µ) coïncident dans S ′
µ , ce qui nous donne la

deuxième inclusion.

Preuve de la Proposition 4.2.2

Dans [15], cette proposition a été démontrée dans les espaces classiques. Cependant, dans
cette preuve on apportera les changements nécessaires.

On pose m = µ −1. Soit une fonction ρ ∈ D(Rn), positive et qui a pour support l’ensemble
{ξ ∈ Rn : 3/2 ≤ |ξ | ≤ 2 avec ξ1 ≥ 0}. On définit les deux fonctions θ et θ1 de S∞ par

θ̂ = ρ1 , θ̂1 = ρρ1.

Pour l’existence de telles fonctions on peut consulter [8] ou [15]. Donnons nous maintenant une
suite (α j) positive telle que

[
∑
j≥0

(
α j2− j(s+nτ−n/p)

)q
]1/q

<+∞, (4.13)

et

∑
j≥0

α j2− jm =+∞. (4.14)

Une telle suite pourra être obtenue en posant
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• α j = 2 jr si µ ̸∈ N∗ ou µ ∈ N∗ et q = 1, avec m < r < 1−1/q.

• α j = ( j+1)r−12 jm si µ ∈ N et q > 1, avec 0 < r < 1−1/q.

On remarquera que

∑
j≥0

α j2− jµ <+∞. (4.15)

Posons maintenant
g(x) := ∑

j≥0
α jθ(2− jx), (4.16)

la condition (4.13) et le Théorème 2.3.2 nous donne que g ∈ Ḟs,τ
p,q(Rn). En prenant en compte le

support de ρ1, on aura
∀ j ≥ 0, Q− j( f ) = α jθ1(2− jx).

Soit une fonction ϕ ∈ D(Rn) qui vérifie
∫
Rn ϕ(x)dx = 1, cela implique que ∂ m

x1
ϕ ∈ Sm. Donc,

on a

⟨∑
j∈Z

u j,∂
m
x1

ϕ⟩= (−1)n

[
∑
j∈Z

∫
Rn

(
∂

m
x1

u j(x)−∂
m
x1

u j(0)
)

ϕ(x)dx+ ∑
j∈Z

∂
m
x1

u j(0)

]
.

il suffira de choisir la suite (u j) telle que (i) et (ii) soient vérifiées, de plus et en utilisant (4.15) et
(4.14) on obtient∣∣∣∣∣∑j∈Z

∫
Rn

(
∂

m
x1

u j(x)−∂
m
x1

u j(0)
)

ϕ(x)dx

∣∣∣∣∣≤ c ∑
j∈Z

∥∥∇∂
m
x1

u j
∥∥

∞
<+∞,

et ∣∣∣∣∣∑j∈Z∂
m
x1

u j(0)

∣∣∣∣∣= ∞,

ce qui donne le résultat.

Remarque 4.4.1. S’il existe une suite (u j) j∈Z dans S ′ qui vérifie (ii) de la Proposition 4.2.2
avec τ < 0, alors u j = 0 pour tout j ∈ Z. En effet, en remplaçant Q j f par u j dans la preuve de la
Proposition 1.4.5.

Remarque 4.4.2. Les constructions des réalisations des espaces homogènes Ḃs
p,q et Ḟs

p,q dans
l’espace des distributions tempérées S ′, ont été données par Bourdaud dans [9], [14]. Ces
constructions sont également valables pour les espaces Ḃs,τ

p,q et Ḟs,τ
p,q . Cependant, pour tout f ∈ Ḟs,τ

p,q
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on a

σµ,1( f ) := ∑
k∈Z

Qk f , si s+nτ < n/p

ou s+nτ = n/p et q ≤ 1. (4.17)

σµ,2( f ) := ∑
k∈Z

(
Qk f − ∑

|α|<µ

(Qk f )(α)(0)xα/α!

)
, si s+nτ −n/p ∈ R+ \N0

ou s+nτ −n/p ∈ N et q ≤ 1, (4.18)

σµ,3 := ∑
k>0

Qk f + ∑
k≤0

(
Qk f − ∑

|α|<µ

(Qk f )(α)(0)xα/α!

)
,

si s+nτ −n/p ∈ N0 et q > 1. (4.19)

où les séries convergent dans S ′ et satisfont ∂ ασµ,i ∈ C̃0 (i = 1,2,3) pour tout |α|= µ .

Preuve de la Proposition 4.3.4.

Soit g une fonction de Ḟs,τ
p,q , nous avons [σµ,2(g)]µ = [σµ(g)]µ , où σµ,2 est la réalisation

définie dans (4.18) et σµ est la réalisation définie dans le Théorème 4.3.1. Alors, on obtient la
convergence de σµ,2(g) dans S ′

µ de la Remarque 2.3.1 et on a

∥∥[σµ,2(g)]µ
∥∥

Ḟs,τ
p,q
.

La fonction définie par
f := σµ,2(g),

vérifie (i) et (ii), pour cela on pourra faire une démonstration analogue à [14, Prop. 4.8]. Alors,
en tenant compte des injections vues dans la Proposition 1.3.1, on peut se limiter aux cas des
espaces Bs,τ

∞,∞.
Posons

w j = Qk f − ∑
|α|<µ

(Qk f )(α)(0)
xα

α!
.

Montrons que f ∈Cµ−1. Soit le multi-indice β tel que |β |< µ , par l’injection (1.26) et [34, Prop.
4.5] on aura le résultat.

Le Théorème 4.2.1 et le Théorème 4.3.1, nous garantira (iii) pour f puisque ∂ ασµ,2(g) =
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∂ ασµ(g) si |α|= µ .

Remarque 4.4.3. Si s,τ ∈ R et p,q ∈]0,+∞] qui vérifient s+ nτ − n/p ∈ R+ \N0, alors tout
élément f de ˙̃F

s,τ
p,q vérifie∣∣∣ f (α)(x)

∣∣∣≤ c |x|s+nτ−n/p−µ+1∥∥[ f ]µ∥∥Ḟs,τ
p,q

(∀x ∈ Rn,∀|α|= µ −1).

La constante c est indépendante de f et x.

En effet, par l’inclusion Ḟs,τ
p,q ↪→ Ḃs+nτ−n/p

∞,∞ et [34, prop. 5.1] on aura le résultat voulu.

Preuve de la Proposition 4.3.3

La démonstration est similaire à celle du théorème précédent.
En utilisant les assertions (i) et (ii) des Propositions 4.2.3 et 4.3.3, dans la section 4.4.2 de [14]

il a été démontré que la non-existence des réalisations invariantes par dilatations des espaces Ȧs
p,q

dans S ′
µ−1 dans le cas s−n/p ∈N et q > 1 ( p > 1 dans le cas de l’espace de Triebel-Lizorkin) ;

ici τ = 0 et µ := s− n/p+ 1. Nous avons les mêmes caractérisations des espaces Ȧs,τ
p,q quand

s+ nτ − n/p ∈ N et q > 1 (p > 1 dans le cas de l’espace de Triebel-Lizorkin), rappelons que
Ȧs,τ

p,q = P∞ pour τ < 0.
Donc,

(i) Si σ : Ȧs,τ
p,q −→ S ′

m (m ∈ N0), est une réalisation invariante par dilatation, alors on a

|⟨hλ (∂
α

σ( f )),g⟩| ≤ cλ
|α|−s−nτ+n/p

ζN,k(g)∥[σ( f )]m∥Ȧs,τ
p,q
, (4.20)

pour tout λ > 0, α ∈ Nn
0 , f ∈ Ȧs,τ

p,q et pour tout g ∈ Sm, la constante c ne dépend pas de
λ ,α,N,k, f et g. En effet, supposons que σ soit donnée, tant qu’on a

⟨σ (α)(hα( f ),g⟩= λ
−|α|⟨hλ (σ

α( f )),g⟩ (∀g ∈ Sm),

alors, l’égalité σ (α)(hλ f ) = λ−|α|hλ (σ
(α)( f )) in S ′

m nous donne (4.20), Alors, l’inégalité

∥[σ (α)(hλ f )]m+|α|∥Ḃs−|α|,τ
p,q

≲ ∥[σ(hλ f )]m∥Ḃs,τ
p,q

≲ λ
n/p−s−nτ∥[σ( f )]m∥Ḃs,τ

p,q
,

on rappelle que ∂ ασ : Ḃs−|α|,τ
p,q → S ′

m+|α|.

(ii) L’ensemble des f ∈ S ′
µ d’après le théorème précédent, est invariant par dilatation, il s’en

suit que σµ également commute avec les dilatations.
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On suppose que s+ nτ − n/p ∈ N et p > 1 (alors µ = s+ nτ − n/p+ 1). Si on pose
m := µ −1 l’inégalité (4.20) devient

∣∣〈hλ

(
∂

α
σ( f )

)
,g
〉∣∣≤ cζN,k(g)∥[σ( f )]µ−1∥Ḟs,τ

p,q
, (∀|α|= µ −1,∀λ > 0). (4.21)

cependant, dans [13, pp. 486-487] on a démontré l’existence d’une fonction f0 (voir [13,
(4.8)] telle que [ f0]µ ∈ Ȧs

p,q et l’inégalité (4.21), avec f := f0, g := γ et τ = 0, ne peut
avoir lieu. Ce qui est aussi vrai dans Ḟs,τ

p,q pour tout τ > 0 par la même fonction f0, puisque
[ f0]µ ∈ Ḟs,τ

p,q qui peut être obtenue de la propriété de l’homogénéité de l’espace et les
propriétés de f0. Donc, dans ce cas, il n’existe pas des réalisation invariantes par dilatation
de Ḟs,τ

p,q dans S ′
µ−1.

Preuve de la Proposition 4.3.4

Soit g une fonction de Ḟs,τ
p,q , on a [σµ,2(g)]µ = [σµ(g)]µ car σµ,2 et σµ sont des réalisations

définies dans la remarque 4.3.1 et le Théorème 4.1 de [14], respectivement. Alors on obtient
la convergence de σµ,2(g) dans S ′

µ de la remarque 4.3.1 et on a ∥[σµ,2(g)]µ∥Ḃs,τ
p,q

≲ ∥g∥Ḃs,τ
p,q

. La
fonction

f := σµ,2(g)

vérifie (i)–(ii), qui peut être obtenue comme dans [13, prop. 4.8] et [34, thm. 4.5] ; alors par le
Théorème 4.1 de [14], le point (iii) est vérifié pour f puisque ∂ ασµ,2(g) = ∂ ασµ(g) si |α|= µ .
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Chapitre 5

Annexe

Exemples de fonctions de C̃0

L’exemple suivant nous donne des fonctions de C̃0 et une fonction qui n’y appartient pas. Voir
[2], [14] et [34].

Exemple 5.0.1.
On a plusieurs exemples de telles distributions tempérées, pour les trois premiers voir [14] quant
aux deux derniers voir [2] :

• Les fonctions de Lp pour 1 ≤ p < ∞.
• Les fonctions appartenant à C0(Rn).
• Les dérivées des distributions appartenant à C̃0(Rn).
• Pour β ∈ Rn \{0} et α ∈ Nn

0, la fonction f (x) := xαeix·β appartient à C̃0.
En effet, pour γ ∈ S il existe une constante c > 0 indépendante de β , telle que l’on a

∣∣⟨g(λ−1(·)),γ⟩
∣∣= λ

−|α|
∣∣∣(F−1

γ)(α)(λ−1
β )
∣∣∣≤ cλ

N−|α| |β |−N ,

est vraie pour tout λ > 0, où l’entier positif N est suffisamment grand. Lorsque λ → 0 le
terme de droite tend vers 0.

Généralement, Si P est un polynôme non-nul, les fonction f (x) := eix·β P(x) appar-
tiennent à C̃0.

• Si f ∈ Lp avec 0 < p < 1 alors f ̸∈ C̃0.
En effet, soit la fonction g(x) := |x|−n

ρ(x), où la fonction ρ dans D telle que ρ(0) = 1
et ρ(x) ≥ 0. Il est claire que g ∈ Lp avec 0 < p < 1. Car, si A > 0 tel que suppρ ⊂ {x :
|x| ≤ A}, alors on a

∫
Rn

|g(x)|pdx ≤
∫

Sn−1

∫ A

0

∣∣t−1
ρ(tx′)

∣∣p dtdσx′
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où |x′|= 1, comme |ρ(tx′)| ≤ ∥ρ∥
∞

on obtient ∥g∥p ≤ cA
1
p−1

où c = c(x)> 0.
Pour N ∈ N suffisamment grand, on a

⟨g(2N(·)),ρ⟩ = 2−nN
∫
Rn

|x|−n
ρ(2Nx)ρ(x)dx

≥ 2−nN
∫

r<|x|<2−nN
|x|−n dx (avec logr :=−2N(n+1)),

ce dernier terme tend vers l’infini lorsque N tend vers l’infini.

Preuve de la Proposition 1.4.4

On pose λ = 2m, m ∈ Z. Soit f ∈ Ḃs,τ
p,q et on pose fm = h2−m f . Alors, on a

∥∥Q j fm
∥∥

Lp(Pk+m,ν)
= 2−nm/p∥∥Q j−m f

∥∥
Lp(Pk,ν )

(∀k ∈ Z,∀ν ∈ Zn). (5.1)

Donc(
2nτ(k+m)q

∑
j≥k+m

2s jq∥∥Q j fm
∥∥q

Lp(Pk+m,ν )

)1/q

= 2(nτ−n/p)m

(
2nτkq

∑
j≥k+m

2s jq∥∥Q j−m f
∥∥q

Lp(Pk,ν )

)1/q

= 2(s+nτ−n/p)m

(
2nτkq

∑
l≥k

2s jq ∥Ql f∥q
Lp(Pk,ν )

)1/q

≤ 2(s+nτ−n/p)m ∥ f∥Ḃs,τ
p,q
. (5.2)

En prenant le sup sur tous les k ∈ Z et tous les ν ∈ Zn sur le premier terme de gauche on aura

∥ fm∥Ḃs,τ
p,q

≤ 2(s+nτ−n/p)m ∥ f∥Ḃs,τ
p,q
.

On procède de la même façon que l’inégalité précédente pour l’autre sens. Cependant, par
la formule Q j f (2m(·)) = Q j+m fm on aura

∥∥Q j f
∥∥

Lp(Pk−m,ν )
= 2nm/p

∥∥Q j+m fm
∥∥

Lp(Pk,ν )
(∀k ∈

Z,∀ν ∈ Zn), et,

(
2nτ(k−m)q

∑
j≥k−m

2s jq∥∥Q j f
∥∥q

Lp(Pk−m,ν )

)1/q

= 2(−nτ+n/p)m

(
2nτkq

∑
j≥k−m

2s jq∥∥Q j+m fm
∥∥q

Lp(Pk,ν )

)1/q

= 2(−s−nτ+n/p)m

(
2nτkq

∑
l≥k

2s jq ∥Ql fm∥q
Lp(Pk,ν )

)1/q

≤ 2−(s+nτ−n/p)m ∥ fm∥Ḃs,τ
p,q
. (5.3)
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En prenant le sup sur tous les k ∈ Z et tous les ν ∈ Zn on trouve

∥ f∥Ḃs,τ
p,q

≤ 2−(s+nτ−n/p)m ∥ fm∥Ḃs,τ
p,q
.

Maintenant on pose λ > 0. Soit m ∈ Z tel que 2m ≤ λ < 2m+1. Soit la fonction f ∈ Ḃs,τ
p,q et

on pose fm,λ := f
(
2−mλ (·)

)
. D’après ce qui précède, on a

∥ f (λ (·))∥Ḃs,τ
p,q

= 2(s+nτ−n/p)m∥ fm,λ∥Ḃs,τ
p,q
.

Donc il suffit de montrer que c1∥ f∥Ḃs,τ
p,q

≤∥ fm,λ∥Ḃs,τ
p,q

≤ c2∥ f∥Ḃs,τ
p,q

avec c1 et c2 indépendantes de m,
λ et f . On introduit la quasi-norme équivalente de Ḃs,τ

p,q définie par la fonction γ1 := γ
(
2mλ−1(·)

)
qui est portée par la couronne 1/2 ≤ |ξ | ≤ 3 (on rappelle que 1 ≤ 2−mλ < 2). On fait un
changement de variables et on aura

(
2 jnh2− jF−1

γ1
)
∗ fm,λ = Q j f (2−m

λ (·)) . (5.4)

Pour tout ν ∈ Zn et tout k ∈ Z on a

x ∈ Pk,ν ⇒ 2−m
λx ∈ Pk,E(2−mλν)∪Pk,E(2−mλν)+w0 ∪Pk,E(2−mλν)+2w0, (5.5)

où w0 := (1,1, . . . ,1) ∈ Zn, et

∥Q j f (2−m
λ (·))∥Lp(Pk,ν ) ≤ max(1, 22(1/p−1))

(
∥Q j f∥Lp(Pk,E(2−mλν))

+

+∥Q j f∥Lp(Pk,E(2−mλν)+w0
)+∥Q j f∥Lp(Pk,E(2−mλν)+2w0

)

)
(∀ j ∈ Z, ∀ν ∈ Zn).

alors on aura

∥ fm,λ∥Ḃs,τ
p,q

= c1 sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2nτk
(

∑
j≥k

2s jq∥
(
2 jnh2− jF−1

γ1
)
∗ fm,λ∥

q
Lp(Pk,ν )

)1/q

≤ c2 sup
k∈Z

sup
ν∈Zn

2nτk
(

∑
j≥k

2s jq
{ 2

∑
l=0

∥Q j f∥Lp(Pk,E(2−mλν)+lw0
)

}q)1/q

≤ c3 sup
k∈Z

sup
w∈Zn

2nτk
(

∑
j≥k

2s jq∥Q j f∥q
Lp(Pk,w)

)1/q
= c3∥ f∥Ḃs,τ

p,q
.

L’autre inégalité sera obtenue comme pour la première en échangeant les rôles de fm,λ et f .
Cependant, on écrit Q j f =

(
2 jnh2− jF−1γ1

)
∗ fm,λ (2mλ−1(·)), et

x ∈ Pk,ν ⇒ 2m
λ
−1x ∈ Pk,E(2mλ−1ν)∪Pk,E(2mλ−1)+w0

.
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On continue comme dessus, et on aura ∥ f∥Ḃs,τ
p,q

≤ c∥ fm,λ∥Ḃs,τ
p,q

.

Preuve du Lemme 1.2.3

Pour simplifier les notations, on pose γ j := γ(2− j ·) et w := min(1, p,q). On a QℓQ j f ≡ 0
si | j− ℓ| ≥ 2. Alors, la transformée de Fourier de la fonction y 7→ F−1(γ j)(y)Qℓ f (x− y) a son
support dans la boule |ξ | ≤ (3

22 j + 3
22ℓ) ≤ 9

22 j (puisque | j− ℓ| ≤ 1). Donc, par l’inégalité de
Bernstein on obtient

|QℓQ j f (x)| ≤ c2 jn(1/w−1)
[∫

Rn

∣∣F−1(γ j)(y)Qℓ f (x− y)
∣∣w dy

]1/w
. (5.6)

• On commence par le cas-B. En se servant de l’inégalité de Minkowski par rapport à Lp(Pk,η ;Lw(Rn)),
on trouve

∥QℓQ j f∥Lp(Pk,η ) ≤ c2 jn(1/w−1)
[∫

Rn
|F−1

γ j(y)|w
∥∥Qℓ f (·− y)

∥∥w
Lp(Pk,η )

dy
]1/w

. (5.7)

On pose k1 := max(k,1), une autre fois l’inégalité de Minkowski par rapport à ℓq(Z;Lw(Rn))

nous donne(
∑
ℓ≥k1

(
2ℓs∥QℓQ j f∥Lp(Pk,η )

)q
)1/q

≤

≤ c2 jn(1/w−1)
[∫

Rn
|F−1

γ j(y)|w
(

∑
ℓ≥k1

(
2ℓs
∥∥Qℓ f (·− y)

∥∥
Lp(Pk,η )

)q
)w/q

dy
]1/w

. (5.8)

Dans le côté droit de (5.8)
on utilise le fait que, si x ∈ Pk,η et y ∈ Rn, on a x − y ∈ ∪2n

r=1Pk,η−E(2ky)+wr
où wr ∈ Zn

indépendante de y. Alors,

∥ f (·− y)∥Lp(Pk,η ) ≤ c
2n

∑
r=1

∥ f∥Lp(Pk,η−E(2ky)+wr
) , (5.9)

avec Qℓ f au lieu de f , et comme

2 jn(1/w−1)
(∫

Rn
|F−1

γ j(y)|wdy
)1/w

= ∥F−1
γ∥w , (5.10)

alors, en prenant le supremum convenablement, on obtient(
∑
ℓ≥k1

(
2ℓs∥QℓQ j f∥Lp(Pk,η )

)q
)1/q

≤ c2−knτ∥ f∥Bs,τ
p,q
. (5.11)
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On s’occupe du terme ∥S0Q j f∥Lp(Pk,η ) ; ici k ≤ 0. On pose d := min(1, p). On a S0Q j f ≡ 0 si
j ≥ 2, et la transformée de Fourier de la fonction y 7→ F−1(γ j)(y)S0 f (x− y) a pour support
|ξ | ≤ 3. Donc, comme dans (5.6)–(5.7) on trouve

∥S0Q j f∥Lp(Pk,η ) ≤ c1

[∫
Rn

|F−1
γ j(y)|d

∥∥S0 f (·− y)
∥∥d

Lp(Pk,η )
dy
]1/d

,

où c1 := 3n(1/d−1)c. On utilise encore (5.9) avec S0 f au lieu de f , et en prenant en considération
que ∥S0 f∥Lp(Pk,µ ) ≤ c2−knτ∥ f∥Bs,τ

p,q
reste vraie pour tout µ ∈ Zn et tout k ≤ 0, alors en se servant

de l’inégalité (5.10) avec d au lieu de w, on obtient

∥S0Q j f∥Lp(Pk,η ) ≤ c2 jn(1−1/d)2−knτ∥ f∥Bs,τ
p,q

(∀ j ≤ 1, ∀k ≤ 0). (5.12)

Le fait que ∑ℓ≥k+

(
2ℓs∥QℓQ j f∥Lp(Pk,η )

)q est borné par :

∥S0Q j f∥q
Lp(Pk,η )

+ ∑
ℓ≥1

(
2ℓs∥QℓQ j f∥Lp(Pk,η )

)q if k ≤ 0

et ∑
ℓ≥k

(
2ℓs∥QℓQ j f∥Lp(Pk,η )

)q if k ≥ 1 ,

donc en divisant chaque terme de l’inégalité obtenue 2−knτ , en utilisant (5.11) et (5.12) et en
prenant le supremum, on trouve le résultat.
• On traite maintenant la cas-F avec les mêmes notations. On procède comme dans (5.6) et (5.8)
en appliquant deux fois l’inégalité de Minkowski, we obtient∥∥∥( ∑

ℓ≥k1

(
2ℓs|QℓQ j f |

)q
)1/q∥∥∥

Lp(Pk,η )
≤

≤ c2 jn(1/w−1)
[∫

Rn
|F−1

γ j(y)|w
∥∥∥( ∑

ℓ≥k1

(
2ℓs|Qℓ f (·− y)|

)q
)1/q∥∥∥w

Lp(Pk,η )
dy
]1/w

.

Alors, on utilise (5.9) avec
(

∑ℓ≥k1(2
ℓs|Qℓ f (· − y)|)q)1/q à la place de f (· − y) et on continue

comme dans le cas-B. L’étude de S0Q j f sur Lp(Pk,η) si k ≤ 0 est exactement similaire, qui nous
donne une estimation similaire à (5.12) avec Bs,τ

p,q remplacé par Fs,τ
p,q . on déduit le résultat voulue.

Preuve de la Proposition 1.4.5

Preuve de i. On sait que ∥ f∥Ḃs,0
p,q

≤ ∥ f∥Ḃs
p,q

pour tout f ∈ Ḃs
p,q. Réciproquement, On suppose que q < ∞

(le cas q = ∞ peut être traité de la même façon) et on applique deux fois le lemme de Fatou.
On considère l’union de deux cubes dyadiques P−k,ν0 ∪P−k,ν1 =: P̃k avec ν0 := (0,0, . . . ,0)
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et ν1 := (−1,−1, . . . ,−1), ((ν0,ν1) ∈ (Zn)2), c’est à dire, si x ∈ P̃k alors −2k ≤ x j < 2k

pour j = 1, . . . ,n. Soit f ∈ Ḃs,0
p,q. Alors l’inégalité

∥Q j f∥Lp(Pl,ν ) ≲ 2− js∥ f∥Ḃs,0
p,q

(∀l ∈ Z, ∀ j ≥ l, ∀ν ∈ Zn)

implique que
∣∣Q j f (·)

∣∣p1P̃k
(·) avec − j ≤ k sont des fonctions mesurables et positives sur

Rn, où 1P̃k
désigne la fonction caractéristique du pavé P̃k. Alors d’un coté, on a

∥Q j f∥q
Lp(Rn)

=
(∫

Rn
liminf

k→∞

∣∣Q j f (x)
∣∣p1P̃k

(x)dx
)q/p

≤
(

liminf
k→∞

∫
Rn

∣∣Q j f (x)
∣∣p1P̃k

(x)dx
)q/p

≤ liminf
k→∞

∥Q j f∥q
Lp(P̃k)

(∀ j ∈ Z),

(on obtient le dernier terme en utilisant : si gn ≥ 0 sont des fonctions mesurables β ≥ 0
alors

(
liminfn→∞ gn(x)

)β ≤ liminfn→∞ gβ
n (x)), et

∑
j≥l

2 jsq∥Q j f∥q
Lp(Rn)

≤ ∑
j≥l

liminf
k→∞

2 jsq∥Q j f∥q
Lp(P̃k)

≤ liminf
k→∞

∑
j≥l

2 jsq∥Q j f∥q
Lp(P̃k)

. (5.13)

Mais dans le dernier terme de (5.13) et puisque k est large, il existe un entier positif k0 tel
que pour tout k ≥ max(k0, l) on a ∑ j≥l . . .≤ ∑ j≥−k . . ., et en mettant l →−∞ dans le côté
gauche de (5.13) on trouve

∥ f∥q
Ḃs

p,q
≤ liminf

k→∞
∑

j≥−k
2 jsq∥Q j f∥q

Lp(P̃k)
. (5.14)

D’un autre côté, tant que P−k,ν0 ∩P−k,ν1 = /0, alors ça donne

∑
j≥−k

2 jsq∥Q j f∥q
Lp(P̃k)

≲ ∑
j≥−k

2 jsq∥Q j f∥q
Lp(P−k,ν0)

+ ∑
j≥−k

2 jsq∥Q j f∥q
Lp(P−k,ν1)

.

Maintenant, en prenant le Sup sur tout ν ∈ Zn et sur tout k ∈ Z dans le côté droit de la
dernière inégalité et en introduisant (5.14), on obtiendra l’estimation voulue.

Preuve de ii. On suppose que τ < 0 et on montre Ḃs,τ
p,q ⊂P∞. On va se restreindre à q < ∞ puisque le cas

q = ∞ se fait de la même façon. On considère f ∈ Ḃs,τ
p,q. Pour tout ν ∈ Zn et tout k ∈ Z\N

nous avons P0,ν ⊂ Pk,E(2kν)∪Pk,E(2kν)+w0
, où w0 = (1,1, . . . ,1) ∈ Zn. Donc en premier lieu
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on aura

∥Q j f∥Lp(P0,ν ) ≤ c
(
∥Q j f∥Lp(Pk,E(2kν)

)+∥Q j f∥Lp(Pk,E(2kν)+w0
)

)
(∀ j ∈ Z, k ≤ 0), (5.15)

où c = max(1, 21/p−1), Puis, par hypothèse sur f , on obtient

2nτk
(

∑
j≥k

2s jq∥Q j f∥q
Lp(Pk,E(2kν)

)

)1/q
≤ ∥ f∥Ḃs,τ

p,q
(∀k ∈ Z),

La même inégalité résulte Pk,E(2kν)+w0
au lieu de Pk,E(2kν). Donc en utilisant (5.15), on se

ramène à

∥Q j f∥Lp(P0,ν ) ≲ 2−s jq2−nτk∥ f∥Ḃs,τ
p,q

(∀k ≤ 0, ∀ j ≥ k, ∀ν ∈ Zn).

En prenant k →−∞ on conclu que Q j f = 0 et pour un P0,ν et tout j ∈ Z, et tant que ν est
quelconque on trouve Q j f = 0 sur Rn, ce qui implique que f ∈ P∞.

Preuve de iii. On introduit une fonction ψ ∈ S∞ telle que ψ̂(ξ ) := ξ1γ(ξ ), et on mets ψ j := 2 jnh2− jψ ,
( j ∈ Z). Par la remarque 1.2.1, on peut remplacer dans la Définition 1.2.2 l’opérateur Q j

par ψ j. Maintenant, tant que Q j(∂1 f ) = 2 jψ j ∗ f , on aura le résultat voulu.

Preuve de iv. On a

|Q j f (x)|≲ ∑
ν∈Zn

2 jn
∫

Pj,ν

∣∣F−1
γ̃
(
2 j(x− y)

)
Q j f (y)

∣∣dy

≲
(

2 jn
∫
Rn

∣∣F−1
γ̃(2 jz)

∣∣dz
)

sup
ω∈Zn

∥Q j f∥L∞(Pj,ω ) ≲ 2(n/p−s−nτ) j∥ f∥Ḃs,τ
p,q

pour tout x ∈ Rn et tout j ∈ Z. Le résultat s’en suit.

Preuve de v. Pour ces propriétés, on peut voir la preuve dans [51].
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Conclusion

Dans cette thèse nous avons traité trois axe principaux.
Le premier axe est des inégalités de type de Nikol’skij dans les espaces de type de Besov et de
type de Triebel-Lizorkin homogènes, ces théorèmes ont été une généralisation dans les cas des
espaces de Besov, de Triebel-Lizorkin et de Sobolev classiques.
Le deuxième axe était d’étudier de nouvel espace qui est l’intersection entre l’espace de type de
Besov ou de type de Triebel-Lizorkin avec l’espace L∞ appelés algèbre de fonctions, puis nous
avons donné un résultat de l’opérateur de composition dans ces algèbres.
Le troisième axe est de réaliser les espaces homogènes de type de Besov et de type de Triebel-
Lizorkin avec quelques résultats secondaires.
Perspectives :

• Étendre et généraliser les inégalités de type de Nikol’skij dans d’autres espaces fonctionnels.

• Caractériser les algèbres de type de Besov et de type de Triebel-Lizorkin par d’autres méthodes,
par exemple par les différences.

• Étudier la composition dans ces espaces avec des conditions différentes, ou trouver un lien
entre les espaces BVp est les espaces Ȧs,τ

p,q.

• Étudier et appliquer ces résultats dans par exemple les EDPs.
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Résumé

Dans cette thèse, nous allons étudier quelques propriétés des espaces de type de Besov et du type de
Triebel-Lizorkin.
En premier lieu, On va donner des résultats qui présentent des généralisations des inégalités de Nikol'skij
dans les espaces de type de Besov et de type de Triebel-Lizorkin, ces résultats vont être en deux versions,
une où les supports sont des couronnes et l'autre où les supports sont des boules.
Deuxièmement, on dé�nit les algèbres de fonctions de type de Besov et de type de Triebel-Lizorkin puis
on étudie la composition dans ces espaces.
Finalement, on va donner les réalisations des espaces de type de Besov et de Type de Triebel-Lizorkin
homogènes, c'est-à-dire de choisir un représentant de chaque classe d'équivalence par une application
linéaire continue de sorte sue l'on préserve les propriétés d'invariance par translation et/ou dilatation.
Mots clés : Décomposition de Littlewood-Paley, Espace de Besov, Espace de Triebel-Lizorkin, Opérateur
de composition, Réalisations.

Abstract

In this thesis, we will study some properties of Besov-type and Triebel-Lizorkin-type spaces.
Firstly, we will provide results that generalize Nikol'skij's inequalities in Besov-type and Triebel-Lizorkin-
type spaces. These results will come in two versions: one where the supports are annuli and the other
where the supports are balls.
Secondly, we de�ne the function algebras of Besov-type and Triebel-Lizorkin-type and then study com-
position within these spaces.
Finally, we will present realizations of homogeneous Besov-type and Triebel-Lizorkin-type spaces. This
means selecting a representative from each equivalence class through a continuous linear mapping that
preserves the properties of translation and/or dilation invariance.
Key words : Littlewood-Paley decomposition, Besov space, Triebel-Lizorkin space, Composition operator,
Realizations.
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