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Introduction.

A la différence des opérateurs linéaires dans un espace de dimension finie, pour les- quels il
existe une description exhaustive, I’étude des opérateurs linéaires arbitraires dans un espace
de dimension infinie est un probléme assez compliqué, dont ’étendue est pratiquement
impossible & imaginer. Cependant certaines classes de ces opérateurs peuvent étre décrites
de manieére assez compléte. L’une des plus importantes de ces classes est constituée par
les opérateurs dits compacts auto-ajoints. La théorie spectrale des opérateurs compact
auto-ajoints a conduit a plusieurs tentatives de généralisation en affaiblissant 1’exigence de
I’égalité avec I'ajoint. L’un de ces classes d’opérateurs qui incluent des opérateurs auto-
ajoints est la classe des opérateurs paranormaux, qui est le sujet de notre mémoire. La
notion d’opératteur paranormal remonte aux années 1960 et est due a V. Istratescue en [6]
sous le nom "Opérateurs de classe N" et en 1967 T. Furuta a introduit le terme "Opérateur
paranormal" en [3], pour objectif de traiter le sujet nous divisons ce mémoire en trois
chapitres. Le premier chapitre est un préliminaire contient des notions générales et les
élément d’analyse fonctionnelle (I’espace normé, ’espace de Banach, ’espace de Hilbert ).
Le deuxieéme chapitre est consacré sur les opérateurs linéaires, le spectre d’un opérateur
linéaire et la théorie spectrale d’un opérateur compact auto-adjoint. Et dans le troisieme
chapitre on a étudié les opérateurs paranomaux ol nous citons les propriétés générales de
Iopérateur paranomal et quelques propriétés pectrales et plus précisément le théoréme de

Weyl sur cette classe d’opérateurs.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Espaces normés
Définition 1.1.1 (Semi-norme)

Soit E un espace vectoriel sur un corps k (k = Rou bien C).

une semi-norme surk est une fonction|| . ||: £ — R, (définie sur E a valeur dans R)

vérifie les propriétés suivantes:
I-VpueEVYweE: | p+v| <[ pl| +] v| (inégalité tringulaire).
2V pue E,Vaek: [ Apll= N | (homogene)

Proposition 1.1.1 (Propriétés )
1) || 0 ||= 0, en effet soit A € k tel que | A | # 1, alors
FON=A =M= A0 = A=A [0 fl=0=[0]=0.

QVe e E, ||z ||>0
3) pour tout pu € E:f| —p ||=[=1[ || p [|=[] ||

Définition 1.1.2 (Normes)
On appelle norme toute semi-norme || . ||, définie sur £ dans R, vérifiant la condition

|z||=0=2=0



1.1. Espaces normés

pour z € E, le nomber réel positive || = || est appelé norme de z
Définition 1.1.3 (Espace normé)

Soit E un espace vectoriel sur un corps k, F est dit espace vectoriel normé que ’on note

(e.v.n), s’il est muni d’une norme.
Proposition 1.1.2 (Propriétés importantes d’une norme)

HWYpueE,VveE:

[ p=vi<lwl+ vl
2) Y iy, gy ooy fhy, € E et ¥V A1, Mg, oo, A €k

PV ES PN P
Définition 1.1.4 ( Normes équivalentes)

Soit £ un espace vectorie, muni de deux normes ||||;,||||,, ces deux normes sont dites
équivalentes, s'il existe deux constantes positives, «, 5 telle que « ||z, < ||z]l, < Bzl ,
Vr € FE, la suite convergente dans un espace normé, converge vers la meme valeur en les

deux normes équivalentes
Propsition

Sur un espace vectoriel de dimension finie , toutes les normes sont équivalentes .
1) || @ [lo= maz {| z; [}.
1

2) |z ll,= iy | @i |P)? . pour tout & = (21,22, .., 2,) € E.

Les normés sont équivalintes car,

3=

llly = (o [P+ [z |+t 2 |P)

< (n maz | x; |p)%

et



1.2. Espaces de Banach

|z l,= [z [P+ |22 P+ | 2 P> maz | z; |
|z [|[,> maz ||

Il [ floo
donc,
1
[ o< [ 2 [[p< nv || 2 o
Exemple 1.1.1 (en dimension infinie)

On considére par exemple l'espace C([0, 1]) des fonctions continues sur [0, 1] & valeurs

complexes, muni de la structure d’espace vectoriel complexe habituelle. Les normes

1S l=fy | f@) | da, et || f llooi=sup | f(x) | taa € [0,1].

Ne sont pas équivalentes sur C'([0, 1]), mais on a I'inégalité || f || < || f ||cpour tout f €
C(]0,1]), pour montrer que ces deux normes ne sont pas équivalentes, on considere la suite
de fonctions {f,} avec f(x) = z". Alors

I llh= fol a"dr = =5 — 0 pour n — o0,

1
1
flloo= supa”=1let| f|i= f@) |dt = ——.
15 = s £ lh=Jy 150 e = ——
Ainsi, la suite {f,,} converge vers 0 par rapport norme || . ||; mais elle ne converge pas
en norme || . || vers la méme valeur, alors, ces deux normes ne sont pas équivalentes.

1.2 Espaces de Banach

Définition 1.2.1 On appelle espace de Banach un espace véctoriel normé et complet, i.e.,

toute suite de Cauchy est convergente.

Remarque 1.2.1 1) Tout espace véctoriel normé de dimension finie est (en particulier

R™)est un espace de Banach.

2)C(]0,1] ,R) est un espace de Banach pour la norme || . || -
Preuve. Soit f,(z) est une suite de cauchy dans C([0,1],R).
fn:[0,1] = R



1.3. Espaces de Hilbert

r — fu(x) dans F = C([0,1],R)
Ve >0:3dn,,m,n > ne,max | fr, — fn |< €
fn(x) est de cauchy dans R (complet)= f,(x) — f(x),Ve > 0,3INy,n > Ny,et | f, —
f(z) |< 5. On vérifie que f est continue sur [0,1].
soit g € [0,1].1im f,,(x0) = f(z0)
| f(@) = flwo) | = [ f(x) = fulx) = fulwo) + ful®) + fulwo) — f(x0) |
< @) = fal@) [+ [ fal@) = fulzo) [+ ] ful2o) = fl20) |-

pour tout £ > 0.

dng € Nn>ng:| f(z) — fulz) < 3

dni € Nyn>my :| fn(x) - fn(x()) |§ %
0

En prenant n = maxz(ng,ny) et o >

car: limf,(z) = f(x).

ou bieu | z — g |< 0 = | f(z) — f(xg) |< e.
Donc, f est continue en xg.

Alors, (E,|| . ||co) un Banach . m

1.3 Espaces de Hilbert

1.3.1 Espaces Euclidiens

Les espaces Euclidiens sont en général les espaces vectoriels munis d’un produit scalaire. Ce
concept permet d’etendre a des espaces fonctionnels de dimension infinie les raisonnements

de la géométrie euclidienne classique.

1.3.2 Produit scalaire

On appelle produit scalaire sur un espace vectoriel E (réel ou complexe) une fonction (x,y)

défine sur E x E dans (k = R ou C) possédant les propriétés suivantes:

1) (z,y) = (y,z)

2) (& +y,2) = (z,y) + (y, 2)
3) (Az,y) = <$,y>

4) (z,z) =

5) (r,z) =02 =0



1.3. Espaces de Hilbert

ou les éléments z,y et z appartiennent a E et \ appartiennent & k. La définition du

produit scalaire nous donne les relations suivantes:
1) (z,y +2) = (z,y) + (2,2)
3) (z, Ay) = A(z,y).

1.3.3 La norme euclidienne

Un espace vectoriel muni d’'un produit scalaire est dit espace euclidien naturellement, on

peut lui introduire une norme définie par
[zl = /{2, )

1) Le produit scalaire usuel de R" est défine par

(x,y) =21y1 + oo + Ty = inyi, pour & = (1, %2, ..., Tn), ¥ = (Y1, Y2, .-, Yn) € R".
i=1

2) Le produit scalaire usuel de C" est défine par

=1

1.3.4 Espaces de Hilbert

Définition 1.3.1 On appelle espace de Hilbert, un espace euclidien complet.
Théoréme 1.3.1 (inégalité de Cauchy-Shwartz)

Quel que soient les vecteurs x et y appartenants & un espace euclidien £ ,on a

[z o) < llzlHlyll -

Preuve. Pour démontrer cette inégaité, on considére I'expression (z + Ay, z + Ay) qui
est toujours positive pour tout vecteurs non nuls z,y € E et tout scalaire A € k, en effet

(z+ Ay, 2+ Ay) = (2,2) + X(2,9) + Ay, z) + [\ (y,9),

_f{zy)

,on aura
(y,y)

posons A =



1.3. Espaces de Hilbert

_ el el ey
(a:,m} (v,y) (v,y) + (v,y) 20,

d’ou l'inégalité
<.%',l’> <yay> - |<£L’,’y>|2 > 07

Cependant,l’inégalité tringulaire découle directement de l'intégalité de couchy-shwartz,

en effet
lz+yl> = (z+y,z+y) = (z,2) + (2, y) + (v, 2) + (y, )

2 2
< ™+ 2l lHlyl + lyl™ = =l + lylD?*.

On remarque que I'inégalité de Cauchy-Shwartz se réduit & une égalité si et selement si,

les deux vecteurs sont linéairement dépendantes, c’est -a-dire y = Ax o A\ est un scalaire.



Chapitre 2

Opérateurs linéaires

2.1 Généralités sur les opérateurs linéaires

Définition 2.1.1 Soit (E, Ny),(F, N) deux espaces vectoriels normés sur le corps k(en pra-
tique k = R ou C)et soit U une application de E dans F est dite linéaire si pour tout x,y

€ Eettout \,pek:
U(Az + py) = AU(z) + nU (y)

On note L(E; F') ensemble des applications linéaires de £ dans F. Si E = F on note
simplement L(FE).
On rappelle que I'opérateur identité [ € L(F)

1)
f R—=R
T — oI

On a

fQa+py) = 50z + py)
= HAx +duy
= A(5z) + 1(5y)
= AM(z)+puf(y)

2) On considére g : R — R? définie par g(z) = (z,3z) = z(1,3), il est claire que
g€ L(R,R?).



2.1. Généralités sur les opérateurs linéaires

Définition 2.1.2 (Domaine, image, Noyau, graphe et l'inverse d’un opérateur linéaire)

Soient X et Y deux espaces de Banach, on appelle opérateur linéaire A de X dans Y ,
une application linéaire définie sur un sous espace D(A) de X et a valeurs dans Y.

1) Le sous espace D(A) est appelé domaine de A. Si D(A) = X, A est définie par tout.
Si le sous espace D(A) est dense dans X, A est dit densément défini.

2) Soit A : D(A) C X — Y un opérateur linéaire. On appelle image de A le sous
espace Im A de Y défini par

mAY {y €Y, il existe x € D(A) tel que y = Az}. Et aussi noté parfois R(A).

Soit E un sous espace de X, on notera A(E) 'image dans Y de E N D(A) par A.

En particulier, on a

3) On appelle noyau de A le sous espace N(A ) de X, tel que, N(A ) Y {z € D(A), Az = 0}.
Et aussi noté parfois ker A.

4) On appelle graphe de A le sous espace de X x Y, noté par G(A), défini par G(A) “
{(z,y) e X xY,x € D(A),y = Ax}.

Soit A un opérateur linéaire de X dans Y, de noyau N(A) = 0, c’est a dire injectif, on

peut définir son inverse A~! comme l'opérateur de Y dans X, de domaine R(A), tel que
r=Aly s y=Azx.

Soit H un espace de Hilbert et T' € L(H, H). Si dim H < +00, les propriétés suivantes
sont équivalentes :
1) T est inversible.

2) T est injectif.

4
5) T admet un inverse a gauche (i.e., il existeV € L(H, H) tel que V o T = Iy).

)

3) T est surjectif.
) T admet un inverse a droite (i.e., il existe U € L(H, H)tel que T o U = Iy).
)



2.2. Opérateurs continus

2.2 Opérateurs continus

Soient (£, ||||z) et (F, |||l ) deux espaces normés, un opérateur U défini sur un sous ensemble
A C FE dans F est dit continu au point zy de A, si pour toute suite z,, de A converge vers
xg, on a U(x,) converge vers U(x).

L’opérateur U est dit continu sur A, s’il est continu en chaque point de A.

Théoréme 2.2.1 Soient E et F' deux espaces normés, un opérateur linéaire U défini sur
D(A) C E dans F, continue en xo de D(A), alors U est continu partout sur D(A), c’est a
dire en chaque point de D(A).

Notation 2.2.1 On note par L(E, F) l’ensemble des opérateurs linéaires continus de F

dans F, et par L(E) si E = F.
Définition 2.2.1 (Les opérateurs bornés)

Un opérateur linéaire U défini sur F dans F est dit borné s’il existe une constante

positive C, telle que
U (x)||r < Cllz||g, Vx € E

Pour U € L(E, F), la norme de l'opérateur U noté par || Uz, est la plus petite
constate C' telle que
VeeE:|f(x)|r <Clz|g Dou
Ulx F
10 lewr= sup | UG@) o= sup 1T
Jell=1 lali<tazo || |z

On note par B (E, F') espace es opérateurs bornés de £ an et par B(E) si £ = F

Théoréme 2.2.2 Un opérateur linéaire U est continu, st et seulement s’il est borné.

2.2.1 L’espace des opérateurs linéairs continus

L’espace (L(E, F), || . ||lze,r)) est un espace vectoriel normé.

Proposition 2.2.1 Soit E un espace normé et F' un espace de Banach, alors L(E, F') est

un espace de Banach.

10



2.3. Somme et produit d’opérateurs

On remarque que, 'ensemble des formes linéaires continues L£(FE, k) est un espace de
banach, car I’espace des scalaires k est complet

L(E k) est appelé le dual topoogique de E noté E*.
Proposition 2.2.2 Soit f € L(E, F). Les cing proporiétés suivantes sont équivalentes :

DIM>0Vaeh | f@) < M.

ii) f est continue en 0.

iii) f est continue sur £

iv) f est bornée sur la boule unité fermée .

v) [ est bornée sur la sphére unité.

Soit B(E) l'algébre de Banach des opérateur linéaires bornés sur ’espace de banach
E, Si deux suit (A,,) et (B,) d’opérateurs appartenant & B(E) convergent (au sens de la
norme), respectivement, vers A et B et si la suite de scalaires (\,) converge vers \ | les suit

(MAn), (A, + By) et (A, B,) convergent respectivement vers AA, A+ B et AB.

2.2.2 Théoréme de Banach-Steinhaus

Soit £ un espace de Banach et F' un espace normé, si {U,(x)} une suite d’opérteurs dans
L(E, F), alors

Vo € E,sup ||U,(2)|| < oo = ||U,|| < 0.

2.3 Somme et produit d’opérateurs

1) Soient A et B deux opérateurs linéaires de 1'espace vectoriel £ dans l'espace E;. la
somme A + B de ces opérateurs est défini par (A + B) (x) = Az + Bz. 1l est défini pour
tout.

2) Soient Aet B deux opérateurs linéaires tels que A de E dans Fi, et B de E; dans
FE5. On appelle produit BA de ces opérateurs, lopérateur C' qui & un élément x € F fait
correspondre I’élément z = B(Azx) € F;. Le domaine de définition D¢ de l'opération C' est
constitue par les z € D4 telles que Ax € Dp.il est claire que 'opérateur BA est linéaire. 1

est continue lorsque A et B sont continus.

11



2.4. Résolvante et spectre d’un opérateur

Soit A, B deux opérateurs linéaire bornés et A un scailaire; AA, A + B et AB sont des
opérateurs linéaires bornés et on a

1) [ A= Al A

2) [[A+Bl < [Al+IBI].

3) | AB | <[ AllB].

Soit U € L(H, H) un opérateur de 'espace de Hilbert H dans lui méme. On définit les
puissances de 'opérateur U comme étant les opérateurs de H dans H définis de la maniére
suivante

U° = I (Popérateur identité), U' = U, U2 = UoU,.., U" =Uo U =U"1oU
(n>1).

vn € N, |||[U™|| < |||U]||", La série}" % LUm"converge dans £(H, H). Sa somme est un
opérateur de H dans Happelé exponentielle de 'opérateur U et noté eV ou expU. Sa norme
vérifie ||expU|| < exp(||U]]).

Soit E un espace de Banach, I I'opéarteur identique dans F et A un opérateur linéaire
borné, appliquant £ dans lui méme et tel que |A|| < 1. Alors 'opérateur (I — A) admet

un inverse (I — A)”" borné qui peut étre representer sous la forme (I — A)™' = ol An

2.4 Reésolvante et spectre d’un opérateur

Soit A un opérateur linéaire dans I’espace C"a dimension n. Un nombre A\ s’appelle valeur
propre de 'opérateur A, si I’équation A\ = Az. admet des solution non nulles, I’ensemble
de toutes les valeur propres s’appelle spectre de ’opérateurA. Toutes les autres valeur
de X soit dites réguliéres autrement dit, A est un point régulier, si 'opérateur A — AI est
inversible.

L’opérateur(A — AI)~! est alors définie sur espace C" tout entier et, comme tout opéra-
teur dans un espace de dimension finie, est borné. Ainsi, dans un espace de dimension finie
on a deux possbilités suivantes:

1)L’équationAz = Az admet une solution non nulle,c’est-a~-dire A\ est une valeur propre

de A ; dans ce cas I'opérateur (A — A\I)~! n’existe pas;

12



2.4. Résolvante et spectre d’un opérateur

2) L'opérateur (A — X\I)~! existe, est borné et défini sur espace tout entier, c’est-a-dire
A est une point regulier. Si A est un opérateur donné dans un espace de dimention infinie
E il y a encore une troisiéme possiblité

3) L'opérateur (A— A\I)~! existe, c’est -a-dire I'équation Az = Az n’a pas de solution
non nulle, mais cet opérateur n’est pas défini sur 'espace E tout entier (et, peut étre, n’est

pas bornée). Introduisons la tarminologie suivante

2.4.1 Spectre d’un opérateur

Définition 2.4.1 (Point régulier) Soit T € L(H), le nombre A € C s’appelle un point

réqulier de l'opérateur T si (T'— M) est inversible.

Définition 2.4.2 (Ensemble résolvant et la résolvante) On appelle ensemble résolvant

de T l’ensemble des points réguliers de l'opérateur T et note parp(T) tel que
p(T)={ e C, T -\ inversible}

L’ensemble résolvant p(T') est un ouvert de C. On défnit la résolvante de T comme appli-

cation

RA\(T):C — L(H)

A— Ry(T) = (T —X)!

Théoréme 2.4.1 Si | A |> ||T||, alors A est un point régulier de l'opérateurT (i.e. A €
R\(T))

Théoréme 2.4.2 (spectre d’un opérateur) On appelle spectre de T 1’ensemble
o(T)=C\p(T) ={ € C,T— X non inversible}

L’ensemble o(T') est un fermé de C.

13



2.4. Résolvante et spectre d’un opérateur

Exemple 2.4.1 Soit l'opérateur I € L(H), on cherche o(T)

o(T) ={AeC:I— X\ nlest pas inversible }
={AeC:(1—=MNI nlest pas inversible}

(1 — X\)I non inversible ssi A =1, alors o(I) = {1}

Théoréme 2.4.3 (le spectre ponctuel) On appelle spectre ponctuel de T' ’ensemble des

valeurs propres de T, noté o,(T")tel que
o,(T)={ € o(T), T— A non injectif }
Remarque 2.4.1 Lorsque E est de dimension fnie n, alors
oy(T) = o (T)

et le spectre de T est un ensemble fini ayant au plus n éléments qui sont les racines du

polynome catactéristique de T'. Mais si E est de dimension infnie on a

ap(T) C o(T)

Définition 2.4.3 (le spectre continu) On appelle spectre continu de T et on note par

o.(T), l'ensemble
oo(T) = {)\ co(T), T— N injectif et Im(T — ) % Im(T — N = E}

Définition 2.4.4 (le spectre résiduel) On appelle spectre résiduel de T et on note par

o.(T), l’ensemble

oo (T) = {A € o(T) ,T — N injectif et Tm(T — M ) # E}

Remarque 2.4.2 Le spectre o(T') est la réunion disjointe de trois ensembles

14



2.4. Résolvante et spectre d’un opérateur

Définition 2.4.5 (rayon spectrale) Soit T € L(E), on défnit le rayon spectral de T

comme suit

r(T) = sup {[A],Aea(T)}
Théoréme 2.4.4 Soit T € L(E) alors on a

1. La limite lim || 7™ ||*/™ est existe et elle est égale & inf || 77 ||'/"
n>1

n—+oo

2. Si l'espace H est complexe alors 7(T) = lim || 7™ ||/

n—-+oo

Théoréme 2.4.5 Si T est un opérateur de L(H) alors o(T') est un sous ensemble compact

du plan compleze. Si A € o(T') alors
[ A< 1T

Preuve. Si A\ ¢ o(T) alors T — Ao/ est inversible donc
1= (T = XD)™HT = AD|| = (T = AD) 7 {(T' = Aol) = (T = AD}|

= [T = XD)7HI A= Ao |
alors || I— (T —XoI)™* (T — I )|| < 1 chaque fois que | A— \g | est suffisemment petite.
Il en suit que (T" — X\l ) (T — A\I) est inversible et par conseéquent T'—\I aussi inversible. 11
en résulte la complement de o(7') est un sous ensemble ouvert du plan complexe, alors o(7")
est un sous ensemble ferme” du plan complexe. Ensuite, nous allons montrer la deuxiéme
assertion du théoréme si | A [> ||T|, alors [ %] < 1 et donc I — r est inversible, il s’ensuit

A
que A ¢ o(T) et par conséquent contraposition affirme que si A € o(T') alors | A |< ||T]| =

15



2.5. Les opérateurs compacts Auto-adjoint

2.5 Les opérateurs compacts Auto-adjoint

2.5.1 Opérateur compact

Soit X et Y deux espaces de Banach. Un opérateur linéaire 7' : X — Y est dit compact si
pour tout sous-ensemble borné B C X, son image T'(B) est un sous-ensemble relativement
compact dans Y, c’est-a-dire que I'adhérence de T'(B) est compact dans Y. L’ensemble des

opérateurs compact de X vers Y est noté K(X,Y). Si X =Y, on note simplement K (X).
Proposition 2.5.1 Tout opérateur linéaire compact entre deux espaces de Banach est borné.

Preuve. En effet, si on désigne par B(0,1) = {z tel que ||z|| < 1}, la boule fermée de
rayon unité, alors 'ensemble A(B(0,1)) est compact donc borné, c’est a dire, ||Az|| < oo,
et par conséquent, supj,« ||Az|| < oo, ce qui signifie que Popérateur A est borné. Pour les

opérateurs de rang fini, la réciproque de cette derniére propriété est aussi vraie. m

Proposition 2.5.2 Un opérateur linéaire de rang fini entre deux espaces de Banach est

compact si et seulement s’il est borné.

Proposition 2.5.3 Soit T : X — Y, un operateur linéaire entre deur espaces de Banach

X, Y, Alors les properiétés suivantes sont équivalents :

1) T est compact.

2) T (U,) est un sous-ensemble relativement compact de Y.

3) T (B) est un sous-ensemble totalement borné de Y quand B est un sous-ensemble
borné de X.

4) Toute suite bornée (X,,) de X admet une sous-suite (X, ) telle que T' (X, ) converge
dans Y.

Proposition 2.5.4 Soient X, Y, Z et W des espaces de Banach et soient S, T et R des

opérateurs bornés X Sy Lz B, W, tel que T soit compact. Alors on a

1) K(X,Y) est un sous espace fermé de B(X,Y);
2) La composition Ro T oS est un élément de K (X, W).
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2.5. Les opérateurs compacts Auto-adjoint

Théoréme 2.5.1 Si{A,} est une suite d’opérateurs compacts dans un espace de Banach

E,convergente en norme vers un opérateur A, alors l'opérateur A est aussi compact.

Théoréme 2.5.2 Si A est un opérateur compact et B est un opérateur borné,les opérateur

AB et BA sont compacts.

Preuve. Sil’ensemble M C E est borné,l’ensemble B (M) 1" est aussi.par conséquent,
I’ensemble AB (M) est précompact,ce qui signifie que l'opérateur AB est compact . De
méme, si M est borné, A (M) est précompact d’ou, en raison de la continuité de B,
I’ensemble BA est compact. le théoréme est démontré. m

Dans un espase F de dimension infinie I'inverse d’un opérateur compact ne peut pas étre
borné.

En effet, dans le cas contraire, 'opérateur identique I = A~'A serait compact dans F,
ce que est impossible.

Dans un espace de Hilbert tout opérateur compact est limite d’une suite d’opérateurs

de rangs finis

2.5.2 Opérateurs adjoints

Soient (X, [|]|y), (Y, |llly) deux espaces normés et T' € B(X,Y’) un opérateur borné . Alors,

on appelle adjoint de 7', au sens des espaces normés, ’opérateur

™ Y — X*
yol'=y*oT

En utilisant la notation (z, f) = f (x), Paction de I’adjoint sur X est caractérisée par
(x, T*y*) = (Tx,y*) , Ve € X,V y* € Y*.

Proposition 2.5.5 (Properiétés )Soient S et T deux opérateurs linéaires bornés entre

deuzx espaces normés (X, ||llx), (Y llly) et (Y. llly), (Z,|lll;) respectivement. Alors,

1. L’application 7" — T™ est une isométrie linéaire.

2. (ToS) =S8*oT™.
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2.5. Les opérateurs compacts Auto-adjoint

Définition 2.5.1 Soit (X, ||||y) un espace normé, A C X, un sous-ensemble de X, et

B C X* un sous-ensemble de X*. Définissons

At ={z* € X*/x* (x) = 0 pour tout z € A}
B+ ={z € X/z*(x) = 0 pour tout z* € B}.

On dit que A* et B+ sont les ensembles polaires de A et B dans X et X* respectivement.

Les ensembles A+ et Bt sont fermés.

Preuve. L’ensemble B+ = x*QX* ker z* est fermé en tant qu’intersection de fermés.
Soit {z’} une suite dans Al qui converge vers un certain z* € X*;alors en particulier,

*

z¥(x) — 2" (x) pour tout z € X. Or z/4 = 0, pour tout n € N; ce qui entraine que

2*/ 4 = 0. par conséquent, z* € AL, donc At est fermé. m

Théoréme 2.5.3 Soit M un sous-ensemble fermé d’un espace normé (X, ||||y), alors sont

1somorphes:

1) ML= (X/M)*
2) M*=X*/M*.

Lemme 2.5.1 Soient (X, ||||),(Y, |||ly) deux espaces normés et T' € B(X,Y') un opérateur

borné alors,

1) ker T* = (ImT)™",
2) ker T = (ImT*)" .

Définition 2.5.2 (Indice de nullité et de défaut)Soit E un sous espace vectoriel de [’espace
de Banach X. Si E+ est de dimension finie B, on dit que E est de codimension finie
B dans X. On définit alors l'indice de défaut §(A) d’un opérateur linéaire A comme la
codimension de son image Im (A) dans Y. On appelle indice de nullité n (A) la dimension

du noyau ker A.

Exemple 2.5.1 (Ezemples des opérateurs adjoints)
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2.5. Les opérateurs compacts Auto-adjoint

1) Soit H = L?*([a,b])(a < b) Pespace des classes de fonctions z : [a,b] — C de carré
sommable avec le produit scalaire < x,y >= fab a:(t)mdt et soit f : [a,b] — C une fonction
continue fixée. L’application T qui a lafonction x € H fait correspondre la fonction T'x
définie sur [a,b] par (Tz)(t) = f(t)z(t) " opératewrT € L(H,H ) appelé opérateur de
multiplication par f. L’opérateur T* € L(H, H) est alors I'opérateur de multiplication par
la fonction f

2) Soit k : [¢,d] x [a,b] — C(c < d,a < b) une fonction continue de deux variables réelles.
On considere P'application K : £%([a,b]) — L£3([c,d]) telle que pour tout = € L3([a,b]), K=

est la fonction définie par

b
Vt € [e,d], (Kz)(t) = /kz(t,s)x(s)ds.

K est un opérateur de £2([a,b]) dans £L3([c,d]) qu’on appelle opérateur intégral de noyau
k(t,s). On abrége souvent en disant que K est un opérateur a noyau (égal a k). L’opérateur
adjoint K* est aussi un opérateur a noyau. C’est l'opérateur intégral de £?([c,d]) dans
L?([a,b]) dont le noyau est la fonction (s,t) — k(s,t) de [a,b] x [c,d] dans C (attention
les intervalles sont maintenant dans 1'ordre inverse !) i.e., pour tout y € £2([c,d]), K*y €

L?([a,b]) est la fonction définie par
Vs € [a,b], (K * y)(s) = [“k(s, t)y(t)dt.

Théoréme 2.5.4 L’opérateur adjoint d’un opérateur compact est compact.

2.5.3 Opérateur auto-adjoint

On suppose dans la suite que H est un espace de Hilbert et que A € £(H). Identifiant H/
et H on peut considérer que A* € L(H).

On dit qu'un opérateur A € L(H) est auto-adjoint si A* = A ,c’est-a-dire si (Az,y) =
(r,Ay) Vz,ye H.
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2.5. Les opérateurs compacts Auto-adjoint

2.5.4 Opérateur compact auto-adjoint

Pour les opérateurs linéaires auto-adjoints dans un espace euclidien de dimension finie on
a le théoréme bien connu sur la possibilité de réduit la matrice d’un tel opérateur a la
forme diagonale par le choix d’une base orthonormée conrenable. Dans ce paragraphe nous
étendrons ce théoréme aux opérateur compact-auto-adjoint dans espace de Hilbert. Les
résultats de ce paragraphe sont valables aussi bien pour un espace le Hilbert. réel que pour
un espace Hilbert compact. pour fixer les idées, nous supposerons H complexe . Etablissons
tout d’abord quelques propriétés des vecteurs et des valeurs propres des opérateurs auto-
adjoints dans H, tout a fait analogue, d’ailleurs, aux propiétés corsspondantes des opérateurs
auto-adjoints dans un espace de dimension finie.

1)Toutes les valeurs propres d’un opérateur auto-adjoint A dans H sont réelles .

En effet,soit Az = Az,||z|| # 0, alors,\ (x,z) = (Az,z) = (z, Az) = (2, \z) = X (z,2),
dou A = .

2)Les vecteur propres d'un opérateur auto-adjoint dans H, associés a des valeurs propres
distinctes,sont orthogonaux.

En effet si Av = Az, Ay = uy et A # u, on a A(z,y) = (Az,y) = (z, Ay) = (z,uy)
=u(z,y), dou (z,y) =0.

Théoréme 2.5.5 (Hilbert-Schmidt) Pour tout opérateur linéaire compact-auto-adjoint A
dans un espace de Hilbert H il existe un systéme orthonormé{Q,} de vecteurs propres,
associés auz vacteurs propres non nuls {\,}, tel que tout élément ¥V € H peut s’écrire de

maniére unique sous la forme
U= Z CxQx + V', o0l € ker A, cest-a-dire AV’ = 0;
K
en autre, A, =Y MCkoy et sile systéme {p,} est infini,on a lim \,—.
n—oo

Lemme 2.5.2 Si la suite {£,,} converge faibelement vers & et lopérateur linéaire A est

compact on a

v (€)= (AL, 6,) — (AE,8) = v (§)
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2.6 Spectre d’un opérateur compact auto-adjoints

Proposition 2.6.1 Soit T' € £ (H) un opérateur auto-adjoint.On pose
m = Inf (Tu,u) et M = sup (Tu,u) Alors, o (T) C [m,M],meo(T) et Me€o(T).

uceH ueH
U=T1 [Ul=1

Preuve. Soit \)M; montrons que A\ € p(T).On a (Tu,u) < M|U[’Vu € H.et par
conséquent (A\u — Tu,u) > (A — M) |u|® = = |u|*Vu € H,avac a)0. Appliquant le théoréme
de Lax-Milgram voir [3] on voit que A\l — T est bijectif. Montrons que M € o (T') .la forme
a(u,v) = (Mu — tu,v) est bilinéaire, symétrique et a (u,v) > 0 Yv € H en appliquant

I'inégalité de Cauchy-schwarz a la forme a (u,v) il vient

N|=

|(Mu — Tu,v)| < (Mu— Tu,u) (Mu,Tu,vé)%Vu,veH (*)

D’ou il résulte en pariticulier que

|Mu — Tu| < C(M,—Tu,u)2Vu € H. soit (u,)une suite telle que |u,| = let (Tu, u,) —
M .Grace a (%) on voit que |Mu,_Tu,| — 0,et donc M € o (T) (car siM € p(T) alors
U, = (MI —T)"" (Mu, — Tu,) — 0). les propriétés de m s’obtiennent en remplacant T
par—1. m

Corollaire 2.6.1 Soit T € £ (H) un opérateur auto-adjoint tel que o (t) = {0}. Alors
T =0.

Preuve. D’aprés la proposition 3.3.1 On sait que

(Tu,u) = 0Vu € H. il en résulte que

2(Tu,u) = (t(u+V),u+v)— (Tu,u) — (Tv,v) = OVu,v € H donc, T =0. =

Le résultat suivant est fondamental, il montre qu’un opérateur auto-adjoint compact est
diagonalisable dans une base convenablement choisie.

On suppose que H est séparable. Soit T" un opérateur auto-adjoint compact alors H
admet une base hibertienne formée de vecteurs propres de 7.

Preuve. Soit ()\,), >1la suite des vecteurs propres dstinctes de T'.excepté 0; on note
X = 0. On pose By = N (T)et E, = N (T — A\,I); rappelons que 0 < dimFEy<y et que

0 < dimFE,, < co. Montrons d’abord que H est somme Hilberienne des (£,), > 0:
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i) les (E,), > 0 sont deux & deux orthogonaux En effet si u € E,.et v € E,, avec m # n,
alors, Tu = \pu, Tu = \u et (Tu,u) = A\, (w,v) = (u,Tv) = A\, (u,v). Donc (u,v) =0

ii) soitF l'espace vectoriel engendré par les (E,),, vérifions que F' est dense dans
H. 1I est clair que T (F) C F.l s’en suit que T (F*) C F*; en effet si u € Flet v €
f.alors (Tw.v) = (u,Tv) = 0.Jopérateur Ty = Triest auto-adjoint compact.D’autre part
o (tg) = {0} ;en efft si X € o (tg) ~ {0} .alors A € vp(ty) et dons il existe u € FL u # 0
tel que Thu = Au.par conséquent A\ est I'une des valeurs propres A\, de T' et u € F* N E,,
donc u = 0,ce qui est absurde. Il resulte du corollaire précédent que Ty = O;par suite
f* =1{0}, donc F est dense dans H. Enfin on choisit dans chaque F,, une base hilbertienne.

la réunion de ces bases est une base hilbertienne deH formée de vecteurs propres de 7. m

Remarque 2.6.1 Soit T' un opérateur compact autoa-djoint compact.d’aprés ce qui précéde
x o0

on peut écrite tout u € H sous la forme u = Zun avec u, € F,, de sorte que Ty = Z

A
Anth.. On définit Thu = Z An .

n=1
IT est clair que T} est un opérateur de rang fini que ||T\_T|| < S>({ P1 |An] — 0 quand
n>A+
k — o00. On retrouve ainsi le fait que 7" est limite d’une suite(7},) d’opérateurs de rangs
finis rappelons que dans un espace de Hilbert tout opérateur compact non nécessairement

auto-adjoint-est limite d’une suite d’opérateurs de rangs finis.

2.7 Opérateur de Fredholm

Définition 2.7.1 Soit E un espace de Banach et T € L(E) on dit que T est un opérateur

de Fredholm si les 3 conditions suivantes sont satisfaites:
e [’image de T est fermée.
e Le noyau de T est de dimension finie.
e [’image de T est de codimention finie.
On note alors Ind(T') = dim(KerT) — codim(ImT) est le nombre entier s’appel l'indice

de T.
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Proposition 2.7.1 Soit £ un Banach, F un s.e.v de dimension finie. Alors il existe M

fermé tel que E = F & M.

Preuve. Soit F' de base (e, ..., e,). On définit les coordonnées e} par ef(e;) =, ;, les
efsont continues donc par Hahn-Banach, il existe A\, , ..., A, prolongements continus des e;.
Soit M = N;—1Ker\; qui est fermé car les \; sont continues. On montre que £ = F & M.
FNM= {O}ncar sixz e FNM,\(xz) =0 pour tout i donc z = 0 car z € F. Soit y € F,
on pose r = Z)\i(y)ei. Ona \(x)=X\(y)doncy —x € Ker Ai doncy—z € M et

=1

ECF® M. ZI_Jn opérateur de Fredholm, en conséquence on a la formule
ind(T) = dimker(T) — dimker(T™)

Soit 1" un opérateur de Fredholm. Quitte & remplacer 7' par T, (r)~ , on peut supposer
que T est injectif. Comme ImT est de codimentions finie, il existe yi,...,y, € H tels
que (Im(T) 4+ y1,...,Im(T) + y,) soit une base de H /Im(T'). Définissions un opérateur
T:H®R"— H par

T(z,v) =Tz + Zvjyj
j=1

Alors T est continu et bijectif, et donc inversible par le théoréme de 'opérateur inverse.
Ainsi il existe une constante ¢ > 0 telle que || T'(z,v) ||> ¢ || (x,v) || pour tous z,v. En

particulier || Tz ||> ¢ || = || pour tout z, ce qui implique que ImT est fermé. m
Théoréme 2.7.1 (Alternative de Fredholm)

Soient £ un espace de Banach, A € L£(F)un opérateur compact et T'= Idg — A. Alors
T est un opérateur de Fredholm et Ind(7T") = 0.

a) Lapplication T' — IndT est continue

b) Tout opérateur T de Fredholm est inversible module i.e. il existe S € L(F, E) tel que
(T'oS —Idp) et (SoT — Idg) soient d’ image finis. Inversement, si 7' € L(E, F') et
s'il existe S € L(E,F) tel que T'o S — Idp € Im(F) et SoT — Idg € Im(E), alors
T de Fredholm.

c) Si T de Fredholm et si S € L(E, F) alors T'+ S de Fredholm et Ind(T' + S) = IndT .
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d) Si T' de Fredholm et S de Fredholm alors S o T de Fredholm et Ind(S oT) =

Ind(T) + Ind(S).
b
Remarque 2.7.1 Lopérateur intégral défini par (Id— /K(x, Yu(y)dy) avac K(x,y) une

fonction continue est un opérateur de Fredholm.

Proposition de Fredholm

Le théoreme suivant donne une caractérisation des opérateurs de Fredholm.

Théoréme 2.7.2 SoitT € L(X,Y), T est Fredholm si et seulement si il existe un opérateur
SeL(Y,X) telque(AS—1Id) et (SA—Id) sont compacts. Si T et S sont des opérateur
de Fredholm alors, ST est opérateur de Fredholm et ind(ST) = ind(S) + ind(T).

La réciproque de ce théoréme n’est pas vraie, en générale, mais si S et T" commutent
(ST =T58) on a ST est Fredholm implique S et T" sont tous les deux de Fredholm.

On trouve par contre le résultat important suivant

Corollaire 2.7.1 Soient T € L(X,Y) et S € L(Y, Z) tel que ST est opérateur de Fredholm

alors T est opérateur de Fredholm si et seulement si S est un opérateur de Fredholm.

Soit T' € L(X,Y) si ker(T) est fermé alors

dim(Im(T™)) = codim(ker(T)) et dim(Im(T)) = codim(ker(T™))
Si T : X — Y opérateurs de Fredholm alors son adjoint 7™ : Y* — X* opérateurs de
Fredholm et ind(T*) = —ind(T).
Une caractérisation de la structure des opérateurs de Fredholm est donnée dans le

théoréme suivant :
Théoréme 2.7.3 SiT : X — 'Y opérateurs de Fredholm on a les décompositions

X=Xo®X;etY =Yy @Y, telles que:

(1) Xo et Yy sont des sous-espaces fermés respectivement de X et YV’
(77) X1 et Y] sont de dimensions finies

(1i1) X1 = Im(T)et Yo = ker(T)

(iv) ind(T) = dim(X;) — dim(Y7)
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Théorie de Riesz et Alternative de Fredholm

Théoréme 2.7.4 Soit A € K(F). Alors

a) Ker(Id — A) est de dimension finie,
b) Im(Id — A) est fermé, et plus précisément

Im(Id — A) = ker(Id — A*)*

c) ker(Id—A) ={0} <= Im(Ild—A)=F

d) dimker(Id — A) = dimker(Id — A*).

Le théoréme précédent concerne la résolution de ’équation u — Au = f elle exprime
que: Ou bien pour tout f € E I'équation u — Au = f admet une solution unique, ou bien
I’équation homogene u — Au = 0 admet n solutions linéairement indépendantes et, dans
ce cas, ’équation non homogéne u — Au = f est résoluble si et seulement si f vérifie n
conditions d’orthogonalité (i.e. f € ker(Id — A*)*). A défini sur £(X) et A # 0, alors on a

(i) Soit I'équation homogene a zéro comme solution, dans ce cas A est spectre de A et
I’équation non homogeéne a exactement une solution f=Id—A)1g pour tout
ge X.

(ii) Soit I’équation homogene a une solution non nulle, et dans ce cas 1’équation non
homogéne a une solution

(non nécessairement unique) si et seulement si (g, f*) = 0 pour toute solution f *de
I’équation

adjointe: \f *= A*f *(i.e g € N(\Id— A*)1).

il existe un unique nombre entier non négative r, dit le nombre de Risz de 'opérateur

compact A,tel que:

{0} = ker(T°) Cy ker(T") Cyp o Cy ker(T") = ker(T™) = ..,

et

H=1ImT° D> ImT" Dy oo O, ImT" = ImT™ = ...

En outre, nous avons la somme directe
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H=Ker(T") & Im(T")
i.e., pour chaque u € H, il existe un unique z € Ker(T") et un unique y € Im(T"), tel

que u =z + .

Lemme 2.7.1 Soit A € L(H)un opérateur compact, et posons T = Id — A. Soit M C H
un sous-espace fermé tel que Tiy; est injectif. Alors il existe ¢ > 0 tel que ||Tx|| > c||z| pour

tout x dans M, et donc T (M) est un sous-espace fermé.

Preuve. Sinon, il existerait une suite (x,,) dans M avec ||x,|| = 1 et T'(x,) — 0. Comme
A est compact, quitte & passer & une sous-suite on peut supposer que (Az,)converge, mais
comme /d = T+ A, la suite (z,,) converge aussi , soit + € M sa limite. On obtient Tz = 0 ce
qui contredit I'hypothése. Pour démontrer queT' (M) est fermé, soit (y,,) une suite dans M
telle que (T'y,) converge. L’inégalité démontrée précédemment implique que (y,)est aussi

de Cauchy, donc converge. Si on note y sa limite alors limTy, =Ty € T(M). u

Théoréme 2.7.5 Soit A € L(H) un opérateur compact, et T = Id — A. Alors T est

surjectif si et seulement si il est injectif.

Preuve. Supposons 7" surjectif et non injectif. Montrons par récurrence que Ker(T™) #
Ker(T™1). Pour l'étape de récurrence, soit z € Ker(T™) \ Ker(T™). Comme T est
surjectif, il existe y € H tel que z = Ty. Alors y € Ker(T™"?)\ Ker(T™!). De méme,
supposons T injectif et non surjectif. Montrons par récurrence que Im(T™) # Im(T"1).
En effet, siv € Im(T™) \ Im(T™1), alors Tz € Im(T"™) et Tx ¢ Im(T"2) (utiliser
'injectivité de T ). Dans les deux cas on conclut par le corollaire précédent m

Soit A € L(H) un opérateur compact, et T = Id — A. Alors KerT est de dimension

finie et Im7T est fermé.

Définition 2.7.2 Si H est un espace de Hilbert et F C H un sous-espace vectoriel (non
supposé fermé), on appelle codimension de F' la dimension de H \ F. On note codimF =
dim(H\F). Ici H\ F est l’espace vectoriel quotient, qui est une notion purement algébrique

et n'utilise pas la structure d’espace de Hilbert.

Lorsque F est fermé, on a la somme directe H = F' @ F+, donc H \ F est isomorphe &

F* et codimF = dim(F*).
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Chapitre 3

Les Opérateurs Paranormaux

La théorie spectrale des opérateurs auto-ajoints a conduit & plusieurs tentatives de général-
isation en affaiblissant ’exigence de I’égalité avec ’ajoint. Les classes d’opérateurs qui
incluent des opérateurs auto-ajoints sont (par ordre d’inclusion)

Opérateurs normaux

Opérateurs quasi normaux

Opérateurs sous-normaux

Opérateurs hyponormaux

Opérateurs paranormaux

Normaloides

3.1 Opérateur normal

Définition 3.1.1 Un opérateur normal sur un complezxe espace de Hilbert H est un opéra-

teur linéaire N : H — H qui commute avec son opérateur adjoint N* , qui est: NN* = N*N.

Les opérateurs normaux sont importants car le théoréme spectral est valable pour eux.
La classe des opérateurs normaux est bien comprise. Des exemples d’opérateurs normaux

sont
e Opérateurs unitaires : N* = N1

e Opérateurs hermitiens (c’est-a-dire opérateurs auto-adjoints): N* = N
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3.2. Opérateur hyponormal

e Opérateurs Skew-Hermitiens: N* = —N

e Opérateurs positifs : N* = M M* pour certains M (donc N est auto-adjoint).

Les opérateurs normaux sont caractérisés par le théoréme spectral . Un opérateur normal
compact (en particulier, un opérateur normal sur un espace linéaire de dimension finie) est

diagonalisable de maniére unitaire.
Proposition 3.1.1 Soit T un opérateur borné. Les éléments suivants sont équivalents.

1. T est normal.
2. T* est normal.

3. ||Tz|| = ||T*z|| pour tous x

Si N est un opérateur normal, alors N et N* ont le méme noyau et la méme image. Par
conséquent, I'image de N est dense si et seulement si NV est injectif. En d’autres termes,
le noyau d’un opérateur normal est le complément orthogonal de sa image. Il s’ensuit que
le noyau de l'opérateur NP coincide avec celui de N pour tout p. Toute valeur propre
généralisée d’un opérateur normal est donc authentique. A est une valeur propre d’un
opérateur normal N si et seulement si son conjugué complexe \ est une valeur propre de N*
. Les vecteurs propres d’un opérateur normal correspondant & différentes valeurs propres
sont orthogonaux, et un opérateur normal stabilise le complément orthogonal de chacun de
ses espaces propres. Ceci implique le théoréme spectral habituel: tout opérateur normal
sur un espace de dimension finie est diagonalisable par un opérateur unitaire. Il existe
également une version dimensionnelle infinie du théoréme spectral exprimé en termes de

mesures & valeur de projection . Le spectre résiduel d’un opérateur normal est vide

3.2 Opérateur hyponormal

Définition 3.2.1 Un opérateur A € B(H) est hyponormal si A*A > AA*, qui est équivalent
a la condition || A*x ||<|| Az ||. Un opérateur A € B(H) est cohyponormal si son adjoint

est hyponormal. Si c’est hyponormal ou cohyponormal, alors on l'appelle seminormal.
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3.3. Opérateur normaloide

Proposition 3.2.1 Soit A € B(H), alors A est un opérateur hyponormal si et seulement

si A*A 4+ 20\AA* + N2A*A > 0, pour tous X € R.

Preuve. Soit A € R et x € H donnés. A est opérateur hyponormal, alors

| A ||| Az || <=l Az [P 42X || A%z |2 +27 || Az P> 0
= (Ax, Az) + 2\(A*z, A*z) + N?(Ax, Az) > 0
= (A*Ax, ) + 20 (AA*z, 1) + N2 (A* Az, 2) >0
= ((A*A +20AA* + N A*A)z,7) >0
= ATA+20MAA + NA*A >0

Remarque 3.2.1 Si A € B(H) est hyponormal, alors (A— \I) est hyponormal pour chaque
AeC.

Proposition 3.2.2 SoitA € B(H),et A € C, si A est hyponormal et (A— X )~ texists,alors
(A= X))~ et hyponormal.

Preuve. Puisque ’hyponormalité est préservée sous la traduction, on peut supposer

A=0. Ainsi A*A — AA* > 0 et donc
0< AN A*A - AA)A = ATTA*AA — L
Maintenant depuis A > I implique A~! < I, nous avons [ — A*A~tA*"1A > 0.Et donc

(T*—IT—I - T—IT*—I) — T*—l(] . T*T—IT*—IT)T—I 2 0

3.3 Opérateur normaloide
Définition 3.3.1 Un opérateur A € B(H) est normaloide si r(A) = ||A]|, ou
r(A) = sup {| A |: A € 0(A)} = lima.oo|| A" 7

est le rayon spectral de A.

29



3.3. Opérateur normaloide

Proposition 3.3.1 r(A) = ||A|| si et seulement si || A™|| = ||A]|™.
Théoréme 3.3.1 Tout opérateur hyponormal est normaloide.

Proposition 3.3.2 Un opérateur A est normaloide si et seulement si
IA[] = supyej=1 {| {(Az, ) [}

Théoréme 3.3.2 Soit A un opérateur tel que (A — \I) est normaloide pour tout numéro

complexe X\, alors nous avons

W(A) = coo(A)

Ou coo(A) désigne la coque convexe de o(A).

Pour prouver le théoréme énonce ci-dessus, nous avons besoin du lemme du suivant

Lemme 3.3.1 Soit Aun opérateur et A € W(A) un point de W(A), alors il existe un nombre

complexe \g satisfaisant
A= l=swp {lu=2ol: e WA}

Lemme 3.3.2 Soit C' un sous-ensemble convexe compact non vide du plan et S soit le
collection de tous ses point nus. Alors C' est la coque convexe fermée de S . Pour plus de

commodité, nous énoncons le résultat connu suivant sous la forme d’un lemma.

Lemme 3.3.3 Pour un opérateur A, et \ € W(A) , et ||\|| = ||A]| implique A € o(A).

Corollaire 3.3.1 Si un opérateur A € B(H) est compact et normaloide, alors o,(A) # 0.
Et il existe A € 0,(A) tel que ||\ = ||A]|-

Théoréme 3.3.3 chaque opérateur hyponormal compact est normal.
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3.4. Opérateur paranormal

3.4 Opérateur paranormal

Dans cette section, nous discutons d’une classe d’opérateurs non normaux. Dans [6] cela

est nommé un opérateur de classe (N).

Définition 3.4.1 On appelle un opérateur linéaire borné T sur un espace de Banach H

paranormal si

2
IT22|| > || Tx|
Proposition 3.4.1 tout opérateur hyponormal est paranormal.

Preuve. En effet

[Az||* = (Az, Az) = (A"Az,2) < [|A"Az| < || A%

Théoréme 3.4.1 Soit A € B(H) si Aest paranormal alors

1. A est normaloid.A~!

2. est également paranormal si A est inversible.

Théoréme 3.4.2 Si A est un opérateur paranormal, alors A™ est paranormal pour chaque

entier n > 1.

Preuve. Est suffisant pour montrer que si A et A¥Fest paranormal, alors A*! est

paranormal aussi. Nous pouons supposer ||A?z|| # 0 alors
A’x
[AEF V]2 = || A% 2| A% =
[T
T

> || A%z||*]| AP
ey, A7l
[A™ ] -

[ A2z
[ A*H ||| A%
ER

2 HAk'HxHQ

I
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3.5. La classe des opérateurs Paranormaux

Théoréme 3.4.3 Soit A un opérateur paranormal tel que A*PL AN ... A*P™ AI™ est compact
pour certains entiers non néqgatifs pi,qi, ........... Py Gm-  Alors A est nécessairement un

opérateur normal

3.5 La classe des opérateurs Paranormaux

Il est facile de savoir que la classe des opérateurs paranormaux contient la classe des opéra-
teurs hyponormaux et est inclue dans la classe des opérateurs normaloides. On montre
ces relations d’inclusion sont propres et donc les opérateurs paranormaux constituent une
nouvelle classe plus large que les opérateurs hyponormaux et plus étroit que les opérateurs

normaloides.
Lemme 3.5.1 Soit T un opérateur paranormal, alors

1Tz > (|7 ||| T | (1)
pour tout vecteur unitaire x dans H.

Preuve. Pour un vecteur unitaire x dans H, on peut supposer T'x # 0

1%zl = TaIT* 7l 2 T Ty I
|72
Tl i
72|72
2 Ta]
= || T%z|||| Tz

Proposition 3.5.1 Soit T' un opérateur paranormal, alors
1T a|* > | T4 || 72| (Pr)
pour un entier positif k > let tout vecteur unitaire x dans H.

Preuve. Pour le cas k=1,

IT22)* = T2 |||T%2]| > |T=|*|I 7|
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3.5. La classe des opérateurs Paranormaux

et (Pp) est clair. Supposons maintenant que (Fy) est valide pour k et nous supposons ||T" z||
Tk
1752z )* = HTQ:HQHWW > | Tz|?|T* ||7:~Fa;;|| ”2HT2|\1%H |

kL2 1T
= ||T * || T iH

> [T || T2

# 0 alors

Par (1) and (Pg). Donc (Py+1) est valide et la preuve est compléter par I'induction

mathématique m

Théoréme 3.5.1 5S¢ T est un opérateur paranormal, alors T "est paranormal pour tout

entiern > 1.

Preuve. 11 suffit de montrer que si 7 et T* sont paranormaux, alors 7**! est aussi
paranormal.

On peut supposer ||T" ?z| # 0, alors
2 2
HTQ(kH)xH = ||T2k ||§2iu HHT?xH > HTk ||;2iu H2||T2xH
_ TR
72|l
[T+ | || T ||
IT2z|

= |7 |2

Par (P,1) du Proposition 3.5.1. Donc T*"!est paranormal m

v

Théoréme 3.5.2 [l existe un opérateur paranormal qui n’est pas hyponormal. C’est-a-
dire que la classe des opérateurs hypernormaux est correctement inclus dans la classe des

opérateurs paranormau.

Preuve. Dans [4] Halmos donne un opérateur hyponormal T tel que T2 n’est pas
hyponormal. D’aprés le Théoréme3.5.1 T2 est paranormal. nous obtenons un exemple
d’opérateur paranormal non hyponormal. Nous discutons de I’exemple de Halmos dans la
section suivante. Dans [3], Nakamoto et Horie ont donné une preuve directe du théoréme

suivant m

Théoréme 3.5.3 A Un opérateur paranormal T est compact si et seulement si T™est com-

pact.
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3.5. La classe des opérateurs Paranormaux

Dans [1], 'auteur a donné un exemple d’opérateur normaloide non paranormal. Par
souci de commodité, nous montrons cet exemple dans la section suivante & nouveau. Par
conséquent, la classe des opérateurs paranormaux est correctement inclus dans celui des
opérateurs nnormaloide. Généralisant le concept de normalité, plusieurs auteurs ont traité
des classes d’opérateurs non normaux. Notre classe occupe ’endroit indiqué dans le schéma

suivant et les inclusions sont toutes strict.

Normale & Quasi—normale & Sous—normale & Hyponormale & Paranormal & Normaloide

Les relations d’inclusion du coté gauche a partir de I’hyponormal sont bien connues
dans [8].
2. Par plusieurs exemples, nous indiquons la relation d’inclusion entre les classes d’opérateurs

paranormaux et les opérateurs convexoides.

Définition 3.5.1 Un opérateur T' est dit normaloide si

|IT|| = sup | (Tz,z) |

llzfl=1

On sait que T' est normaloide si et seulement si le rayon spectral est égal o ||T||, ou de fagon

équivalente | T"|| = ||T||™ pour tout les entiers positif n ([2], [4], [8]).

Définition 3.5.2 Un opérateur T’ est dit convexoide si la fermeture du domaine numérique

W(T) ={(Tz,z) : |z|]| = 1} est égal a 'enveloppe convexe du spectre o(T) de T

On sait qu’il existe des opérateurs convexoides qui ne sont pas normaloide et inversement|[4]
1) Un exemple de non-convexoide, non-paranormal, normaloide opérateur [3]

Soit T une matrice infinie de la forme

1 0 0 O
0O M 0 0
T'=10 0 M 0
0O 0 0 M
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3.5. La classe des opérateurs Paranormaux

00
M=
10
Alors il est clair que T" est normaloide [3], non paranormal car
1 0 0 0 O
0O 0 0 0 O
00 0 0 O
T?=
0O 0 0 0 O
0 0 0 0 O
et |[T ™| =|T || =1 cependant la relation ||T2z| > ||Tx||*> n’est pas vraie pour les

vecteurs unitaires e; = (0, 1,0,0,0,...),e4 = (0,0,0, 1,0, ...)etc.
T C’est non convexe. En fait W (T') est I’ensemble fermé convexe ngendré par le disque
{z:| z |< 3}et un point 1,

o(T) = {0} U {1}

donc 'enveloppe convexe de o(7") est I'intervalle unitaire fermé [0, 1] et cet I'intervalle

unitaire est proprement inclus dans W (T').
Remarque 3.5.1 Peut-on généraliser le théoréme A pour les opérateurs normaloides.

Cette matrice donne un contre-exemple & cette question, car 72 est compact mais T
n’est pas compact mais normaloide.

2) Un exemple d’opérateur non paranormal, convexoide, normaloide [4].

M 0 0 0
Mettre T = ou M = comme dans 'exemple 1 et N un
0 N 10

opérateur normal dont le spectre est le disque unité fermé D. Alors
o(T) = {0}U{D} = D, et W(T) = I’enveloppe convexe de(W (M)UW(N)) =D et ||T| = 1.

Donc T est convexoide et normaloide, mais il n’est pas paranormal puisque
Tey = ey, T 2e; = 0 pour l'unité vecteur e;(1,0,0,...)
3) Un exemple (Halmos) de convexoide paranormal non hyponormal opérateur

0 2 1
Soient C' et D sont , et respectivement et donnons 7', T? par

0 0 11
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3.5. La classe des opérateurs Paranormaux

les matrices infinies suivantes respectivement,

20 0
0 /2 0
T = 0 0 2
D1/2
DL/2
C
C 0 0

T° =

S
=
~
(]
Q
=
~
(o]
O o o o

(montre la place de I’élément de matrice (0,0)). Clairement D > C', mais cela n’implique
pas D 2 > (C 2. Sur la base ce fait nous pouvons déterminer que 7" est hyponormal mais 7" ?ne
’est pas. Comme on le sait, chaque opérateur hyponormal est convexoide[9]. Nous pouvons
confirmer que cet opérateur non hyponormal et paranormal, 72 est également convexoide

comme suit. D est un opérateur positif sur un espace a deux dimensions E. Son les valeurs

propres sont %et %5 Mettre p = 3+2\/5, clairement 1 < pet |7 = /1 T2 = u
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3.5. La classe des opérateurs Paranormaux

Soit ¢ = (¢4, py)le vecteur propre de D pour la valeur propre p et mettre b = (p,,0),
0 = (0,0). La matrice T est considérée comme un opérateur agissant sur la somme directe
@, E, ou E, ® E. Prendre un nombre complexe arbitraire A tel que 1 <| A\ |< p et

poser ) 3
1 1 1 A A A
¢ = (Oa F,@ba 07 ?@Zja 07 Xquja 07 P, 07 ;907 07 E% 07 E@a 0)

ol chaque composante est un vecteur dans F,(—oo < n < +00) respectivement et
indique I'emplacement de la O-iéme coordonnée. Alors est clairement ¢ un vecteur dans
% E, et par un calcul simple on peut montrer que 7*2¢ = \¢. Ceci garantit que A tout
gzr;logre complexe tel que 1 <| A |< p est dans le spectre (T 2?) et donc I'enveloppe convexe
du spectre coincide avec le disque {z :| z |[< u}. D’autre Part contre depuis |7 ?|| = u la
plage numérique de T 2est contenue dans ce disque. Donc T' 2est convexoide. A partir de

cet exemple se pose naturellement une question: Est-ce que tout opérateur paranormal est

convexoide?. La réponse se découle sur I'inégalité fondamentale suivante.
Proposition 3.5.2 Soit T' paranormal alors ['inégalité suivante est valable pour chaque

vecteurr, pas nécessairement pour tout vecteur unitaire x, par I’homogénéité de T,

1T x| (Tl Tl o (TPl 1722 1T
> > 2 > e S e > e > e > (2)
17 "] [T]| = ([ T3] — [[T22]] — T[]~ [l=]]

De cette inégalité, nous obtenons des propriétés facilement connues d’opérateurs para-

normaux pour chaque vecteur unitaire x

T2 _ |72
[Tz = Tl

donc T' "est paranormal. T' est normaloide, car on a

n n—1
[N <||Tl’||)
[ NG
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3.6. Le théoréme de Weyl pour les Opérateurs paranormaux

Alors

(HT k“a:n)? S 1Tl el _ oy
17 *xl )= [Tx]| ||
Si T est inversible, alors I'inégalité suivante vaut pour tout vecteur x,
O N e SO 5
[T ]| = T2 — T3l = (Tl T

alors |7 "2 z|| > ||T ! z||* donc T ~! est paranormal.

3.6 Le théoréme de Weyl pour les Opérateurs para-
normaux

Dans cette section nous montrons qu’un opérateur paranormal 7" sur un espace de Banach

satisfait le théoréme de Weyl. Ceci est accompli en montrant que

(i) Chaque point isolé de son spectre est une valeur propre et 1’espace propre correspon-

dant a un complément invariant,
(ii) pour @ # 0, Ker(T —«a) L Ker(T — ) (au sens de Birkhoff) chaque fois que 5 # «

Si X désignera un espace de Banach et B(.X) I’algébre de Banach des opérateurs linéaires
bornées sur X . Notons qu’une isométrie est toujours paranormal. Aussi la restriction a un
sous-espace invariant, tout multiple par un scalaire et I'inverse (s’il existe) d’un opérateur
paranormal est paranormal. De plus, chaque opérateur paranormal est normaloide. Soient
M et N des sous-espaces linéaires de X. alors M est dit orthogonal & N (au sens de Birkhoff)
et on écrit M L N si

|z +y|| > ||z|| pour tous x € M et y € N. C’est une relation non symétrique dans un
espace de Banach, mais cela équivaut au concept habituel de orthogonalité dans un espace
de Hilbert. Soit P, {\} la projection propre algébrique associée a {\} chaque fois que \ est
un point isolé de o(T") . Si T * € B(X *) est 'adjoint de T' € B(X), alors

(Pr{A\})' = Pr{\}.

Le résultat correspondant pour un opérateur d’espace de Hilbert T" est
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3.6. Le théoréme de Weyl pour les Opérateurs paranormaux

(Pr{A})" = P {}}

Définition 3.6.1 (Opérateur isoloide) Un opérateurT € B(X) est dit isoloide si tout point

isolé de o(T) est une valeur propre de T
Définition 3.6.2 Le domaine numérique de T € B(X) est donné par
V(B(X),T) ={F(T): F e BX)",[|F| = F(1) =1}
et son rayon numérique par
V(T)=Sup{|A| e V(B(X),T)}.

Si r(T') désigne le rayon spectral, alors on sait que

r(T) < o(T) < [|IT)

Définition 3.6.3 Soit T € B(X), on dit que l'opérateur T satisfait la propriété d’extension
a valeur unique si f (\) = 0 pour toute fonction analytique f  de valeur x définie sur un

ensemble ouvert du plan complexe avec (T'— X )f (\) = 0.

On note IIyo(7") Pensemble des points isolés A de o(7T") pour lesquels 0 < n(T'—AI) < oo,
et par IIp4(7") 'ensemble des points isolés A de o(T") pour lequel R (Pr {A}) est de dimension
finie. Notez que g4 (T) C Igo(T"). Désignons par W (T') le spectre essentiel de Weyl de T
(tel que défini, pour exemple, dans [17], p. 206), soit

o,(T)=W(T)U{\; X est un point limite de (7"}

Notez que

0,(T) = o(T) ~ Ioa(T)

[12] (ou ~ désigne ici la différence d’ensemble). On dit que L’opérateur T' € B{X)

satisfait le théoréme de Weyl si
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3.6. Le théoréme de Weyl pour les Opérateurs paranormaux

w(T) = o(T) ~ o (T) (3.1)

Le résultat de Weyl, que les opérateurs auto-adjoints satisfont (3.1), a été étendu a
plusieurs classes d’opérateurs [12]. Il est noté dans [12] que parmi les opérateurs apparentés
aux opérateurs normaux, le théoreme de Weyl ne s’étend pas sensiblement au-dela des
semi-normaux. Ci-dessous nous montrer que pour tout opérateur paranormal 7', T et T *
satisfait le théoreme de Weyl, donc étendant le théoréme au-dela des semi-normaux. Nous
obtenons également une classe d’opérateurs sur ’espace de Banach, y compris les isométries,
qui satisfont la théorie de Weyl, dans le processus, dans [20] 'auteur a obtenu des résultats
concernant les espaces propres d’'un opérateur paranormal.

Principaux résultats

Notons que si T' est un opérateur paranormal sur X et o(7') se trouve sur le cercle
unitaire alors T est une isométrie inversible. En effet, T étant inversible, T" et T ~!sont tous
deux normaloides, étant paranormal.

Donc

1T =77 =1

et
]| = | T Tx|| < || Tz| < |||

pour tout x € X. Cela montre que 1" est une isométrie inversible.

Théoréme 3.6.1 [20]5i T est un opérateur paranormal dans B(X), alors tout point isolé
de o(T) est un pole de la résolvante Ry (T')d’ordre 1 et l’espace propre correspondant a un

complément invariant.

Preuve. Supposons que A;, soit un point isolé de o(7) . Si A\; = 0, considérons
I'opérateur paranormal 7/ R (Pr{0}) . Puisque o (T /R (Pr{0})) = {0}, T /R (Pr{0})
= 0. Ainsi 0 est un pole de la résolvante Ry(T") d’ordre 1 [19, P.306]. Si A\; # 0 , considérons
Ty = (1L M) (T/R(Pr{\})). Alors T est un opérateur paranormal avec o (71) = {1},
donc Tiet T ' tous deux sont des isométries et |7 7| = 1 pour n = +1,42 43, ...
Aussi nous avons 77 = [ + @ , ou (Q est un opérateur quasinilpotent. II découle de

[13, Sech.Theorem3], que Ty = I . Donc encore (T'— A1) R(Pr(\1)) = 0 et A\; est un
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3.6. Le théoréme de Weyl pour les Opérateurs paranormaux

pole de la résolvante Ry (T) d’ordre 1 . Ainsi, en utilisant [19, Theorem5.8A], R (T — A;)est
fermé et X = R(T — A1) & N (T — \;) . Cette achéve la preuve du théoréme. m

Corollaire 3.6.1 Si T € B(X) est paranormal, alors T' est isoloide.

Corollaire 3.6.2 Si T' € B(X) est une isométrie, alors chaque point de o(T) est une

valeur propre de T et I’espace propre correspondant a un complément invariant.

Remarque 3.6.1 Le résultat ci-dessus a été prouvé dans [16] pour inversible isométries sur

un espace linéaire normé.

Corollaire 3.6.3 [20]5i T € B(X)est paranormal, alors
oo(T) = Mpa(T)

et
Too(T") = Toa(T")

Dans le cas d’un opérateur paranormal de [’espace de Hilbert T' on a

oo(T7) = Tpa(T")

Preuve. Si \; est un point isolé de o(7") , alors A\; est un pole de la résolvante Ry(T")
d’ordre 1. Ainsi (T — A\;) Pr{A1} = 0 de sorte que R (Pr{A1}) C N (T — \;) implique que
oo(T) C Hoa(T ). Si Ay est un point isolé de o(7"), alors A\; est un pole de la résolvante
Ry(T) d’ordre 1. Ainsi (T'—\;)Pr {\1} = 0. Prendre des conjugués, (Pr {\}) (T—\;) =0
. Comment (Pr{\}) = Pp {\}et Pr {\1} commute avec T". D’ott (T''— X\ )Pr+ {\} =0,
alors Tlgo(T") C Ioa(T"). le résultat correspondant pour?” *peut étre prouvé de maniére

similaire en prenant des adjoints. m

Théoréme 3.6.2 [20] Si T est un opérateur paranormal, alors N(T — «) LN(T — 3) pour

des nombres complexes distincts o et B fourni o # 0.
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Preuve. Supposons | « |> | B |. Soit Tx = ax et Ty = Sy . On le fera montrer
que ||z|| < ||z + y||. Soit M le sous-espace engendré par z et y et Ty = T\ M . Alors
o(Tv) = (a, p)et Tiétant normaloide,||Ty|| = r (11) =| a |. Ainsi, V (T1) =| a |. Ainsi,
a € bd(v(B(M),Ty)). Maintenant, d’apres ([18, Propositionl]), N (71 —«) L R (T} — «).

Comme « et [ sont poles de la résolvante Ry (7)) d’ordre 1
R(Th—a)=R( — Pr,{a}) = R(Pr, {B}) = N (T — B)

[19, Theorem5.8(A)]. Maintenant, X € N (11 —«) et y € NT; — 8. D’ou ||z + y|| > ||=].
Si|a|<|pB|,a#0commef # 0. Donc T} est inversible et o (T 1_1) = (ofl,ﬁ_l) et
| o' |>| p7! | tant paranormal, T [ 'est aussi normaloide. Comme dans le premier cas on
obtient
N (T —aY) LN (17— 57
Comme x € N (T ot — a‘l) etye N (T ot — ﬁfl), la preuve est compléte. m
Question

Est-ce que N(T) L N(T — «) ?

Remarque 3.6.2 [19, Corollary3] Pour une isométrie T' sur un espace normé, N(T' —a) L

N(T — ) pour des scalaires distincts « et [3.

Cela peut étre montré en complétant I’espace linéaire normal, en prolongeant ’isométrie

a I'espace complété et en utilisant le Théoréeme 3.6.2.

Corollaire 3.6.4 Si T est un opérateur paranormal sur un espace de Hilbert, alors N(T —

a) L N(T — B) pour tous les nombres complexes distincts o et (3 .

Corollaire 3.6.5 Si X est un espace de Banach séparable et T € B(X) est paranormal,

alors T a une propriété d’extension a valeur unique.

Preuve. Nous allons montrer que op(7) est dénombrable. Puis, par [ 16, P.22], T" a
une propriété d’extension a valeur unique. Si op(7T') n’est pas dénombrable, on aurait un
ensemble indénombrable de vecteurs unitaires tels que||z ; + x ;|| > 1. Puisque I’espace est
séparable, ce n’est pas possible. m

Dans [16] on remarque que pour un espace de Banach quelconque, il n’est pas savoir si

un espace propre d’une isométrie a un complément invariant.
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Corollaire 3.6.6 Si T est une isométrie sur un espace de Banach réflexif, alors tout espace

propre de T' a un complexe invariant

Preuve. Si T est une isométrie et \ est une valeur propre de 7T, alors
| A= 1et|T|| =r(T)=v(T)=1

Ainsi A € bd(v(B(M),T))Comme X est réflexif, d’apres [18, Remarkd], X = N(T' — \) &
RT—)). m

Théoréme 3.6.3 [20]5i T est un opérateur paranormal sur un espace Banaah, alors T et
T (T et T *dans le cas d’un opérateur d’espace de Hilbert T') les deux satisfont le théoréme

de Weyl.

Preuve. D’aprés [12, Corollary2.5], il suffit pour montrer que W(T) = o,(T), cela
prouverait le résultat pour 7', comme W(T) = W(T") et o,(T) = o,(1"), le résultat
suivrait pour 7" et les relations W (T) = W(T"), o,(T) = o,(T*) donneraient le résultat
pour T*. On montrerait que tout A dans o(T") ~ W(T') satisfait la condition d’écart d'un
sous espace propre de [11]. Alors par [11,Theoreml(4i)], on obtient o(7T) ~ W(T) C
Ioo(T"). 11 en résulte facilement que o,(T") = W(T'). Noter que o(T) ~ W(T) = Ips(T) U
{o,(T) ~W(T)}. Si A € llga(T), alors on peut trouver une suite {\,} telle que \,, € ¢ (T)
pour tout n tel que A est un point isolé de o(7"). La condition d’écart est donc satisfaite ici.
Soit A dans o,(T") ~ W(T), on peut trouver une suite {\,} valeurs propres non nulles de T

converge vers A\. Maintenant N(7T' — \,,) L N(T — \) pour tout n par le Théoreme 3.6.2.
Donc d (x,,, N(T' — X)) > 1 pour tout x,, dans N(T — \,) telque ||z, || = 1. Ainsi

0 (An, A) & Sup{d (xx,, N(T' = A) [z, € N(T' = Apet[|zy, | = 1)} = 1
Ce sera vrai pour tout n. Alors | A, — A | /0 (A, \) = 0 comme n — co. m

Proposition 3.6.1 Si T est un opérateur paranormal d’un spectre fini, alors il existe une
base de X constituée de vecteurs propres de T, c’est-a-dire que X est une somme directe

des espaces propres de T'.
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Preuve. En utilisant [19, Theorem5.7(A)] , on obtient

X = EBZ (Pr({\i}))

ou o(T) = {A1,....., \u}, puisque o(T) = U, {\;} et chaque {\;} est un sous-ensemble
fermé de o(T'), o(T') étant fini. Mais

R(Pr{\})=NT—-N\),(i=1,...,n)

puisque chaque \;. est un pole de résolvante d’ordre 1 par le théoréme3.6.1. Ainsi

=1

Corollaire 3.6.7 St T est un opérateur paranormal sur un espace de Hilbert d’un spectre

fini, alors T est normal.

Preuve.

pour ¢ # j donnent le résultat. m

Corollaire 3.6.8 [16, Corollary4] . Si T est une isométrie sur un espace linéaire normé

de dimension finie X , alors X a une base constituée des vecteurs propres de T .

Preuve. Ceci découle directement du Théoréme3.6.1 car I’espace normé de dimension

fini est un espace de Banach. m
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Résumé : Dans ce mémoire on a discuté la classe des opérateurs
paranormaux qui est une généralisation de la classe des opérateurs auto-
adjoints avec quelques propriétés spectrales et plus précisément le
théoreme de Weyl.

Mots clés: Opérateur borné ; Spectre d’'un opérateur ; Opérateur
paranormal ; Théoreme de Weyl.

Abstract: In this graduation note, we dealt with the class of paranormal
operators as a generalization of the class of self-adjoint operators by
presenting some spectral properties. In particular the Weyl’s theorem.

Keywords: Bounded operator; Spectrum; Paranormal operator; Weyl’s
Theorem.
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