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NOTATIONS
� Variables contenant un tilde (�)représentent des variables de dimensions physiques,

tandis que les variables sans tilde (�)sont des variables sans dimensions.
Soit �!u le champ vectoriel tel que�!u=(u(x; y); v(x; y))
� Rot(�!u ) = r^�!u
� div(�!u ) = r�!u
� �(u (x; y)) = @2(x;y)

@x2
+ @2(x;y)

@y2

� T Tension de surface

� � Nombre de Weber

� � Angle d�inclinaison à l�horizontale

� LM Courbure de la surface libre

�� Densité de �uide

�p Pression du �uide

�p0 Pression atmosphérique
� q Module de la vitesse
�f Fonction potentielle complexe

�i Le nombre complexe
�Z La variable complexe

�	 Fonction de courant

�� Le tenseur des contraintes

��!r Le vectuer position

�� (x; y) La fonction potentielle de la vitesse
� H Hauteur de �uide
�U Vitesse à l�in�ni
� � Vitesse complexe conjugué
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Introduction

Introduction Générale

La mécanique des �uides est une discipline de la physique et de l�ingénierie qui se con-

centre sur l�étude des �uides (liquides et gaz) ainsi que sur leurs interactions avec les forces

et les surfaces. Elle se divise en deux catégories principales : la mécanique des �uides sta-

tique, qui examine les �uides au repos, et la mécanique des �uides dynamique, qui analyse

les �uides en mouvement. Cette discipline repose sur des principes fondamentaux tels que

la conservation de la masse, la conservation de la quantité de mouvement et la conserva-

tion de l�énergie, permettant ainsi de modéliser des phénomènes variés allant des courants

océaniques aux écoulements dans les canalisations. La dynamique des �uides est au c�ur

de nombreuses applications pratiques dans des domaines aussi variés que [1,2]:

Ingénierie des systèmes hydrauliques : essentielle pour la conception de barrages, de

canaux et de systèmes d�irrigation, elle permet de gérer les �ux d�eau de manière e¢ cace [3]

[4].

Aéronautique : utilisée pour analyser le comportement de l�air autour des avions, elle

contribue à l�optimisation des formes a�n d�améliorer l�aérodynamisme et de réduire la

consommation de carburant.

Industrie pétrolière : elle aide à comprendre le comportement des �uides dans les réser-

voirs, ce qui est crucial pour L�extraction et le transport des hydrocarbures.

Médecine : en hémodynamique, elle permet d�étudier le �ux sanguin dans le corps, aidant

ainsi à diagnostiquer et traiter diverses maladies cardiovasculaires.

Traitement des eaux : elle joue un rôle clé dans le traitement des eaux usées et potables,

permettant de concevoir des systèmes e¢ caces pour la puri�cation de l�eau [5] [6]. Un

domaine d�étude important en mécanique des �uides est l�analyse du mouvement de deux

�uides non miscibles, où l�on observe une surface de séparation (interface) entre eux. Lorsque

l�un de ces �uides est en contact avec l�air à pression atmosphérique, cette interface est

appelée (surface libre). Cette con�guration se rencontre dans les canaux ainsi que dans de

grandes masses d�eau telles que les lacs, les mers et les océans. L�interface entre l�air et l�eau,

par exemple, constitue une surface libre avec une pression égale à la pression atmosphérique

[7].

Il existe deux types de canaux :

1



Introduction

� Canaux naturels : cours d�eau présents naturellement, comme les rivières et les �euves.

� Canaux arti�ciels : cours d�eau construits par l�homme pour des besoins spéci�ques
tels que l�irrigation ou l�assainissement, etc...

Les écoulements en canaux ouverts sont caractérisés par la présence d�une surface libre

en contact avec l�atmosphère. L�analyse des écoulements à surface libre autour d�objets

aux formes variées est cruciale en raison de son importance pratique. Ces objets, appelés

obstacles, peuvent avoir des formes régulières comme des demi-cercles, des cylindres, des

triangles, des plaques ou des trapèzes [8], [11]. Dans certains cas, des solutions exactes

peuvent être trouvées pour les écoulements bidimensionnels sans gravité et sans tension de la

surface. Toutefois, dès que ces forces sont prises en compte, les solutions exactes deviennent

impossibles [9], [10], [12]. Plusieurs études ont examiné les écoulements à surface libre

autour des obstacles. Par exemple, Forbes L. K et al (1982) [13] a abordé le problème des

écoulements à surface libre autour des obstacles en utilisant des méthodes expérimentales

et analytiques. Il a étudié la dynamique des �uides dans les rivières, en se concentrant

sur l�impact des obstacles sur la forme et la vitesse du �ux. Ses recherches ont permis de

modéliser les pro�ls de vitesse et les zones d�accumulation ou d�érosion, contribuant ainsi à

une meilleure compréhension des interactions entre les écoulements et les obstacles. Cette

approche a des applications pratiques en génie hydraulique et en gestion des ressources en eau

[14]. Reiner [15], dans ses travaux sur les écoulements à surface libre autour des obstacles, a

principalement abordé le sujet à travers une combinaison de modélisation mathématique et

d�expérimentations en laboratoire et en absence de tension de surface et gravité, en utilisant

la méthode des lignes de courant libres et la transformation hodographe due à Kirchho¤

(1869), Keller a pu trouver une solution exacte du problème [16]. Voici quelques points clés

de son approche : Reine a développé des équations pour décrire les interactions entre les

écoulements et les obstacles, prenant en compte des facteurs comme la vitesse du �uide, la

pression, et la géométrie des obstacles. En réalisant des essais dans des canaux hydrauliques,

elle a pu observer les e¤ets réels des obstacles sur les pro�ls d�écoulement, la turbulence,

et les changements de niveau d�eau. Les résultats expérimentaux ont été analysés pour

identi�er les schémas de circulation et les zones de recirculation, permettant d�étudier les

impacts sur l�érosion et la sédimentation. Ses travaux ont été appliqués dans des contextes
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tels que la gestion des rivières et la conception d�infrastructures hydrauliques, contribuant à

une meilleure prédiction des comportements des écoulements.Vanden broeck et Keller [17] a

abordé le problème des écoulements à surface libre autour des obstacles en se concentrant sur

les interactions complexes entre le �uide et les obstacles dans des conditions variées à savoir

qu�ils ont négligé l�e¤et de la tension de surface sans négliger l�e¤et de gravité. Ils ont utilisé

des méthodes de simulation numérique pour modéliser le comportement des écoulements,

permettant d�analyser des scénarios complexes et Ils ont étudié la dynamique des �uides

en détail. Vanden Broeck a étudié comment la forme et la taille des obstacles in�uencent

les pro�ls d�écoulement, y compris la formation de zones de turbulence et de recirculation.

King et Bloor [18] a présenté une méthode, utilisant aussi la transformation de Schwartz-

Christo¤el, pour calculer des écoulements autour d�un solide ayant un rayon de courbure.

Une méthode similaire a été employée par Youngs et Parker [19] pour étudier l�impact d�un

jet sur une paroi. Vanden-Broeck [20, 21] a e¤ectivement étudié l�écoulement au-dessus

d�un radier en utilisant des méthodes numériques avancées. Il a appliqué des techniques de

simulation pour modéliser les écoulements à surface libre, en prenant en compte les e¤ets

de la gravité et des interactions avec le radier. Vanden-Broeck a utilisé des méthodes de

discrétisation pour résoudre numériquement les équations de Navier-Stokes, ce qui lui a

permis de simuler des scénarios complexes [22 ,23]. Ses travaux ont permis d�analyser les

pro�ls de vitesse, les vagues générées par l�écoulement, et les zones de turbulence autour du

radier. Sarwat N. H [24,25] a étudié un écoulement bidimensionnel stationnaire et irrationnel

d�un �uide non visqueux et incompressible autour d�un obstacle polygonale ou incurvé sur

le fond d�un ruisseau (dans un canal ouvert in�ni avec un fond non uniforme). L�écoulement

est sous l�action de la gravité et la tension super�cielle n�est pas négligée. Hocine Mekias

[26] a abordé le problème des écoulements à surface libre autour des obstacles en mettant

l�accent sur plusieurs approches clés : Mekias a développé des modèles théoriques pour

décrire les écoulements autour des obstacles, en utilisant les équations de Navier-Stokes et

en prenant en compte les conditions de surface libre. Il a utilisé des méthodes numériques

avancées, comme la simulation aux éléments �nis, pour étudier la dynamique des �uides et

les interactions entre le �uide et les obstacles. Mekias a également conduit des expériences
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Introduction

en laboratoire pour valider ses modèles théoriques, observant les e¤ets des obstacles sur les

pro�ls de vitesse et la turbulence.

L�objectif principal de cette recherche est d�examiner le comportement des écoulements

en présence d�obstacles d�une forme trapezoidal, tout en négligeant certains facteurs comme

la tension super�cielle et la gravité dans certaines analyses. Les jets de �uide heurtant des

murs ont été étudiés [27], [28], [29], tandis que Peng et Parker ont analysé un jet de �uide

frappant une paroi irrégulière [30], [31]. Certains auteurs ont transformé leurs problèmes

en équations intégrales sur la frontière libre, ce qui leur a permis de résoudre numérique-

ment les écoulements en utilisant des géométries de parois lisses [32], [33], [34]. Le travail

de recherche actuel s�inscrit dans la continuité d�études précédentes, notamment celles de

B. Bouderah sur l�Étude et simulation numérique des écoulements autour des di¤érents

obstacles (2007), et des recherches de F. Guechi et H. Mekias sur l�e¤et de la surface sur

l�écoulement bidimensionnel (2007) [39]. [35], [36]. D�autres études ont été menées, comme

celle de B. Bouderah et H. Mekias sur les e¤ets de la tension super�cielle sur l�écoulement à

surface libre dû à une source immergée (2000) [37], et celle d�A. Djerad et B. Bouderah con-

cernant l�Étude numérique des écoulements turbulents en deux dimensions par la méthode

des volumes �nis (2017) [38]. Des recherches récentes (2024) par W. Delloum, B. Bouderah

et N.Bounab ont examiné la solution analytique approximative d�un écoulement potentiel

autour d�un obstacle [40], et les travaux de H. Serguine et N. bounab où ils ont réalisé

des étude numérique des modèles mathématiques d�écoulement avec des contraintes sur une

surface libre [41], [46]. Le travail de recherche actuel vise à approfondir la compréhension

des écoulements bidimensionnels autour d�obstacles variés, en se basant sur des modèles

numériques et théoriques établis. Cela enrichit le domaine de la dynamique des �uides,

o¤rant de nouvelles perspectives pour des applications pratiques en ingénierie et en gestion

des ressources en eau.

Notre travail de recherche est composé de trois chapitres, une introduction générale, une

conclusion , et une annexe.

Le premier chapitre est consacré à l�exposition des concepts fondamentaux de la dy-

namique des �uides;

4



Introduction

Le deuxième chapitre présente une étude analytique d�un écoulement irrotationnel bidi-

mensionnel d�un �uide parfait dans un canal comportant au-dessous une cavité de forme

trapézoïdale qui forme un angle d�inclinaison 0 � � � �
2
. Nous considérons que les e¤ets

de la gravité et de la tension de surface sont nuls. La solution exacte a été obtenue en

utilisant la méthode des lignes de courant libre introduite par Kirchho¤, qui repose sur les

transformations conformes, notamment la transformation de Schwarz-Christo¤el;

Le chapitre troisième : consiste à la résolution numérique de notre problème en présence

des e¤ets de tension de la surface, où on a étudié le problème posé en appliquant la méthode

de troncation de la série. Une solution approchée est trouvée pour le nombre de Weber

� ' 0:05, c�est à dire la forme de la surface libre de l�écoulement est calculée pour di¤érentes
valeurs � � 0:05.
Nous achevons cette thèse par une conclusion générale dans laquelle nous ouvrons des

perspectives sur nos travaux futurs.Dans l�annexe, on présente la méthode de Newton,

pour la résolution d�un système

d�équations non linéaires, et son algorithme, et l�algorithme de Jordan avec pivotation

totale implicite.
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Chapitre 1

Principes fondamentaux de la

mécanique des �uides

La science des �uides s�intéresse au mouvement des �uides, notamment à l�analyse des com-

portements statiques et dynamiques de ceux-ci. Les phénomènes étudiés sont de nature

macroscopique. On considère les �uides comme des milieux continus. L�hypothèse du con-

tinu signi�e que tout élément de volume d�un �uide, même petit, renferme un très grand

nombre de molécules.

De plus, la particule �uide, qui correspond à un petit volume du �uide, est en mouvement.

Ce mouvement n�est pas celui d�une seule molécule, mais la moyenne des mouvements de

toutes les molécules qui composent ce volume. Il représente donc les propriétés globales du

�uide[46].

Il est également important de noter qu�un �uide, considéré comme occupant un domaine


 dans l�espace, a ses propriétés dé�nies en fonction de la variable X 2 
 et du temps

t. Par conséquent, la masse, le volume et la viscosité sont des fonctions de X 2 
 ,notées
m (X; t) ; � (X; t) et � (X; t) : Un �uide en mouvement est caractérisé par plusieurs grandeurs

: les trois composantes de la vitesse �!v , la pression P , la densité �; la viscosité � et la

températeure T . Ces grandeurs sont des fonctions en coordonnées x; y; z (d�un point dans

l�espace occupé par le �uide) ainsi que du temps t. Les équations du mouvement sont

établies en s�appuyant sur les principes de conservation. En mécanique des �uides, il existe

deux approches pour décrire le mouvement des particules (Lagrangienne et Eulirienne).

6



1.1. Description de Lagrange

Résumé

Dans ce chapitre, on présente des préliminaires et les concepts de base de la mécanique

des �uides qui permettent d�établir les équations de bilans décrivant les mouvements des �u-

ides pour un écoulement potentiel, bidimensionnel et irrotational d�un �uide incompressible

et non visqueux.

1.1 Description de Lagrange

Cette approche vise à analyser les di¤érentes grandeurs (masse volumique � , température

T , pression P , etc..) pour chaque particule de manière individuelle durant son mouvement.

Dans le cadre de la description lagrangienne, le mouvement est représenté par les trajectoires

des particules ayant des identités spéci�ques. Il est important de rappeler que la trajectoire

correspond à l�ensemble des positions d�une particule au �l du temps. L�identité d�une

particule est déterminée par sa position initiale M0 (x0; y0; z0) : Ainsi, la description du

mouvement implique de déterminer le vecteur position r (M0; t) à chaque instant t pour

toutes les particules du �uide.

r = r (M0; t) , où r = r (x0; y0; z0)

c�est-à-dire :

xi = xi (x0; y0; z0; t)

Et

�!v = �!v (M0:t) =
dr

dt
(M0:t) :

�!a = �!a (M0:t) =
d�!v
dt
(M0:t)

7



1.2. Description d�Euler

1.2 Description d�Euler

La méthode d�Euler consiste à caractériser l�écoulement en fournissant les composantes

du vecteur vitesse ainsi que d�autres grandeurs physiques à chaque point de l�espace. En

d�autres termes, on choisit un point �xe dans l�espace et on observe les variations des

quantités associées aux particules du �uide qui passent par ce point.

-À l�instant t1, on considère en M une particule P1 ayant une vitesse v et d�autres

propriétés physiques k .

-À l�instant t2 = t1 + dt1;une autre particule P2, se trouve au même point M , mais avec

une vitesse et des caractéristiques di¤érentes. Ainsi, on analyse les variations en M aux

instants t1et t2.

v = v (p1; t1) = v (x; y; z; t1)

Et

k = k (p1; t1) = k (x; y; z; t1)

�!v = �!v (p2; t2) = �!v (x; y; z; t2)

Et

k = k (p2; t2) = k (x; y; z; t2)

1.2.1 Dérivée partielle et dérivée matéricielle

Dans la description d�Euler, le champ du vecteur vitesse v (X; t) et les autres caractéristiques

sont exprimés en fonction du point X dans l�espace et du temps t indépendamment de la

particule de �uide qui occupe le point X à l�instant t. Il est donc nécessaire de faire la

distinction entre deux formes de dérivées par rapport au temps.

1. Dérivée partielle

8



1.2. Description d�Euler

La dérivée partielle @
@t
est la dérivée usuelle considérant X et t comme des variables

indépendantes.

2. Dérivée matéricielle

La dérivée matérielle D
Dt
représente la dérivée par rapport au temps t d�une caractéris-

tique d�une particule donnée. À l�instant t, une particule P occupe le point de l�espace

M1 (x; y; z) et à l�instant t+�t , la même particule P se trouve à un autre point de l�espace

M2 (x+�x; y +�y; z +�z) : Ainsi, on a :

D

Dt
=

@

@t
+ v1

@

@x
+ v2

@

@y
+ v3

@

@z

Où encore
D

Dt
=

@

@t
+ (v grad)

En e¤et, la di¤érentielle totale d�une quantité k = k (x; y; z; t) est donnée par la formule

suivante :

Dk =
@k

@t
dt+

@k

@x
dx+

@k:

@y
dy +

@k

@z
dz

Dk

Dt
=
@k

@t
+
@k

@x

dx

dt
+
@k:

@y

dy

dt
+
@k

@z

dz

dt

Et lorsque les pointsM1 etM2 représentent les positions successives de la même particule

de �uide aux instants t et t+�t, on trouve les quantités suivantes :

v1 =
dx

dt
; v2 =

@y

@t
; v3 =

@z

@t

9



1.2. Description d�Euler

Avec v1; v2; v3 représentant les composantes de la vitesse v de la particule,on déduit

que la variation de la position de la particule entreM1 etM2peut être exprimée comme suit

:

Dk

Dt
=
@k

@t
+
@k

@x
v1 +

@k

@y
v2 +

@k

@z
v3

Ainsi, l�accélération a de la particule est donnée par la dérivée matérielle de la vitesse v,

exprimée comme suit :

�!a = D�!v
Dt

=
D�!v
Dt

+
��!v ��!grad��!v

En utilisant le fait que

��!v ��!grad� v = 1

2

��!
gradv2 +

��!r ��!v
�
��!v

=
1

2

��!
gradv2 +

���!
Rot�!v

�
��!v

On trouve

�!a = D�!v
Dt

=
@�!v
Dt

+
1

2

��!
gradv2 +

���!
Rot�!v

�
��!v

Dé�nition :Un écoulement est dit stationnaire si:

@�!v (X; t)
@t

= 0

Remarque: Puisque l�accélération a du �uide est donnée par:

�!a = @�!v (X; t)
@t

+
��!v ��!grad��!v
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1.3. Lignes de courant etTube de courant

Un écoulement stationnaire ne signi�e pas qu�il y a une accélération nulle. Alors, la

méthode d�Euler est plus commode pour la description du mouvement d�un �uide et plus

générale pour la mécanique des milieux continus pour les raisons suivantes :

1. Il est impossible d�identi�er les particules d�un �uide.

2. Une particule de �uide perd son identité au cours du mouvement en raison de la

di¤usion et d�autres phénomènes.

1.3 Lignes de courant etTube de courant

Dé�nition 1.3.1 On appelle une ligne de courant une courbe qui est tangente, en chaque

point, au vecteur vitesse �!v à un instant �xe.

Donc, on a
�!
dr = ��!v (M; t) avec �!r =

��!
OM représentant le vecteur position de la

particule, et � étant un scalaire.

D�où, par projection sur les axes, on obtient :

(dx1; dx2; dx3) = � (v1 (M; t) ; v2 (M; t) ; v3 (M; t))

Par suite

dxi = �vi (M; t) i = 1:2:::

D�où, on déduit l�équation dé�nissant une ligne de courant :

dx1
v1 (M; t)

=
dx2

v2 (M; t)
=

dx3
v3 (M; t)

(1.1)

Les lignes de courant ne coïncident généralement pas avec les trajectoires. Elles ne

coïncident que si l�écoulement est stationnaire.
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1.3. Lignes de courant etTube de courant

l�ensemble des lignes de courant, s�appuyant sur un contour fermé, forme un tube de

courant.

Fig 1.1: Lignes de courant

l�ensemble des lignes de courant, s�appuyant sur un contour fermé, forme un tube de

courant.

Fig 1.2: Tube de courant

1.3.1 Débit masse, Débit volume

Le débit de masse qnreprésente la quantité de masse m qui traverse une surface donnée

S par unité de temps. En considérant un élément de surface ds orienté selon la normale
�!n dans un �uide ayant une vitesse �!v et une durée élémentaire dt, la quantité de masse

qui traverse ds se trouve à l�intérieur d�un cylindre dont la base est ds et la hauteur est
�!v ��!n dtv = vndt
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1.3. Lignes de courant etTube de courant

Soit � la masse volumique du �uide considéré, le débit-masse élémentaire dqm est

dqm =
dm

dt
=
�vn:dt:ds
dt

= �vn:ds

Par conséquent, pour une surface quelconque S

On a

qm =

Z
s

�vn:ds

D�où

qm =

Z
s

� (�!v :�!n ) :ds (1.2)

Le débit volumique qv représente le volume v de matière qui traverse une surface donnée

S par unité de temps. De manière similaire au débit de masse, on peut exprimer le débit

volumique pour une surface S quelconque :

qv =

Z
s

vn:ds
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1.3. Lignes de courant etTube de courant

Où

qv =

Z
s

(�!v ��!n ) ds (1.3)

On observe que, dans le cas d�un écoulement incompressible, c�est-à-dire lorsque D�
Dt
= 0;

la relation entre le débit de masse qm et le débit volumique qv est donnée par :

qm = �qv

Formule de Green

Soit un volume V délimité par la surface S et �!n le vecteur normal à S orienté vers

l�extérieur du volume V .Soit
�!
F un champ vectoriel dé�ni dans un voisinage de V ; alors la

formule de Green s�énonce comme suit :

Z
v

div
��!
F
�
dv =

Z
s

(F ��!n ) ds (1.4)

Théorème de convection (Dérivée matérielle d�une intégrale de volume)

Soit 
t un volume occupé à l�instant t par un �uide, et soit F (M; t) une caractéristique

(scalaire, vecteur, tenseur) dé�nie dans le voisinage de 
t. La fonction F (M; t) dépend du

temps t et de la position M de chaque particule. Alors, on a :

d

dt

Z
s

Fdv =

Z
v

�
dF

dt
+ F div (�!v )

�
dv (1.5)

où �!v désigne le champ de vitesse du �uide.
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1.3. Lignes de courant etTube de courant

Preuve du théoréme Supposons la continuité de toutes les fonctions de l�écoulement.

Soient 
0 le volume initial et M0 la position de la particule M à l�instant t = 0:Alors, pour

t � 0 :M =M (M0; t) et F (M; t) = F (M (M0; t0) ; t) = G (M0; t)

Donc , par un changement de variable M =M (M0; t)

Z

t

F (t;M) dv =

Z

0

JG (M0; t) dv0

où J est le jacobien du changement de variables, alors :

d

dt

Z

t

Fdv =
d

dt

Z

0

JG (M0; t) dv0 =

Z

0

d

dt
(JG (M0; t)) dv0

Cela implique :

d

dt

Z

t

Fdv =

Z

0

�
d

dt
JG (M0; t) J +G (M0; t)

dJ

dt

�
dv0

Mais

dJ

dt
= J div (�!v )

Donc

d

dt

Z

t

Fdv =

Z

0

�
d

dt
JG (M0; t) J +G (M0; t) J div (

�!v )
�
dv0

D�où
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1.3. Lignes de courant etTube de courant

d

dt

Z

t

Fdv =

Z

0

�
d

dt
G (M0; t) +G (M0; t) div (

�!v )
�
Jdv0

Revenant aux coordonnées M (M0; t) =M

d

dt

Z

t

Fdv =

Z

0

�
d

dt
F (M; t) + F (M; t) div (�!v )

�
dv0

Écoulement stationnaire

On dit qu�un écoulement est stationnaire ou encore écoulement permanent, si toutes ses

caractéristiques quantitatives sont indépendantes du temps, en particulier pour la vitesse,

on a
@
�!
V (x; y; z; t)

@t

Écoulement irrotationnel

Dans les régions d�écoulement, loin des parois solides où le �uide peut être considéré comme

non visqueux,l�écoulement est dit irrotationnel et on a alors la condition

�!
rot�!v = �!0

Écoulement uniforme

On dit qu�un écoulement est uniforme si ses composantes de vitesse sont indépendantes des

coordonnés de l�espace, sinon il est non-uniforme.

Écoulement bidimensionnel

un écoulement est dit bidimensionnel ou un écoulement plan, si toutes ses caractéristiques

sont dépendantes de deux variables spatiales (x; y)et du tempst:
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1.4. Équation du mouvement des �uides

Fluide incompressible

Un �uide est dit incompressible si sa masse volumique est constante par rapport au temps,

c�est-à-dire :

@�

@t
= 0

Le �uide en mouvement est sans frottements entre les molécules au cours de son déplace-

ment qu�on appelle �uide parfait ou non visqueux.

1.4 Équation du mouvement des �uides

1.4.1 Équation de continuité

L�équation de continuité représente la conservation de la masse d�une particule au cours de

son déplacement. Ce principe de conservation de la masse s�applique à un petit élément de

volume dans l�espace. Il stipule que l�augmentation de la masse d�un �uide dans un certain

intervalle de temps au sein du volume considéré doit être égale à la somme des masses de

�uide qui y pénètrent, moins celles qui en sortent.

Considérons une surface fermée S entourant un volume V 0dans l�espace. La masse de

�uide présente dans ce volume est exprimée par :

Z
v0

�dV

où � est la densité.

Soit ds un élément de la surface S et�!n le vecteur normal extérieur. À travers ds; il

s�écoule, par unité de temps, une quantité de �uide égale à ��!v � �!n ds: Cette quantité
��!v ��!n ds est positive si le �uide sort du volume considéré et négative s�il y pénètre.
Ainsi, la quantité totale de �uide sortant du volume V0 par unité de temps est donnée

par :

Z
s

��!v ��!n ds
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1.4. Équation du mouvement des �uides

D�autre part, la diminution de la quantité de �uide contenue dans le volume v0 est

exprimée par :

@

@t

Z
�dv

En appliquant le principe de conservation de la masse, nous obtenons :

�
Z
�dv =

Z
s

��!v ��!n ds

L�intégrale de surface peut être convertie en une intégrale de volume en utilisant la

formule de Green, ce qui donne :

Z
s

��!v ��!n ds =
Z
v

div (��!v ) dv

Ainsi, nous avons :

@

@t

Z
v0

�dv =

Z
v0

div (��!v ) dv

D�où nous en déduisons :

Z
v0

�
@�

@t
+ div (��!v )

�
dv = 0

Puisque v0 est arbitraire, nous pouvons conclure à l�équation de continuité :
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1.4. Équation du mouvement des �uides

�
@�

@t
+ div (��!v )

�
= 0 (1.6)

En utilisant les relations d�
dt
= @�

@t
+�!v ���!grad� et div (��!v ) = � div�!v +�!v ���!grad�; nous

obtenons une autre forme de l�équation de continuité :

d�

dt
+ � div�!v = 0 (1.7)

1.4.2 Dynamique des �uide Newtoniens

L�espace dynamique du mouvement des �uides est dé�ni par les équations du mouvement.

Ces équations sont dérivées de l�application de la loi de Newton sur des particules en mouve-

ment. Dans un référentiel galiléen, les forces agissant sur une particule de �uide se divisent

en deux catégories :

1. Forces de volume : Ces forces agissent sur la masse de la particule. Un exemple

typique est la force de pesanteur.

2. Forces de surface : Ces forces agissent sur les surfaces de la particule considérée.

Des exemples incluent la force de pression, ainsi que les forces de frottement ou de

viscosité.

Selon la loi fondamentale de la dynamique appliquée aux �uides, nous avons :

X�!
F =

D

Dt
(m�!v ) (1.8)
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1.4. Équation du mouvement des �uides

Ici,
X�!

F représente la somme des forces agissantes sur une particule de �uide de masse

m et de vitesse �!v . La quantité de mouvement de cette particule est donnée par m�!v
Soit dm = �dv la masse d�une particule de �uide, où � est la densité du �uide et dv est

le volume élémentaire. La quantité de mouvement dans un volume élémentaire dv est alors

:

��!v dv

Ainsi, la quantité de mouvement totale dans le volume V est :

Z
v

��!v dv

En appliquant la loi de Newton, nous obtenons :

X�!
F =

d

dt

Z
v

��!v dv (1.9)

D�après le théorème de convection, nous avons :

d

dt

Z
v

��!v dv =
Z
v

�
d (��!v )
dt

+ ��!v div
�
dv

Les forces extérieures qui agissent sur la particule se divisent en deux types :

1. Force de volume

�!
F v =

Z
v

�
�!
F dv
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1.4. Équation du mouvement des �uides

où
�!
F est la force par unité de volume.

2. Force de surface

�!
F s =

Z
s

�!� ds

où�!� est la force super�cielle élémentaire. La force super�cielle�!� dépend de l�orientation
de l�élément de surface ds: Il existe un tenseur des contraintes ec tel que:

�!� = ec��!n
où �!n est le vecteur normal à ds et ec =(ecij) est indépendant de l�orientation de ds .

L�équation (2:9) devient alors :

Z
v

�
�!
F dv +

Z
s

ec:�!n ds = Z
v

�
d (��!v )
dt

+ ��!v div
�
dv (1.10)

D�après la formule de Green, nous avons :

Z
s

ec:�!n ds = Z
v

div ecdv
En utilisant la relation

d (�:�!v )
dt

= �
d�!v
dt

+�!v d�
dt
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1.4. Équation du mouvement des �uides

l�équation (10) devient :

Z
v

�
�
d�!v
dt

+�!v
�
d (�)

dt
+ � div

��
dv =

Z
v

�
�
�!
F + div ec� dv (1.11)

Puisque

d(�)
dt
+ � div = 0 ( équation de continuité)

et en considérant V comme un volume arbitraire, nous en déduisons l�équation de

conservation de la quantité de mouvement :

�
d�!v
dt

= �
�!
F + div ec (1.12)

Cela peut également être réécrit sous la forme :

d�!v
dt

=
�!
F +

1

�
div ec (1.13)

1.4.3 Équation de Navier -Stockes

Dé�nition: Le tenseur taux de déformation (eij) est dé�ni par :

eij =
1

2

�
@ui
@xj

+
@uj
@xi

�
; i; j 2 f1; 2; :::g (1.14)
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1.4. Équation du mouvement des �uides

Où (u1; u2; u3) sont les composantes de la vitesse.

Dé�nition 1.4.1 L�équation de Navier-Stokes s�écrit comme suit :

�
d�!v
dt

= ����!gradU ���!gradP + (�+ �)
��!
grad� + �r2�!v (1.15)

Dans cette équation :

� désigne la densité du �uide,V représente les composantes de la vitesse,U correspond

à une vitesse de référence, P symbolise la pression,� et� sont des coe¢ cients associés à la

viscosité, et � fait référence à la température.

Cette équation, connue sous le nom d�équation de Navier-Stokes, a été formulée indépen-

damment par Navier et Stokes.

Cas particuliers

1. Fluide incompressible et non-visqueux : En supposant que � = � = 0; l�équation

de Navier-Stokes se réduit à :

�
d�!v
dt

= ����!gradU ���!gradP (1.16)

ce qui correspond à l�équation d�Euler.

À partir de la relation suivante :

d�!v
dt

=
@�!v
@t

+
1

2

��!
grad�!v 2 +

���!
Rot�!v

�
��!v
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1.4. Équation du mouvement des �uides

l�équation d�Euler peut alors être réécrite sous la forme :

@
�!
V

@t
+
1

2

��!
grad�!v 2 +

���!
Rot�!v

�
��!v = �1

�

��!
grad

�
P + �U + �

V 2

2

�
(1.17)

2. Écoulement stationnaire : Si l�on considère un écoulement stationnaire, alors

@�!v
@t

= 0

Dans un champ de pesanteur, où
�!
F = ���!grad (gz) , l�équation(2:16) se transforme en:

���!
Rot�!v

�
��!v = �1

�

��!
grad

�
P + �gz + �

V 2

2

�

Si de plus, l�écoulement est irrotationnel, c�est-à-dire
��!
Rot �!v = 0; on en déduit:

�1
�

��!
grad

�
P + �gz + �

V 2

2

�
= 0 (1.18)

Cela signi�e que la quantité
�
P + �gz + �V

2

2

�
est constante le long des lignes de courant,

ce qui est une expression du principe de Bernoulli.

24



1.4. Équation du mouvement des �uides

1.4.4 Équation de Bernoulli

L�équation de Bernoulli (1:18), représente l�équation énergétique qui est associée à l�équation

d�Euler. Elle est couramment utilisée dans les situations où l�on peut négliger les e¤ets de la

viscosité. En examinant l�équation d�Euler pour un �uide incompressible et non-visqueux en

présence d�un champ de pesanteur, nous pouvons établir la relation énergétique de Bernoulli.

Considérons l�équation d�Euler présentée sous forme vectorielle (1:17) dans le contexte d�un

écoulement stationnaire :

���!
Rot�!v

�
��!v + 1

�

��!
grad

�
P + �gz + �

V 2

2

�
= 0

En projetant cette équation sur une ligne de courant dé�nie par le vecteur unitaire �!s
nous obtenons :

�!s :
���!
Rot�!v

�
��!v +�!s :��!grad

�
P

�
+ gz +

V 2

2

�
= 0

Étant donné que �!s et �!v sont colinéaires, nous avons :

�!s :
���!
Rot�!v ��!v

�
= �!s :

��!r ��!v
�
��!v = 0

Il reste donc :

�!s :��!grad
�
P

�
+ gz +

V 2

2

�
= 0

En utilisant le fait que @:
@s
= �!s :��!grad; nous :

@

@s

�
P

�
+ gz +

V 2

2

�
= 0
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1.4. Équation du mouvement des �uides

Cela nous amène à la conclusion suivante :

P

�
+ gz +

V 2

2
= cte (1.19)

Cette relation peut également être exprimée sous la forme :

P + �gz + �
V 2

2
= cte (1.20)

C�est la forme la plus simple de l�équation de Bernoulli, valable pour des �uides parfaits

et incompressibles dans un champ de pesanteur.

Les termes de l�équation (1:19)ou (1:20)peuvent être dé�nis comme suit :

� �v
2

2
: énergie cinétique par unité de volume du �uide ;

� P � = P +�gz : énergie potentielle par unité de volume du �uide (pression potentielle).

� �v
2

2
: pression dynamique.

� P : pression statique.

� P0 = P + �v
2

2
: pression totale.

Ainsi, l�équation de Bernoulli représente la conservation de l�énergie totale dans un

écoulement de �uide, intégrant les contributions de l�énergie cinétique, de l�énergie poten-

tielle et de la pression statique.
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1.5. Écoulement potentiel bidimensionnel d�un �uide incompressible à la base de la
théorie de la variable complexe

1.5 Écoulement potentiel bidimensionnel d�un �u-

ide incompressible à la base de la théorie de la

variable complexe

1.5.1 Fonction potentielle complexe

Vitesse potentiel:

Un écoulement est considéré comme bidimensionnel lorsque ses caractéristiques dépen-

dent de deux variables spatiales x et y ainsi que du temps t:Si, de plus, l�écoulement est

stationnaire, cela signi�e que ses propriétés ne varient qu�en fonction des deux variables

spatiales x et y Dans ce cadre, étant donné que le rotationnel d�un gradient d�une fonction

est toujours nul, il existe une fonction � tel que �!v = ���!grad�;Cette fonction � est appelée
potentiel de vitesse.

Les surfaces dé�nies par (� = cons tan te) sont appelées surfaces équipotentielles. Dans ce

contexte, le vecteur de vitesse �!v est toujours perpendiculaire aux surfaces équipotentielles.
Cela se traduit par l�équation suivante:

�!v dr = ���!grad�dr = 0

Fonction de courant

Dans le contexte des écoulements bidimensionnels, le concept de lignes de courant est

étroitement lié à l�équation de continuité. Pour un �uide incompressible, où D�
Dt
= 0 on a

également div�!v = 0: ce qui peut s�écrire sous la forme :

@v1
@x

+
@v2
@y

= 0 (1.21)

Nous introduisons alors une nouvelle fonction 	 de x et y appelée fonction de courant,

qui véri�e les relations suivantes :
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1.5. Écoulement potentiel bidimensionnel d�un �uide incompressible à la base de la
théorie de la variable complexe

v1 = �
@ 

@y
; v2 =

@ 

@x
(1.22)

Les surfaces dé�nies par ( = cons tan te) correspondent aux lignes de courant. En e¤et,

la di¤érentielle exacte de 	 s�écrit comme suit :

d =
@ 

@x
dx+

@ 

@y
y = �v2dx+ v1dy (1.23)

Puisque  = cte ,on a d = 0 , Cela nous permet d�obtenir l�équation de la ligne de

courant à partir de cette relation.

Soit �!n un vecteur unitaire normal à la courbe C et orienté dans le sens de l�intégration.

Le �ux à travers la courbe C est alors donné par :

qv =

Z
C

�!v ��!n dl =
Z
C

�
�v1

dy

dt
+ v2

dx

dt

�
dl =

Z
C

(v2dx� v1dy)

D�où,

qv =

Z
C

@ 

@x
dx+

@ 

@y
dy =

Z
C

d 

Par conséquent,

qv =  2 �  1 (1.24)
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1.5. Écoulement potentiel bidimensionnel d�un �uide incompressible à la base de la
théorie de la variable complexe

Équations di¤érentielles � et  

Considérons un écoulement bidimensionnel et irrotationnel d�un �uide incompressible et

non-visqueux. Étant donné que �!v = ���!grad� et que div�!v = 0; on obtient :

div
�
���!grad�

�
= 0

Cela implique que :
@2�

@x2
+
@2�

@y2
= 0

ce qui peut être formulé comme suit :

�� = 0 (1.25)

indiquant que � est une fonction harmonique.

De même, en considérant le champ de vitesses �!v = (v1; v2) =
�
� @ 

@y
; @ 
@x

�
et en sachant

que
��!
Rot�!v = 0;nous avons :

@v1
@y

=
@v2
@x

D�où

@2 

@x2
+
@2 

@y2
= 0

ce qui peut être formulé comme suit :
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1.5. Écoulement potentiel bidimensionnel d�un �uide incompressible à la base de la
théorie de la variable complexe

� = 0 (1.26)

Ainsi, les fonctions potentielles �et la fonction de courant 	 satisfont toutes deux

l�équation de Laplace. .

Dans un écoulement bidimensionnel potentiel, les surfaces dé�nies par (	 = cte) sont

tangentes au vecteur vitesse et perpendiculaires aux surfaces équipotentielles dé�nies par

(� = cte) .

Superposition de deux champs de vitesse

Si �1;�2 sont des solutions de l�équation de Laplace, alors toute combinaison de ces

deux fonctions constitue également une solution de cette équation. En d�autres termes, la

combinaison linéaire des solutions individuelles de l�équation de Laplace peut être utilisée

pour décrire un écoulement potentiel d�un �uide.

1.5.2 Utilisation de la théorie de la variable complexe

Soit � et  les fonctions potentielle et de courant respectivement d�un écoulement potentiel

bidimensionnel. On rapporte le plan d�écoulement au plan complexe en écrivant z = x+ iy;

puis on dé�nit la fonction complexe f (z) par :

f (z) = � + i	 (1.27)

où i est l�unité imaginaire, f (z) est appelée le potentiel complexe de l�écoulement.

Puisque la partie réelle et la partie imaginaire de f (z) véri�ent l�équation de Laplace,

nous avons également :

v1 = �
@�

@x
= �@ 

@y
; v1 = �

@�

@y
=
@ 

@x
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1.6. Analyse dimensionnelle

Ainsi, les relations de Cauchy-Riemann sont véri�ées :

@�

@x
=
@ 

@y
;
@�

@y
= �@ 

@x
(1.28)

Cela implique que f (z) est analytique par rapport à la variable complexe z = x + iy.

La dérivée de f par rapport à x; df
dx
(z)peut écrite comme :

df

dx
(z) =

@�

@x
+ i

@ 

@y
= u� iv = �!v e�i� (1.29)

où � est l�angle que fait le vecteur vitesse avec l�axe des x. De là, on déduit que la

fonction � (x) = u� iv est aussi une fonction analytique.

La dérivée df
dz
(z) est appelée vitesse conjuguée analytique d�une variable complexe.

La théorie des fonctions analytiques d�une variable complexe o¤re une méthode puissante

pour résoudre l�équation de Laplace, permettant d�obtenir des solutions générales pour des

écoulements potentiels bidimensionnels. Grâce aux transformations conformes et aux su-

perpositions d�écoulements simples, des solutions à des écoulements complexes peuvent être

obtenues.

1.6 Analyse dimensionnelle

La mécanique des �uides est l�un des domaines d�application les plus importants de l�analyse

dimensionnelle. L�analyse dimensionnelle consiste à déterminer les dimensions physiques des

grandeurs impliquées dans les équations du mouvement et à les comparer à des quantités

ayant les mêmes dimensions physiques. Cela permet d�établir des nombres sans dimension

qui aident à évaluer l�importance relative des di¤érents termes présents dans les équations.

Principe de l�analyse dimensionnelle:
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1.6. Analyse dimensionnelle

Chois des gradeurs fondamentales : les gradeurs fondamentales du systéme international

sont : la longuers L , le temp t et la massem , qui en fonction desquelles on peut exprimer les

autre grandeurs physique .Dans certains cas, on considère unités fondamentales (L;m; t; T )

T est la température absolue.

Si u et v sont données tel que w = u + iv = f (z) = f (x+ iy) ; f (z) est une fonction

supoposée analytique de la variable complexe z = x + iy : les relation de Cauchy-Riemann

sont véri�ées.

On dé�nit le jacobien de la transformation f (z)

-Equation aux dimension

Si on passe d�un systéme d�unités 1à un systéme d�unités 2 , une méme longeur est

mesurée par un nombre L1 du systéme 1 et par un nombre L2 = �L1 du systéme 2 .De

meme on a t2 = �t1;m2
m1 .�; � et 
 sont dits multiplicateurs .

Soit K une grandeur ; le multiplicateur s�ecrit K2

K1
= g (�; �; 
) ; g (�; �; 
) est la dimension

de la grandeur K.

Un multiplicateur est un produit de puissances des multiplicateur correspondants aux

grandeurs fondamentales .Les équation aux dimension ou les grandeurs K sont donc des

monomes .

Théorème � de Vaschy-Buckingham

Soit un phénoméne physique comportent n variables , dont les dimensions desquelles

intreviennent P grandeurs fondamentales .

L�équation h (x1; x2; :::::::::::xn) régissant le phénoméne peut se mettre sous la forme

H (�1; �2::::; :�n�p) = 0 (1.30)

�1; �2::::; :�n�p étant des produits sans dimension indépendant.

D�après ce théorème, les produits sans dimensions peuvent être considérés comme de

nouvelles variables en nombre réduit. On les appelle aussi grandeurs réduites. En notant

certains de ces produits sans dimension, on trouve des nombres connus : le nombre de
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1.6. Analyse dimensionnelle

Reynolds R, le nombre de Froude F , le nombre de Mach M , le nombre d�Euler E etc. On

trouve également des rapports de deux grandeurs de même espèce.
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Chapitre 2

Ecoulement à surface libre sans

tension de surface autour d�un

obstacle trapéze

Résumé

Ce chapitre se concentre sur l�analyse d�un problème d�écoulement potentiel autour d�un

obstacle trapéze, d�un �uide incompressible et non visqueux. En négligeant les e¤ets de

la gravité et de la tension super�cielle, la résolution analytique de ce problème s�avère

extrêmement complexe. Par conséquent, basée sur la méthode des lignes de courant libres

et la transformation de Schwarz-Christo¤el. Cette méthodologie est détaillée dans l�article

intitulé "Approximate Analytic Solution of a Potential Flow Around an Obstacle", publié

en 2024 par W. Delloum et Dr. B. Bouderah.

2.1 Transformation conforme

Dans un certain nombre de problèms, on cherche à résoudre une équation , par exemple

l�équation de Laplace  =  xx +  yy, dans le plan (x; y) avec des conditions aux limites

.L�idée est de se ramener à des domaines d�intégration plus simples en faisant un changement

de variable.Ce changement de variable (x; y)! (X;Y ) est une transformation géométrique
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2.1. Transformation conforme

; si cette transformation conserve les angles, il n�y a souvent que peu de changements

dans la forme de l�équation .Par exemple pour l�équation de Laplace, on aura à résoudre

 xx +  yy = 0 dans le nouveau domaine .

Une transformation z = x + iy = Z (z) = X (x; y) + iY (x; y) est dite conforme si elle

conserve est que la fonction Z (z) soit analytique. Les point ou la dérivée nulle/in�nie

peuvent etre des points singuliers de la transformation .Au voisinage de tels ponts, on peut

exprimer Z de la façon suivante:

Z = Z0 + (z � z0)
p +O

�
(z � z0)

1+p� ;
avec p2 N+ et f (z0) 6= 0:Si p=1, la transformation est conforme en ce point ; si p� 1;les

angles ne sont pas conservés : là ou les point Z 0 s�annule d�une ligne continue présent un point

anguleux . L�idée de base de la transformation conforme est d�utiliser les singularités locales

pour transformation des conditions aux limites compliquées en condition plus simples.

2.1.1 Théorie des lignes de courant libres

La théorie des lignes de courant libres vise à étudier les problèmes d�écoulement potentiel,

limités par des parois rigides rectilignes et des lignes de courant libres dont les formes sont

inconnues, sur lesquelles la pression est considérée comme constante. En l�absence de lignes

libres et en négligeant les e¤ets de la gravité, la région d�écoulement dans le plan physique

devient polygonale. De plus, si l�on ignore les lignes de courant libres, les e¤ets de gravité

et les e¤ets de tension de surface, cette région demeure polygonale. Elle constitue ainsi un

domaine parfait du plan hodographique dé�ni.


 = log

�
1=
df

dz

�
Dans le cas où l�écoulement est partiellement délimité par des surfaces libres, nous présen-

tons la méthode de résolution introduite par Kirchho¤ en 1869. L�idée consiste à introduire

la fonction complexe 
 dé�nie par :
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2.1. Transformation conforme


 = log

�
U=

df

dz

�
= log

�
U

u� iv

�

On peut également exprimer 
 comme suit :


 = log (U=q) + i�

Où f = � + i ; df
dz
= u � iv; q =

p
u2 + v2;avec (u; v) représentant les composantes du

vecteur vitesse le long des axes x et l�axe y respectivement, � étant l�angle que fait le vecteur

vitesse avec l�horizontale, etU désignant la vitesse de référence.

La partie réelle de 
 est constante sur les lignes de courant libres, ce qui signi�e que

log
�
U
q

�
= cte. De plus, la partie imaginaire de 
 . À l�aide de la transformation de

Schwarz-Christo¤el, le domaine polygonal 
 est transformé en un demi-plan supérieur de la

variable auxiliaire �: Ainsi, dans le plan � l�écoulement est uniforme et peut être représenté

par la fonction potentielle F (�) = c�: Par conséquent, en appliquant les transformations

inverses des transformations conformes utilisées, il est possible de retrouver l�écoulement

d�origine f (z) :

Pour illustrer ce qui précède, nous présentons quelques propriétés de la transformation

de Schwarz-Christo¤el.

2.1.2 Transformation de Schwarz-Christo¤el

Considérons un polygone dans le plan 
: ayant pour sommets A1; A2; :::An et pour angles

intérieurs respectifs �1; �3; :::; �n . Les points A1; A2; :::An correspondent respectivement aux

points �1; �2; :::�n sur l�axe réel du plan des � . La transformation de Schwarz-Christo¤el

transforme l�intérieur d�un polygone en un demi-plan supérieur (ou inférieur) d�un autre

plan. La transformation est donnée par :

d


d�
= � (�� �1)

�1
� (�� �2)

�2
� :::: (�� �n)

�n

�
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2.1. Transformation conforme

ou bien


 = �

Z
(�� �1)

�1
� (�� �2)

�2
� :::: (�� �n)

�n

� d�+ �

où � et � sont des constantes complexes. On notera que :

1- Parmi les point �1; �2; ::::::::�n il est possible de choisir arbitrairement trois d�entre

eux

2-Les constantes � et � déterminent la taille, l�orientation et la position du polygone.

3- Il est pratique de choisir un point, comme �n; �a à l�in�ni, dans ce cas, le facteur

n�existe pas.

4-Les polygones in�nis non fermés peuvent être considérés comme des cas limites de

polygones.
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2.1. Transformation conforme

TransformationdeSchwarz � Christoffel
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2.2. Description du problème

2.2 Description du problème

On considère un écoulement bidimensionnel potentiel à surface libre d�un �uide incom-

pressible et non visqueux autour d�un trapézoïdale obstacle (�gure 2.1) de largeur H et

de longueur in�nies qui forme avec l�horizontal un angle d�inclination 0 � � � �
2
. On

peut facilement observer que la tension super�cielle joue un rôle dans ce contexte. L�étude

du problème est restreinte au demi-axe
�
X

0
OX

�
, car le champ d�écoulement examiné ici

présente une symétrie par rapport à l�axe y. En outre, nous adoptons un système de co-

ordonnées cartésiennes, où l�axe X est aligné avec la ligne de courant, comme illustré à la

(�gure 2.2).

Sur la surface libre, en négligeant la tension super�cielle ainsi que les forces gravité,

l�équation de Bernoulli est applicable et peut être formulée comme suit :

v2

2
+
p

�
= Cste (2.1)

où p est la pression sur la surface libre, � est la densité du �uide et v est la vitesse de

l�écoulement. On rapporte le plan d�écoulement dans le repère OXY au plan complexe de

la variable z = x+ iy:

Dans ce plan, la fonction f = �+ i	 ,où � est la fonction potentielle et 	 est la fonction

de ligne de courant, est une fonction analytique (voir �gure 2.2). Le problème d�écoulement

décrit ci-dessus est formulé par un problème aux limites pour la fonction � :8>>><>>>:
�� = 0 dans le domaine de l�écoulement

@�
@y
= 0 sur la paroi AB,EF

1
2

�
@�
@x

�2
+ 1

2

�
@�
@Y

�2
= cte sur la surface libre
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2.2. Description du problème

Fig 2.1: La description du probléme

Fig 2.2: Demi-domaine variable Z
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2.2. Description du problème

Résolution du problème

Dans cette section, l�écoulement est con�né entre un fond rigide ABCS et une surface libre

A
0
B

0
S
0
. Étant donné que la tension super�cielle et les e¤ets de la gravité sont négligés,

il est possible de calculer une solution exacte en utilisant la transformation d�hodographe

ainsi que la transformation de Schwarz-Christo¤el. Pour déterminer la solution, les étapes

suivantes de la transformation sont suivies :


 = log

�
Udz

df

�
= log

�
U

u� iv

�


 = log

�
u

q

�
+ i� (2.4)

Grâce à cette transformation, le domaine occupé par le �uide dans le plan de la variable

Z est converti en une semi-bande dans le plan 
 (�gure 3.3). Nous dé�nissons � = 0 au

point (x; y) = (0; 0),	 = 0 sur la ligne ABS et 	 = L sur la ligne de courant A0B0S0
. Ensuite, une transformation conforme d�une bande semi-in�nie dans le plan 
 vers le

demi-plan supérieur d�un autre plan complexe � est e¤ectuée.

Selon le théorème de Schwarz-Christo¤el, cette transformation détermine le sens et

l�orientation de l�écoulement. En choisissant. A = 0; S = 1;nous obtenons :

d


d�
=M�(�� �i)

�i
�
�1

où �i sont les coordonnées dans le plan � , �i sont les angles intérieurs au polygone,

et M est une constante. La transformation précédente permet de caractériser la région du

�uide dans le plan 
 dans le demi-plan supérieur � ainsi que la région �uide sur l�axe réel

du plan �:

En particulier, on a :
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2.2. Description du problème

d


d�
=M (�)

�1
2 (�� 1)

�1
2

Par intégration, on trouve :


 =M

Z
1p

�
p
�� 1

d� (2.5)

En e¤ectuant un changement de variable t =
p
1� �;alors t2 = 1 � � donc

d� = �2tdt

Ainsi, on trouve :


 =
�2M
i

Z
tdt

t
p
1� t2

=
�2M
i

Z
dtp
1� t2

Par intégration, on trouve :


 =
�2M
i

arcsin
�p

t
�
+N

Ainsi, en substituant t =
p
1� �;nous avons :


 =
�2M
i

arcsin
�p
1� �

�
+N (2.6)
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2.2. Description du problème

Fig 2.3: Plan 


Fig 2.4: Plan �
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2.2. Description du problème

Fig 2.5: Plan f
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2.2. Description du problème

Où M et N sont deux constantes que l�on peut déterminer :

1. si � = 1 alors 
 = �2�
3
=) N = �i�

3

2. si � = 0 alors 
 ==)M = 1
3

Ainsi, l�équation (2:6) devient :


 =
2i

3
arcsin

�p
1� �

�
� i�

3
(2.7)

Cela implique :

� = 1� sin
�
�3
2

� �

�2
(2.8)

Nous cherchons désormais une relation entre f et � qui transforme la demi-bande du

plan f en demi-plan supérieur du plan �:

En utilisant les points A = 0; S = 1 et en appliquant à nouveau la transformation de

Schwarz-Christo¤el, nous trouvons :

df

d�
= ���1 (�� 1)�1

Par le biais de l�intégration, nous obtenons :

f = �

Z
d�

� (�� 1) + � (2.9)
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2.2. Description du problème

En intégrant, on obtient :

f = � log

�
�� 1
�

�
+ � (2.10)

Où �; � sont deux constantes que l�on peut déterminer :

1-si �lim�!+1f = 0) � = 0

2-si �lim�!0�
�
�df
d�

�
= 1

3
) � = �LU

�

Alors, on a :

f =
�LU
�

ln

�
�� 1
�

�
(2.11)

(3:11)

Cela implique que :

� =
1

1� exp
���f
LU

� (2.12)

D�autre part, on a :

U
dz

d�
= U

dz

df

df

d�
(2.13)

df

d�
=

�LU
�� (�� 1) (2.14)
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2.2. Description du problème

Nous avons aussi :


 = log

�
U
dz

df

�
(2.15)

Donc, on peut écrire :

U
dz

df
= exp

�
2

3
ln
�p

�+ i
p
1� �� i

�

3

��

= exp
�
�i�
3

�
�
�p

�+ i
p
1� �

� 2
3

Ensuite, en utilisant les relations (2:13); (2:14)et(2:15), on obtient :

dz

d�
=
LU exp

�
�i�

3

�
�
�p

�+ i
p
1� �

� 2
3

�� (�� 1) (2.16)

On trouve alors :

Z =
LU exp

�
�i�

3

�
�

Z �p�+ i
p
1� �

� 2
3

� (�� 1) d� (2.17)

La surface libre donnée par cette relation est :

�x = Re LU exp(�i�3 )
�

Z
(
p
�+i

p
1��)

2
3

�(��1) d�

y = Im
LU exp(�i�3 )

�

Z
(
p
�+i

p
1��)

2
3

�(��1) d�
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2.2. Description du problème

Fig 2.6: Solution exacte
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Chapitre 3

Étude de l�écoulement autour d�un

obstacle trapéze avec tension de

surface

Résumé

Dans le présent chapitre, nous examinons un écoulement autour d�un obstacle, comme

abordé dans le chapitre précédent, en tenant compte de l�in�uence de la tension super�-

cielle. Ce problème se caractérise par une condition non linéaire, formulée par l�équation de

Bernoulli sur la frontière libre, dont la forme reste indéterminée.

Dans ce contexte, nous adoptons une approche numérique inspirée des travaux de Vanden-

Broeck [26], H. Mekias [20] et B. Bouderah [38], connue sous le nom de méthode de tronca-

ture de la série. Cette méthode implique un paramètre physique appelé le nombre de Webe

�.

3.1 Position et formulation du problème

Comme expliqué dans le chapitre précédent, nous avons établi l�axe des x comme cadre de

référence, s�alignant avec le fond rigide et horizontal AB ,EF ,et l�axe des y perpendiculaire

à l�axe des x passant par le milieu du trapèze. Le quadrilatère . BCDE formé par le trapèze,
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3.1. Position et formulation du problème

a pour base BE et les angles aux sommets B et E sont égaux à � .Nous considérons que

l�e¤et des forces de gravité est négligeable et que la tension de surface, notée eT est non nulle.
Ainsi, l�écoulement est caractérisé par le nombre de Weber qui est dé�ni par :

� =
e�ev0eLeT (3.1)

Où la pression au-dessus de la surface libre est supposée constante.

L�axe des x et l�axe des y forment un plan de la variable complexe ez = ex + iey: on note
�!v = (eu (ex;ey) ; ev (ex;ey)) le champ du vecteur vitesse de l�écoulement. Les fonctions � et 	
dé�nissent respectivement la fonction potentielle et la fonction de ligne de courant. Elles

véri�ent les conditions suivantes :

Les fonction e�; e	 qui dé�nisent la fonction potentielle et la fonction ligne de courant,

respectivement.Elles véri�ent les conditions suivant

eu = @e�
@ex = @e	

@ey (3.2)

gv =@e�
@ey = �@e	@ex

La fonction potentielle complexe ef est dé�nie par :

ef (ex;ey) = e� (ex;ey) + ie	(ex;ey) (3.3)

50



3.1. Position et formulation du problème

Fig 3.1: Plan Z
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3.1. Position et formulation du problème

On note par e� la vitesse complexe :

e� = eu� iev = d ef
dez

Il en résulte de la formule(3:2) que les fonctions ef ete� de la variable complexe ez = ex+ iey
sont des fonctions analytiques de ez:
« Le problème de l�écoulement potentiel consiste à trouver la fonction de potentiel de

vitessee� (ex;ey), qui est régie par l�équation de Laplace suivant:
� �e� = 0
Dans le domaine d�écoulement, les conditions aux limites sont les suivantes :

� @e�
@y
= 0 sur AB;EF

� 1
2

�
@e�
@ex
�2
+
�
@e�
@ey
�2
+

ePe� = cte sur la surface libre

Pour résoudre ce problème, nous introduisons des variables adimensionnelles en choisis-

sant ev0 comme unité de vitesse et eL comme unité de longueur:

q =
eqfv0: (3.4)

1

R
=
1eR eL (3.5)

Où eq = peu2 + ev2 est le module du vecteur vitesse �!v = (eu (ex;ey) ; ev (ex;ey)) et eR est le

rayon de courbure de la surface libre.

En supposant que la pression juste au-dessus de la surface libre est constante, la condition

de Bernoulli appliquée à cette surface s�écrit alors :
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3.1. Position et formulation du problème

1

2
eq2 + ePe� = 1

2
ev02 + fP0e� sur la surface libre (3.6)

Où eP ,eq et eP0 désignent respectivement la pression à la surface libre, le module de la
vitesse, et la pression à l�in�ni juste au-dessus de la surface libre. Il convient de noter que

le membre droit de (3:6)a été évalué en fonction des conditions d�écoulement à l�in�ni.

La relation entre eP et fP0 est donnée par la loi de Laplace :

eP �fP0 = eTeR = eT eK (3.7)

Où eK � 0 si le centre de courbure est situé à l�extérieur du �uide, et eK � 0 si le centre
de courbure est situé à l�intérieur du �uide.

Donc, nous avons :

1

2
eq2 � eTe� eK =

1

2
ev20 sur la surface libre (3.8)

D�après (3:4),(3:5)et la relation : eK = 1eR , l�équation(3:8) devient :

q2 � 2eTe�eLRev20 = 1 sur la surface libre (3.9)
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3.1. Position et formulation du problème

Ainsi,(3:1) nous donne la relation �nale :

q2 � 2

�R
= 1 sur la surface libre (3.10)

� est le nombre de Weber dé�ni par (3:1).

Puisque � = u� iv et q2 = j�j2 = u2 + v2; l�équation (3:10) s�écrit alors :

j�j2 � 2

�R
= 1 sur la surface libre (3.11)

Pour mieux dé�nir le rayon de courbure de la surface libre, nous exprimons la vitesse

complexe � = u� iv sous la forme :

� = exp (� � i�) (3.12)

Où j�j = exp � et � est l�angle entre l�axe horizontal des x et le vecteur vitesse�!v (u; v),
mesuré positivement dans le sens trigonométrique. Soit �!e T ;�!e N les vecteurs tangent et

normal à la surface libre, respectivement, et ds désigne un élément de longueur d�arc sur

cette surface. En coordonnées intrinsèques (e� cos �) , nous avons :

d�!e T
ds

= K�!e N =
1

R
�!e N =)

����d�!e Tds

���� = 1

R
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3.1. Position et formulation du problème

Soit �!v le vecteur vitesse. D�après (3:4) : �!v (u; v) = (e� cos �; e� sin �) ; q = j�!v j :On sait
que

����d�!e Tds

���� = ����d�!e Tdt dt

ds

���� = ����d�!e Tdt 1

q

����
Donc,

����d�!e Tds

���� = ����d�!e Td�

d�

dt

1

q

���� (3.13)

où t désigne le temps. D�une part, nous avons :

d�

dt
=
d�

ds

ds

dt
=) d�

dt
=

�
d�

d�

d�

ds
+
d�

d	

d	

ds

�
ds

dt

Cependant, en notant que d	
ds
= 0 et ds

dt
= q, on obtient :

d�

dt
= q

d�

d�

d�

ds

D�autre part, on peut écrire :

d�

ds
=
d�

dt

dt

ds
=

�
d�

dx

dx

dt
+
d�

dy

dy

dt

�
dt

ds

D�où :
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3.1. Position et formulation du problème

d�

ds
=

�
d�

dx
u+

d�

dy
v

�
dt

ds
=
�
u2 + v2

� 1
q
= q

Ainsi, nous avons :

d�

dt
=
d�

d�
q2 sur la surface (3.14)

Cela nous donne la relation suivante :

d�

dt
=
d�

d�
e2� (3.15)

Puisque

q2 =
�
u2 + v2

�
= j�j2 =

��e��i��� = e2�

Finalement, nous avons :

K = e2�
����d�!eTd�

���� ���� d�d�
���� ����1q
���� (3.16)

Mais, en considérant

�!v = (u; v) = (e� cos �; e� sin �) =) q = j�!v j = e�

�!e T =
�!v
jvj = (cos �; sin �) =)

d�!eT
d�
= (� sin �; cos �)
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3.2. Méthode de la série

Cela implique que
���d�!eTd� ��� = 1: Ainsi, l�équation (3.16) devient :

K =
1

R
= e�

���� d�d�
���� (3.17)

D�après j�j2 = e2� et l�équation (3:17), l�équation de Bernoulli (3:11) s�écrit :

exp (2�)� 2

�

���� d�d�
���� exp (�) = 1 sur la surface libre (3.18)

Ou, de manière équivalente :

�
u2 + v2

�
� 2

�

���� d�d�
����p(u2 + v2) = 1 sur la surface libre (3.19)

3.2 Méthode de la série

Nous résolvons le problème numérique en utilisant la méthode de troncation de la série,

comme l�ont fait Vanden-Broeck et Keller [17]. Cette approche nous permet de calculer la

fonction de vitesse complexe �: Nous transformons successivement le domaine d�écoulement

par une transformation conforme en un demi-disque unité dans un plan de variable com-

plexe w; où la surface libre sera transformée sur le demi-cercle unité w = ei�, et la paroi

rigide ABCDEF sera située sur le diamètre du demi-disque unité. il s�ensuit que � (z) est

analytique dans le demi-disque unité de la variable complexe z = x + iy; � (w) est aussi

analytique dans le demi-disque unité de la variable complexe w:La fonction f = � + i	

transforme le plan d�écoulement en une bande in�nie0 � 	 � 1;�1 � � � +1 dans le

plan (�;	) (�gure 3.2). Avec la transformation :

f =
2

�
log

�
1 + w

1� w

�
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3.2. Méthode de la série

La bande est transformée en un demi-cercle unitaire dans le planw:Les pointsA,B;C;D;E

dans le plan f , sont respectivement transformés en wA = �1:wF = 1 ,wB = �a; wc =
�b; wD = b et wE = a dans le plan w . La surface libre est dé�nie par la variable � telle

que :

w = exp (i�) avec 0 � � � � (3.20)

Dans le plan, nous avons :

f = � avec �1 � � � +1:

Nous trouvons alors :

f = �+ i =
1

�
log

�
1 + exp (i�)

1� exp (i�)

�
sur la surface libre

D�où :

df

d�
=
d�

d�
=

�2
� sin�

Ainsi, nous avons :

d�

d�
=
d�

d�
=

�2
� sin�

sur la surface libre

En utilisant la relation :

d�

d�
=
d�

d�
:
d�

d�
=
�� sin�

2
:
d�

d�

58



3.2. Méthode de la série

l�équation de Bernoulli devient :

exp (2�)� �

�
� sin� �

���� d�d�
����� exp (�) = 1 sur la surface libre

Après avoir écrit l�équation de Bernoulli dans le plan w, nous étudions le comportement

asymptotique de � au voisinage des singularités B;C ,D et E:

59



3.2. Méthode de la série

Fig 3.2: plan F

Fig 3.3: plan W
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3.2. Méthode de la série

3.2.1 Compotement local de la vitesse au voisinage des singilarités

Dans le domaine d�écoulement z, nous avons quatre points singuliers : zB; zE (qui est à

l�in�ni), et deux points zC ; zD où la vitesse est nulle. Ces quatre points correspondent,

respectivement, aux points wB; wC ; wD et wE dans le plan w:

1. Comportement asymptotique au voisinage de w = wB

L�écoulement au voisinage de wB est caractérisé par un angle � = � + �, dans le plan z

au voisinage de z; au voisinage de z = zB;. La fonction complexe est donnée par :

f (z) � a

n
(z � zB)

n � fB ; n =
�

�
=

�

� + �
lorsque z ! zB

Nous trouvons alors

f (z) � a
� + �

�
(z � zB)

�
�+� � fB lorsque z ! zB

Cela implique que :

(z � zB) �
�

�

a (� + �)
(f + fB)

� �
�+�

lorsque f ! fB

En remplaçant la valeur de f par :

f = � =
2

�
log

�
1 + w

1� w

�
sur la surface libre

nous obtenons dans l�équation ci-dessus :
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3.2. Méthode de la série

(z � zB) �
"

�

a (� + �)

 
1

�
log

�
1 + w

1� w

�2
+ fB

!#�+�
�

lorsque w ! wB

Puisque � = df
dz
; nous avons :

� v df

dz
v a

�+�
� (� + �)

�
�

�
2

�
log

�
1 + w

1� w

�
+ �fB

����
�

lorsque w ! wB

De plus, on a :

log

�
1 + w

1� w

�
v k1 (w � wB) lorsque w ! wB

Alors, nous trouvons :

� v C1 (w � wB)
��
� lorsque w ! wB (3.21)

où

C1 v a
�+�
� (� + �)

�
� (k1)

��
�

2. Comportement asymptotique au voisinage de w = wE

L�écoulement au voisinage de wB est caractérisé par un angle � = � + � dans le plan z,

au voisinage de z; au voisinage de z = zB. La fonction complexe est donnée par :
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3.2. Méthode de la série

f (z) � a

n
(z � zD)

n + fE ; n =
�

�
=

�

� + �
lorsque z ! zE

Nous trouvons alors :

f (z) � a
� + �

�
(z � zD)

�
�+� + fE lorsque z ! zE

Cela implique que :

(z � zE) �
�

�

a (� + �)
(f � fE)

� �
�+�

lorsque f ! fE

En remplaçant la valeur de f par :

f = � =
2

�
log

�
1 + w

1� w

�
sur la surface libre

nous obtenons dans l�équation ci-dessus :

(z � zE) �
"

�

a (� + �)

 
1

�
log

�
1 + w

1� w

�2
� fE

!#�+�
�

lorsque w ! wE

Nous trouvons alors :

f (z) � a
� + �

�
(z � zE)

�
�+� � fE lorsque z ! zE

Cela implique également :
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3.2. Méthode de la série

(z � zE) �
�

�

a (� + �)
(f � fE)

� �
�+�

lorsque f ! fE

En remplaçant à nouveau la valeur de f par

f = � =
2

�
log

�
1 + w

1� w

�
sur la surface libre

Dans l�équation ci-dessus, nous trouvons :

(z � zE) �
"

�

a (� + �)

 
1

�
log

�
1 + w

1� w

�2
� fE

!#�+�
�

lorsque w ! wE

Puisque � = df
dz
; nous avons :

� v df

dz
v a

�+�
� (� + �)

�
�

�
2

�
log

�
1 + w

1� w

�
� �fD

����
�

lorsque w ! wE

De plus, nous avons :

log

�
1 + w

1� w

�
v k2 (w � wE) lorsque w ! wE

Alors, nous trouvons :

� v C2 (w � wE)
��
� lorsque w ! wE (3.22)
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3.2. Méthode de la série

où

C2 v a
�+�
� (� + �)

�
� (k1)

��
�

3. Comportement asymptotique au voisinage de w = wC

L�écoulement au voisinage de wC est caractérisé par un angle � = � � � dans le plan, z

au voisinage de z = zC ; La fonction complexe est donnée par :

f (z) � a

n
(z � zC)

n � fC ; n =
�

�
=

�

� � �
lorsque z ! zC

Nous trouvons alors :

f (z) � a
� � �

�
(z � zC)

�
�+� + fC lorsque z ! zC

Cela implique que :

(z � zC) �
�

�

a (� � �)
(f + fC)

� �
���

lorsque f ! fC

En remplaçant la valeur de f par:

f = � =
2

�
log

�
1 + w

1� w

�
sur lasurface libre

nous obtenons :
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3.2. Méthode de la série

(z � zC) �
"

�

a (� � �)

 
1

�
log

�
1 + w

1� w

�2
� fC

!#���
�

lorsque w ! wC

Nous avons donc :

f (z) � a
� � �

�
(z � zC)

�
��� � fC lorsque z ! zC

Cela implique également

(z � zC) �
�

�

a (� � �)
(f + fC)

� �
�+�

lorsque f ! fC

En remplaçant la valeur de f par :

f = � =
2

�
log

�
1 + w

1� w

�
sur la surface libre

nous trouvons :

(z � zC) �
"

�

a (� � �)

 
1

�
log

�
1 + w

1� w

�2
+ fD

!#���
�

lorsque w ! wC

Puisque � = df
dz
; nous avons :

� v df

dz
v a

��2�
� (� � �)

��
���

�
2

�
log

�
1 + w

1� w

�
� �fC

���
�

lorsque w ! wC

De plus, nous avons :
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3.2. Méthode de la série

log

�
1 + w

1� w

�
v k3 (w � wC) lorsque w ! wD

Alors, nous trouvons :

� v C3 (w � wC)
�
� lorsque w ! wD (3.23)

où

C3 v a
��2�
� (� + �)

��
��� (k3)

�
�

d-Comportement asymptotique au voisinage de w = wD

L�écoulement , au voisinage de wC est un écoulement dans un angle � = � � � dans le

plan z , au voisinage de z = zC :La fonction complexe est donnée par:

f (z) � a

n
(z � zD)

n + fD ; n =
�

�
=

�

� � �
lorsque z ! zD

Nous trouvons alors :

f (z) � a
� � �

�
(z � zD)

�
�+� + fD lorsque z ! zD

Cela implique que :

(z � zD) �
�

�

a (� � �)
(f � fD)

� �
���

lorsque f ! fD
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3.2. Méthode de la série

En remplaçant la valeur de f par:

f = � =
2

�
log

�
1 + w

1� w

�
sur la surface libre

nous trouvons :

(z � zD) �
"

�

a (� � �)

 
1

�
log

�
1 + w

1� w

�2
+ fD

!#���
�

lorsque w ! wD

Nous avons alors :

f (z) � a
� � �

�
(z � zD)

�
��� � fD lorsque z ! zD

Cela implique :

(z � zD) �
�

�

a (� � �)
(f + fD)

� �
�+�

lorsque f ! fD

En remplaçant la valeur f de par:

f = � =
2

�
log

�
1 + w

1� w

�
sur la surface libre

nous obtenons :
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3.2. Méthode de la série

(z � zD) �
"

�

a (� � �)

 
1

�
log

�
1 + w

1� w

�2
+ fD

!#���
�

lorsque w ! wD

Puisque � = df
dz
; nous trouvons :

� v df

dz
v a

��2�
� (� � �)

��
���

�
2

�
log

�
1 + w

1� w

�
+ �fD

���
�

lorsque w ! wD

De plus, nous avons :

log

�
1 + w

1� w

�
v k4 (w � wD) lorsque w ! wD

Ainsi, nous trouvons :

� v C4 (w � wD)
�
� lorsque w ! wD (3.24)

Où

C4 v a
��2�
� (� + �)

��
��� (k4 )

�
�
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3.2. Méthode de la série

3.2.2 Formulation de la série

Étant donné que � (w) est analytique sauf aux points B:C; D et E , � (w) peut s�écrire sous

la forme:

� (w) = g (w) exp

 1X
k=0

akw
k

!

Où g (w) contient les singularités et les zéros de � aux points B;C;D et E comme indiqué

dans (3:21) ; (3:22) , (3:23) et (3:24)

� = u� iv =

�
w � a

1� aw

���
�
�
w + a

1 + aw

���
�
�
w � b

1� bw

��
�
�
w + b

1 + bw

��
�

exp

 1X
k=0

akw
k

!
(3.25)

En considérant la symétrie de l�écoulement, nous avons wB = �wE et wC = �wD.
L�équation (3:25) devient

� = u� iv =

�
w2 � a2

1� a2w2

���
�

�
�
w2 � b2

1� b2w2

��
�

exp

 1X
k=0

akw
k

!
(3.26)

En utilisant les conditions aux limites suivantes: v = 0 sur AB et EF;sur AB; � = u

pour w = �& sur EF; � = u pour w = +& avec & un nombre réel, nous avons l�égalité

suivante :

� = u =

�
&2 � a2

1� a2&2

���
�

�
�
&2 � b2

1� b2&2

��
�

exp

 1X
k=0

a (�&)k
!

� =

�
&2 � a2

1� a2&2

���
�

�
�
&2 � b2

1� b2&2

��
�

exp

 1X
k=0

ak (+&)
k

!
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3.2. Méthode de la série

Puisque & est un nombre réel, et pour que l�égalité précédente soit véri�ée, les coe¢ cients

ak doivent être réels pour k = 2n;

Cela implique.

� =

�
w � a

1� aw

���
�
�
w + a

1 + aw

���
��
�
w � b

1� bw

��
�
�
w + b

1 + bw

��
�

exp

 1X
k=0

akw
2k

!
(3.27)

Les coe¢ cients réels a2k sont à déterminer. La série doit converger dans le disque unité

du plan w .En substituant, on obtient les relations (3:12); (3:20) et (3:27):

exp (� � i�) =

�
e2i� � a2

1� a2e2i�

���
�
�
e2i� � b2

1� b2e2i�

��
�

exp

 1X
k=0

ake
2ik�

!

Cela implique que w = ei�avec � = �
3

exp (� � i�) =

�
e2i� � a2

1� a2e2i�

��1
3
�
e2i� � b2

1� b2e2i�

� 1
3

exp

 1X
k=0

ake
2ik�

!

exp (� � i�) =

1X
k=1

a2k cos (2 (k � 1)�)�i

2664 2� arctan
�
1+a2

1�a2 tan�
�
� 2� arctan

�
1+b2

1�b2 tan�
�
�

1X
k=1

a2k sin (2 (k � 1)�)

3775
Alors, on trouve :

8>>>><>>>>:
e� =

1X
k=1

a2k cos (2 (k � 1)�)

� = 2� arctan
�
1+a2

1�a2 tan�
�
� 2� arctan

�
1+b2

1�b2 tan�
�
�

1X
k=1

a2k sin (2 (k � 1)�)
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3.2. Méthode de la série

On a l�équation de Bernoulli :

exp (2��)� �

�
sin (�) exp (�)

d�

d�
= 1 sur la surface libre (3.28)

d�

d�
= 2� ln (cos �) arctan

1

a2 � 1
�
a2 + 1

�
+2� ln (cos�) arctan

1

b2 � 1
�
b2 + 1

�
�

1X
k=1

�
�2cos 2� (k � 1)

4k � 4 ak

�
Alors, on trouve :

2

1X
k=1

a2k cos (2 (k � 1)�)�
�

�
sin (�)

1X
k=1

a2k cos (2 (k � 1)�) 2� ln (cos�) arctan
1

a2 � 1
�
a2 + 1

�
+

2� ln (cos�) arctan
1

b2 � 1
�
b2 + 1

�
�

1X
k=1

�
�2cos 2� (k � 1)

4k � 4 ak

�
= 1

Pour déterminer les coe¢ cients ak; k = 2k; de la série, on tronque la série après N termes

puis on discrétise l�intervalle [0; �] en N points, en introduisant

�1 =
�

N
(I � 1) ; I = 1; ::::N (3.29)

2

1X
k=1

a2k cos (2 (k � 1)�I)�
�

�
sin (�I)

1X
k=1

a2k cos (2 (k � 1)�I) 2� ln (cos �I) arctan
1

a2 � 1
�
a2 + 1

�
+

2� ln (cos�I) arctan
1

b2 � 1
�
b2 + 1

�
�

1X
k=1

�
�2cos 2�I (k � 1)

4k � 4 ak

�
= 1 (3.30)

Le nombre de Webre � est un paramètre. On utilise la méthode de Newton et la méthode

de factorisation LU pour calculer les coe¢ cients (an; n = 1; ::::N) pour di¤érentes valeurs

du nombre de Weber �.On donne wB = �wE = 0:6, wC = �wD = 0:3 et � = �
3
:
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3.2. Méthode de la série

Forme de la surface libre

Après avoir trouvé les coe¢ cients an; la forme de la surface libre est déterminée comme suit:

À partir de la relation

exp (� � i�) = u� iv

exp (�� + i�) =
1

u� iv
=
dx

d�
+ i

dy

d�
(3.31)

e��e� =
dx

d�
+ i

dy

d�
= e�� (cos � + i sin �)

)

8<: dx
d�
= e�� cos �

dy
d�
= e�� sin �

(3.32)

D�où :

8>>>>>><>>>>>>:

��
��
= 2

� sin�

e� =
1X
k=1

a2k cos (2 (k � 1)�)

� = 2� arctan
�
1+a2

1�a2 tan�
�
� 2� arctan

�
1+b2

1�b2 tan�
�
�

1X
k=1

a2k sin (2 (k � 1)�)

Pour déterminer la forme de la surface libre
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8<: �x
��
= 2

� sin(�)
e��(�) � cos � (�)

�y
��
= 2

� sin(�)
e��(�) � sin � (�)8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

�x
��
(�I) =

2
� sin(�I)

 
�

1X
k=1

a2k cos 2�I (k � 1)
!
� cos

0BB@ 2� arctan
�
1+a2

1�a2 tan�I

�
� 2� arctan

�
1+b2

1�b2 tan�I

�
�

1X
k=1

a2k sin (2 (k � 1)�I)

1CCA
�y
��
(�I) =

2
� sin(�I)

 
�

1X
k=0

a2k cos 2�I (k)� 1
!
� sin

0BB@ 2� arctan
�
1+a2

1�a2 tan�I

�
� 2� arctan

�
1+b2

1�b2 tan�I

�
�

1X
k=1

a2k sin (2 (k � 1)�I)

1CCA
(3.33)

:

Pour trouver la forme de la surface libre, nous intégrons la formule (3:33) dans l�intervalle

0h�h� . Nous utilisons la méthode d�Euler avec N = 50points.

3.3 Résultats et discussion

1. Solution sans tension de surface

Dans cette section, le nombre de Webre � tend vers l�in�ni, alors la tension de surface

tend vers zéro ce cas on trouve la solution exacte.

Le tableau(3:1) donné ci-dessous montre quelque valeurs de coe¢ cients an de la série

(3:33) pour �!1:

Tableau 4.1.Valeurs des coe¢ cients anpour �!1
� a1 a10 a20 a30 a40 a50
�
3
-3.7542�10�3 -1.9339�10�5 -1.3421�10�7 -3.4571�10�9 -2.9651�10�11 -1.0635�10�12

La conclution obtenue c�est an sont négligeables (an ! 0). L�algorithme converge trés

rapidement.En substituant ces valeurs dans (3:26) ; on obtient la solution

� = u� iv =

�
w2 � a2

1� a2w2

���
�
�
w2 � b2

1� b2w2

��
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3.3. Résultats et discussion

On véri�e aisément que la solution donnée est une solution exacte. La forme de la surface

libre pour �!1 donnée la (�gure (3:4)).

Figure 3.4: Comparaison entre la solution réelle et la solution approximative
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3.3. Résultats et discussion

2. Solution avec tension de surface

La méthode numérique décrite dans le chapitre 3 est utilisée pour calculer des solutions

relatives aux écoulements à surface libre sur un obstacle de forme trapézoïdale. Nous nous

concentrons sur les solutions sans onde pour di¤érentes valeurs du nombre de Weber �;

ainsi que pour diverses hauteurs de l�obstacle (paramètres a et b) et angles �; où 0 �
� � �

2
. Lorsque � atteint des valeurs très élevées (�!1), un comportement particulier

se manifeste. Pour des valeurs �xes de � (0 � � � 1), on observe que les coe¢ cients ak
diminuent rapidement par exemple, pour un angle � = �

6
(voir tableau 3:2).

Tableau3.2: Les coe¢ cients akpour certaines valeurs du nombre de Weber � et certaines

valeurs de l�angle �

� � a1 a10 a30 a50

�
2

1000

50

1

1:9882� 10�4

3:9410� 10�3

1:4981� 10�1

1:0327� 10�7

2:1639� 10�6

�1:7857� 10�4

�4:0031� 10�8

�8:3277� 10�7

�6:6945� 10�5

�7:9161� 10�9

�1:5954� 10�7

�1:1781� 10�5

�
3

1000

50

1

1:3119� 10�4

2:599� 10�3

9:9009� 10�2

�6:8125� 10�8

�1:4273� 10�6

�1:1796� 10�4

�2:647� 10�8

�5:4932� 10�7

�4:4221� 10�5

�5:2220� 10�6

�1:0524� 10�7

�7:7831� 10�6

�
6

1000

50

35

6:3627� 10�5

1:2609� 10�3

1:4426� 10�2

�3:3500� 10�8

�7:0257� 10�7

�1:14:98� 10�4

�1:2916� 10�8

�2:6993� 10�7

8:6653� 10�5

�3:3792� 10�9

�5:1813� 10�8

4:8616� 10�5

Ces �gures montrent comment la tension super�cielle a¤ecte la surface libre des liquides

à des angles spéci�ques. La tension super�cielle est la force résultant de l�attraction entre

les molécules d�un liquide, et elle joue un rôle essentiel dans la formation de la surface du

liquide. Il est noté que l�élévation de la surface libre diminue lorsque le nombre de Weber

diminue. Le nombre de Weber représente le rapport entre la force dynamique et la force

super�cielle, indiquant ainsi l�impact de la gravité par rapport à la tension super�cielle. Plus

la valeur de � est élevée, plus l�e¤et de la gravité se fait sentir. Nous observons également

que l�élévation de la surface libre augmente avec la hauteur de l�obstacle, ce qui signi�e que

des obstacles plus hauts exercent une in�uence plus importante sur le liquide, entraînant
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ainsi un surcroît d�élévation de la surface. L�e¤et de l�angle � sur les pro�ls de surface libre

est également examiné pour des valeurs du nombre de Weber � et d�autres paramètres (a et

b). L�angle � in�uence la façon dont le liquide interagit avec la surface solide de l�obstacle.

D�après les résultats numériques présentés, nous concluons qu�il existe une solution unique

pour ce phénomène de surface libre, ce qui signi�e qu�il n�y a qu�un seul état possible avec

une surface lisse pour les liquides lorsque le nombre de Weber est compris dans l�intervalle

0 < � � 1. En�n, la plupart des calculs ont été réalisés et présentés avec N = 50.
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3.3. Résultats et discussion

Fig 3.5: Courbe de la surface pour a = 0:6; b = 0:3; � = �
3
di¤érentes valeurs �

Fig 3.6: Courbe de la surface pour a = 0:9; b = 0:3 et � = �
3
;di¤érentes valeurs �
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3.3. Résultats et discussion

Fig 3.7: Courbe de la surface pour a = 0:8; b = 0:2 et � = �
2
; avec � = 100

Fig 3.8 : Courbe de la surface pour a = 0:4; b = 0:2 et � = �
3
;di¤érentes valeurs �
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3.3. Résultats et discussion

Fig 3.9 : Courbe de la surface pour di¤érentes valeurs de a lorsque b = 0:8; � = �
4
; � = 100

Fig 3.10: Courbe de la surface libre pour di¤érentes valeurs de � lorsque � = 100; a = 0:6

et b = 0:3
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3.3. Résultats et discussion

Fig 3.11: Courbe de la surface pour di¤érentes valeurs de � lorsque a = 0:8; b = 0:4; � = �
3
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Conclusion Générale
Les problèmes des écoulements de type jet apparaissent dans de nombreuses situations

d�intérêt pratique : Les problèmes liés à l�industrie tel que les chambres des combustions des

moteurs, les pompes à jet, ou bien ceux en relation avec l�urbanisme comme l�architecture

des barrages. Ces problèmes deviennent très di¢ ciles à résoudre explicitement, surtout si

on prend en considération les e¤ets de la tension de surface, de gravité ou de viscosité, car

ces derniers ont une grande in�uence sur la condition non linéaire donnée par l�équation de

Bernoulli sur la surface libre.

Dans ce travail, nous avons e¤ectué une étude analytique et numérique d�un problème

d�un écoulement potentiel bidimensionnel d�un jet d�un �uide incompressible et non visqueux

devant obstacle à la forme trapèze, pour trouver la solution analytique on néglige l�e¤et de la

tension de surface et en négligeant l�e¤et de la gravité, pour trouver la solution numérique on

retient la tension de surface et en négligeant l�e¤et de la gravité fait intervenir le paramètre

de Weber.

Pour traiter ce problème, on a utilisé des méthodes analytiques et numériques basées sur

la théorie des variables complexes. Dans cette étude, on satisfait quelques résultats :

Dans le chapitre 2 on utilise la méthode des lignes de courant a été appliquée dans

le présent travail en vue d�identi�er la solution exacte au problème de recherche de la

forme de l�écoulement à surface libre. La méthode adoptée est basée sur la méthode de

l�hodographe et la technique de transformation de Schwartz-Christo¤el. Les transformations

utilisées ici sont considérées comme des approches fondamentales en mécanique des �uides,

car elles simpli�ent et facilitent la résolution des problèmes di¢ ciles dans le domaine de la

mécanique des �uides. Elles peuvent être utilisées pour transformer avec succès des domaines

d�écoulement complexes en domaines plus simples. Elles peuvent également aider à simpli�er

tous les calculs a�n d�obtenir la solution exacte au problème de recherche de la forme d�un

écoulement à surface libre. Il convient de souligner que la gravité et la tension super�cielle

sont négligées dans ce travail. Ces deux conditions ont d�abord simpli�é les calculs car
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tous les termes non linéaires ont disparu des équations utilisées, et deuxièmement, elles ont

contribué à trouver facilement la solution exacte.

Cette étude a adopté la théorie des lignes de courant libres, qui est basée sur les trans-

formations de Kirchho¤ et d�Hodographe, dans le but de trouver une solution analytique

approximative pour di¤érentes valeurs de l�angle d�inclinaison � lorsqu�un obstacle trapé-

zoïdal symétrique est utilisé.

Les résultats nous ont montré, obtenus dans ce travail, on peut conclure que l�approche de

calcul utilisée est très e¢ cace car elle fournit des solutions adéquates à ce type de problèmes

d�écoulement à surface libre. De plus, cette méthode peut également être utilisée pour

comparer les solutions exactes aux solutions approximatives trouvées dans le cas où la gravité

est prise en compte, lorsque le nombre de Froude tend vers 1, et dans le cas où la tension
super�cielle est prise en considération, lorsque le nombre de Weber � tend vers 1.
Le troisième chapitre traite, une technique de troncature en série a été utilisée pour un

écoulement de �uide à surface libre bidimensionnel, non visqueux, stationnaire et irrationnel

sous l�in�uence de la tension super�cielle au-dessus d�un obstacle trapézoïdal. Les équations

intégrales non linéaires ont été résolues en utilisant une méthode de troncature en série. Les

résultats obtenus montrent que pour une diminution du nombre de Weber, l�élévation de la

surface libre diminue.

En�n, on a discuté les résultats obtenus avec des schémas et des tableaux qui expliquent

bien notre travail.
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Annexe

1. Méthode de Newton .

2. Algorithme de Newton pour la résolution de systémes non linéaire f (x) = 0

3. Algotithme de Jordon avec pivotation totale implicite .
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1. Méthode de Newton.

Dans la présente section, on considére le probléme de recherche d�une solution au systéme

d�équation:

f1 (x1; x2; :::; xn) = 0

f2 (x1; x2; :::; xn) = 0

:::::::::::::::::::::::

fn (x1; x2; :::; xn) = 0

qu�on peut écrire f (x) = 0; ou f et x sont deux vecteurs à n composant.On suppose que

f est de classe C1 sur un certain ouvert convexe D:

La matrice E (x) =
�
@fi(x)
@xi

�
i;j=1:::n

est applée Jacobien de f au point x .Le développement

de Taylor au voisinage d�une approximation x� de x s�écrit :

f (x) = f (x�) + E (x�) (x� x�) +R (x�; x� x�)

ou

R (x�; x� x�) = (x� x�) :

Z
(E (x� + t (x� x�))� E (x�)) dt

Ainsi, au voisinage de x�l�experession linéaire

f� (x) = f (x�) + E (x�) (x� x�)

est une bonne approximation de f (x) :Il est claire qu�une meilleure approximation de la

solution x peut etre oblenue ent résolvant l�équation
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f� (x) = 0

i.e

f (x�) + E (x�) (x� x�) = 0

En suivant la procédure précédant, la méthode générale de Newton consiste à prendre

une approximation intiale x0 a la solution x; puis tenter à l�améliorer itérativement comme

suit:

xk+1 = xk � S�1k :fk k = 1; 2; :::n

en prenant fk = f (xk) et avec la dé�nition de la matrice Jacobienne

Sk = E (xk)

On continue jusqu�à ce que jfk (xk)j � �

2. Algorithme de Newton pour la résolution de systéme non linéaire f� (x) = 0

Etant données:

Calculer :

E
(k)
i j =

@fi (x)

@x
tel que x = xk; j = 1; 2; :::n et i = 1; 2; ::n

f
(k)
i = �fi (xk)
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Résoudre le systéme linéaire :

nX
i=1

E
(k)
i j �X

(k)
j = f

(k)
i i = 1; 2; :::n

Calculer

x
(k+1)
i = x

(k)
i +�X

(k)
j i = 1; 2; :::n

Si

jfi (xk+1)j � � i = 1; 2; :::n

est véri�e, arrêter

3. Algorithme de Jordant avec pivotation implicite.

� Choix du pivot

Pk = alk ckoù alk ck = max jai jj i = 1; 2; :::n , i 6= l1; l2; :::lk�1 j = 1; 2; :::n ,

j 6= c1; c2; :::ck�1

Normalisation

alkj =
alkj
PK

j = 1; 2; :::n+ 1

Réduction

w = aick

aij = aij � w:alkj j = 1; n+ 1g

9=; i = 1; n et i 6= lk

Remise en ordre

xck = alk;n+1:
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 ملخص

 لسائل الحر السطح على المحتمل التدفق مشكلة بدراسة مهتمون نحن ،الأطروحةهذه في 

 طريقة بتكييف قمنا لقد. منحرف شبه عائق إلى بالنسبة لزج، وغير للانضغاط قابل غير

 أثيرت وجود وبسبب. السطحي التوتر تأثير إهمال خلال من المطابق، التحويل طريقة الحل،

 قطع تقنية استخدمنا مشكلتنا ولحل الحر، السطح على برنولي معادلة لدينا السطحي، التوتر

ويبر رقم وهي فيزيائية، معلمة على نتائجنا تعتمد. المطابقة التحويلات على بناء   السلسلة . 

  السلاسل. تقنية ويبر، عدد سطحي، توتر كموني، تدفق حر، سطح المفتاحية: الكلمات

Résume 

Dans cette mémoire, nous nous intéressons à l'étude du problème de 

l'écoulement potentiel à surface libre d'un fluide incompressible et non 

visqueux, par rapport à un obstacle de forme trapézoïdale. Nous avons adapté 

la méthode de résolution, la méthode de transformation conforme, en 

négligeant l'effet de la tension superficielle. Et à cause d’existence de l'effet de 

tension de surface, on a l’équation de Bernoulli sur la surface libre et pour 

résoudre notre problème, on a utilisé la technique de troncation de la série basée 

sur les transformations conformes. Nos résultats sont dépends d’un paramètre 

physique c’est le nombre de Weber. 

Mots clefs : surface libre, écoulement potentiel, tension de surface, nombre 

de Weber, technique de la série 

Abstract: 

In this memory, we are interested in the study of the problem of the potential 

flow at free surface of an incompressible and inviscid fluid, with respect to an 

obstacle of trapezoidal shape. We have adapted the resolution method, the 

conformal transformation method, by neglecting the effect of surface tension. 

And because of the existence of the surface tension effect, we have the 

Bernoulli equation on the free surface and to solve our problem, we used the 

technique of truncation of the series based on conformal transformations. Our 

results are dependent on a physical parameter; it is the Weber number. 

 

Key words: free surface, potential flow, surface tension, Weber number, series 

technique 

 


