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Notations

e Poura e N" |a| =a3 +as + - + ay.
e 0° opérateur de dérivation.
e La dérivée partielle a%& est notée 0° f.

Z1-0n T,
e Pour z,£ € R", alors x - £ = Zn:xl - £, est le produit scalaire usuel sur R”.
o frg(x)= [g. flz—y) g(y)dyljtlast le produit du convolution des fonctions f et g.
e Pour A C R", |A| est la mesure de Lebesgue de A. B(z,r) est la boule ouverte de centre
r et de rayon r. S"7! est la sphére unité de R™.
e C°°(R™) est 'espace des fonctions indéfiniment différentiables sur R™.
e D(R") est I'espace des fonctions C*°(R™) a support compact.
e D'(R™) est le dual topologique de D(R™).
e S(R") est ’espace des fonctions C*°(R™) a décroissance rapide sur R™ (espace de Schwartz).
e S'(R™) est 'espace des distributions tempérées (le dual topologique de S(R™)).
e Pour m € N, on désigne par P,,(R") 'ensemble des polyndémes de degré inférieur stricte-
ment & m telle que P;(R") = {c}, Po(R") = {0} et Py(R™) = {tous les polynomes}.
e On désigne par S,,(R™) 'orthogonal de P,,(R™) dans S(R").
e S/ (R") est l'espace des distributions tempérées modulo Py, (R") (le dual topologique de
Soo(R™)).
e Si f:R"— C,supp f est le support de f.

e Pour f € S(R") sa transformée de Fourier est

=)

FIO =7 = [ ey,

et sa transformée de Fourier inverse est

Flf(x) = (2m)7" / eTEf(©)de.

o [}

loe (R™) est 'espace des fonctions localement intégrable sur R™.

e [P (R") est l'espace des fonctions mesurables [ telles que

11 = ([ 0P ar)” <o
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o (1 (R™) : est I’espace des suites (ay) telle que

H(ale)Heq = (Z \Gk|q> q < 00.

e Soient 0 < p,q < oo, (9(LP) désigne I'espace des suites { fx}, C S’ (R") qui vérifient

||{fk}k||gq(Lp) = <Z ||fk||z> < Q0.
k=0

e Soient A; et A; deux espaces de quasi-Banach, on dit que A; — A, §'il existe ¢ > 0, telle
que:

Hf”A2 < CHfHAla (VfeA).

e Si f est une fonction (ou une distribution) sur R”, on définit les translatées et les dilatées

de f par les formules

f@) = f(@/N), Tof(@) = flx—a), (YaeR" A#0).

o C*(R") est 'espace de Holder homogene.
e Soit 1 < p < oo W) (R") est I'espace de Sobolev telle que

WH(R™) .= {f € S'(R":0°f e I’ R"), |a]<m}, (VaeN"VmeN).
o M f désigne la fonction maximale de Littlewood-Hardy

Mf(z) = sup |B(a, )| /B Wy, (9F € L (), Ve < B,

r>0

e | B| le volume de la boule B(z, ).

v



Introduction

Ce mémoire est basé sur une étude dans la théorie des Sobolev, concerne principalement les
espaces de type de Besov qui généralisent les espaces de Besov, ces derniers permettent une
approche unifiée de différents types d’espaces fonctionnels qui ont été connu avant comme les
espaces de Holder-Zygmund, les espaces de Sobolev, les espaces de Slobodeckij et les espaces
potentiels de Bessel. Au cours des 70 derniéres années, ces échelles ont prouvé leur utilité,
il y a des centaines de papiers et de nombreux livres utilisant ces échelles dans des divers
liaisons. Dans un certain sens, tous ces espaces sont liés a 1’espace de Lebesgue usuelle.

De facon générale, ce travail divisé en trois chapitres.

Dans le premir chapitre, nous rappelons les espaces de Besov et les espace de Besov ho-
mogenes et non homogeénes. Nous obtenons des résultats concernont certaines des théorémes,
des propriétés et des exemples de ’espace de Besov et les espaces de Besov homogeénes et
non homogeénes.

Dans le deuxiéme chapitre, nous donnons la définition et quelques propriétés de I'espace
BMO, et nous parlons du théoréme de Fefferman et Stein et les opérateurs de Caldéron-
Zygmund .

Dans le dernier chapitre, on introduit les cubes dyadiques pour définir les espaces de

type de Besov B,7(R"), en donnant leurs propriétés.



Chapitre 1

Définitions et propriétés de ’espace

de Besov

L’objectif de ce chapitre est de donner la définition et quelques propriétés des espaces de

Besov homogeéne et non homogéne et de rappeler des inégalités classiques.

1.1 Décomposition de Littlewood-Paley

Définition 1.1.1 (Fonction Cut-off) Soit p est une fonction de classe C*(R™), positive,
radiale, et 0 < p < 1 telle que :

1si €] <1
0si |¢]>3

p(§) =

Posons
v(§) = p(§) — p(2¢), VE € R™

Alors v est une fonction positive, radiale et a support dans la couronne % <€ < %

Nous allons fixer £ et v le long de tout ce mémoire.

Soit v € S(R™) telle que



1.1. Décomposition de Littlewood-Paley

3. 2:27(2_3{“) =1,v¢ e R"\ {0}.
jE
Nous avons p(§) =1 — > (277¢), nous obtenons deux partitions de I'unité :
i>1
- La partition non homogéne est:

p(§) + Z”y@fjf) =1, pour tout £ € R™. (1.1.1)
jez
- La partition homogene est:
Zﬂ/(Z_jﬁ) =1, pour tout £ € R™\ {0}.
jez
Voir par exemple les livres [1, sect. 4.2], [7], [9] et [10]. A cette partition, on associe une

suite d’opérateurs de convolutions notés:
QR; : S'(R") — C*(R"),
S S'(R") — C™(R"),
définie par
Qif(x) = F(v(27¢) * f(x), JjeL,
Sef(x) = FHp27"¢)) * f(x), k>0,
ou bien
F@QiNE) = 12791, Jjez,
FOSHE) = p27*Of©), k=0,

avec la notation : )y = Sy.

Si dans la relation (1.1.1) on change ¢ par 27%¢ et on multiplie par f (€) on obtient

F©p* )+ (&) Y ~27¢) = f(©). (1.1.2)
J>k+1
En appliquant I'application F~! sur (1.1.2) on obtient

Sef+ D, Qif=f WkeN

J>k+1



1.2. Des inégalités principales

Pour k£ = 0 on trouve

Sof + 3 Qif = f, (113

jez
pour toute f € S'(R™) (ou f € S(R™)), la décomposition de Littlewood-Paley de f est
définit par:
f= Sof+> Qif.

ez

Pour toute f € S (R™) (ou f € S»(R™)), la décomposition de Littlewood-Paley de f est
définit par:

= (110

jez
Pour la preuve de (1.1.3) et (1.1.4), on peut consulter [9], [6].
1.2 Des inégalités principales

Théoréme 1.2.1 (Inégalité de Hoélder) Soient 1 < p,q,r < oo telle que (
alors pour tout f € LP(R") et g € LY(R"™) on a

1 1 _ 1
p e =)

fge L'(R") et [|fgll, < 71, 1lgll, -

Théoréme 1.2.2 (Inégalité de Young) Soient p,q,r € [1,+00] telle que % + Cll = % +1,

avecr > p etr > q. Alors pour tout f € LP(R™) et g € LY(R™) on a

frgeL'(R") et |[f gll, < [fIl, lgll-

Théoréme 1.2.3 (Inégalité de Bernstein) Soient 1 < p < r < oo et R > 0. Alors il

eriste une constante ¢ > 0, telle que
1_1
I£1l, < eR"G=2 | 1],

et
£ < eR"GIHElF|| L Ya € NP,

pour toute f € LP(R™), avec supp F f C {€ € R™: |¢| < R} ,o0u ¢ ne dépend pas de f.

Preuve. Voir [2] ou [9, Remaraque 1.4.1/4, p. 23]. m



1.3. Les espaces de Besov B, (R")

1.3 Les espaces de Besov B; (R")

Dans cette section, nous donnons la définition et quelques propriétés de ’espace de Besov,

voir par exemple [1], [8], [9] et [10].

Définition 1.3.1 Soient s € R et 1 < p,q < 00. L’espace de Besov noté par B;}Q(R”) est
défini par les fonctions f € S'(R™) telle que :

1/q
) (o) <o 0
Bia

J=0

1f]
SUP;j>0 (st ||ij||p) < 400,  pour = o0.
Proposition 1.3.1 Les propriétés suivantes sont vérifiées.
- (B 4(R"); [|-]
- B3, o (R") = C*(R") si s € R"\N (I'espace de Holder).
- B3 ,(R") = H*(R"), Vs € R (I’espace de Sobolev).
-Vs €R, By (R") = H;(R") (I'espace de potentiel de Bessel, ou 1 < p < 00).

ps ) est un espace de Banach.
p,q

Preuve. Pour la preuve voir le livre de Triebel [9]. m

Proposition 1.3.2 Soient 1 < p,q < o0 et s € R, alors

(i) S(R") — B} (R") — S'(R").

(i) By (R") — LP(R") si s > 0.
Proposition 1.3.3 L’opération de dérivation 0%, envoie l’espace B, (R") dans B;;M(R").
De plus, pour tout f € By (R") on a

|0 f| (1.3.1)

s <ellf

s .
Bp,q

Preuve. Par l'inégalité de Bernstein on a
1Q;(* N, < o2 Q; 1], -

En passant o la norme dans B;;]M(R”), on obtient

(Z (s lel)a HQj(a"“f)HZ) < (Z(W Hij“p)q>

J=0 Jj=0

Q=

D’ou linégalité (1.5.1). m



1.3. Les espaces de Besov B, (R")

Théoréme 1.3.1 Soient 1 < p,q,r <00, et s € R. Si s> % - ou (% M) =setq=1,
alors

B (R") — L,(R").

Preuve. Soit L, C &', f € L, ,alors f =) Q,f ona

Jj=0

£, < Z 1Q;fll, carr>1.

J=0

D’apreés 'inégalité de Bernstein, on obtient

D olQifl, < e D 2EH Q1
J=0 Jj=0
On peut écrire aussi
S 2GTIQif 1, = 2T @ Qi)
Jj=0 Jj=0

par I'inégalité de Holder et pour % —2—-s5<0,ona

L

1
q a
> PETE @ Qifl,) < @ (22“?‘"5)") (Z?’SHWHZ)

j>0 j=0 Jj=0
1
J(5—r—s)d !
< oY 2677 1/l
Jj=0
< el fllg,

(n_n__ / . . .
car 227(1’ » 79 converge si 2 — 2 — s < 0implique s > 2 — 2 ouZ—2—s=0e¢t q=1.
= p T p T p T
Donc on obtient

L£1l < Il

s .
prq

Ce qui termine la preuve. m

Proposition 1.3.4 On a
L. Sis,teR, s>tetl<p,q<oo,aors B (R") — B (R").
2.8is,teR, 1< g<o0,1<p;,pr<ooets—it=t—:, alors B; (R") — B (R").
3. 5iseR, 1 <p<oo, 5 — s <0, alors By (R") — L.



1.3. Les espaces de Besov B, (R")

=

q

Preuve. 1. Soit f € B; (R"), alors f € S'(R") et (Z 25quij||g> converge. Si
Jj=0

s > t, alors 299 < 2% donc

<Z2“q||62jf||§> < (Z?S”IIijHZ) >

720 720

et on a | f| B, < 00, ce qui donne f € B} ,(R") donc on trouve

1y, <l

By’
2. D’apres 'inégalité de Bernstein on a
1

1QifIl, < 2™~ 1Q;fll, 7> p.

On pose r = py, p = p1, donc

1 1

in( )
1Qif1l,, <e2 ™ = 1Qifll,, -

Alors
2% |Qf ), < @G o g, f)
< @GR e ) f)
. 1 1 . i
S DD 7] Y
3=>0
Donc

1 1
i " ji(sg+n(2—-L1)—s "
(i) < (oot Ty,

Jj=0 Jj=0

3. Lo(R™) C S'(R™), alors f = ) Q,f, donc
J=0

£l <D 1Q5 fll

J=0

d’aprés I'inégalité de Bernstein, on a

SNQiflle < > 27 1Qifll,
7=>0 720
< ey PHTIQ;f,),
3=>0



1.3. Les espaces de Besov B, (R")

d’aprés I'inégalité de Holder, on a

S PEI@ Qi) < (Z?ﬂ”f‘”q')q (Z?J’”H@jﬂli) >

>0 >0 >0

=

par conséquent on a
1

1l < c (Z gj(z—sw) T

Jj=0

s )
Bp,q

(n— 4 . N .
et puisque > _ -, 2794 converge si % — s <0, cest-a-dire 2 < s. Donc

1fll < cllf]

Bfq
Ce qui termine la preuve. m

Théoréme 1.3.2 (Inégalité de Gagliardo-Niremberg) Soient 1 < p,q < 0o et o € R,
0<f<1. Ona

@
6 S
B’pe,@q N Lo — Bp,q?

avec

If1

1-0 0
< I A1

Ph.a 70,09
Preuve. On a
11, < 1o 1 f 1, - (1.3.2)
D’apres I'négalité (1.3.2) on a
1QifMl, < 1Qi 125" 1Q5£ 15,
par hypothese [|Q;f]l,, < ¢ fll, on a

1Q; FIl, < I1£15" 1Qs £,

en remplacant ||Q; f ||;’7 par || f H;G 1Q; f Hzp dans la définition de ’espace de Besov, on obtient

/]

s, < (22U 115,07

Jj=0
par conséquent on a

/]

1-6 0
s, < IAIS A2

6,96



1.4. Les espaces de Besov homogeénes B]j ,R")

1.4 Les espaces de Besov homogénes Bqu(R”)

Définition 1.4.1 Soient 0 < p,q < oc et s € R. L’espace de Besov homogéne B;,Q(R”) est
l’ensemble des fonctions f € S._(R") telles que

1

q
(Z 2874 ||ij||§> < 400, pour q# oo,
B,

JEL

/]

supjez (29]1Qsf1l,) < +00, pour q=oo.
1.5 Quelques propriétés

Proposition 1.5.1 1. (B;,Q(R"% -]
2. B, . (R") = C*(R") si s € RT\N.
3. B§2(R”) — HS(R”),VS € R.

4. Sotent s e R, 1 <p<oo,1<q< o0, alors

.. ) est un espace de Banach .
Bco,oo

Swe (R") = B2, (RY) = Ly (R).
5. Soit s e R, 1 < ¢ < ¢qo < 00 alors

Bt (R") < B (R").

p,q1 p,q2

6. Soient s1, 59 € R, tels que s1 < 9 etlgplgpggoo,lﬁqgooetsl—pﬂl:&—p%,

alors

B (R™) — B (R").

P1,9 Pp2,9

Preuve. Voir [5]. m

Proposition 1.5.2 Soient 1 < p,q < oo et s € R. Il existe deux constantes co,c; > 0,

telle que
allfllgy, < X517 (O]

pour tout f € B;q (R™) et tout A > 0.

5, <llf

5s
Bl’vq

Preuve. Voir [3]. =



1.6. Exemples

Théoréme 1.5.1 Soient 1 < p,q < oc et s > 0. Alors f € B, (R") si et seulemnt si, on
a feL,(R")etfe B;,q (R™); de plus il existe c1,co > 0 telle que

e [|f]

pg, < 171, + 1Ly, < c2llfllsy, . Vi € By (RY).

s
Biq

Preuve. Voir [1, Thm. 6.3.2] ou [10, Thm. 2.3.3, p.98]. =

1.6 Exemples

Exemple 1.6.1 Si f € S(R"), alors HijHp < 279N VYN €N et pour j > 0. Soit f(z) =
e’ € S(R™), alors
1@, fll, < 27N, VNeN, j>0,

et
279 || Qe || < co iV,
p
ce qui donne
1 1
q q
(Z(st Qje—m? ’ )q <c (ZQJ'(NS)Q)
>0 P >0
Alors on trouve )
q
H ~lal? < 9—i(N=s)g
e S C )

la série 32790 =94 copverge si N — s > 0, donc e~ € B; (R").
Jj=0

Exemple 1.6.2 f :=06 € S'(R™) (ou § est la masse de Dirac). En effet, pour n =1 nous

Qf =2 / (F 2 (x— 9) f)dy = (£ F 5@ — ),
et -
Q16 = (5. F (2 (x — ))) = F (2 (x — 0))
donc

1Ql, = 2 ( / if—lwzjx)\pdx)” _ it} ( / \f-1~/<y>1pdy)”

2j(1—%) HF—IA/‘

P Y

10



1.6. Exemples

alors
1Q0], = "), 0<p< oo,
on a
1Q,0l, < 2775,
et

299 |Q;6]| , < 217,

ce qui donne
1 1
q q

(Srmia) (e by
Jj=0 Jj=0
la série ZZ(SJ“P%)jq converge Si :
Jj=20
1. s+n(l— %) < 0 implique s < % — 1, alors § € B, (R").

2. S—I—(l—%):()etq:oo alorssz%—l,ona

27 1Qy0ll, < 32103251 1Q;61l,,, ¥j =0
JZ

= ol

BS o
Donc
6 € By, (R") sis<

s€ B, (R") sis

I
<1
\
N
—_
AN
iS
3
S
>Q
I
8

Sin>2 ona:
S s n ; 1
0 € By ,(R") sis <n(;—1),

S s n T o — 1 —
0 € By o(R") sis=n(;—1),q=oc0.

11



Chapitre 2

L’espace BMO(R")

Dans ce chapitre; nous allons donner la définition et quelques propriétés de BMO(R™)

(oscillation moyenne bornée), voir [2] et [4].

2.1 Définition et quelques propriétés de I’espace BMO(R")

Définition 2.1.1 On dit qu'une fonction f € L% (R") est a oscillation moyenne bornée

(f € BMO(R")), sl existe C > 0, telle que pour toute boule B de R™, on ait
1 / 9
= | |f—mefl"dz < C,
51/, e
ot mpf = &?‘ff(x)dx

B

Remarque 2.1.1 On pose

=

1
1 fll saro = | sup /|f_me|2dl’
B |B| A

o | fllgao =0 < f = constante.

o |f +9llzro < I fllgaro + 19l garo puisque mp(f + g) = mpf +mpg.

Exemple 2.1.1 La fonction log |x| appartient ¢ BMO(R™). En effet, puisque log|rz| =
log |z| + log r, prenons |B| = 1.

e BC{zeR": |z| <2}, puis [, |log|y||dy < C.

e BC{zeR":r<|z|<r+1},r>1: [5|loglyl —logr|dy < 1.

12



2.1. Définition et quelques propriétés de I'espace BMO(R™)

In(z), x >0,
0, r <0,

Exemple 2.1.2 (1) La fonction f(x) = n'est pas dans BMO(R™), puisque

1 1
gf [f(y) —cldy = Sy, Ve
Contrairement a L=(R™); les seuils de BMO(R") ne sont pas BMO(R™).

(2) La fonction f(z) = sgn(x)log|z| n’appartient pas & BMO(R™), pour le voir, on

remarque que la moyenne de f sur [—h, +h] est nulle, alors que

+h
%/U(z)]dx:l—logh, (h €]0,1]).
~h

On a L>(R") € BMO(R") et |[fllzp0 < 2/l

Lemme 2.1.1 [l existe C = C(n) > 0 tel que, pour toute boule B et toute f € BMO(R™),

on ait
maip |f| < Impfl+CG+ 1) fllzmo;

(en désignant par 2B la boule de méme centre que B, et de rayon égal a 27 fois celui de

B).
Preuve. L’inégalité triangulaire nous donne

mp || < 1l pao + Imsfl,

d’ou .
j
maip | f| = 1fll ppo < Z Imorpf — mae—pf|+ |msfl,
k=1
mais
1
Imokpf — marapf| < 1B |f(z) — maxp fl da
2k-1B
a1
< 2 28] | f(x) — myrp fldz
2k B
< 2"[flsmo
d’ou

mayip [f| < (14 2")) |l paso + Imsfl-

Ce qui termine la preuve. m

13



2.2. Théoréme de Feflerman et Stein

2.2 Théoréme de Fefferman et Stein

Théoréme 2.2.1 (Fefferman et Stein ) Une fonction f € L? (R™) appartient & BMO(R™)

loc

si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées:

(1) Jan(L+|2))7" 7 f(2)] dz < o0.

(i1) 1l existe une constante C' > 0 telle que, pour tout j € Z et toute boule B de rayon
279, on ait

| Sleus@rar<cis. (22,1

k>j

La démonstration ci-dessous est die a extrait de G. Bourdaud [2, pp. 145-147].

Preuve. Supposons que f € BMO(R") .
La condition (i) sera une conséquence directe du Lemme 2.1.1.
Maintenant, on prouve (2.2.1) pour f € BMO(R"). On fixe la boule B, de rayon 277, on
écrit

f=mapf+ (f —mapf)xop + (f — Manf)Xpmop-

Soit f = f1+ fa+ fs.
f1 étant une constante, on a Qi f1 =0, Vk € Z.
f2 € L*(R™) et || foll, < \B|% |/l gas0 i la théorie de Littlewood-Paley de L?(R™) s’applique
alors et donne

S [ @hfa < 3 [ et

k>j keZ
2
< CIB||[fllzuo-

En ce qui concerne le terme en f3, on montera :
Qufs@) < Cllfllpro 2™ (Y2 € B,Vk > j); (2.2.2)

On aura alors

> [ 1Quhla) e < ¥ o 1B (Z‘P‘k).

k>j k>j

Alors on terminera la preuve de (2.2.1).
Maintenant pour prouver (2.2.2), on a les remarques suivantes:

D’une part ¢ € S(R™), d’o Pexistance de C' > 0 tel que

‘gv/)(x)’ <Clz|™ " pour |z|>1.

14



2.2. Théoréme de Feflerman et Stein

D’autre part, pour 2 € B, y ¢ 2B et k > j, on a [25(x —y)| > Let [z —y| > L |zo —y].
Alors

Qrfs(z)] =

2 [ i -

< o2 / 1 — manf| () 70—y~ dy
Rn\2B

< oty [ U mnfl ) ke -y
=lotvip\aip

< CrEY N g - mas ),

=1

on applique le Lemme 2.1.1, on observe que

map(f —maopf) =0 et [f —manfllgno = I fllsmo-

On trouve

Qrfs(@)] < C [ flparo 2 "> 27 (1 +1).

=1

Remarque 2.2.1 Pour toute f € S'(R™), on a
(Qjf =0; VjeZ)< (f est un polynome).
Preuve. Supposons que f = z* (Yo € N*), on a
F(Qi1)(€) = ey(277€)5",
comme Y(0) =0 = F(Q;f)(0)=0. m
Proposition 2.2.1 Soit f € L} (R") telle que :

/ (14 [2) ™" (@) der < +oo,

alors

i) Si (3 1QifI))2 € L®(R") ona f € BMO(R™).
jEL

i) Si f € BMO(R™), on asup; [|Q;f|,, < +oo.

15



2.3. Les séries de Littlewood-Paley dans I’espace BMO

Proposition 2.2.2 (Stein et Zygmund) Pourp € |1,400[, il existe C = C(n, p) tel que,
quelque soit f € Hy (R"), on ait

I ll5ar0 < C IS5

Preuve. Le cas p € [2, +00].
Soit f € Hp (R"), on a en particulier f € LP(R"), donc f satisfait la condition (i) du
Théoréme de C.Fefferman et E.Stein 2.2.1.

Maintenant, on considére la boule B de rayon 277. On a

SN

P

ﬁ /BZIQkf(w)Fdw < ﬁ /B (DQW)P) dz

k=j k=j

hSEIN

P

/. (sz’“f \Qkf(x)|2> da

kEZ
n 2
<Z4 ! Qkfﬁ)
kEZ

< Cnp) 71y

IA
Q
g

2

IA
Q
g

p

2.3 Les séries de Littlewood-Paley dans ’espace BMO
Nous utiliserons une partition C'*° de 1'unité
Do(E) + Y D276 =1 VEER",
Jj=1
ou ® est portée par la couronne % < |€] < 2 et @p par la boule || < 2, en posant

Q1)) = ®27f(©), Viez,

-~

(S;NE) = @(2779)f(6), Viez,

alors on a

F=Sf+ > Qif, VfeSR") et kel

j>k+1

16



2.4. Les opérateurs de Calderén-Zygmund

2.4 Les opérateurs de Calderén-Zygmund

En dehors de la diagonale z = y, K(x,y) est une fonction localement bornée telle qu’il existe
C' > 0 vérifiant
|K (2, y)| < Cle—yl™. (2.4.1)

Il existe une constante C' > 0 telle que

[ Gy - K< (2.42)

=2’ |< 5 le—y|

pour tous z,z’ € R™.

Théoréme 2.4.1 Tout opérateur borné sur L*(R™) vérifiant (2.4.1) et (2.4.2) envoie L™ (R")dans
BMO(R™).

Preuve. Prouver une estimation ||T¢[ 5,,0 < C 9]l (quel que soit ¢ € D(R")) ne
suffira pas, puisque D(R™) n’est pas dense dans L*(R"). Il faut définir directement T'f,
pour f € L®(R").

On commence par définir T f sur chaque boule, puis on recollera les différents morceaux.
On pose
Fo(o) = T(fxp)(o) + [ (K(o.y) ~ Kloo,) f5)d,
R\ B

ol xg désigne le centre de la boule B et B la boule double.
Je dis que Fp € L*(B) et

[ 1Fs@Pas < I 151 (2.4.3)

B

En effet, si A désigne la norme L*(R") — L?(R") de T, on a

IT(fxp)ll, < Allfxsll, < Allfllo 1BI2

le second terme de F'p se traite grace a (2.4.2); pour = € B, on a

/RH\B(K(%w = K(zo,9))f(y)dy| < C|fll -

Cela on termine la preuve de (2.4.3). =

17



2.5. Corollaires

Exemple 2.4.1 L’opérateur de Hilbert

1) H: L*(R™) — L*(R"). Voir [2, p.106.].

2) H vérifie les conditions (2.4.1) et (2.4.2) alors H : L>°(R") — BMO(R™). Donc
¢ g(z) =1¢€ L>®[R").

e Hg(z) = log|z|.

Si f = Xqap € L3(R™), on peut calculer H f, on trouve

Tr—a

x—0b|

H(Xqp)(z) = log

Si f = X[0,400]: OT utilise la formule de la preuve ci-dessus; pour x € [—a,a], on a

Hf(x) = T(xga)@) + 7 (545 )a

= log |z| — log2a.

Donc: log|z| € BMO(R™).

2.5 Corollaires

Corollaire 2.5.1 Pour tout p € |0,00[, on a
S [ i) diy (o) < O Al
jEz
Corollaire 2.5.2 Soit § € L'(R"™) une fonction telle que |0(x)| < (1 + |z])™* (a > 0),
et S; la suite d’opérateurs définie par (E?)(f) = 0(279€) f(€); alors
S [ 185 @) diyfe) < Clna) 113
jez
Preuve. Celle du Corollaire 2.5.1 est immédiate; pour y ramener celle du Corollaire

2.5.2, il suffit de disposer de

[f(z —y)] .
/andy<ch(x), b> 0.

18



2.5. Corollaires

On écrit

flx—y)], |f(z —y)| |f(z —y)|
e (Lo Y~ /mgo TSI /y@ T

o) = [ 1t —ldr= / e [ It =)l doat

et

ce qui implique
do) =0 [ i ow)ldo
Sn—l
Alors

M — r n—1 1 B p ,
/|y|>a (1+\y!)”dy - U/t /s <1+t>b|f(x ty')| dudy

1
< / t—bgb’(t)dt

(e

—+o00

< [t7P0] 7 +b / = (t)dt

o
o0

< cMf(x) / o1t

o

< co "M f(t)

/| e —ldy = L[ ) dy

n
0" Jlyl<o

< o "Mf(x).
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Chapitre 3

Les espaces de type de Besov Bg,’g (R™)

Pour définir les espaces de type de Besov on a besoin de définir:

3.1 Les cubes dyadiques

Soient v := (vq,Vy,...,v,) € Z" et k € Z, le cube dyadique de longueur de coté 27% est la

partie de R™ définie par:
P, ={reR :v; <2%z; <v;+1, j=12,..n}.

Proposition 3.1.1 Pour tout k € Z, on a R" = U Py,

vELM

Preuve. Pour tout x = (1,29, -+ ,2,) € R" et k € Z, nous avons

(ot [z,] la partie entiere de x; ). Pour k fixé, [z;] est le seul entier vérifiant (3.1.1), autrement
dit chaque point z € R™ est contenu dans un est un seul cube dyadique de longueur de coté

27k m

Lemme 3.1.1 On a les propriétés suivantes :
e Les coins d’un cube dyadique de longueur de coté 27V sont dans 27VZ".

e Pour tout k € Z, l'ensemble { P, ,.,v € "} forme une partition de R™.

20



3.1. Les cubes dyadiques

Définition 3.1.1 Soient p,q € ]0,00]| et s, 7 € R. L’espace de type de Besov noté BZ:Z(R”)
est l'ensemble des fonctions f € S'(R™) telle que : || f

e < +00, ou
P,q

T
Q|-

/]

|@ﬂmw% , (3.1.2)

— ntk sjq
By = Sup sup 2 22 {/Pk

kE€Z vel™ >k

WV

avec la modification usuelle pour p = 0o ou ¢ = 0.

Autrement dit, l'expression (3.1.2) peut s’écrire comme :

o0

1 y
Byg(R™) — ]S;ég|p|f Z /(2 1Q; f(x)])Pdx < +o00.

j=max(J,0) | f

/]

Remarque 3.1.1 1. L’espace B;;;(R”) est de quasi-Banach pour 0 <p <1l oul <q<1
et de Banach pour p,q > 1.

2. L’espace B;;g(R”) est indépendant du choix de la fonction p, si on choisit une autre
fonction avec les mémes propriétés que p on obtient des quasi-normes équivalentes a celles

qui sont définies par p.
Exemple 3.1.1 Soient r > 0 et p, une fonction telle que
. 3r .
p() = 0si Je] > 5 et p,(€) = 1 si [¢ <

on pose 7,(€) = p, (&) — p,(28) qui est porté par l'ensemble L < |¢| < 2.
Soient S.j, = p,(27*D) (k =10,1,....); Q,; =7,(279D) et Q.o = S,9. Alors pour toute
g € S(R™) (resp.S'(R™)), nous avons

g= Zng dans  S(R™) (resp. S'(R™)).

320

De plus, si nous remplacons Q; par Q,; (j = 0,1,...) dans la définition de ||-| nous

S ’
BP#I

obtenons une quasi-norme équivalente dans B, ,(R").

Théoréme 3.1.1 Soient s € R, A > 0, et 0 < p,q < oo. Pour tout f € S'(R"), a > 0, et

x € By, on définit les fonctions maximales de Peetre

*,a o |Q]f(y)| *,a o |Q]f(y)|
Qj f(x) = yséle(l 20z — y|)*’ Qj,Jf<$) = yseu;,(l 20 [z — y|)*’

jeN.
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3.2. Les espaces de type de Besov homogénes B;Z(]R”)

1) Soit a > max(%,nt). Alors, f € By (R") si et seulement si

Q=

If15

1 s *,a
B”_Squ |BJ|T 22”HQ fHLp(BJ) <+,

jzJ+

ou ||}

2) Soit a > 2. Alors, f € Byg(R") si et seulement si

s est une quasi-norme équivalente dans By (R™).
P,q k)

Q=

1 ) « a
s .= SUPW Z 274 HQjﬁfHLP(BJ) ST

j=J+

ot |[1|%2

3) Pour tout j > 1 et tout & € R™, on pose p;(§) = p(277€). Alors, f € By7(R") si et

i- est une quasi-norme équivalente dans By (R™).
P,q )

seulement si

Lo (B,) < 400

]' S
£ = sup 5 > 29| F xS

jzJ+

Y H ; 50 s, T (DN
ou ||+ per est une quasi-norme équivalente dans By (R™).

3.2 Les espaces de type de Besov homogénes B;:;(R”)

Rappolons que P, (R™) 'ensemble de tous les polynomes de R", S, (R") est ’ensemble des
u € S(R™) telle que (f,u) = 0, pour tout f € Py(R") et S, (R™) I'espace des distributions
modulo tous les polynomes (le dual de S, (R™)).

Définition 3.2.1 Soient 1 < p,q < o et s,7 € R. L’espace de type de Besov homogéne
noté B;;;(R”) est l'ensemble des fonctions f € SL (R™) telle que || f]|

Byry(Rn) < 00, 0U

Q-

q

17115372y = supsup 2™ Z{ / <2sjrczjf<x>r>?dx} S (B2
keZvel™ =k Py

avec la modification usuelle pour p = oo ou ¢ = 0o

Remarque 3.2.1 (1) [|f|[gs7®n) =0 f € Puo(R"). Lespace quotient B;:;(R”)/POO(R”)
est un espace de Banach, il sera noté B;jg(R”) et ses éléments [f]. = f + Px(R") ou
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3.3. Inclusions

f € By (R") seront notés f.
(2) Byo(R") = By (R™), ou Bj , est l'espace de Besov homogeéne.
(3) Si T <0, alors B;:;(]R”) = P (R™).

Proposition 3.2.1 (Cas particuliers) Soient 0 < p,q < oo et s,7 € R.
s,0 ny __ s n N s n ’ \

1. By (R") = B; (R"), ou B, (R") est l’espace de Besov non homogeéne.

2. Pour 7 <0, on a By7(R") = {0} .

3. Pourp € ]0,00], q € |0, 00] et7>%0uq:oo 6157'2%, on a
s+n(7—%)

Byi(R") = Byg (R™).

Preuve. Voir par exemple [11]. =

3.3 Inclusions

Proposition 3.3.1 Soient s, 7T€R, e >0et0<p<ooet0<q,q < oo. Alors

BS,T (R’n) (SN BS,T (R’n) S/L ql S q27

p,q1 P,q2

ByT(R") — Byi(R"), Vq€]0,+00].

Preuve. On montre que By7 (R") — By7 (R™) si g1 < go. On a

EQI - ng s1 @1 < ga.

Alors
o0 a2 00 ar
> @R )™ | < | Do @7NQif o)™
J=J+ j=Jt

1

On multiplie par T et en passant a la borne supérieure par rapport a P € D, on trouve

Ip
BS,T (Rn) [N BS,T (Rn)'

pa1 P92

On montre maintenant que

B:teT(R™) — B (R™), Vg €]0,+00].
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3.3. Inclusions

Q=

11

o0
peter = SUP sup2"k Z s+ HijH%p )
P kez vezr i=Ts

alors Ve > 0, on a

Q=

q

S Qifln | < [ D20 QA1

J=Jy J=J¢

Donc
By (RY) = By (RY).

Proposition 3.3.2 Soient s € R,0 < p,q < oo et 7> 0. Alors
SR") = By (R") — S'(R").
Preuve. Voir [11]. =

Proposition 3.3.3 Soient s € R, 0 < p,qg < oo et 7 > 0. Alors

srbL L
Bong ™ (RY) — BT (R") 5i0 < py < py < o0,

P1,9

et
1
B’y (R")— By7(R") si0<7<—.

1—7p

i~

Preuve. On montre (3.4.1), on a

Qe

o0

1 y
_ - J . f114
B, = SWTpF > 270Qifl5, |

J=J+

/1

d’aprées 'inégalité de Holder on a

11
1Qifllp, <Pl P2 |Qflly,, -

24

(3.3.1)

(3.3.2)



3.3. Inclusions

Alors
1
o' q
1 11 sj q
Pl < swprme 1P (5029 1@,
JEL 7
J=J+
1
1 >0 !
< sup——=—— [ Y 27 Q; [
ez |P[ e \ 5 77
= Wl
donc
S’T+é+ﬁ n S, T n
sz,q (R ) — Bpl,q(]R )

Maintenant on preuve (3.4.2). On a
s,0 ny __ s n
B:O(R™) = B2, (R").

On pose dans (3.4.1)

T+ ———=0
P2 D1
Alors
1 —71p1 + 1
P2 P1 ’
implique que
D1
P2 =
1—7p

en remplagant dans (3.4.1) on trouve le résultat. m
Proposition 3.3.4 Soit s € R et ¢ € |0, +o0[, alors

S,l .
B;,q(Rn) - BOOI:Q(RH) 81 Vp € ]07 OO[,
s, L s, L i
Bpd (R") — Bgd(R") sip>gq,
1 1

By (R") — Bpi(R") sip<gq
Preuve. Voir [12]. =
Proposition 3.3.5 Soient s € R, 0 < p,q < oo et 7> 0.Alors

s+nT—2

Byi(R") = Beooo "(R").
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3.4. Extension aux espaces B;Z(]R”)

Preuve. Voir [11]. =

Proposition 3.3.6 Soient 0 < q < oo, 7> 0, et —00 < 89 < 81 < 00. Alors

. - , n n
B o (R") — B;iq(R”) 510 <pg<pr <x etsy— p_o =5 — ]9_1

Preuve. Voir [11]. =

Proposition 3.3.7 Soient p,q € |0,00[ et s € R.
(i) On a
1
B;::I-I (Rn) — B;’;-O(Rn) St 5 S To S T < OQ.

(17) Pours>ap,0§7'o<7'1<%, et go,q1 >0 on a

B0 (Rn>\Bs,rl (Rn) ?é @ el B5T1 (Rn)\Bs,TO (Rn) 7& @

p,q0 p,q1 p,q1 p,q0

Preuve. Voir [11]. =

3.4 Extension aux espaces B;:;(]R”)

On peut étendre le Théoreme 2.2.1 de la maniére suivante:

Théoréme 3.4.1 Une fonction f € L2 _(R") appartient & BMO si et seulement si les deux

loc

conditions sont vérifiées:
(1) Jou(L+[2[)7" 71| f(2)|dz < +o0.
(ii) f € By (R") .
Preuve. De la Définition 3.2.1 (formule (3.2.1)), il vient que si f vérifie (2.2.1), elle

vérifie aussi (3.2.1). Ceci montre que BS;(R”) contient la classe des fonctions satisfaisantes

la condition (2.2.1). m

Remarque 3.4.1 Dans le Théoréme 3.4.1, on peut se demander si l’extension suivante est
posiible : On change

1- (i1) par une condition plus large, i.e.
f € B33 (R™). (3.4.1)

2- (i) par une condition compatible avec (3.4.1).
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%ésumé: Ce mémoire de master comporte une ¢tude d

e
I’espace BMO. Nous avons ¢étudi¢ les espaces de Besov homogenes et
non homogenes, ou nous avons donn¢ certaines proprictés de ces
espaces et nous avons €tudi¢ les espaces de type de Besov.

Besov.

Mots clés :BMO , Espace de Besov, Espace de Besov homogene

@ace de type de Besov....

%)stract: This master thesis includes a study of BMO space. We

have studied the homogeneous and inhomogeneous Besov spaces,
where we have given some properties of these spaces and we have
studied the Besov type spaces.

Key words: BMO, Besov space, Homogeneous Besov Space, Besov

itype space ..... /




